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Ivadas

Darbe nagrinéjama priklausomy atsitiktiniy dydziy sumos, aptinkamos kombinatorikoje,
dispersijos vertinimo problema. Pagrindine paskata — Turdno-Kubiliaus nelygybés sékmé
tikimybinéje skaiciy teorijoje. Atskiru atveju nelygybe galima suformuluoti taip:

> (Zf(p)—Zf(p)) kY k<

m=1 p|m p<n p p<n p

SRS

¢ia C' > 0 yra absoliuti konstanta. Vidinése sumose p zZymi pirminius skaicius, p|m reiskia
p dalija m, o funkcijos f(p) reikSmeés yra bet kokie realieji skai¢iai. Pirma karta, kai f(p)
yra aprézti nelygybe suformulavo ir pritaike P. Turan 1934 m. Pateikta forma J. Kubilius
ja atrado Sestajame pra¢jusio amziaus deSimtmetyje. Buvo iskelta hipotezeé, kad jvertis

C = % yra nepagerinamas visiems n > 2. Be to, J. Kubilius [6] jrodé, kad

3 1
Ko(f) =2 .
sup (1) = 5 + 0

J. Lee [7] patikslino $j rezultata, iSvesdamas nelygybe

su tam tikra C; > 0, jei n yra pakankamai didelis. ,Maziems* n hipotezé kol kas nepatik-
rinama kompiuteriu.
Kombinatorikos objektai — keitiniai, polinomai vir§ baigtinio kuno ar, bendriau, an-

sambliai, svorinés multiaibés — panasiai kaip naturalieji skaiciai iS pirminiy, taip pat yra



atitinkamuy paprastesniy pirminiy struktury (komponenciy) rinkiniai. Imant juos atsitikti-
nai, pasireiskia komponenciy priklausomumas, budingas atsitiktinio naturaliojo skaiciaus
pirminiy daugikliy priklausomumui. Pasinaudojant analogija su tikimybine skaiéiy teo-
rija, plétojama adityviyjuy funkcijy, apibrézty atsitiktinése strukturose, teorija. Turano-
Kubiliaus nelygybés analogus keitiniams gavo J. Klimavic¢ius ir E. Manstavicius [5], taip
pat Z. Baronénas, E. Manstavicius ir P. Sapokaité [2]. [domu pazyméti, kad siuo atveju jro-
dyti rezultatai patvirtino, kad analogiska hipotezé teisinga net su tiksliomis konstantomis.
Darbe [8] gauti ir tikslus apatiniai dispersijos jverciai.

Siame magistro darbe nagrinéjamos atsitiktinés svorinés kombinatorinés struktiiros.
Apibrézus atitinkamas statistikas, nagrinéjama dispersija ir gaunami pastaryjy rezultaty
analogai. [rodyti dispersijy jverc¢iai patvirtina anksc¢iau minéta hipoteze vadinamiesiems
kombinatoriniams vériniams ir, atskiru atveju, polinomams virs baigtiniy kuny.

Tegu (P, || -||) yra pirminé svoriniy objekty klase, ¢ia || - || — svorio funkcija, tenkinanti
salyga

(j) == {peP: |Ipll =} <
kiekvienam j € N. Nagrinésime aibe G := M(P), sudaryta i$ visy galimy aibés P elementy
rinkiniy su pasikartojimais. Joje pratesime svorio funkcija. Jei a € G ir a = {p1,...,p-},
tai ||a|| = ||p1]| + - - - + ||pr||; tusciai multiaibei () priskirsime svorj 0. Tuomet n-ojo svorio

multiaibiy skaic¢iy zymeésime
m(n) = 1Ga| = [{a € G+ llall = n}|.

Toliau nagrinésime klase multiaibiy, tenkinanciy salyga m(n) = ¢", ¢ia ¢ > 2 yra
naturalusis skaicius. Jei ¢ yra pirminio skaic¢iaus laipsnis, tuomet G galéty buti moniniy
polinomy Zziedas F;[t] virs baigtinio kiino F,. Tuomet P buty neredukuojamy polinomuy
poaibis, o svorio funkcija — polinomo laipsnis. Bet kokiam naturaliajam ¢ > 2 aibé P
gali buti sudaroma is specifiniy kombinatoriniy struktury — vériniy virs ¢ raidziy abécélés.

Tokios vériniy multiaibés tenkina salyga m(n) = ¢" (daugiau apie vérinius galima rasti []



knygoje, zr. 2.12 pavyzdj, p. 43). Vériniy multiaibéms teisingos Sios lygybeés:

Z ¢"u(d),  ¢"=>_dn(d)

d|n dn
¢ia d perbéga visus natiraliuosius n daliklius, o u(d) — Mobius'o funkcija. Sie sarysiai

ekvivalentus formaliai begaliniy eiluciy lygybei

o0

Z q"x" = H (1—a9)~
n=0

Atsitiktinai su vienoda tikimybe imkime multiaibe a € G,, t.y. apibrézkime tikimybe
vn({a}) = ¢ ™ n € Nir i({0}) = 1. Jei kj(a) > 0 yra j-ojo svorio pirminiy svoriniy

objekty skaicius multiaibéje a € G,,, tuomet

k(a) = (ki(a), ... ku(a))

zymes aibés a strukturinj vektoriy. Bus tenkinamas sarysis E(l;'(a)) =n, jei a € G,, ¢ia
B = S E= (b h) € = (NU{0))
j=1

Véliau darbe jrodoma, jog tikimybeé, kad atsitiktinai traukta multiaibé a € G,, turés struk-
turinj vektoriy § yra
- 1
va(Fla) = 5) = 1{6(3) = n}q " H ( Ak )
Sj
¢ia § = (s1,...,8,) € Ny, o 1{-} — indikatoriaus funkcija.

Apibréziame tiesine statistika
h(c) := h(¢,a) = c1ki(a) + -+ - + cpkn(a), c¢=(c1,...,¢,) € R™

Funkcija h(1) = ki(a) + -+ + ky(a), ¢ia 1 = (1,...,1) € R", nusakanti pirminiy svoriniy
objekty skaic¢iy multiaibéje a € G,, yra tiesiné statistika. Sudétingesni tiesiniy statistiky
pavyzdziai pateikiami [I].

Siame darbe nagrinésime tiesiniy statistiky h(¢) dispersija mato v, atzvilgiu. Pagrindi-
neés techineés kliutys vertinant sj dydj kyla is tiesine statistikag sudaranciy atsitktiniy dydziy

priklausomumo.



Toliau darbe vidurkj ir dispersija mato v, atzvilgiu Zymesime E, ir V,; kai tikimy-
biné erdve (Q,F, P) nenurodyta, vartosime Zymenis E ir V. Visi sumavimo indeksai
1, 7, [, k,m,my ir mo yra naturalieji skaiciai. Glaustai pateiksime gautus rezultatus, visy

teoremy jrodymai ir naudojamy sarysiy paaiskinimai iSdéstyti 1-ame ir 2-ame skyriuose.

1 teorema. Jeic € R"” irn € N, tas

Voh(e)= Y ar(ike? = Y aem(in(i)g " (1)
1<jk<n der et

Zinoma [1], jog fiksuotam j a.d. k;(a) konverguoja pagal skirstinj, kai n — oo, i a.d.
7;, kuris pasiskirstes pagal neigiama binominj désnj NB(7(j),¢ 7). Tegu {71,7, ...} yra
tarpusavyje nepriklausomi. Apibrézkime juy tiesing kombinacija Y, = 171 + -+ + ¢V
Darbe parodysime, jog pirmoji desiniosios pusés suma yra gerai aproksimuojama VY,
todél vertindami V,,h(¢) naudosimeés Siomis kvadratinémis formomis:

Bue)= X dr(he . Ra(@)= X mg(Semli))
1<jk<n m<n jlm

2 teorema. Jein > 2, tuomet
1
V,h(c) < B,(c) + §Rn(é)'

Be to, nelygybé tampa lygybe, kai

dlj
1 isvada. Jein > 2 irc #0, tai

3 3 -1

Vah(e) < 5B, (0) < 2(1 _ qqn>vyn.
q

Sios nelygybés yra trivialios funkcijoms, proporcingoms h(j,a) = h(j) = n, ¢ia j =
(1,...,4,...,n), kai a € G, nes tada V,h(j) = 0. Sj nepatoguma pasalinsime naudodami
¢ postumj. Pastebime, jog abi kvadratinés formos B,,(¢—tj) ir R,,(c—tj) pasiekia maziausia
reiksme pagal t € R, kai

2 —m .
t=1t.:= T Dn > mg™ > eim(j).

m<n jlm

b}



3 teorema. Jein > 3, tai
| _
B, (¢~ 1ej) = gRa(C — tj)) < Vah(e) < Bu(e — tej) + R (€ —tej),

cia abi nelygybés yra nepagerinamos. Be to,

3(n+ 1)nt2

_ 1 _ 1
B, (¢ —tej) + GRa(€ — tej) = Ba(€) + SRa(6) = —— —— 1.

2 isvada. Jein >3 irc# aj, a € R, tai
2 _ - 3 _ -
an(C - tcj) < Vnh(c) < §Bn(c - tc.])'

Iki siol isvardyti rezultatai publikuoti bendrame darbe su E. Manstavic¢iumi [4]. Véliau

.o . . . 3 .. 2 e e ey .
jie buvo papildyti pastebéjimu, jog konstantos 5 ir £, esancios paskutinéje iSvadoje, yra
asimptotiskai tikslios.
4 teorema. Fgzistuoja tokia C' > 0, kad

3 C< Vh(6)<3 2< ¢ Vnh(6)<2 C

- — — su — — in -+ —

27 72 " e Ba(e) S 203 e By(c) - 3

cH£aj

kain > 3.

[liustruojant teorinius rezultatus, 3-iame skyriuje pateikiami kompiuteriniy skaiciavimuy

rezultatai, pabréziantys teorinius jvercius.



1 skyrius

Savokos ir pagalbinés lemos

1.1 Svorinés multiaibés

Siame magistro darbe pasinaudota [9] knygos 5, 7 ir 13 skyriuose siuloma tyrimo metodika.

Apibrésime pradine svoriniy objekty klase.
1 apibrézimas. Aibe P ir svorio funkcija || - || : P — N, tenkinandia salyga
() =|[peP: [l =i} <co. JEN,
vadinsime pradine svoriniy objekty klase.
IS pradines klasés svoriniy objekty sudarysime multiaibes.

2 apibrézimas. Aibe G := M(P) = {{p1,...,0+} : p1,-..,pr € G} ir pratesta svorio
funkcija || - || : ¢ — Ny vadinsime svoriniy multiaibiy klase. Svorio funkcija pratesiama
taip:

r
llall = [{p1, - 2 =D M Ipill-
=1

Aibe, kurig sudaro n-ojo svorio multiaibés, zymeésime G, := {a € G : ||a|| = n}, o jos

galia — m(n) := [G,|. Jei k = (ki,...,k,) € NI, tai suma 1-k; + - - - + nk, Zymésime £(k).



1 lema. Teisinga si lygybé

m(n) =G, = [{a € G+ llall = n}| = Z H( . 1), (1.1)

=nJj=1
Irodymas. Skaiciuosime galimus budus, kaip sukonstruoti skirtingas n-ojo svorio multiai-
bes. Pirma, grupuokime multiaibes pagal jas sudaranciy pradiniy objekty svorj ir skaiciy.
Tegu vieng grupe sudarys multiaibés, turincios k; > 0 svorio j elementy, ¢ia 1 < j < n ir
(k) = n.

Teliko suskaiciuoti skirtingus budus, kaip parinkti £; svorio j pradiniy objekty. Zinome,
kad j-ojo svorio pradiniy objekty turime 7(j), taigi i$ ju parinkti k; objekty su pasikar-
tojimais bus (”(j);gf" 71) budy. Pereidami per visus pradiniy objekty svorius ir sudaugine
objekty parinkimo budus gausime skirtingy multiaibiy skaiciy atitinkamam vektoriui k.

Telicka pereiti per visus vektorius k ir sudeti atitinkamus multiaibiy skai¢ius. O

Siame darbe toliau nagrinéjamos multiaibésm, kai m(n) = ¢", ¢ > 2, ¢ € N. Norédami

gauti klasés G generuojancia eilute, taikysime Sig formule.

2 lema. Teisinga formali lygybé

ﬁ<1+§:f1<k)xj’“>=2< RIC )

j=1 k=1 n=0 L(k)=nJj=1

Lemos jrodyma galima rasti [9] knygos 5.3 skyriuje.

3 lema. Teisingos Sios generuojancios eilutés M (z) israiskos

= St = [0 =970 —exp (£ 5 25)

n=1 n=1 k=1

kai 0 <z < g7 !



[rodymas. Pradedame nuo generuojancios eilutés M (x) apibrézimo

S m(n)a” = 3 (M) I (W) +y - 1)>x

]
:f[1 (1 + kfjlxﬂf( 1)’“<_7;(‘7)>> = ﬁ(l 27)0)
—en - > #(i) (1 - ) = S ey =)

Pereidami is pirmos j antrg eilute taikome [2| lemos rezultata. Kituose dviejuose peréji-
muose remiamasi binominio koeficiento savybémis, o paskutinéje eilutéje gauta sandauga

potencijuojama ir logaritmuojama bei taikomas logaritmo funkcijos Taylor’o skleidinys. [

4 lema. Teisingos lygybés
1
¢" =3 dn(d),  w(n)= -3 ¢""p(d). (1.2)
dln dn
Siose sumose d perbéga teigiamus n daliklius.

1

Irodymas. Tarsime, jog 0 < z < ¢~'. Logaritmuosime dvi generuojancios eilutés M (z)

israiskas ir jas palyginsime:

In(M(z)) = In (i m(n)x") —n <ni;0q”x"> —n ( ! ) _y

n=0

In(M(2)) = In (exp (iwm 5 k)) SR Y =Y ( ”Ej))

j=1 k=1

Palygine eiluciy koeficientus prie 2", gauname

n

q

n

= Z WE:) arba q”:Zjﬂ(j).

kj=n jln

Irodydami [1.2] lygybe, pritaikome Mobius’o apgrezimo sarysj.



1.2 Atsitiktinés multiaibés

Apibudintoms svoriniy multiaibiy strukturoms jvesime atsitiktinj juy elementy parinkima.

3 apibrézimas. Tolygusis tikimybinis matas, Zzymimas v,,, aibéje G,,, n € Ny, apibréziamas
lygybémis:
vm({a}) =q¢™", a€g,, (1.3)

be to, vo({0}) = 1.
Atsitiktiniy dydziy vidurkj ir dispersija mato v, atzvilgiu zymésime E,, ir V,,.

4 apibrézimas. Tegu kj(a) yra j-ojo pirminiy elementy skaicius multiaibéje a € G,.

Tuomet vektoriy k(a) = (k1(a), ..., k,(a)) vadinsime multiaibés a struktiiriniu vektoriumi.

Kiekvienas n-ojo svorio multiaibés a struktirinis vektorius turi savybe £(k(a)) = n.
Tikimybé, kad atsitiktinai parinktos multiaibés a € G, strukturinis vektorius sutaps su
pries tai parinktu vektoriumi § := (s1,s9,...,5,) € Ng, lygi

va(k(a) = 5) = 1{((5) = n}q™" H ( )= 1). (1.4)

Sj

Formulé isvedama naudojantis tais paciais samprotavimais, kaip ir [3| lemos jrodyme.
Apzvelgsime gerai zinomus faktus apie atsitiktines multiaibes. Plac¢iau multiaibés ap-
rasomos [3] straipsnyje ir [I] knygoje, 2.3 skyriuje.
Tegu 7@ = (’y( ),fy(x) .) yra begalinés dimensijos vektorius. Tarkime, kad jo koor-
dinatés yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal neigiamg binominj désnj
W ~ NB(n(j), 29):

7(j)+m -1
m

PG =m = Ja—aytom,  men,

¢ia 0 < z < ¢!, Jy momentus generuojancios funkcijos atrodys taip:

o) i\ ()
" 1—a/
k=0

1— zad

10



Véliau taip pat naudosimes 8iy atsitiktiniy dydziy faktorialiniais momentais:

"T(n(5) +7)
P(x()

E(1”) =E(7(" =1 () = r 4 1) = 0 (2)]m = (1 fj:ﬂ')

¢ia I' — Euler’io gama funkcija.
Dél paprastumo atitinkamai pratesiame k(a) iki begalinés dimensijos vektoriaus k(a) :=

(k(a), ... kn(a),0,...). Tegu 6@ = 14" 1 ... 4 py@ 4 (n + 1)77(1321 + ---. Atsitiktinis

dydis 6 apibréztas korektiskai, kai 0 < 2 < ¢~', nes tenkinama Boreli-Cantelli lemos
salyga:
S PP #£0) =Y (1-(1-2/)) < o0, (1.5)
j=1 j=1

Sios sumos konvergavimas yra ekvivalentus begalinés sandaugos

1

_ Ay _
i = 0=+ (1.6)

—

1

j
konvergavimui. Zinome, kad M(x) # 0, kai 0 < z < ¢!, todél (1.5 eiluté konverguoja,

kai tenkinama ta pati salyga.

5 lema. Jei s = (s1,...,8;,8j41,---) ENF ir0 <z < q7 !, tai

va(k(a) = 5) = P(3) = 5/ 0) = n).

Irodymas. Lygybés kairiosios puseés israiska jau yra zinoma:

Vn(%(a):@ 1{/((s —n}H< j)+s;— 1>‘

Sj

Telieka rasti tikslia deSiniosios pusés israiska. Pradésime nuo salygos ) = n:

PO —n)= PO =n) T[ PO

k=n-+1
_ Z H (W(]) "’kj )(1 . 7T(J LY H P
o(k)=n Jj=1 kj k=n+1
L(k)=nJ=1 k:j k=n+1
PR N+ ki —1\ & z"m(n)
= Z (k) H <7T(J) + K ) H(l . k)n(k) e S
T T .
o(k)=n j=1 kj k=0 M(x)

11



Galiausiai surasime salyginés tikimybés israiska:
P(® = 56 = n) = P((0") =n)n (7" = 5)) _ Y= n)}P(7" = 3))
1{l(5) =n} 5 (7)) +s5—1 o
= 1 — 29\7) pdsi
P Q(x) ) H ( Sj >< =)

() ()

Sj

6 lema. Tegul ¥ : N§° — R yra toks atvaizdis, kad E’\If(i(ﬂ”))

EV(7) = (1 — qx) <\I/(0) + i En\I/(/’z:(a))q"x">7 O<z<qt

n=1

Irodymas. Lygybei jrodyti remsimés salyginio vidurkio savybe
= > E(¥E"

n=0
= B, U(k(a)P(0®) =n) = ZE U(k(a))

o) = n)P(Q(m) =n)

]

Pritaike jrodytos lemos teiginj, randame atsitiktiniy strukturiniy vektoriy koordinaciy

vidurkius ir kitus momentus.

7 lema. Teisingos lygybés

E,(k;(a)(k;(a) = 1)) = 7()(x() +1) > (k—1)g .

Taip pat, jei i # j, tai

E,(ki(a)k;(a)) = (i)x(j) > ¢ "

1,k>1
il+jk<n

12



Irodymas. Lygybéms jrodyti taikysime [6] lemos teigin;.

1) Tegu ¥ (k) = k;. Tuomet

(2 o () A D)
EV(79) = i) = 1( ) - =m(j) Yo,
- n=0
Kita vertus, turime
(1= 40 (W0 + B FE)s" ) = (1 0) 3 By (el
n=1 n=1
Sujungiame abi lygybés puses:

o0 o0

’/T(]) Z w(n—&-l)j _ (1 _ q:L‘) Z Enk]<a)qnx"a
n=0 n=l

(7 32w} Eta) = 3 Buky (el

k=0
00 00
(7)o" Y ¢ = Eak(a)g"a".
n=1 lJ;Jlk:an n=1

Palygine koeficientus prie ™, gauname

m(j) > ¢ = E,kj(a)q", arba

Jjk+l=n

>0, k>1
E.kj(a) =m(j) > ¢ "==0) > ¢’
Jk+l=n 1<k<n/j
>0, k>1

Kitos lygybés jrodomos atitinkamai parenkant kitus funkcionalus W.

2) Tegu V(k) = kj(k; — 1). Tuomet

Taip pat
(1-q2) (\If<o> ¥ f; Enw(a))qw) — (1-gz) i En (k;(a) (k;(a) — 1))q"z"

13



Vadinasi:

1 — a9

( ) ) ()G +1) = (1 - qz) i En(k;j(a)(kj(a) — 1))q”x”,

T (rli) + 1 L) e = 3 Bl (a) ~ D)
DEO+D S (X o) = 3B - D)t

Palyginame koeficientus prie z":

m(5) (7 (5) + 1)<k‘ ) ql> = B, (kj(a)(kj(a) — 1))q"
"))+ 1) ) =, (15 (0) ) - 1),
1§1k§_r(§n*/]>/J
w(i)r(i) = 1) - ) = B4 500y (0) - 1)

3) Tegu (k) = kjk;, i # j. Tuomet:

E¥(7@) = (1 — qz) (‘I’ (0) + i E,U(k( a))q”:v"),

n=1

( ) (l—aj 7Tl—x") (1-qz) ;En( )>qnxn’

(i) (f) ( > <qx>m) - i E, (k;(0)ki(a))q"a"

m=0

(7)) (i) Zx Yoo "= iEn(kj(a)ki(aDq"x”.

ki+lj4+m=n,
k,l>1,m>0

Todél:
w()m(i) > ¢ M =B (ki(a)ki(a)).

kit+lj<n

1.3 Matricos U spektras ir is jo iSvedamos nelygybés

Siame skyrelyje aprasomas matricos U = ((1{i +j > n}(ij)~*/?)) spektras. Naudodamiesi

juo, isSvedame nelygybes, kurios labai svarbios jrodant tiesiniy statistiky dispersijy jvercius.

14



8 lema. Tegu U = ((wi;)), i,j < n, yra simetriné matrica, apibrézta taip:
U5 = 1{'L +] > n}(l])_l/g

Tuomet matricos U spektrqg sudaro aibé {1, — 1/2, 1/3,...,(=1)""'/n}. Be to, pirmas
tris tikrines reik§mes atitinkantys tikriniai vektoriai yra proporcingi €, = (€1, ..., €m), ¢ia

r=1,2 3 5<nir

=i ey = (35— 20— 1)\Jj, ey = (1072 —6(2n + 1)j + 3n® + 30+ 2)/J.

Matricos U spektras ir tikriniai vektoriai yra surandami [5] ir [2] straipsniuose.

Transponuotg vektoriy z Zymeésime z’.

9 lema. Tegu A = ((a;j)) € R™™ yra simetriné matrica, t.y. a;; = a;;, 1,5 < n. Matricos
A tikrines reiksmes Zymésime X;, o jas atitinkancius ortonormuotus tikrinius vektorius

i = (Vi1, ..., V). Tarkime, Ly yra tiesinis matricos A tikriniy vektoriy, esanciy poaibyje

V CA{vy,...,0,}, generuotas R™ poerdvis, o Iy := {i:v; € V}. Tuomet

T AT T AT
max e = max J\;, min el = min \;. (1.7)
zely ||z||?2  ielv zely ||Z]|>  ielv
[rodymas. Tarkime z € L. Tuomet z galime iSreiksti taip 3 ";c 7, a0, Claa = (aq, ..., 0n) €
R™. Tada
max —— = a;0; A 0;
e e ~ 2T ( 32 o) ( 3 o
1
=max —— QA U; v, max —-— QAU
z€ly ||x’|2<iezlv o ) (Ew ’ ]> €Ly \|a:|]2 g‘wezfv e
2
= max ;N = max
w2 ot - B
Minimumas jrodomas atitinkamai. [

Toliau matricos U tikrinius vektorius zymésime e,, 1 < r < n.

10 lema. Tegu b,, e R, 1 <m <nirn > 2. Tuomet

—= > mbE, < > bayb, <> mb,. (1.8)

1<m<n 1<mq,mo<n 1<m<n
mi+mo>n
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Jein >3 ir

tas

1
> bybp, < 3 mb2,. (1.9)

1<mj,mo<n 1<m<n
mi+mo>n

Be to, abi (1.8)) ir (1.9) nelygybés tampa lygybémis, kai by, = €pm/v/m, ¢ia r = 2,1, 3 ir
erm toks pat, kaip apibréztas[8] lemoje.

Irodymas. Nelygybés jrodomos pritaikius[9|lemos rezultata matricai U, apibréztai[§lemoje.
IS tiesy

7U7/ -1 r—1
maxx v ( )

I —— = max :1:>SEUSEI§ ||Q_3H2
ZER™ ||xH2 1<r<n r

Atitinkamal minimumui turime
1
zU7 > —§||i||2.

Pritaike keitinj z,,, = by,/m, m < n, gauname (1.8)) nelygybe.

Irodysime paskutinj sarysj. Pirma pastebime, kad

Y omby =0 <= > zu/m=2z-€ =0, (1.10)

m<n m<n
t.y. @ priklauso poerdviui Ly, generuotam is V' = {éy, €3, ...,e,}. Tokiu atveju gauname
grieztesne nelygybe
zUx (=)t 1
max —— < max ———— = —,
zely ||Z]|? T 2<r<n v 3

kadangi nebereikia atsizvelgti j vektoriaus e; tikrine reiksme —1.
Be to (1.8) ir (1.9) nelygybés tampa lygybémis vietoj z parenkant atitinkamus tikrinius

vektorius é;. O
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2 skyrius

Teoremy jrodymai

2.1 Tiesinés statistiky vidurkiy ir dispersijy israiskos

5 apibrézimas. Tiesine statistika vadinsime atsitiktinj dydj h(c), apibrézta taip:

h(c) := h(¢,a) = c1ki(a) + -+ - + cpkn(a), c=(c1,...,cn) €R" a € G,.

Nagrinésime juy dispersijas, arba Turano-Kubiliaus tipo nelygybes tiesinéms statisti-

koms.

1 teorema. Jeic € R"” irn € N, tas

V.h(c) = Z c?w(j)]{;q—ﬂf_ Z Cicjﬂ-(i>7r(j)q_il_jk,

1<jk<n il+jk>n
il<n,jk<n

Irodymas. Gana lengvai galime gauti tiesinés statistikos vidurkio israiska:

E.(h(c)) = iCjEnkj(a) = icjw(j) Z g "

1<k<n/j

Dispersija skaiciuosime remdamiesi formule

17
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Gauname

B, (h(0)” = E(Z cjwu)kj(a)) _ E(Z ilcjcmo)w@»kj(a)ki(a))
(B @)+ B (15(@),) + 3 3 e (k@)hy @),

j=1 j=1 i=1,
i#£]

I
=
umw
~

i Z Z cic;Ey (ki(a)kj(a)) — (icﬂr(j) Z qjk>

1<k<n/j

1,k>1 j=1i=1 1<n/i,
il+jk<n k<n/j

= > gr(ke™ + 30 an() (k=17 = Y () (m— 1)

1<jk<n 1<jk<n 1<im<n

— > agr(@n(i)g =Y Gr(kgF = Y aem(im(j)g .

il4-jk>n 1<jk<n il4-jk>n

2.2 Tiesiniy statistiky dispersijy jverciai

Siame skyrelyje formuluojami ir jrodomi nauji rezultatai — tiesiniy statistiky dispersijy jver-
¢iai (jie publikuoti [4]). Dispersija V,,, iSreiksta (2.1]) formule, jvertinsime per kvadratines

formas:

B,(0) = 3 r(i)kg*, R,(@) = qu_2m<ch7T(j))2. (2.3)

1<jk<n m<n jlm

2 teorema. Jein > 2, tuomet
_ _ 1 _
V,h(c) < B,(c) + iRn(c). (2.4)

18



Be to, nelygybé tampa lygybe, kai
cj=cj = i qud,LL(j) —2n+1)j, 1<j<n. (2.5)
m(J) ‘4 d
Irodymas. Reikia jrodyti, kad

— Y aem@r()g T <Ry @) = 3 mq_2m(ch7r(j))2. (2.6)

il+jk>n m<n jlm
il<n,jk<n -

Pergrupuojame démenis kairiojoje ([2.6)) nelygybés puséje:

- Y == ¥ (e Y er) (5 o). @0

il+5k>n m1,mo<n i|m1 ]|MQ
il<n,jk<n mi+mog>n

Pakanka pritaikyti(1.8]) nelygybe, kai

b =q "> ¢m(j), m<n.
jlm
Be to, remiantis [10| lema, Si nelygybé tampa lygybe, kai
g™ em(j) =3m—2n— 1.
jlm
Padaugine lygybe i$ ¢, pritaike Mobius’o apgrezimo sarysj ir padalije is 7(j), turime

“= 7r(3j) %dqd“ (iz) - 22(51 > (iz)

dlj

Pritaike (|1.2) sarysj gauname noréta israiska. O
Vélesniuose jrodymuose vartosime Zymenj
ji=01,....5,...,n) € R"

1 iSvada. Tegu {v1,72, ...} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, pasiskirste pagal nei-
giamg binoming désnj NB(w(j),q77). PaZymékime Y, = c1y1 + -+ + CoYn. Jeim > 2 ir
c#0, tai

V(o) < ‘;’Bn(@ < ‘;’<1 - qglqﬂvyn. (2.8)
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Jrodymas. Pirmai (2.8)) nelygybei pakanka parodyti, kad R,,(¢) < B,(¢),n > 2 ir ¢ # 0.

Uztenka jvertinti vidine R,, suma;:

(Zcm) SIELLLE WRTED oL (2.9

jlm jlm jlm jlm I
—2m . —m Ciﬂ(j) =
=Y myq (qu(g)) <> mg — < B,(¢). (2.10)
m<n jlm m<n jlm J

IS tiesy (2.9)) ir (2.10) nelygybése zenkla < galétume pakeisti <, kadangi Cauchy nelygybé
yra griezta, iSskyrus tg atveji, kai ¢ yra proporcingas j.

Irodysime antraja (2.8)) nelygybe. Pirma surandame tikslia VY, iSraiska

20(7) g’ o0 ,
VY, = Y &Vy= > Lj)qQ = > an(h)d. kg, (2.11)
1<j<n 1S @ =12 2, k=1
Toliau taikysime formule
> ' %axr —a+1)
ko F = > 1. 2.12
> ke el e (2.12)
Vertiname:
= _ g (@ (ln/j) +1) = |n/j))
VY, — B,( Z cim(g Z gk = Z (g ( .
jn k: /i |+ i<n (¢ —1)2

i =1 —1
S B ¢(n/j) — (n/3) o > ¢S () ¢ g "

. VY,,.
i<n (qj 1) i<n q] - 1)2 qj q

]

11 lema. Kvadratinés formos B, (c—tj) ir R,(¢—1j) igyja maZiausiq reiksme pagalt € R,

kai

m<n jlm

t=t.:=

Irodymas. Tskleisime B, (¢ — tj) ir R, (¢ — tj) israiskas:

B, (c—tej) = Y (¢j —tej)*m(j)kq "

1<jk<n
=B,(0) -2t Y  cm()jkg I+ Y w(5)ikg*
1<jk<n 1<jk<n
=B,(0) =2t > mg ™ () + 2> mg™ > jn(h)
m<n jlm m<n jlm
1
:I%ﬁﬁ—hwn+1ﬁ@+ﬁnwg%).
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Rue— )= 3" qum(z@ - tcj>7r<j>>2 -3 mq%(zcjw(j)

Jlm jlm

=R,(0) =2t > mg™> cm(j) + t2 > omg™™ Y jw(y)

jlm m<n jlm
n(n+1)

=R, (¢) — tn(n + 1)t, + t* 5

Matome, kad B, (¢ —tj) ir R,,(¢ — tj) maziausias reikimes jgyja, kai t = ..

3 teorema. Jein > 3, tai

- 1 - - 1 _
Bn<é - tc]) - §Rn(5 - tc])) S Vnh(é) S Bn<é - tcj) + §Rn(6 - tc])

Be to,
3(n+ 1)nt2

I ) 1
B, (¢ —tej) + GRa(€ — tef) = Ba(e) + SRa(6) = = —— 1.

Abi nelygybés nepagerinamos.

Irodymas. Pirma pastebime, kad

Vah(e) = Vo (h(e) — tn) = V,h(e — tj), Vt € R,

2

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Tada desinioji (2.14) nelygybé iSplaukia i§ (2.4) jvercio ir (2.16) savybés. Kairioji (2.14])

nelygybé isplaukia is (1.9)) nelygybés pritaikius keitinj

bm = q_m Z(CJ - tcj)ﬂ-(j)v m S n,
jlm

kvadratinei formai R,,. Belieka parodyti, kad tenkinama salyga

Z mgm =0.

m<n

Is tiesy:

> mb,, = > mg™™ Y (¢; — teg)m())

m<n m<n jlm

= > mg "y em(j) = > mg " Y tegn(j)
m<n jlm m<n jlm

~n(n+1)

— 2 tc - tc Z mq—mqm = 0

m<n
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Galiausiai (2.15)) lygybé gaunama ilemos irodyme gautas israiskas jstacius . reiksme.

O]
2 isvada. Jein >3 irc# aj, a € R, tai
2, = N 35 =
an(c —t.j) < V,h(c) < iBn<C —t.j).
[rodymas. Pastebéjus, kad B,, > R, rezultatas iSplaukia ([2.14]) jverciy. O
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2.3 Asimptotinés formulés.

Vartosime ankstesniuose skyreliuose jvestus zymenis ir apibrézimus. Toliau © yra bet koks

dydis, kurio absoliutusis didumas nevirsija 1, t.y. vietoje |A| < |B| rasysime A = ©B.

12 lema. Jei 1 < j < n, tai:
7(j)e; = 3id’ + (2n + 1)jn(j)| < 3j¢"?,
m(j)c; = O(6j¢ + (2n + 1)¢’),
¢ =0(6j+ (2n+1))45.

J

[rodymas. Remiantis ¢} apibrézimu,

m(i)e; = 3i¢” + (2n+ 1)jm(5) = [3 32 dg’u(j/d)|

d|j
d<j/2
i/2 /2 02—
J 3749 q 1 .
<33 dg" <33 dgt <373 ¢ =" —— <3jgl”.
dlj d=1 d=1 q

d<j/2
Nelygybés 1 ir 1’ gaunamos taikant nelygybe qzj <jm(j) < ¢:
n(j)¢; = O(3j¢’ + (2n+ 1)jn(j) + 3j¢’?) = O(65¢’ + (2n + 1)¢’),

¢t =065 +2n+ 1)¢’n(j)" = O(6j 4 2n + 1)4.

13 lema. Jein > 2, tai
> kg <8¢V
k=2

Irodymas. Taikysime (2.12)) formule:

o0 , —i(94] _ i i\ 2 ,
Z kq=k = g (2q 2+1) = 2. q < i 7.(] < 8¢ .
P (¢F —1)2 (¢ =12 7 ¢¥\¢ -1

14 lema. Jein > 2, tai
> (&) r(j)kq " = 0(n?).

1<kj<n
E>2
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Irodymas. Remsimeés pries tai jrodytos lemos rezultatu:

> ()ym()kg 7 < =20 Z kgt < 82 ¢ <8 ()7
1<kj<n j=1 k=2 7=1
k>2
Taikysime (2.19) nelygybe:

SZ(C;)% ZGJ+2n+ 2q77 5

_@qu +@Z]q 2n+1)+ 03 jei2n+1)> = 0(n?).

j=1
O
15 lema. Jein > 2, tai
—1 1 2
Jrodymas. Uztenka pritaikyti R,, ir ¢* apibréZimus:
R, (¢") = > mqg ?™(¢™(3m — 2n — 1))°
m=1
=" 9m® —6m*(2n + 1) + m(2n + 1)
m=1
9 1)(2 1 1
=7 n*(n+1)> —6(2n + 1) n(n + )6( n )+n(n2+ )(2n+1)2
_ (n=Dn(n+1)(n+2)
= 1 :
O
16 lema. Jei q > 2, tai
n(5) " =4 (1 + 05 7"?). (2.24)
Jrodymas. Taikysime gerai Zinoma nelygybe ¢/ /j — 7(j) < ¢/*:
¢ .
7 - 71—(]) - 66]]/27
qj qj/2
Jm(7) (j)
n(j) " =4 (1 + ©j¢'"?)
O
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17 lema. Jein > 2, tai
B, (¢") = R,(c") + O(n?).

Irodymas. Remiameés Siame skyrelyje jrodyty lemy teiginiais:

B.(c)= ¥ Sr(ikg = ¥ (x0T + X () w(i)kg

1<jk<n 1<j<n 1<kj<n
k>2
= Y gr(i)cg? +0m?) = Y (3i¢ — (2n+ 1)jn(j) + O(ig"?))
1<j<n 1<j<n

x (3jg’n(j) ™ = (2n+ 1)j + O(ig*x(j) ")) + O(n?)

= > (9%¥7() " = 3(2n + )% — 3(2n+ 1)7%¢7 + (2n + 1)%7(j)+

1<j<n

+ 0% 7 ()" + ngPr()g 7" + %)) g7 + O(n?)

(2.25)

= 3 (9°(1+60jg7%) = 6(2n+ 1) + (2n + 1)%)) + O(n*) = Ru(¢") + O(n?).

1<j<n

4 teorema. (I dalis) Egzistuoja tokia C > 0, kad

V.,.h(c 3
§——_ sup <_C)§f,
2 n* 7 aerryoy Bale) T2
kain > 2.
Irodymas. Nelygybe (2.26) iSplaukia i$ [17] lemos:
sup Vh(,C)ZV <,C):1+f (f>2§—%
zern /{0y Bn(C) B, (¢) 2B,(¢*) =2 n

Panasiai jrodysime asimptoting formule infimumo atveju. Imsime ¢ = ¢, ¢ia

1
c3; = (3n® +3n+2)j + e > u(i/d)g*(10d* — 6(2n + 1)d).

d|j
Tada

g7 czam(d) = 1057 — 6(2n + 1)j + 3n* + 3n + 2.
d|j
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18 lema. Jein > 3, tai

(n—=2)(n = Vn(n+1(n+2)(n+3)
6

Rn(ég) -
Irodymas. Uztenka pritaikyti R, ir ¢3 apibrézimus:

n 2
R, (Gs) = Y mg 2" (g™ (10m® — 6(2n + 1)m + 3n” + 3n + 2))
m=1

= Y 100m® — 120(2n + 1)m* + (36(2n + 1)* + 20(3n* + 3n + 2))m?
m=1
— 12(2n + 1)(3n* + 3n + 2)m? + (3n* + 3n + 2)’m

_ 100 120
T (n+1)2(2n2+2n—1)—¥(2n+1) n(n+1)(3n* +3n — 1)

4

1 (n—2)(n— Dnln+ 1)(n+2)(n+3)
> .

6

n(n+1)(3n® +3n +2)* =

19 lema. Jei 1 < j <n,n >3, tai:

1 12
+ ~n*(n + 1)2(36(2n +1)% 4+ 20(3n* + 3n + 2)) - 6(2n +1)*n(n + 1)(3n* + 3n + 2)

|7 () — (3n* + 3n + 2)j7(j) — 105%¢ +6(2n + 1)j¢’| < (5;% +6j(2n +1))¢’%, (2.29)

m(j)es; = O¢’ ((3n + 3n + 2) + 1557 + 12j(2n + 1)),

ez = O((3n” + 3n +2) + 1557 + 12j(2n + 1)) 4j.
[rodymas. Vertiname:

[7(j)es; — (3n” + 3n +2)j7(j) — 105°¢” + 6(2n + 1)j¢’|

= | > (10> = 6(2n + 1)d)q"u(j/d)|

d|j
d<j/2

i/2 J/2
< 3 (10d* — 6(2n + 1)d)g” <103 d*¢* +6(2n +1) > dg*
dlj d=1 d=1

d<j/2
J/2

IN

4 2

qg—1
< (557 +6(2n + 1)j)¢’”.
Kitos lygybés irodomos pritaikius ka tik gauta nelygybe.
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20 lema. Jein > 3, tai
> (es)*w(j)kq 7" = O(n"). (2.32)

1<kj<n
k>2

Irodymas. Pasinaudoje 14| lemos jrodymu ir (2.31]) lygybe, gauname

> (¢)r(ike 7 < 8i<c;f>2qjj1

=0 (((3n” +3n +2) + 155 + 12j(2n + 1))4j) ¢ 7j < COn* Y- g7 = O(n).
j=1 j

21 lema. Jein > 3, tai

B, (¢3) = Ra(c3) + O(n*). (2.33)

Irodymas. Remsimes siame skyrelyje jrodyty lemy teiginiais:

Bn<63>: Z (ng)Qﬂ'(j)kqijk: Z (ng qij‘i‘ Z 03] 7T 7Jk

1<jk<n 1<j<n 1<kj<n

= > (e3)*m(j))esjq 7 + O(n?)

1<j<n

Z [q <3n +3n+2)]7r( )+1Oj2qj—6(2n+1)j(]j+0((j2—|—nj)qj/2))

x <<3n2 +3n+2)j — 10527 (j) " + 6(2n + 1)jg/n(j) " + O((7% + nj) g *x(5) "))

+0(n")= Y j((3n2 +3n +2) + 1052 — 6(2n + 1)j) +O(n*) = R,.(c3) + O(n*).

1<j<n

22 lema. Jein > 3, tai
t53 — O

[rodymas. Uztenka pritaikyti ¢z apibrézima:

tE 1 n ‘ n
371(721—1—) =Y mg ™ cym(d) = > m(10m* — 6(2n + 1)m + (3n® + 3n + 2))
ilm m=1
10 o 6(2+1)n(n+1) N n(n+1)(3n* + 3n + 2)

2
S 1
4n(n+) 5 5

=0.
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4 teorema. (Tesinys) Egzistuoja tokia C > 0, kad

kain > 3.
Irodymas. Nelygybeé (2.34) isplaukia is lygybeés ir ivercio:

lf/f{} ‘Qfﬁiﬁ) = EZES = ;g E i =1- ;Rn(;ngrc?g(n‘l) = §+ f
Parinkome tokj c3, kad kairiojoje nelygybéje turétume lygybe. [

28



3 skyrius

Rezultaty tikrinimas kompiuteriu

Siame skyriuje aprasoma, kaip teoriniai jverciai galéty biuti tikrinami kompiuteriniais skai-

cavimais. Taip pat pateikiami Siy skaiciavimy rezultatai. Kompiuteriu skai¢uosime artinj

Vn(h(é)) Bn(é) — An(é) ; An(a s
B0 SR B 2B, (3.1)
A@) = > cem()m()g R (3.2)
e

Skaiciavimy pagrinda sudaro [9] lemos (1.7) lygybe. Norédami ja pritaikyti, pirmiausia

. V., (h(c a1 . . L. v, TAT .
turime ﬁ suvesti iki pavidalo, atitinkancio 1) lygybe, t.y. Hg‘HQ. Tai padaroma

parinkus ¢; keitinj z;, 1 < j < n, toki, kad B,(¢) = ||7]|>. Sia lygybe tenkina toks

keitinys:
il Wl -1
() > kg% = x? arba ¢; = x; (W(j) > k:q_]k> : (3.3)
k=1 k=1
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Atlike kintamyju pakeitima, A, (¢) galime perrasyti taip:

A”(E) = Z CZ‘Cjﬂ'(Z')']T(j)q*u*jk

il+jk>n
il<n,jk<n

n

> ccm(i)m(i) > ¢ IR+ Gk > n, il <, gk < nd

i=1j5=1 1<l,k<n

n o n [n/i] " —1/2 [n/3] " —1/2
T >(w<j> S k) (v X k)
=1 j=1 k=1 k=1

g i J’fl{zl + jk > n, il <n, jk <n} =zA, 7 da A, = ((0;)),

[n/i] —-1/2 /7] —1/2
51']' = ’/T < Z kq_]k> < Z k,'q_]k> .

S ¢l + jk > n, il <, jk<n}, 1<i0j <n
1<l,k<n

Jau turédami reikiama israiska, galime pritaikyti antraja ((1.7)) lygybe:

inf An(f) = inf M min \;,
cerr B, (¢)  aern ||Z|]? i<n

(3.4)

¢la A; yra matricos A, tikriné reikSmé. Taigi telieka surasti matricos A, spektra. Tam

buvo pasinaudota Python numpy moduliu (linalg funkcija). Rezultatai pateikti grafiku ir

lentele.

A,, tikriné reiksme artéja prie —%.

Y Ui

60

40
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3.1 pav.: Matricos A,, maziausia tikriné reiksme.

q

Kaip ir buvo galima tikétis remiantis teoriniais rezultatais, maziausia matricos



3.1 lentelé: Matricos A,, maziausia tikriné reikSme.

q\n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 | -0.12500 | -0.21793 | -0.24551 | -0.32932 | -0.33310 | -0.38813 | -0.40436 | -0.42819 | -0.43991 | -0.45692 | -0.46274 | -0.47234 | -0.47727 | -0.48206 | -0.48515 | -0.48827 | -0.49017 | -0.49204 | -0.49331
3 | -0.20000 | -0.31651 | -0.35392 | -0.41982 | -0.43340 | -0.46048 | -0.47083 | -0.48044 | -0.48553 | -0.48997 | -0.49238 | -0.49441 | -0.49571 | -0.49671 | -0.49741 | -0.49795 | -0.49835 | -0.49867 | -0.49890
4 | -0.25000 | -0.36884 | -0.40615 | -0.45328 | -0.46580 | -0.48050 | -0.48668 | -0.49136 | -0.49393 | -0.49580 | -0.49693 | -0.49775 | -0.49829 | -0.49869 | -0.49898 | -0.49919 | -0.49935 | -0.49948 | -0.49957
5 | -0.28571 | -0.40000 | -0.43432 | -0.46897 | -0.47919 | -0.48831 | -0.49235 | -0.49510 | -0.49663 | -0.49767 | -0.49831 | -0.49876 | -0.49907 | -0.49929 | -0.49944 | -0.49956 | -0.49965 | -0.49971 | -0.49977
6 | -0.31250 | -0.42019 | -0.45107 | -0.47757 | -0.48585 | -0.49211 | -0.49497 | -0.49678 | -0.49782 | -0.49849 | -0.49891 | -0.49920 | -0.49940 | -0.49954 | -0.49964 | -0.49972 | -0.49977 | -0.49982 | -0.49985
7 | -0.33333 | -0.43413 | -0.46182 | -0.48283 | -0.48964 | -0.49423 | -0.49638 | -0.49769 | -0.49844 | -0.49892 | -0.49923 | -0.49943 | -0.49957 | -0.49967 | -0.49975 | -0.49980 | -0.49984 | -0.49987 | -0.49989
8 | -0.35000 | -0.44422 | -0.46914 | -0.48629 | -0.49199 | -0.49555 | -0.49724 | -0.49824 | -0.49882 | -0.49918 | -0.49941 | -0.49957 | -0.49968 | -0.49975 | -0.49981 | -0.49985 | -0.49988 | -0.49990 | -0.49992
9 | -0.36364 | -0.45180 | -0.47437 | -0.48871 | -0.49356 | -0.49642 | -0.49780 | -0.49860 | -0.49906 | -0.49935 | -0.49953 | -0.49966 | -0.49974 | -0.49980 | -0.49985 | -0.49988 | -0.49990 | -0.49992 | -0.49994
10 | -0.37500 | -0.45769 | -0.47824 | -0.49048 | -0.49467 | -0.49704 | -0.49819 | -0.49884 | -0.49923 | -0.49946 | -0.49962 | -0.49972 | -0.49979 | -0.49984 | -0.49987 | -0.49990 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49995
11 | -0.38462 | -0.46237 | -0.48120 | -0.49181 | -0.49549 | -0.49749 | -0.49847 | -0.49902 | -0.49935 | -0.49955 | -0.49968 | -0.49976 | -0.49982 | -0.49986 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996
12 | -0.39286 | -0.46616 | -0.48352 | -0.49284 | -0.49610 | -0.49784 | -0.49868 | -0.49916 | -0.49944 | -0.49961 | -0.49972 | -0.49980 | -0.49985 | -0.49988 | -0.49991 | -0.49993 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996
13 | -0.40000 | -0.46930 | -0.48537 | -0.49366 | -0.49659 | -0.49810 | -0.49885 | -0.49927 | -0.49951 | -0.49966 | -0.49976 | -0.49982 | -0.49987 | -0.49990 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997
14 | -0.40625 | -0.47192 | -0.48689 | -0.49433 | -0.49697 | -0.49832 | -0.49898 | -0.49935 | -0.49957 | -0.49970 | -0.49978 | -0.49984 | -0.49988 | -0.49991 | -0.49993 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49996 | -0.49997
15 | -0.41176 | -0.47415 | -0.48814 | -0.49488 | -0.49728 | -0.49849 | -0.49909 | -0.49942 | -0.49961 | -0.49973 | -0.49981 | -0.49986 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997
16 | -0.41667 | -0.47607 | -0.48919 | -0.49534 | -0.49754 | -0.49863 | -0.49917 | -0.49947 | -0.49965 | -0.49976 | -0.49983 | -0.49987 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998
17 | -0.42105 | -0.47773 | -0.49009 | -0.49573 | -0.49776 | -0.49875 | -0.49925 | -0.49952 | -0.49968 | -0.49978 | -0.49984 | -0.49988 | -0.49991 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998
18 | -0.42500 | -0.47919 | -0.49086 | -0.49607 | -0.49794 | -0.49886 | -0.49931 | -0.49956 | -0.49971 | -0.49980 | -0.49985 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998
19 | -0.42857 | -0.48047 | -0.49152 | -0.49635 | -0.49810 | -0.49894 | -0.49936 | -0.49959 | -0.49973 | -0.49981 | -0.49987 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998
20 | -0.43182 | -0.48160 | -0.49210 | -0.49661 | -0.49824 | -0.49902 | -0.49941 | -0.49962 | -0.49975 | -0.49983 | -0.49988 | -0.49991 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998
21 | -0.43478 | -0.48262 | -0.49261 | -0.49683 | -0.49836 | -0.49909 | -0.49945 | -0.49965 | -0.49977 | -0.49984 | -0.49988 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49998
22 | -0.43750 | -0.48353 | -0.49306 | -0.49702 | -0.49846 | -0.49915 | -0.49948 | -0.49967 | -0.49978 | -0.49985 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999
23 | -0.44000 | -0.48436 | -0.49347 | -0.49720 | -0.49856 | -0.49920 | -0.49952 | -0.49969 | -0.49979 | -0.49986 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999
24 | -0.44231 | -0.48510 | -0.49383 | -0.49735 | -0.49864 | -0.49924 | -0.49954 | -0.49971 | -0.49981 | -0.49987 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999
25 | -0.44444 | -0.48579 | -0.49416 | -0.49749 | -0.49871 | -0.49928 | -0.49957 | -0.49973 | -0.49982 | -0.49987 | -0.49991 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999
26 | -0.44643 | -0.48641 | -0.49445 | -0.49762 | -0.49878 | -0.49932 | -0.49959 | -0.49974 | -0.49983 | -0.49988 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999
27 | -0.44828 | -0.48698 | -0.49472 | -0.49773 | -0.49884 | -0.49936 | -0.49961 | -0.49975 | -0.49983 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999
28 | -0.45000 | -0.48751 | -0.49496 | -0.49784 | -0.49890 | -0.49939 | -0.49963 | -0.49976 | -0.49984 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999
29 | -0.45161 | -0.48799 | -0.49519 | -0.49794 | -0.49895 | -0.49941 | -0.49965 | -0.49978 | -0.49985 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999
30 | -0.45313 | -0.48844 | -0.49539 | -0.49802 | -0.49899 | -0.49944 | -0.49966 | -0.49979 | -0.49986 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
31 | -0.45455 | -0.48886 | -0.49558 | -0.49811 | -0.49904 -0.49968 | -0.49979 | -0.49986 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
32 | -0.45588 | -0.48925 | -0.49576 | -0.49818 | -0.49907 | -0.49949 | -0.49969 | -0.49980 | -0.49987 | -0.49991 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
33 | -0.45714 | -0.48962 | -0.49592 | -0.49825 | -0.49911 | -0.49951 | -0.49970 | -0.49981 | -0.49987 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
34 | -0.45833 | -0.48996 | -0.49607 | -0.49832 | -0.49914 | -0.49952 | -0.49971 | -0.49982 | -0.49988 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
35 | -0.45946 | -0.49027 | -0.49621 | -0.49838 | -0.49918 | -0.49954 | -0.49972 | -0.49982 | -0.49988 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
36 | -0.46053 | -0.49057 | -0.49634 | -0.49843 | -0.49920 | -0.49956 | -0.49973 | -0.49983 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
37 | -0.46154 | -0.49086 | -0.49646 | -0.49848 | -0.49923 | -0.49957 | -0.49974 | -0.49984 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
38 | -0.46250 | -0.49112 | -0.49658 | -0.49853 | -0.49926 | -0.49959 | -0.49975 | -0.49984 | -0.49989 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
39 | -0.46341 | -0.49137 | -0.49669 | -0.49858 | -0.49928 | -0.49960 | -0.49976 | -0.49985 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
40 | -0.46429 | -0.49161 | -0.49679 | -0.49862 | -0.49930 | -0.49961 | -0.49977 | -0.49985 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
41 | -0.46512 | -0.49184 | -0.49688 | -0.49866 | -0.49932 | -0.49962 | -0.49977 | -0.49986 | -0.49990 | -0.49993 | -0.49995 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
42 | -0.46591 | -0.49205 | -0.49697 | -0.49870 | -0.49934 | -0.49964 | -0.49978 | -0.49986 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49995 | -0.49997 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
43 | -0.46667 | -0.49225 | -0.49706 | -0.49874 | -0.49936 | -0.49965 | -0.49979 | -0.49986 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
44 | -0.46739 | -0.49244 | -0.49714 | -0.49877 | -0.49938 | -0.49966 | -0.49979 | -0.49987 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
45 | -0.46809 | -0.49263 | -0.49722 | -0.49881 | -0.49940 | -0.49967 | -0.49980 | -0.49987 | -0.49991 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
46 | -0.46875 | -0.49280 | -0.49729 | -0.49884 | -0.49941 | -0.49967 | -0.49980 | -0.49988 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
47 | -0.46939 | -0.49297 | -0.49736 | -0.49887 | -0.49943 | -0.49968 | -0.49981 | -0.49988 | -0.49992 | -0.49994 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
48 | -0.47000 | -0.49313 | -0.49742 | -0.49890 | -0.49944 | -0.49969 | -0.49981 | -0.49988 | -0.49992 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
49 | -0.47059 | -0.49328 | -0.49749 | -0.49892 | -0.49946 | -0.49970 | -0.49982 | -0.49988 | -0.49992 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
50 | -0.47115 | -0.49343 | -0.49755 | -0.49895 | -0.49947 | -0.49971 | -0.49982 | -0.49989 | -0.49992 | -0.49995 | -0.49996 | -0.49997 | -0.49998 | -0.49998 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999 | -0.49999
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Effective Bounds of the Variance of Statistics on Multisets of Necklaces

Arvydas Karbonskis

Summary

The variance of a linear statistics on multisets of necklaces is explored. The upper and lower
bounds with optimal constants are obtained. It is shown that both constants are asymptotically

correct. Results are illustrated by computer calculations.
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