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1 Ivadas

Navjée-Stokso lygtys, aprasanc¢ios klampaus nespudaus skyscio tekéjima buvo su-
kurtos XIX amziuje prancuizy inzinieriaus, fiziko K. L. Navjé ir angly mokslininko G.
G. Stokso. Siy dieny aktualijose Navje-Stokso lygtys taip pat yra aktyviai naudoja-
mos Sirdies ir kraujagysliuy ligy gydymui, kraujo tekéjimo modeliavimui. Realistiniu
trimaciu atveju kompiuterinis kraujo tekéjimo modeliavimas yra opi problema dél
kraujagysliy tinkly tankumo ir komplikuotos geometrijos, tokie skaiciavimai reika-
lauja pernelyg dideliy istekliy. Atsizvelgiant j Sia situacija, buvo pasiulytas me-
todas, kuris yra pagristas vienmaciais modeliais, taciau papildomai yra taikomas
trimatis priartinimas maziems kraujagysliy issisakojimams aktualioje tinklo vietoje.
Si grei¢iau kompiliuojama technika naudoja asimptotinj dalinés srities dekompozi-
cijos metoda, pasiiilyta G. Panasenko 1998m. [I] ir patobulinta [2]-[4] darbuose. Sie
metodai yra pagrjsti vienmaciais Puazeilio tipo tekéjimais tiesiais cilindrais.

Tarkime, turime begalinj cilindra erdvéje R, kurj pazymeésime II = {x =
(2/,2,) E R: 2 € 0 C R —0c0 < 2, < c0},n = 2,3, ¢ia skerspjuvis o yra
aprézta sritis. Pavyzdziui, kai n = 2 turime, kad II yra begaliné juosta erdvéje
R2 0 0 = (0, hg) - baigtinis intervalas. Stacionarus tekéjimas per §f cilindra buvo
aprasytas J. L. Puazeilio XIX amziuje [7]. Su Puazeilio tekéjimu susijes greitis tu-
ri tik viena nenuline komponente u(z’) kryptimi pagal z, asj ir priklauso tik nuo
kintamojo ' = (x1,x9, - ,x,_1) € 0, 0 p = p(x) skyscio slégis yra tiesinis dydis
kintamojo x,, atzvilgiu. Puazeilio sprendinj galima nagrinéti ir nestacionariu atveju,
kaip, pavyzdziui, [§] straipsnyje. Kadangi realiomis salygomis duomenys retai buna
aprasomi glodziomis funkcijomis, todél didelé svarba tenka butent nestacionariems
Puazeilio tipo sprendiniams su minimaliu duomeny reguliarumu.

Siame magistro darbe nagrinéjamas periodinés pagal laika Navjé-Stokso lygéiy

sistemos uzdavinys begaliniame cilindre II:
u; —vAu+ (u-V)u+ Vp =0,
divu =0,

u’@H - 07

u(z, —m) = u(z,n),

¢ia u = u(x,t) skyscio tekéjimo greicio vektorius taske x € II laiko momentu ¢,
p = p(x,t) - skyscio slégis, v > 0 - skyscio klampumo keoficientas. Zyméjimas

u, reiskia grei¢io vektoriaus u(z,t) iSvestine kintamojo ¢ atzvilgiu, A - Laplaso
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operatorius, V - gradientas kintamujuy = atzvilgiu, div u(z,t) - grei¢io vektoriaus
divergencija, o ,, - “ zymi skaliarin¢ sandaugg R".

Sistemos (1.1)) Puazeilio sprendinys (u(z,t), p(z,t)) turi tokia iSraiska:

u(z,t) =(0,...,0,U,(2",t)), p(z,t) = —q(t)z, + po(t), (1.2)

kur ¢(t) yra slégio nuolydis, o po(t) bet kokia kintamojo ¢ funkcija. Pasinaudojus
(1.2) sarysiais, i$ (1.1) lygciu sistemos gauname, kad U(2’,t) = U, (2/,t) ir ¢(t) turi

tenkinti tokj uzdavinj:

U(2',t) — vA'U(2',t) = q(1),

U2’ t) =0, Ud,—n)=U(2,m),
oo

(1.3)

¢ia A’ zymi Laplaso operatoriy pagal kintamajj .

Kai slégio nuolydis ¢(t) yra zinomas, funkcija U(a2’,t) yra randama kaip jpras-
tinis Silumos laidumo uzdavinio sprendinys, kuris yra gerai iSnagrinétas, tarkime,
[5] knygoje. Taciau realiomis salygomis slégio nuolydis retai yra zinomas, todél

nagrinésime uzdavinj, kai yra uzduodamas periodinis Puazeilio tekéjimo srautas:

F(t) = /U(x’,t)dx’, F(—7) = F(x). (1.4)

Siuo atveju, reikia spresti atvirkstinj uzdavinj: turimam F(t) reikia surasti funk-
ciju pora (U(a',t),q(t)), kuri tenkina lygciy sistema ir srauto salyga.
Siuo atveju, sarysis tarp q(t) ir F(¢) priklauso nuo sprendinio U(2’,t). Laiko at-
zvilgiu periodinio Puazeilio sprendinio egzistavimas, kai srautas yra glodus, t.y.
F € WY2?(—x,7), buvo jrodytas [6] straipsnyje. Taciau reikalavimas, kad F €
Wh2(—x, ) yra per stiprus, kadangi duomenys retai bina reguliaruis. Tad, atsiran-
da poreikis turéti sistemos sprendinj, kai srautas F' € L*(—m, 7).

Nestacionarusis Puazeilio tipo sprendinys su srautu F € L?(0,T) buvo tyrinétas
[9] straipsnyje, kuriame buvo apibrézta nauja silpnojo sprendinio klase, jrodytas
tokio sprendinio egzistavimas ir vienatis. Kai srautas F' € L?(0,T) yra periodiné
funkcija, silpnasis periodinis pagal laika sprendinys buvo nagrinétas [10] straipsnyje.

Sio magistro darbo tikslas yra atsakyti i [9] straipsnyje suformuluotus klausimus:

1. Ar prie minimaliy glodumo sglygy silpnasis sprendinys gali turéti geresnj
reguliaruma nei suformuluota [9] straipsnyje?

2. Kaip keidiasi silpnojo sprendinio reguliarumas didéjant F'(¢) reguliarumui?



2 Pagalbiniai teorijos elementai

Tarkime, kad G' yra n-matés euklidinés erdvés R, n > 1, sritis, kuri gali buti ir
neaprézta, OG - srities G krastas, G = G U 9G, |G| - srities G matas.
C*° (@) yra visy be galo diferencijuojamy srityje G funkcijy aibe, o C§°(G) yra aibés
C*° (@) poaibis, kurj sudaro funkcijos su kompaktiska atrama, priklausanéia aibei

G. Zemiau yra minimi apibrézimai ir teoremos, naudojami magistro darbe.

2.1 apibrézimas. [11] LY(G), 1 < ¢ < oo, yra Lebego erdve, sudaryta i$ maciuy

funkcijy su baigtine norma

1/q
Jullzoe = ( [ u(a)fde)
G

Atitinkamai, L. (G) yra madiy, i$ esmeés aprézty srityje G funkcijy erdvé su norma
[ull () = ess sup |u(z)].
zeG

2.2 apibrézimas. [11] Sobolevo erdve, zym. Wh(G), ¢ia [ > 0 sveikasis skaicius,
1 < ¢ < oo, vadinsime erdve, kuria sudaro funkcijos u i§ L4(G), turin¢ios apibend-
rintgsias isvestines D®u € LY(G), V|a| < [ ir baigtine norma
N 1/q
Jullwroe = (X [ 1Du(a)dr)
la|<l &

Akivaizdu, kad W*(G) = LY(G).

2.3 apibrézimas. [I1] Sakysime, kad funkcija u € L(G) priklauso erdvei W54(G),

B € (0,1), jeigu reiskinys

’u 1/‘1
(u) Wwha(a </ |$_ |n+qﬁ dxdy) < 00.

Aibé W84(@G) su norma

1/q
fullwsaie = (Nullfaey + (@nacy)
yra normuota erdve.

2.4 apibrézimas. [I0] Tarkime, V' yra Banacho erdvé (pilna normuota erdve).
Bochnerio erdve, Zzym. L?(a,b; V), yra sudaryta i$ funkcijy u tokiy, kad u(-,t) € V
beveik visiems t € [a, ] ir turin¢iy baigtine norma:

b

1/2
fullzzany = ([ Ol de)

a

b}



Taip pat, Zymésime W#2(a, b; V), ¢ia 0 < 8 < 1, erdve funkcijy u tokiy, kad nor-
ma |lu(-,t)||v priklauso erdvei W#2(a,b). Norma erdvéje W452(a, b; V) yra apibrézta

formule

fullwosia = |luC O]
W82 (a,b)

Dar vienas labai svarbus teorinis teiginys, kuris siame magistro darbe bus daznai

naudojamas, yra Furjé eiluciy skleidinys.

2.5 teorema. [12] Tarkime, kad f : L*(—7,7) — R, ¢ia f € L*(—m, 7). Tada

funkcijq f(t) galima isskleisti Furjé eilute:

f(t) ~ %+ il[an cos(nt) + b, sin(nt)| , cia koeficientai

f(t) cos(nt)dt,n =0,1,2,...,

:HH

=]
-]

aw

f(t) sin(nt)dt,n =,1,2,.
Pagal Parsevalio lygybe [12]
[Py Z (lanl? + 1ba]?)-

2.6 teorema. Tarkime, kad f = f(z,t): 0 X (—m,7) = R ir f € L*(o x (—7,7)).

Tada funkcijg f(z,t) galima isskleisti Furjé eilute:

fla,t) ~ sole) | E [a,(z) cos(nt) + by(x) sin(nt)] , cia
an(z) =1 f f(z,t) cos(nt)dt,n =0,1,2,...,
by(z) = L f Fla,t) sin(nt)dt,n =,1,2, ... .
Pagal Parsevalio lygybe
I ey = D (an(@)* + [ba(2)[).
n=1

2.7 teorema. [13] Tegul funkcija f(x), apibrézta visiems x > 1, yra neneigiama ir

nedidéjanti. Tuomet eiluté
> f(n)
n=1
konverguoja tada ir tik tada, kai konverguoja integralas jfo f(x)dx
2.8 teorema. [1j|] Jei f ir g yra diferencijuojamos funkcijos, tokios kad xlggo f(x) =
lim g(x) =0 arba $11_>n(r>10 flz) = xh—{& g(x) = o0, tuomet teisinga Liopitalio taisykleé:

lim @ = lim f'(z)
z) e g(x)




3 Uzdavinio formulavimas
Mes nagrinésime tokj uzdavinj:
U(a' t) —vA'U (2, t) = q(t),

U2’ t)) =0, Ul,—7n)=U(2,7),
do

(3.1)

kai srautas

F(t) = / U, t)de', F(—n) = F(n) (3.2)

yra periodiné funkcija.
Kaip jau minéta jvade, laiko atzvilgiu periodinio Puazeilio sprendinio egzistavimas,

kai srautas F' € Wh2?(—x, ), [6] straipsnyje yra rastas Furjé eiluciy pavidalu:

3.1 teiginys. Funkcijas q(t) ir U(z',t) galima rasti Furjé eiluciy pavidalu:

q(t) = & + io: (qcn cos(nt) + qsp sin(nt)), (3.3)
n=1
U(z',t) = 4Ly (2’)
. , , ’ , . (3.4)
4 5 ([ n®) + entn(@)] 05(18) + oo (o) = denti )] sin(t) )
cian=0,1,2,..., funkcijy pora (p,(x'),¥n(2")) yra elipsinés sistemos
—np, —vA'p, = 1,2 € o,
npn — VY, = 0,2/ € 0, (3.5)

90’"'|(90 = 07 ¢n|80 = 07

sprendinys. Funkcijos q(t) Furjé koeficientus galima isreiksti per F(t) Furjé koefici-

entus @, Py -

q — AnPen+bnPsn q — AnPsn—bnPcn
cn a%-ﬁ-b% I sn a%—i—b% )

(3.6)
cia ap, = [ ppdr, b, = — [Y,dz.
Taip pat, nurodytame straipsnyje jrodyti jverciai
a, < U, b, < M7 Vn=12,...,
S (3.7)
lim (nb,) = [o]
ir formulés
an = v (IV6la0) + 19nlEs(r) )
(o) (o) (3.8)

b= (Jenle) + Wl )



[6] straipsnyje, kaip pagalbiniai uzdaviniai, buvo nagrinéjami sie krastiniai uzdavi-
niai:
VO ) — VAV (2 t) = cos(nt)

V(@' )| oo (—rm) = 0

V(! —m) = V{9 (2!, m)
ir (3.9)

V(! 1) — AV (2 1) = sin(nt)

VI &, ) |oox (—mm) = 0

VO (2!, —m) =V, (2!, )

Tiesioginiais skai¢iavimais galima lengvai patikrinti, kad sprendiniai V,() ir V.(*) turi

tokias iSraiskas:

<
~
&
—
8
o=
~
SN—
I

A (') cos(nt) — 1, (2') sin(nt), (3.10)

V) (2! 1) = 9 (2') cos(nt) + @, (2') sin(nt).

Mes nagrinésime uzdavinj, kai F' € L*(—m,7), bet F ¢ W'%(—m, ). Tokio spren-

dinio egzistavimas ir vienatis buvo nagrinéti [10] straipsnyje. Tam, kad apibrézti
sprendinj, mums reikés papildomy apibrézimy.

Nagrinekime glodziy periodiniy intervale [—m, 7| funkciju aibe C°(—m,7) =
{h € C*(R) : h(t) = h(t+2m) Vt € R}. Tegul L?*(—7, w) yra Lebego erdve intervale
(—m, ), jos funkcijas galima pratesti j visa R erdve teigiant, kad f(t) = f(t+27) vi-
siems t € [—,7]. L?(—m,7) yra poaibis visy periodiniy funkcijy i§ L*(—m, 7). Taip
pat, apibréziame erdve L3, (—m, ) = {h € L2(—m,7) : 5= }T h(t)dt = 0}, sudaryta is
periodiniy funkcijy, kuriy vidurkiai yra lygus nuliui. Akivaizdu, kad Li(—ﬂ, ) yra
erdves O (—m,7) = {h € C(—m,7) : 3= [ h(t)dt = 0} uzdarinys pagal L*(—m, )
normas, ir yra Lz(—w, 7) poerdvis, nesutampantis su L?D(—W, ) erdve.

Bet kokiai funkcijai f € L?p(—ﬂ', 7) apibrézkime pirmykste funkcija Sy(t):
Si(t) = [ f(r)dr, ¢la t € [—m, 7. (3.11)
t
Akivaizdu, kad Sy(m) = 0 ir Sf(t) yra periodiné funkcija. Taip pat, jei f €
LZ(—m,m) tai Sy(—m) = _}; f(r)dr = 0. Vadinasi, Sy € L2(—m, 7).
Apibrézkime reikalingas Sobolevo tipo erdves. Tegul W/)*(—m,7) yra aibés
0 R 1,2 - . 12(_
Co°(—m,m) uzdarinys pagal W* norma. Kadangi funkcijos f € W *(—m, m) yra
tolydzios, turime kad f(—n) = f(7). Pazymésime W, 2(—m, ) erdvés W2 (—m, )

dualia erdve. Bet koks funkcionalas h € W L2(—r, ) gali buti iSreikstas pavidalu:

(h,n) = }‘; H (' (t)dt, ¥y € WE3(—7, ), (3.12)
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su vienintele funkcija H € Li(—w,ﬂ). Jei funkcionalas h gali buti isreikStas per
L% (—m,m) erdves funkcijg, (h,n) = };h(t)n(t)dt,Vn € Wi?(—m,m), tai H(t) =
— }Th(r)dT. Todél bendru atveju, funkcionala h su apibendrinta pirmykste funkcija
Httaip pat zymésime H(t) = Si(t).

Sprendinys (U(a',t),q(t)) gali buti isreikstas tokiu pavidalu:

Ul t) =V, t)+U), qt)=at)+7. (3.13)

cia (U(2'),q) yra stacionarus Puazeilio sprendinys su srautu F, o h = 5~ [ h(t)dt
-7

yra funkcijos h(t) vidurkis. Tada akivaizdu, kad V(2/,t) = 0, a(t) = 0, o pora (V, «)

yra zemiau nurodytos sistemos sprendinys:

V(@' t) — vA'V (2 t) = aft),

‘/t(x,7t) o = 07 V(l‘l, _7T> - V(I/77T)7 (3].4)

V(@ t)da' = F(t),

Ga F(t) = F(t) - F,F

F(t), taigi F = 0.

0. Toliau nemazinant bendrumo laikysime, kad F(t) =

Pasinaudojus Sia informacija, galima suformuluoti [10] straipsnyje pasiulyta silp-

najj sistemos sprendinio apibrézima.

3.2 apibrézimas. Tegul F' € L3 (—m,m). Silpnuoju sistemos (3.14) sprendiniu
laikysime pora (V,a) tokia, kad V' € L (—n,m; L*(0)), Sy € L2(—m,m W'?(a)),
o € Wb (—m, ), funkeija V(2/,t) tenkina srauto salyga

/ V(i t)da' = F(t) (3.15)

ir pora (V, «) tenkina integraline tapatybe

—3

[V O, ) dadt+ v | [V'Sy () - V(e t)da’ dt
o AN (3.16)
= [ [ Sa(t)n (2, t)da'dt

—T o

3

bet kuriai testinei funkcijai n € L2 (—m, m; Wh?(0)) su n, € L (—m, 75 L*(0)).



4 Funkcijy S,(t) ir F'(t) Furjé koeficienty sarysis

Siame skyriuje bus ieskomas sarysis tarp funkcijos S, (t) ir funkcijos F(t) Furjé
eiluciy koeficienty. Tarkime, kad F' € Li(—w,w), tada pritaikius (2.5)) teorema,

srauta F'(t) galime isskleisti Furjé eilute:

fj ( o cOs(nt) + Do sm(ms)> (4.1)
Gia )
o= [ Py
oy = L [ F(t)cos(nt)dt (4.2)
Py, == EF( t) sin(nt)dt.

Kadangi F' € Li(—ﬁ, 7), pagal erdvés apibrézima gauname, kad &g = 0. Integrali-
néje tapatybeéje (3.16))

™

[ V(@ ) t)da'dt + v f I V'Sy(a,t) - V(2! t)da' dt

ki L (4.3)
— | J Saltymla’ tyda'dt

imame n = V9 (z',t), kur V(9 (2, t) yra (3.9) lygties sprendinys:

v (2',t) — vA'V (' t) = cos(nt), (4.4)
VO )] oo (—n.m) = 0. .
Tuomet
ffV(x t)V( (o', t)dz'dt + v }r [V'Sy(2t) - V'V(C)(x t)da'dt
-7 o . —mo (45)
= [ [ SV, (2 )’ dt.
Integruojant dalimis antra (4.5)) lygties narj, gauname, kad
v [ VS (1) - VIV @ Ddatdt = —v [ [ Sy(a!, AV (! 1) dadt
—mT O - ) ;ﬂ- g (46)
=v /[ /[ 735"8(; DAV E (o tyda'dt = —v [ [V (2! )NV (! t)da'dt.

Pasinaudojame V(9 (2, t) israiska i3 ([3.10)):

I 8aOV (@ t)dadt = — [ Sa(t)nsin(nt)dt [ o (z')d’

—T O
T

— [ Sa(t)ncos(nt)dt [, (2')dx' = —a, ]r Sq(t)nsin(nt)dt + by, }r Sa(t)n cos(nt)dt
ir jstacius j (4.5) lygti ka tik gautus sarySius, turime
}r fV(a,t) (Vn(tc) (z', t)da'dt — vA'V ) (a2, t))dx’dt

—T O

= —ay, }T Se(t)nsin(nt)dt + by, }r Sa(t)n cos(nt)dt,

10



o tai, pagal (4.4) lygti, yra ekvivalentu

}r JV (2 t) cos(nt)dz'dt

. . (4.7)
= —a, [ Su(t)nsin(nt)dt + b, [ S.(t)ncos(nt)dt.
Kadangi funkcija S, € L?(—n, ), galime iSskleisti Furje eilute:
Salt) ~ 3 (am cos(nt) + cgn sin(nt)) (4.8)
n=1

ir is (4.7) isplaukia, kad

—ap, }r Sa(t)nsin(nt)dt + by, }r Sa(t)ncos(nt)dt = mn(—anos, + bpoen).  (4.9)

Tuomet, pagal (3.15) sarysi gauname:

}r SV (2, t) cos(nt)dx'dt = f cos(nt) [V (2, t)dx'dt = ]’r cos(nt)F(t)dt = 70,
ir sulyginus su (4.9) lygybe turime
b, = n(—a,a, + buaen), (4.10)

¢ia a, = [ @, (2')dx’ ir b, = — [, (2')dx’, o funkcijos ¢, (2'), Y, (2") yra apibréztos
(4.6]) elipsine sistema.

Dabar paimkime funkcija V,(*)(2/, ), kuri yra

Vn(s) 2’ t) — vA'V ) (2 1) = sin(nt),
{t< )~ VAV (@' 1) = sin(n) )

VTSS) (:LJ7 t)laax(—w,ﬂ) =0

sistemos sprendinys. Atitinkamai, jrasius funkcija n(2’,t) = V.5 (2', 1) i (&.3)) lygti,

gauname
}r fV($/,lf)Vn(f)($/,t)dx/dt + v }r [V'Sy (2! t) - vlvyff)(xl,t)daj/dt
o ™ e (4.12)
= [ [ S,V (2 t)da'dt.

—mT o

Atliekant tuos pacius zingsnius, (4.12)) lygties antra narj integruojame dalimis:

v jfr V' Sy(at) - V’Vn(f)(x’,t)da:’dt =—v f fSv(x’,t)A’V,ff)(x’,t)dx’dt

—m O —mT O

— v [ [NV (! tydaldt = —v [ [ V(@ AV (! £)da'dt.

—T O —mT O

Pasinaudojus (3.10]) formule funkcijai V() analogigkai turime, kad

T I SaVO (2 t)dadt = — | Sa(t)nsin(nt)dt [ vn(z')dr'+

[ Sa(t)ncos(nt)dt [ p,(z")dx' = b, [ Su(t)nsin(nt)dt + a, }’r Sq(t)n cos(nt)dt.

—Tr
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Irasome gautus sarysius j (4.12)) lygti:

}r [V () (Véf) (z', t)da'dt — vA'VE) (o, t))dx’dt

I
o

n }r Sa(t)nsin(nt)dt + a, f Sa(t)n cos(nt)dt,

kuri yra ekvivalenti
}r [V (2, t)sin(nt)dz’'dt = b, }r Sa(t)nsin(nt)dt + ay, f Sa(t)ncos(nt)dt. (4.13)

Pasinaudojus funkcijos S, (t) Furjé skleidiniu turime

by, ]’r Sq(t)nsin(nt)dt + a,, f Sa(t)n cos(nt)dt = mn(a,oen + broy,)

-7
ir

}r SV (2 t)sin(nt)dx'dt = }T sin(nt) [V (2, t)dx'dt = }r sin(nt)F(t)dt = n®s,,

—T g -7

todeél
O, = n(anaen + brag,). (4.14)

Telieka iSspresti lygéiy sistema, susidedancia is (4.10)) ir (4.14)) lygciy:

(I)sn = n<anacn + bnasn)

(4.15)
(I)cn = n(_anasn + bnacn>
IS Sios lygéiy sistemos gauname israiskas
Q — Psn—nanaen a — bnq)sn2_an2q>cn
sn sn
e o nlantbn) (4.16)
o — Pen—nanasn o — bn®entanPsn
cn nbn, cn n(a2+b2)

kurios bus naudojamos tolimesniems skaiciavimams.
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5 Funkcijy V(2/,t) ir F(t) Furjé koeficienty sarysis

Praeitame skyriuje buvo rasti sarysiai tarp S, (t) ir F'(t) Furjé eilu¢iy koeficienty.
Tad, Siame skyriuje bus ieskomi sarysiai tarp funkciju V (2, t) ir F'(t) Furjé koefici-
enty. Kai FF € W'2(—x, ), sprendinio iSraiska buvo rasta [6] straipsnyje (zitréti
teiginj, lygybe). Taip pat, kaip [0] straipsnyje, ieSkosime V'(z',t) tokio

pavidalo:
o0

CHES ([Mck¢k(x') + Moy (2)] cos(kt)

[ Moen(2) — Motbp ()] sin(kt)),

¢ia M.y, Mg, yra nezinomos konstantos. Verta pamineti, kad laisvasis narys M., = 0,

(5.1)

nes V € L, (0 x (—m,)).
Pasirinkime testine funkcija n(z’,t) tokia, kad n(2’,t) = V.()(2',t). Tuomet jstacius
(5.1) i (4.7) lygybes kaire puse gausime:

s

[ [V (2, t)cos(nt)dz'dt = _}r J § <[Mckgpk(x’) + Mgb(x")] cos(kt)

—T o o k=1

+[ Mg (2') — Moty (2)] sin(kt)) cos(nt)dx'dt

= (Mcn!gon(x')dx’ + Msnltbn(x’)dx’) }T cos?(nt)dt 2
= (M.pa, — Mg,by)7.
Istatome funkcijos S, (t) Furjé eilutés israiska i lygybés desine puse:
—ay ]r 5)1 (ack cos(kt) + ap sin(kt))n sin(nt)dt
+b,, f ki_ofl (ack cos(kt) + agy, sin(k:t))ncos(nt)dt (5.3)
= —a,n Oy, jfr sinQ(_nt)dt + byn Qe jfr cos?(nt)dt = nm(epby — Qspay,).
Is — lygybiy isplaukia:
(Menan — Mnbn ) = nm (% eta oy, — bl tutenay,), (5-4)
kuri, po paprasty algebriniy pertvarkymy, yra
Mepan — Myby = G (5.5)

Si lygtis buvo gauta, kai n(2’,t) = V() (2',t). Analogiskai naudosime (#.13)) lygti su
n(z',t) = V) (a',t). Atlickant tuos pacius zingsnius su (4.13)) lygties kairiaja puse

gauname:
_f SV (2, t)sin(nt)dx'dt = _}T f;::l ([Mckgok(x’) + Mgb(x')] cos(kt)

+H[Msppr(x') — Mepthp(2')] sin(kt)) sin(nt)dx'dt (5.6)

= (Mm [ on(2)dx' — M., fwn(x’)da:’) }’r sin?(nt)dt = (M,ap, + Meyby,) 7.

[
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IS desiniosios (4.13)) lygties puses turime, kad

™

b [ Sa(t)nsin(nt)dt + an | Sa(t)n cos(nt)dt

=0, f %O: (ozck cos(kt) + agp sin(kt)) nsin(nt)dt
—m k=1
+a, }r io: (ack cos(kt) + gy, sin(k;t)) ncos(nt)dt = nm(ag,by + Qenay).
—7m k=1

Sulyginus (5.6 ir (5.7) skaic¢iavimy rezultatus randame sarysj, kad
(Mot Monb)m = rm(Parighenby + o an),
kuris po suprastinimo duoda tokj rezultata

Msnan + Mcnbn = CDsn-

Taigi, i$ (5.5) ir (5.9)) sarySiy iSvedame tokias formules:

Mcnan - Msnbn = q)cn Msn - anq)sg_bgq)cn
= az+b2
Mgnan + Meyb, = @ M, = ottt b

a2 +b2

14
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6 Kontrpavyzdys

Siame skyriuje bus sukonstruotas pavyzdys, kuris parodo, kad silpnojo apibend-
rinto sprendinio glodumas negali buti didesnis negu apibrézta [10] straipsnyje (ziuréti

(3.2) apibrézima).

6.1 Srauto F(t) apibrézimas

Tarkime, kad o = (0, v/2) ir funkcija F(t) yra apibrézta taip:

C - 1
F(t)=-2+ Z (cpm cos(nt) + @, sm(m‘)) Y —————sin(nt), (6.1)
=2 /nlnztan

su pakankamai mazu € > 0. Turime, kad:

e 1
||F||L2(—7T7T Z

=2

(6.2)

n lniten’

Pagal (2.7) integralinj eilu¢iy konvergavimo pozymj, (6.2)) eiluté konverguoja, jei

konverguoja integralas:
oo

1
/ x ln”axdx' (6:3)
2

Integralas, o kartu ir Furjée eilutés norma, konverguoja, kadangi:

0o |u= In(x) - BT
[ g dr = = [ amdu=— < 00. (6.4)
2 du = Ldz| () In(2)

[§ ¢ia gauname, kad F € L*(—m, ).
Funkcija G € W#2) (-, 71),0 < B < 1, tada ir tik tada, kai eiluté 5> n?(G%,+G?,)
konverguoja, Cia G.,, G, yra funkcijos G Furjé koeficientai. Trz;gli, pazymeékime
eilute:

¢, = —12 (6.5)

n Inlten”

Du kartus pasinaudoje (2.8) Liopitalio taisykle, suskai¢iuosime tokia riba:

= 00. (6.6)

lim nc, = lim n? iy (28Snnt"cn
n— o0 n —00 ln1+5 n— oo e(1+e)

Turime, kad 0 < nc, — 00, kai n — oo. IS ¢ia gavome, kad prie pakankamai dideliy

%. Pasinaudoj@ faktu, kad % eiluté diverguoja, gauname,

n galioja nelygybé ¢, >
kad ir eiluté Z Cp = Z m
n=2 n=2

Vadinasi, srautas F' € L*(—m, @) it F ¢ W2 (—r 7),0 < 8 < 1.

diverguoja.
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6.2 Skaiciy a, ir b, jverciai

Zinant srauto F(t) gloduma, jvertinkime, kokj gloduma turi funkcija S, (t).

Sprendinys (V, «) gali buti iStirtas pasinaudojus 4 ir 5 skyriuose surastomis iSrais-

komis:
Sa(t) ~ 721 (ozmcos(nt) + asnsin(nt)>,
V(e t) = kiz'jl ([Mcm(:p') + Mybe(')] cos(nt) + [Mapn(a') — Motby(2')] sin(nt)),

¢ia funkcijos ¥, (2') ir ¢, (2') yra sistemos

—nipn(21) = (1) + 1,
(1) = ¥ (21), (6.7)
on(0) = ¢u(v2) = 0,44(0) = ¥u(v2) = 0,
sprendiniai, o = (0, \/§) Pasinaudojus ir koeficienty israiskomis, musy

atveju turime:

— b _ a
Usn - I, 1, y Qen = - I 1.
(aZ2+b2)Vn3 In272%n (a2+b2)Vn3 In272%n (6 8)
M - fn T, 1 M - bn 1,1 n = 1 2 PN
T @2an2)yminztzen) T (a2 4b2) R inZ T2 T

Kad iSspresti (6.7) diferencialine sistema, pradedame nuo pirmos lygties ir diferen-

ciave ja du kartus gauname:
—npu(21) = o (21). (6.9)
Lygties charakteristinis polinomas bus:
A= —n?
Sprendziant Sig ketvirtos eilés charakteristine lygti gauname tokias Saknis:

Al,gzi(\/zv%\/Z), /\374:j:(—\/z+z'\/z>.

Taigi, turime, kad sprendinys bus:

on(z1) = eVin (C’l sin(\/gricl) +Cy cos(\/gxl))
feVEm (Cg sin(\/gxl) +Cy cos(\/gxl)> .

Dukart diferenciavus ¢, (z1) funkcija ir pasinaudojus pirmuoju sarysiu is (6.7]) sis-

_ (@)
n

p(x1) = eVEm ( - cos(\/gxl) +Cy sin(ﬂxﬁ)
LeVER <C’3 cos(\/gxl) —Cy sin(\/gxl)) -1

16
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Konstantas C;,i = 1,2,3,4, galime rasti i§ (6.7)) krastiniy salygy ir lygybiy a, =
V2 V2

[ pn(z1)dzy ir by = — [ Yy (x1)dx;. Tuomet:

0 0

(e 1 ~ps(ev™) 1 V2

tn = p(evm)nyn’ " pa(eV™)ny/n on

¢ia p;(t) Zymi Sestos eilés polinomus pagal kintamajj ¢ su pastoviais koeficientais.

Ivertine a,, b, formules, turime, kad

an:O<n\1/ﬁ>, bn:o(i)? kai n — oo. (6.10)

6.3 Funkcijos S,(t) glodumas

Formulés ir (6.10) suteikia tokius jver¢ius funkcijos S,(t) Furjeé eiluteés koe-

ficientams:

1

e

, n— o00. (6.11)

— 1
‘O‘cn| = O( nf 1 ) |ac”| = O< 1.1, )
(”“)\/_ln 1+ie n lnzT2%n

Is to seka, kad:

3 S < 1
S (ol + ) ~ 20 5 ) ~ & i <
ir atitinkamai:
3 - n2# © 28
S (el +laal®) ~ S0 iz, ) ~ 2 e, =0 <A< L

Atsizvelgiant j §iy sumy konvergavimus, galime padaryti isvada, kad S, € L?*(—, ),

bet S, ¢ WB(—m, 7),0 < 3 < 1.

6.4 Funkcijos V(2/,t) glodumas

Dabar patikrinsime V € L?((0,v/2) x (—m, 7)) konvergavima.
Pagal (6.10]) informacija, jvertiname koeficientus:

1
ny/n ].
Ml =0 B ) o)
BN T e e (o
1 n ’
|Mcn|:O( n_ > |Mcn|:O< 1.1, )
(%)ﬁln§+§sn ln2 2'n

17



Apskaic¢iuokime V' (2/,t) norma, pritaikant sumos ir skirtumo kvadraty formules:

||V||L2( 0\[ ( ))
~ Z HMcn(Pn + MsnwnH 2(0,/2) + ”MsnSDn - Mcnwn“iz(()’\/i)

~ 5 (1Mol Il )+ Mon? Il
HMMﬂwwpgf4wa2wmmme

5 (a1 0,3+ I160l220,3)) (1Menl? + 1Mon?)

Pasinaudojus ({3.8)) formule koeficientui b, ir jverciais i$ (6.10]) ir (6.12), gauname:

2
i} VI 0 ny
~;0mmmf+wmmf)MMﬁﬂmw)

=Ve L?((o, ﬁ) X (—m, ).

Dabar jvertinkime ||[V'V||? 12((0/2) X (—m.m))’ Naudojant ({3.8]) lygti koeficientui a,, turi-

2)x(=m
me

”V/V“m ((0,.v2)x (~m,m))

, ) (6.14)
@v¢ﬂum¢j+HVwmyof)QM@|+MLJ)
~ 21 0(an) o) ~ £, e
Kadangi, integralas:
u=In(x)
f ﬁlilﬁxdl‘ = |du = %dl’ = f uqf_/:_ du (615)
2 In(2)
e =ux

diverguoja, tai ir suma %_2 m diverguoja.
Gauname i$vada, kad V € L?((0,1/2) x (=, 7)), bet gradientas V'V ¢ L?((0,/2) x
(—77', ﬂ-))

Pavyzdys rodo, jei srautas F' € L*(—m,7), bet F ¢ W52(—r, ), tai sprendinys
(V, @) nepriklauso W52((0,v/2) x (—m,7)).
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6.5 Funkcijos Sy(2/,t) glodumas
Suintegruokime V (2/,t) funkcija:
Sv(@t) = JV (@, 1)dr = | £ ([Manin(a') + Manton(a)] cos(nr)
Mo (o) = Mot (@) sin(nr) ) = 5 (Moo
Mt (@] sin(n7)| 4 3 Mt (&) = Mo @) cos(nr)|
= 5 (= HMonion @) + Mot (@) sin(n)
L M) = Mot (@] os(nt) + L (Manipn (o) = Menthn(a)]).

Gavome, kad:

Sv(a',t) = (2!, t) + Lo(x),

L=% ( — Y Mopn(@) + Mantfn(2)] sin(nt)

n=1

LM (o) = Mot (a")] cos(n) ).
I = 5 1(Mapn(a!) = Mantin(a)).

n=1

Kadangi, funkcija V € L?((0,v/2) x (=, 7)), vadinasi Sy € L?((0,v/2) x

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(—m,m)).

Tuomet patikrinkime, Sy (2/,t) gradiento eilutés konvergavima, atskirai jvertintant

V'L (2, t), V'I3(x) sumas:
HVI1||L2 0v2) "~ = <n2||Mcnv/¢n+Msnv/¢nHL2 0,v/2)
+m”Msnv/Q0n Mcnv 77bn||L2 0, \[ )
~ Y oz (1Mo * + [ Men )1V 201320, vy + 1Vl 20,3))-

Pasinaudojame (3.8)) formule koeficientui a,,, jverciais is (6.10]) ir (6.12):

HV Il”LQ(Of z_: 11 O<ln1+5n> O(n\l/ﬁ) <c X_ZZW < 00.

Nagrinékime V'[5 suma:

V"Bl 20vm < 3, (1Ml enlia0,2) + Mol V20,2

~ 5 (O(M) IV @nll 20,3 + O(m) IV'%nll 12(0,v2) )

~ > O(M) (HV enllr200,v3) + IV’ 1/1n|\L2(0,\/§)>

n=2 n2

Pagal (3.8]) formule koeficientui a,, ir (6.10) iverti, gauname:

00
! 1 2
I A0, < 5,0 k)0 (V)
00
<c SR — 0.
= n2::2 nbd/4 ln%+%€n> <

I§ to isplaukia, kad V'Sy € L2((0,v/2) x (=7, 7)).
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7 Sprendinio glodumas bendru atveju

Praeitame skyriuje patikrinome funkciju S,(t) ir V(2/,t) gloduma, kai srautas
F(t) yra apibréztas konkre¢ia funkcija. Siame skyriuje patikrinsime, kaip elgiasi

(V, a) sprendinys, kai srautas F € W5%(—n,7), ¢ia 0 < B < 1.

7.1 Funkcijos S,(t) glodumas bendru atveju
Pasinaudojus (3.7)) iverciais ir zinant, kad |o| yra konstanta, turime
1 1
an:O(), nzO(), n — 00, (7.1)
n n
tad galime jvertinti funkcijos S, (¢) (4.8)) Furjé koeficientus i$ (4.16)) lygciu sistemos:

O(;)(|<1>sn|+|<1>m>

2
1 d d
2no(4) gn] ~ [2enlt 0]

; (Bon 4 [Pen] * T OO (72)
1 ~ sn cn
o(n><|4>m+<1>m|> !

|O‘cn’
2
2n O<711)

|asn| ~y

|aCTL| ~

IS to seka, kad
ISalecnmy ~ D (nl? +1aal) < 3 (1Bal? +10al?) < 00, 1 — 0. (73)
n=1 n=1
Taip pat, padauginus kiekvieng sumos narj is n??,0 < 3 < 1, gauname:

Ielfna(nm ~ 3% el +0cl®) < 320 (18l + (@) (74
Kadangi F' € WA2(—, ), tai (7.4) suma konverguoja. I§ $iy konvergavimy tu-
rime, jei ' € W#%(—n,7), vadinasi, S, € W#%(—m, 7). Jei 3 = 1, tuomet

Sy € Wh2(—m m) ir S,(t) yra funkcijos o € L*(—m, w) pirmykste.

7.2 Funkcijos V(2/,t) glodumas bendru atveju
Turime funkcija V (2, t) su Furjé eilute:

V(') = 5 ([Manpula!) + Manthn(2)] cos(n)

HMann(a”) = Monta(a”) sin(nt))

koeficienty israiska bendruoju atveju yra

_ an®Psn—bn® _ an®en+bn®
MSTL n ;g+bg Cn7MCTL — Qan gg+bg sn
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Pasinaudojus tais paciais ((7.1]) jverciais, gauname

O<i>(|¢sn|+|¢cn|)
|Msn| - 2
20(2) My~ 202100 .
= , . — 00. .
O(i>(%+@m|) M| ~ |<1>sn\+\<1>cn|>
’Mcn| - 2
20(}1>

[sitikinkime, kad V' € L?(0 x (—m,m)):

) = Z | Menon + Msn¢n||L2(g + | Msntpn — Mcn%”%z’(o)
o $ (Il + enli) (1l + )
S éL( |<1>sn|+|¢m|>)2+ b <n<<1>sn|+|<1>m>>
n=1
_1<‘(Dsn’2 + |q)cn‘2) <0

||V||L2(a><(—7r7r

(7.7)

kai ' € WP2(—x, 7).
Taip pat, turime, kad:

(g — (Wl + Bonlign ) (1Ml + 1)

~ 3 n
§ n 28 bn( |<I>sn|+|(bcn| ) + TLQB bn <n(|‘bsn|2+|q)cn)2> (78)

n

X n2::1n <|q)sn|2 + ’(I)cnP)-

Kai FF € W#?(—x, ), tai suma konverguoja ir gauname, kad V (2/,#) turi trupme-
ning idvesting pagal t, t.y. V. € WH2(—x, ; L*(a)).
Tarkime, F' € W#?(—x, 7). Paanalizuokime, su kokia 3 reiksme V'V priklauso

erdvei L?(o x (—m,m)):

19V Bt ~ £, (90l + 192l ) (1Ml 1)

| (7.9)
< ;(W) + <<I<I>+<I>l ) < z LDy + | e |?).-

I5 (7.8) ir (7.9) iverciy gauname i$vada, kad su srautu F € W52(—x, 1), 8 > %,
funkcija V'V € L*(o x (—m,m)).
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8 ISvados

Sio magistro darbo tikslas buvo atsakyti j [9] straipsnyje suformuluotus klausimus:

1. Ar prie minimaliy glodumo salygy silpnasis sprendinys gali turéti geresnj
reguliaruma nei suformuluota [9] straipsnyje?

Darbe buvo sukonstruotas srauto F(t) pavyzdys, F(t) = > 1 sin(nt),e >

T 1,.1_

n=2 Vnin2*2°n

0, toks, kad F' € L*(—x,7), bet F ¢ W52(—m,7),0 < B < 1. Siuo atveju buvo
parodyta, kad silpnojo apibendrinto sprendinio glodumas negali buti didesnis negu

buvo apibrézta [9] straipsnyje.

2. Kaip kei¢iasi silpnojo sprendinio reguliarumas didéjant F'(¢) reguliarumui?

Darbe buvo parodyta, kad silpnojo sprendinio reguliarumas auga didéjant srauto
F(t) reguliarumui. Skai¢iavimai parodeé, jei srauto funkcija F € W#2(—m, 7), kai
0 < B <1, tuomet:

(a) S, € Wh2(—m ). Jei 8 = 1, tuomet S, € WL2?(—m, ) ir S,(t) yra funkcijos
a € L*(—m, ) pirmykste.

(b) V(z',t) turi trupmenine igvesting pagal ¢, t.y. V € W52(—x,m; L?(0)). Jeigu
B =1, tai V(a,t) turi iSvesting pagal t, V; € L*(c x (—m,T)).

(c) Jeigu F € WH2(—m,7), B > 1, tai funkcija V'V € L*(o X (—m, m)).
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Correctness of Time-Periodic Poiseuille Type Solution with

Minimally Regular Flow-Rate
Gabija Gumbakyté
Summary

The main task of the work is to answer the following questions:
1. Can a weak solution have a better regularity than formulated in the article [9], assuming
minimal regularity of a flow-rate?
2. How is changing the regularity of a weak solution when flow-rate’s regularity increases?

o0
The example of the flow-rate was constructed: F(t) = > 1 sin(nt),e > 0,

T T
n=2v/n In27T2%n

such as F € L?(—m,w), but F ¢ WP2(—x,m),0 < B < 1. It was shown that the solution,

corresponding to the flow-rate cannot have a better regularity than is formulated in [9].

It was also proven that when the flow-rate’s regularity increases, the weak solution’s
regularity also grows. In particular, when F € W52(—z, ) with 0 < 8 < 1, then:

(a) Sq € WhH2(—m, 7). If B = 1, then S, € W'2(—x,7) and S,(t) is a primitive
function of o € L?(—m, 7).

(b) V(2/,t) has a fractional derivative by ¢, that is V € W52(—x, m; L?(0)). If g = 1,
then V (2/,t) has a derivative by t, V; € L?(o x (—m,)).

(c) If F € WP2(—x,7), B > 3, then the function V'V € L*(o x (—,)).

23



Literatura

[1]

[10]

[11]

G.P. PANASENKO, Asymptotic expansion of the solution of Navier-Stokes equ-

ation in a tube structure, C.R.Acad.Sci.Paris, 326, Serie 1Ib, (1998) 867-872.

G. PANASENKO, Multi-Scale Modelling for Structures and Composites, Sprin-

ger, Dordrecht, 2005.

G. PANASENKO, K. PILECKAS, Asymptotic analysis of the nonsteady viscous
flow with a given flow rate in a thin pipe, Applicable Analysis, 91, No. 3, (2012)
559-574.

G. PANASENKO, K. PILECKAS, Asymptotic analysis of the non-steady Navier-
Stokes equations in a tube structure II. General case, Nonlinear Anal. Theory

Methods and Appl., 122, (2015) 582-607.

O.A. LADYZHENSKAYA, Boundary Value Problems of Mathematical Physics,

Springer-Verlag, 1985.

G.P. GALDI, A.M. ROBERTSON, The relation between flow rate and axial

pressure gradient for time-periodic Poiseuille flow in a pipe, J. Math. Fluid

Mech., 7, suppliment No. 2, (2004) 215-223.

J.L. POISEUILLE, Recherches experimentales sur le mouvement des liquides
dans les tubes de tres-petits diametres, Comptes Rendus, Academie des Scien-

ces, Paris, 1841.

K. PiLECckAS, V. KEBLIKAS, Existence of a nonstationary Poiseuille solution,

Siberian Mathematical Journal, 46, No. 3, (2005) 514-526.

K. PiLEckas, R. Ciecis, Existence of nonstationary Poiseuille type solutions

under minimal regularity assumptions, Z. Angew. Math. Phys., 71, (2020) 192.

K. KAULAKYTE, N. KozuLINAS, K. PILECKAS, Time-periodic Poiseuille-type
solution with minimally regular flow-rate, Nonlinear Analysis: Modelling and

Control, 2021 (jteiktas).

A. AMBRAZEVICIUS, A. DOMARKAS, Matematinés fizikos lygtys, 2 dalis, ,,Al-

dorija“, Vilnius, 1999.

24



[12] A. PINKUS, S. ZAFRANY, Fourier Series and Integral Transforms, Cambridge

University Press, United Kingdom, Cambridge, 1997.

[13] D. K. H. GARLING, A Course in Mathematical Analysis, Volume 1: Founda-
tions and Elementary Real Analysis Cambridge University Press, United States
of America, New York, 2013.

[14] S. P. GOrDON, Visualizing and understanding L’hopital’s rule, International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology, (2017) 1096-
1105.

25



	Ivadas
	Pagalbiniai teorijos elementai
	Uždavinio formulavimas
	Funkciju S(t) ir F(t) Furje koeficientu saryšis
	Funkciju V(x',t) ir F(t) Furje koeficientu saryšis
	Kontrpavyzdys
	Srauto F(t) apibrežimas
	Skaiciu an ir bn iverciai
	Funkcijos S(t) glodumas
	Funkcijos V(x',t) glodumas
	Funkcijos SV(x',t) glodumas

	Sprendinio glodumas bendru atveju
	Funkcijos S(t) glodumas bendru atveju
	Funkcijos V(x',t) glodumas bendru atveju

	Išvados
	Summary
	Literatura

