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Ivadas

Zinome, kad Saknys i$ vieneto kompleksinéje plokstumoje iSsidés¢iusios ant vieneti-
nio apskritimo |z| = 1. Taciau algebriniai skaiciai, kurie néra Saknys is vieneto, taip
pat gali buti ant jo.

Sturmo teorema leidzia nustatyti kiek realiyjy Sakny turi polinomas su realiai-
siais koeficientais. Sunkiau yra nustatyti, kiek Ssakny ant vienetinio apskritimo turi
polinomas su kompleksiniais koeficientais. Siam klausimui atsakyti ir skirtas is
darbas, kuris parengtas pagal K. Conrad publikacija [2].

Pirmame skyriuje pateikiami svarbiausi faktai apie sangrazinius polinomus: api-
brézimas, kaip suskaic¢iuoti ju Saknis, esancias ant vienetinio apskritimo, kaip patik-
rinti ar toks polinomas turés bent vieng Saknj ant vienetinio apskritimo bei metodo
geometrine prasme. Antrame skyriuje nagrinésime ne tik sangrazinius polinomus;
suformuluosime ir jrodysime du teiginius, kuriy pagalba galima rasti bet kokio poli-
nomo su realiaisiais koeficientais Sakny, priklausanciy vienetiniam apskritimui, skai-
¢iy. Antro skyriaus pabaigoje jrodysime dar du teiginius, kuriy pagalba galima rasti
bet kokio polinomo su kompleksiniais koeficientais sakny, priklausanc¢iy vienetiniam

apskritimui, skaiciy.

Polinomai su realiaisiais koeficientais

Kalbant apie sakny skaic¢iavima, reikéty pradéti nuo metody, skirty skaiciuoti rea-
liasias Saknis.
1829 m. Sturmas sugalvojo, kaip nustatyti polinomo su realiaisiais koeficientais

realiyjy sakny skaiciy duotame intervale.

1 teorema (Sturmo teorema). Tegul p(z) - n-tojo laipsnio polinomas su realiaisiais



koeficientais, neturintis kartotiniy sakny, o a < b - du realieji skaiciai, kurie néra

polinomo p(z) Saknys. Tuomet galime konstruoti Sturmo sekq:

Po(2) = p(2),
Py(z) = Py(=),

Pina(2) = —rem(Pi1(2), Pi(2)),

kur 1 < i < degp ir rem(f(z),g(2)) - polinomo f(z) dalybos is polinomo g(z) lie-
kana. Tegul V(c) - sekos Py(c), Pi(c) ... Zenkly, nejskaitant 0, pasikeitimy skaicius
taske ¢ € R. Tuomet polinomas p(z) intervale (a,b] turi lygiai V (a) — V(b) realiyjy

saknay.

Nors §is metodas jtraukia tik Saknis esancias (a, b], taciau nesunkiai galime pa-
tikrinti ir taska a, todél galime sakyti, kad metodas tinka ir uzdariems intervalams
skaiciuoti.

2 pavyzdys. Nustatysime kiek polinomas p(z) = 323 — 422 — 2z + 2 € R[z] turés

Sakny intervale (—2,3). Polinomai p(z) ir p'(z) = 922 — 82 — 1 yra tarpusavyje

pirminiai, todél galime sudaryti Sturmo seka:

Py(2) = 32° —42% — 2 + 2,

Py(z) =92 — 82 — 1,
50,50
277 2T

Sudarome reksmiy lentele:

¢ | Py(e) | Pi(e) | Pa(c) | V(c)
of - | o+ | - | 2

3 + + - 0

Lenteléje matyti, kad V(—2) — V(3) = 2 — 0 = 2. Vadinasi, polinomas p(z) turi

2 realiasias Saknis intervale (-2, 3).

Pavyzdys

Nagrinékime polinomg p(z) = 2 — 62% — 62 + 1. Nesunku jsitikinti (pavyzdZiui,
Sturmo teoremos pagalba), kad §is polinomas turi lygiai dvi realigsias saknis (zr.

pav.). Taigi, lygiai dvi jo Saknys yra menamieji skaiciai. Tegul o — polinomo
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p(z) menamoji Saknis. Tuomet @ taip pat yra sio polinomo Saknis. Be to, teisinga

lygybé p(z) = z4p(é), todeél é taip pat yra polinomo p(z) Saknis. Gavome, kad

skaicial o, @ ir é yra polinomo p(z) menamosios Saknys. Kadangi $is polinomas turi
1

lygiai dvi menamasias Saknis ir a # @ bei «a # é, tai @ = =. Taigi, [a| = 1.
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0.1 pav.: Polinomo z* — 62z% — 6z + 1 Saknys

3 teorema. Tegul f(z) € Q[z] yra n-tojo laipsnio neredukuojamas polinomas, n > 1.
Jeigu f(z) turi sakng ant vienetinio apskritimo, tuomet n yra lyginis skaicius ir

f(2) = f(2).

Irodymas. Tegul « yra polinomo f(z) Saknis ir || = 1. Kadangi f(z) koeficientai
yra realieji skaiciai, tai @ = é taip pat yra f(z) Saknis. Sandauga 2" f (i) yra n-
tojo laipsnio polinomas su racionaliaisiais koeficientais ir « yra jo saknis. Kadangi
f(z) yra neredukuojamas, tai 2" f(2) = c¢f(z) su kazkokiu nenuliniu racionaliuoju
skai¢iumi ¢. Imdami z = 1, gauname f(1) = ¢f(1). Kadangi polinomas f(z) yra
neredukuojamas vir§ Q ir jo laipsnis n > 1, tai f(1) # 0. Taigi, ¢ = 1 ir f(z) =
z"f(1). Imdami z = —1, gauname f(—1) = (=1)"f(—1). Kadangi f(—1) # 0, tai
(=1)" = 1. Todél n yra lyginis skaicius. O



1 skyrius

Simetrinis atvejis

Siame skyriuje jrodysime, kad kiekvieng lyginio laipsnio polinoma p(z) € Cl[z], kuris
tenkina salyga p(z) = z”p(%), galima iSreiksti racionaliosios funkcijos z+% laipsniais;
¢ia n yra polinomo p(z) laipsnis. Pasinaudoje Siuo rezultatu, nurodysime, kaip

galima suskaiciuoti, kiek duotasis polinomas turi Sakny ant vienetinio apskritimo.

1.1 Sangraziniy polinomy saknys
4 apibrézimas. n-tojo laipsnio polinomas
f(2)=cp2"+cp 12" P ozt
vadinamas sangraziniu, jeigu lygybé ¢, = ¢, teisinga su visais £k =0,1,...,n.

Pavyzdziui, polinomai z + 1, 23 — 22?2 — 2z + 1 yra sangraziniai, o polinomas

2% + 3z — 1 néra sangraZinis.
5 teorema. Tequl
f(2)=cpz"+cp 12"t ozt

yra n-tojo laipsnio polinomas su kompleksiniais koeficientais. Sie teiginiai yra ekvi-

valentus:
(i) Polinomas f(z) yra sangrgZinis.

(ii) Polinomui f(z) teisinga lygybé =" f(1) = f(z).



Be to, jei skaicius n yra lyginis, tuomet (i) ir (ii) teiginiai ekvivalentus tokiam

teiginius:
(1ii) Egzistuoja toks n/2-ojo laipsnio polinomas g(z) € Clz], kad

f(z) =2"g (z + i) : (1.1)

Irodymas. Akivaizdu, kad (7) ir (i) teiginiai yra ekvivalentus ir kad i$ (#i7) teiginio
isplaukia (i7) teiginys.

Irodysime, kad jei skaiCius n yra lyginis, tuomet i$ (ii) teiginio iSplaukia (i)
teiginys. Tegul n = 2m, m € N. Lygybe z”f(i) = f(z) perrasykime taip: sz(%) =

(i)m f(2). Kadangi f(z) yra 2m-tojo laipsnio polinomas, tai

C1 Co
om—1 om ’

(1>mf(z):szzm+...+cm+...+ (1.2)

z
() ir (ii) teiginiai yra ekvivalentus, todél lygybéje koeficientai prie 2% ir z~*
sutampa visiems ¢ = 0, 1,...,m. Kita vertus, iSraiskos ¢y, (z + %)m koeficientas prie
2" yra lygus koeficientui prie % su visais i = 0,1,...,m. Be to, iSreikStas cop, (24 1)™
koeficientai prie z™ ir sz sutampa ir yra lygus (|1.2]) iSraiskos koeficientams prie z™
ir . Todél skirtumo (1)™f(2) — cam(z + )™ koeficientai prie 2* ir % sutampa su

visais ¢ = 0,1, ..., m, o koeficientai prie 2™ ir Zim lygus nuliui. Taikydami indukcija,

) 9o =042,

kur h(z) € C[z] ir deg h < m. Prie Sios lygybes abiejy pusiy pridéje copm(z + )™ ir

gauname israiska

gautos lygybés abi puses padaugine is 2™, gauname (|1.1)) iSraiska.

6 pastaba. Jeigu f(z) - nelyginio laipsnio sangrazinis polinomas, tai z*"f(%) =
f(z?). Todél f(z?) yra lyginio laipsnio sangraZinis polinomas. Be to, lygybe¢je
2"f(1) = f(z) istate z = —1, gauname f(—1) = 0. Taigi, f(z) = (z + 1) fi(2),
kur f1(z) yra (n —1)-ojo laipsnio polinomas. Nesunku jsitikinti, kad teisinga lygybé
=t fl(%) = fi(2). Todél fi(z) yra lyginio laipsnio sangrazinis polinomas. Remiantis

teorema, polinoma f(z) galima iSreiksti pavidalu f(z) = (z + 1)2%9(2 + %), kur

n—1

g(z) € C[z] yra polinomas, kurio laipsnis lygus 3



7 pavyzdys. Polinomas p(z) = 25 + 2% — 323 + 22 + 1 yra sangrazinis. Padaliname

i§ 2%, gauname 2% 4+ z — 3+ 1 + %. Atimame (z + 1)*:
11 1\?
z3+z—3++3—(2+> =
z oz z
1 1 3 1
23+z—3++3—(23+32++3)—
z oz z oz

—%—2—3:—2G+1)—3
z

z
Taip gauname israiska p(z) = 23 ((z + i)?) -2 (Z + %) — 3).

Remiantis [5| teorema, egzistuoja bijekcija tarp m-tojo laipsnio polinomy g(z) €
C|z] aibés ir laipsnio 2m-tojo laipsnio sangraziniy polinomy f(z) € C[z] aibés. Be to,
is Sios teoremos jrodymo isplaukia, kad polinomo ¢ koeficientai yra sveikieji skaiciai
tada ir tik tada, kai polinomo f koeficientai yra sveikieji skaiciai. Taip pat, jeigu
f(2) € Q[z] yra neredukuojamas virs Q, tai g(z) taip pat bus neredukuojamas virs Q.
Taciau atvirkstinis teiginys néra teisingas — jeigu ¢(z) yra neredukuojamas, tai f(z)
gali biti redukuojamas. PavyzdZiui, polinomas g(z) = 2% — 5 yra neredukuojamas

virs @, o atitinkamas polinomas

f(z):z2g(z+i>:( Pz —1)(2+z2-1)

yra redukuojamas.

Dabar pateiksime sarysj tarp vienetinio apskritimo ir realiyjy skaiciy asies.

8 teorema. Tegul f(z) = c 2"+ -+ 12+ ¢ yra n-tojo laipsnio polinomas su rea-
liaisiais koeficientais, kur n = 2m ir ¢y = ¢, su visais k = 0,1,...,n. UzZrasykime

f(z)=z2"g(z + i), kur g(z) € R[z] yra m-tojo laipsnio polinomas.

(i) Skaicius 1 (atitinkamai —1) yra polinomo f(z) Saknis tada ir tik tada, kai

skaicius 2 (atitinkamai —2) yra polinomo g(z) Saknis.

(ii) Kiekvieng polinomo f(z) menamy Sakny, priklausanciy vienetiniam apskriti-
mui, porg (a, @ = i) atitinka polinomo g(z) realioji Saknis o+ é, priklausanti

intervalui (—2,2).

Irodymas. (i) iSplaukia i$ lygybeés f(z) = zMg(z + %)

(73). Turime, kad f(z) = 0 tada ir tik tada, kai g(z + %) = 0. Tegul « yra
polinomo f(z) menamoji Saknis, priklausanti vienetiniam apskritimui (|z| = 1).
Tuomet egzistuoja toks skaicius 8 € R, kad o = cosf + ¢sin 6. Tada skaic¢ius

1 1 0 —isind
a+— =cosf +isinf + ——— :cose—i—isinQ—l—M = 2cosf
«Q cosf +isind 1



yra polinomo ¢(z) Saknis, priklausanti intervalui (—2,2). (Kadangi a@ # +1, tai
2cosf # +2.)
Kita vertus, tegul ¢ € (—2,2) yra polinomo g(z) Saknis. Egzistuoja toks 6 € R,
kad t = 2cosf. Pazymékime o = cos + isinf. Tuomet t = o + i, todél is lygybeés
1

f(z) = 2mg(z + i) isplaukia, kad skaiciai a ir - yra polinomo f(z) menamosios

saknys, priklausancios vienetiniam apskritimui. (o # £1, nes |t| = [2cosf| < 2.) O

9 pavyzdys. Polinomas p(z) = 2% + 2% — 323 4+ 2% + 1 gali buti uZrasytas kaip
2((z+1)* — 2(z + 1) — 3) kaip nagrin¢jome 7| pavyzdyje, todél p(z) Saknys ant
vienetinio apskritimo turi atitikti polinomo 2® — 2z — 3 saknis intervale [—2,2]. Sis
polinomas turi lygiai vieng realiaja Saknj ~ 1.89, kuri priklauso intervalui [—2, 2],
todél polinomas p(z) turés lygiai dvi Saknis ant vienetinio apskritimo (Zr. pa-
veiksliuka).
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1.2 Sangraziniy polinomy sakny ant vienetinio ap-
skritimo egzistavimas

Kartais skaic¢iuoti polinomo Saknis néra butina, ir uztenka tik patikrinti, ar tokiy
sakny yra. Todél suformuluosime teorema, padésiancia patikrinti, ar polinomas turi
saknj ant vienetinio apskritimo. Nagrinésime lyginio laipsnio sangrazinius polino-

mus, nes jeigu laipsnis néra lyginis, tai kaip jrodéme anksc¢iau, —1 bus jo Saknis.
10 lema ([4]). Lyginio laipsnio n sangrgZinis polinomas
f(z) =cp2" + -+ caz+c € R7] (1.3)

turi sakng ant vienetinio apskritimo tada ir tik tada, kai funkcija

P(t) = cn + ii?ck cos <(Z — k:) t) (1.4)

=0
turi realigjq Sakng.
11 lema ([4]). Jeigu (L.3) polinomo koeficientas cn = 0, tai jis turés Saknj ant

vienetinio apskritimo.

Irodymas. Remiantis [10] lema, uztenka parodyti, kad funkcija

1
2
P(t) = > 2k cos <(n — k> t)
k=0 2
turi realigja Saknj. Tai parodyti galime pasinaudodami vidurio tasko teorema, nes

¢(x) integralas intervale [0, 27| yra lygus 0 ir funkcija yra tolydi. O

Kaip matome, kartais patikrinti, ar polinomas turi saknj ant vienetinio apskri-
timo yra paprasta. Taciau jeigu vidurinis koeficientas néra 0, tai mums reikalingas
kitas metodas - galime atkreipti démesj j vidurinio koeficiento sarysj su kitais ko-
eficientais. Noredami jrodyti kita teorema, pasinaudosime Egervary-Szasz nelygybe
(zr. [I]): jei funkcija

P(t) = L + zn: ¢ cos(kt), a, # 0,

2 =
yra neneigiama, t. y. ¥(t) > 0 su visais t € R, tai su kiekvienu & € {1,2,...,n}

teisinga nelygybé

x| < cos (W) .

Cia [z] Zymi skaiciaus € R sveikaja dalj, t. y. [z] lygus didZiausiam sveikajam
skaiciui, nevirsijanciam .

10



12 teorema ([4]). Tegul
f(z)=cpz"+ -+ 12+ c € R[Z]

yra lyginio laipsnio n sangrgZinis polinomas. Jeigu kokiam nors k € {1,2,...,%}
teisinga nelygybé

exl > leslcos ("), 1= "2
ekl = lenlcos | ———= |, t=—>—,
g 2 [t] + 2 n/2 —k

tai polinomas f(z) turi bent vieng Saknj ant vienetinio apskritimo.

Irodymas. Jei cz = 0, tai teoremos tvirtinimas isplaukia is lemos. Tarkime,
kad cn # 0. Kadangi f(2) ir —f(2) Saknys sutampa, galime laikyti, kad cz > 0.
Nagrinékime ¢(t), apibrézta (10| lemoje. Funkcijos ¢(t) integralas intervale [0, 27]
bus teigiamas, nes lygybéje kickvieno demens, isskyrus cz, integralas lygus 0,
o koeficiento cz integralas 2mcz — teigiamas skaicius.

Tarkime, kad polinomas f(z) neturi Sakny ant vienetinio apskritimo. Tuomet
funkcija ¢(t) neturi realiyju sakny. Kadangi jos integralas intervale [0, 27 yra tei-

giamas skaicius, tai ¢(t) > 0 su visais t € [0, 27r]. Tuomet funkcijos

21

=201 n((31))

k=0 €%

visos reiksmeés taip pat yra teigiamos. Tegul

d =min{y(t) : t € [0, 27]}.

Irodysime, kad 0 < % I$ tikryjy, funkcija ¢ (z) — % néra nuliné, yra tolydi ir jos
integralas intervale [0, 27| lygus 0. Todél §j funkcija jgyja ir teigiamas, ir neigiamas
reikSmeés. Taigi, egzistuoja toks tg € [0, 27], kad ¥(tg) — % <0, t. y. ¢(to) < %

Vadinasi, 0 < § < %

Kadangi ¢(t) > ¢ su visais t € R, tai

12 | |
5+ZM005@5):
1 = Ck n 2
3t Sty ((5-1)1) = g 00 -9 >0

su visais t € R. Remiantis Egervary-Szasz nelygybe,

A Pt G — (1 —29) < cos S
ol <\ ]
2 n/2—]{; T'L/ka
su visais k € 0,1,...,5 — 1. O tai priestarauja teoremos salygai. Vadinasi, polino-
mas f(z) turi bent viena Saknj ant vienetinio apskritimo. O

11



1.3 (Geometriné prasmeé

13 pastaba. Siame skyrelyje nemazai nagrinéjome z + % ir kaip tai padeda apskai-
¢iuoti Saknis ant vienetinio apskritimo, tac¢iau kokia yra to geometriné prasmeé?
Erdvéje C, atvaizdis z — i apkeicia vienetinio apskritimo vidy ir iSore¢ ir apating
bei virsutine plok§tumos dalis vietomis. Sis apvertimas ganétinai paprastas ant vie-
netinio apskritimo, kuris yra atvaizduojamas ant abscisiy asies.

Dabar panagrinékime atvaizdj z — z + i ervéje C. Lengva pastebéti, kad taskai z

ir £ yra perkeliami j tg patj taska.

D A
D+1/D | A+1/A
C| B z+1/z
=:f;ﬁ>
1/D|1/A
C+1/C B+1/B
1/C 1/B /

1.2 pav.: Atvaizdis z — 2z + % erdvéje C

Kaip matome, regionai A ir % yra perkeliami j ta patj kvadranta. Toliau paziu-
réekime j vienetinio apskritimo dalj nuo 4 iki 1, kuri skiria A ir B regionus. Si dalis
yra transformuojama i [0,2] ant realiyjy skaiciy tiesés, nes A ribojasi kartu ir su %,

todél po transformacijos intervalas [1, oo] atvaizduojama i [2, oo.

12



2 skyrius

Bendrasis atvejis

Praeito skyriaus teorema tinka tik sangraziniams polinomams, todél norédami
skaiciuoti kitokio polinomo Saknis ant vienetinio apskritimo, reikia naujy idéjy. Pra-

désime nuo tokio pavyzdzio:
14 pavyzdys. Nagrinékime polinomag
f(2) = 2" —22° 4628 — 527 + 1325 — 32° + 142* — 42° + 922 — 42 + 2.

Kaip matome, Sis polinomas néra sangrazinis, taciau, kaip matyti paveikslélyje,
jis turi keturias saknis ant vienetinio apskritimo. Kaip tai patikrinti?

Vienas metodas buty isskaidyti polinoma f(z) Ziede Q[z]. Jeigu polinomas turi
sakny ant vienetinio apskritimo, tai jis turi buti redukuojamas Siame ziede, nes
jis néra sangrazinis. Tuomet neredukuojamiems daugikliams galétume pritaikyti

teorema. Polinomas f(z) ziede Q[z] issiskaido taip:
f(2) = (22 +2)(2° =227 +42° — 2>+ 52 — 23 + 422 — 22+ 1).

Matome, kad (z2+2) Sakny ant vienetinio apskritimo neturi. Dabar pasinaudodami
teorema antra dauginamajj galime uzrasyti pavidalu z* g(z+%) su tam tikru polino-
mu ¢(z) € Q[z] ir suskaiciuoti Sio polinomo Saknis intervale [—2, 2], pagal [§] teorema.
Taciau tai néra labai geras budas ir reikéty bendresnio metodo, kuriam nereikéty
skaidyti polinomy. Siame skyriuje suformuluosime du metodus, kurie sprendzia §ig

problemg.

13
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2.1 pav.: 210 — 229 4 62% — 527 + 1325 — 325 + 142% — 423 + 922 — 42 + 2 Saknys

2.1 Brunault metodas

Pirmasis metodas remiasi tuo, kad jei nei vienas is skaiciy 0,1, —1 néra polino-
mo f(z) € R[z] saknis, tai kompleksinis skaicius zp, priklausantis vienetiniam ap-
skritimui, yra polinomo f(z) Saknis tada ir tik tada, kai zo yra polinomo F(z) =

dbd(f(z),z"f(1)) Saknis; ¢ia n yra polinomo f(z) laipsnis.

15 teorema ([2]). Tegul f(z) € R[z] - toks n-tojo laipsnio polinomas, kad nei vienas
i§ skaiciy 0,1 ir —1 néra jo Saknis. Tuomet polinomas F(z) = dbd(f(z),z"f(2))
yra sangrgzinis ir jo laipsnis yra lyginis skaicius. Be to, kompleksinis skaicius 2,
priklausantis vienetiniam apskritimui, yra polinomo f(z) Saknis tada ir tik tada, kai

2o yra polinomo F(z) Saknis.

Irodymas. Kadangi polinomas F'(z) yra polinomo f(z) daliklis ir nei vienas is skaiciy
0, 1, —1 néra f(z) saknis, tai F'(—1)- F(0)- F(1) # 0. Nenulinis skai¢ius o € C yra
polinomo F(z) aknis tada ir tik tada, kai f(a) = f(1) = 0. Taigi, F(a) = 0 tada

[0}

ir tik tada, kai F(1) = 0: visas polinomo F(z) Saknis galima suskirstyti poromis
(o, 1), kur a £ L.

= o. Kadangi polinomo

Jei a € C priklauso vienetiniam apskritimui, tuomet é

f(2) visi koeficientai yra realieji skaic¢iai, tai f(@) = f(«). Todél, kai « priklauso
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vienetiniam apskritimui,

1 _

f() =0 < f(a)=0 < f(a)=0.

a
Taigi, jei o priklauso vienetiniam apskritimui, tuomet F(a) = 0 tada ir tik tada,
kai f(a) = 0.

Dabar jrodysime, kad F'(z) lyginio laipsnio sangrazinis polinomas. Tarkime, kad
o yra F(z) Saknis. Tuomet ir = yra polinomo F(z) Saknis ir a # <. Polinoma f(z)
galima iSskaidyti taip:
1

16 = (=) (= 1) o),

«

kur i, > 1, 9(2) € R[2], g(a) # 0 ir g(2) # 0. Be to, i + j +degg = n. Tuomet
1) s (b-a) (4= 25 (2)
(o) (- ) ()
-t 12 ) -
oo 1Y (B e orema ) -
o () (e () )

Pastebékime, kad nei vienas is skaiciy « ir é néra polinomo 24°89¢ (%) Saknis. Todeél

polinomo F(z) sakny « ir i kartotinumai sutampa ir yra lygus skaic¢iui min{i, j}.

F(z2) = (2 — a)min{id} (z - 1>min{i7j} dbd (g(z), zieedg (1>> :

0% z

Taigi

Belieka pastebéti, kad polinomo p(z) = (z — a)® (z - i)a, kura € Nir o ¢ {0,+1},
laipsnis lygus 2a ir jis tenkina salyga p(z) = z%%p (%) Vadinasi, F(z) yra lyginio

laipsnio sangrazinis polinomas. ]
Norédami suskaiciuoti F'(z), galime pasinaudoti Euklido algoritmu.
16 pavyzdys. Dabar galime Sia teorema pritaikyti [14] pavyzdzio atvejui. Tegul
f(z) = 2" =227 +62% — 527 +132° — 32° + 142" — 42 + 927 — 42 + 2.

Patikriname jo reiksmes taskuose z = 0,z = 1,z = —1: f(0) =2, f(1) =27, f(—1) =
63, todél galime taikyti [15| teoremsg. Skaiciuojame:

1 ,
Z0f () =220 459 4928 — 427 41425 — 325 + 132 — 523 + 622 — 22 + 1.
ya
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Tuomet
1
F(Z> = dbd (ﬂz)azlof ()) =28 22T 420 — St 42— 224 1.
z

Gavome, kad F(z) yra lyginio laipsnio sangrazinis polinomas.
Toliau skai¢iuojame F(z) = z%g(1+ 1). Padalije F'(2) i§ z*, gauname

1 4 2 1
2244 — 2+ 5 -+ — — S+ =
z

Atimkime (z + 1)*:
1 4 2 1 1\* 1 2
24—223+422—z+5—+—+—( >:—223—z—1——.
z 22 2 A S 3

Dabar pridekime 2(z + 1)3:

1 4 2 1 1\ 1\? 5
24—223+422—z+5—+—+—(z+> —|—2(z—|—> =5z—1+—.
z 22 2 A z z z

Atimkime 5(z + 1):
1 4 2 1 1\* 1\3 1
z4—2z3+422—z+5—+2—3+4—(z+> +2<Z+) —5<Z+>=1-
z 22 23z 2 z 2

Sukeliame (z + é) laipsnius j vieng puse ir gauname

1 1\* 1\? 1
g(z+>—<<z—|—) —2<z—|—> —|—5(z+>—1>.
z z z z
Taigi, nagrinéjame polinoma g(z) = 2* — 22% + 52 — 1. Nesunku patikrinti, kad jis
turi dvi realiasias Ssaknis, kurios abi yra intervale [—2,2], todél F(z) turés keturias

saknis ant vienetinio apskritimo, ir pagal 15| teorema, f(z) turés keturias Saknis ant

vienetinio apskritimo.

2.2 Mobijaus transformacijos metodas

Ivade aprasytas Sturmo metodas tinka tik realiyjy Ssakny skai¢iaus nustatymui, o 1
skyriuje pateiktas metodas pritaikomas tik sangraziniams polinomams. Sioje dalyje

suformuluosime ir jrodysime tokia teorema:

17 teorema ([2]). Tegul p(z) - n - tojo laipsnio polinomas, turintis m sakny,
iskaitant kartotinumg, ant vienetinio apskritimo. Tuomet transformuotas polino-
mas q(2) apibrézimas) turés lygiai m realiyjy Sakny, irgi jskaitant kartotinumg.
Priesingai, jeigu p(z)n - tojo laipsnio polinomas, turintis m saknuy, jskaitant karto-
tinumq, ant realiyjy skaiciy tiesés ir p(—i) # 0, tai ir transformuotasis polinomas
qw(2) apibrézimas) turés m Sakny ant vienetinio apskritimo, iskaitant kartoti-

numa.
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Pasinaudodami Sia teorema, musy problema, skai¢iuojant polinomy saknis ant
vienetinio apskritimo, galésime sumagzinti iki Sakny skaic¢iavimy ant realiyjy skaiciy

tieses. Sis metodas paremtas Mobijaus transformacijomis.

18 apibrézimas (Mobijaus Transformacija). Kompleksinés erdvés racionali vieno

kintamojo funkcija, formos

az+b

kur a, b, ¢, d - kompleksiniai skaiciai, tenkinantys ad —bc # 0 yra vadinama Mobijaus

transformacija.
O butent pasinaudosime Siomis transformacijomis:

19 apibrézimas (Cayley transformacijos). Apibrézkime u(z) ir w(z) taip:

z—1 z+1
pE) = ) =i

Sie atvaizdziai dar yra zinomi kaip Cayley transformacijos, kurios kartu su Siomis

salygomis:

yra atvirkstinés viena kitai erdvéje Co, = CU{o0} ir pu(z) transformuoja realiaja
skaiciy tiese j vienetinj apskritimg kompleksinéje erdvéje S = {z € C,|z| = 1}, o

w(z) transformuoja vienetinj apskritima j realiyjy skaiciy tiese.

Cayley transformacijos savybiy jrodymas. 1. u(z) transformuoja realiajg skaiciy
tiese | vienetinj apskritima kompleksinéje erdvéje S = {z € C,|z| = 1}. Tegu

z=a+bi, b=0 - skaicius ant realiyjy skaic¢iy tiesés. Tada

z2—1 a—1 (a—1)?
wu(z) = .= .= . :
z+i a+i  (a+1i)(a—1)
a*—2ai—1 a®>—1 2a .
= = - 1
a?+1 a2+1 a?2+1
ir
at—1, 2a 5\, (a*> —1)* + (2a)?
)] = (G P+ G = )
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2. w(z) transformuoja vienetinj apskritima j realiyju skaiciy tiese. Tegu z = a + bi

ir |2l =1=a®>+b*=1. Tada

z+1  (a+1)+bi

w(z) = —1i

z—1 Z(a—1)+bi

((a+1)+bi)((a—1) —bi)

((a—1)4+bi)((a—1) — bi)

_Z,a2—1—2()i—|-b2
a2+ b2 —2a+1

a?—2bi+b> -1
—2a+ 2

—bi  —b

—a+1 —a+1

Toliau suformuluosime apibrézima, kuris naudojamas teoremoje:

20 apibrézimas (Cayley transformuoti polinomai). Imant n-tojo laipsnio apibréz-
kime Cayley transformuotus polinomus g,(2), ¢, (2) taip:

0u(2) = (= + 0)"p(u(2))

4.(2) = (4)"(z — 1)"p(w(2)) - priekyje pridéjome (%)™ tam, kad Sie polinomai bty

atvirkstiniai.

Irodysime kelias svarbias savybeés :
21 teorema ([2]). Tegul p(z) - n -tojo laipsnio kopleksinis polinomas. Jeigu p(z)
turi m sakny taske z = 1, tuomet q,(2) bus n — m -tojo laipsnio polinomas. Ana-

logiskai, jeigu p(z) turi m-tojo laipsnio sSaknj taske —i, tai q,(z) bus n —m -tojo

laipsnio polinomas.

Irodymas. Tarkime p(z) turi Saknj taske z = 1, kurios laipsnis yra m, m < n.
[Sreiskime
p(z) = (z = 1)"r(2),
kur r(z) n — m-tojo laipsnio polinomas,

neturintis Saknies taske z =1

Tuomet

Z—1
z+1

Gu(2) = ( —1)"s(2) = (=20)"s(2), kur s(z) = (2 +)"""r(u(2))
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Skleisdami s(z) z laipsniais, gauname:

s(2) = (2 +4)""r(p(2))

SR I e (o

=z ="+ Fag(z+ )"

)n_m+...+a0)

= 2" (g - ag) 2L

matome, kad auksc¢iausias laipsnis yra n —m ir koeficientas prie jo lygus r(1). Pagal
salyga r(1) # 0, todél ir g,(2) laipsnis bus n — m.
Analogiskai jrodome ir fakta, kad jeigu p(z) turi m-tojo laipsnio Saknj taske z = —i,

tai q,(z) bus n — m -tojo laipsnio polinomas. ]

I$ sios savybés matome, kad transformuoti polinomai g, (z) (¢.(2)) bus to paties

laipsnio, kaip p(z), jeigu neturés Sakny taske z =1 (z = —i).

22 teorema ([2]). Tegul ki, ks, ..., k, yra n-tojo laipsnio kompleksinio polinomo

Saknys. Jeigu p(1) # 0, tada transformuoto polinomo q,(z) saknys bus
Lh=wky),. ... l, =wk,)
Analogiskai ir su su q,(n) saknimis. Jeigu p(—i) # 0, tuomet q,, Saknys bus
vr = k), ..., vn = plkn)
Irodymas. Apverte q, = (2 +9)"p(u(2)) taskuose k gauname:
p(ki) = (/2)" (ki — 1)"qu(w(ki)) =0, kur 1 <i<n

Pagal salyga k; # 1, todeél q,(w(k;)) = 0 = w(k;) yra g, Saknys.
Taip pat, apversdami ¢, (z) = (3)"(z — 1)p(w(z)), taskuose k;,1 < i < n gausime
p(ki) = (k+1)"qu(pu(ki)) = 0 = p(ki) yra q.(z2) Saknys. O

Is sios teoremos matome, kad transformuodami polinomg, kartu transformuoja-
me ir jo Saknis su atvirkstine transformacija.

Is siy dviejy teoremy, galima jrodyti ir anksciau suformuluota teorema:

[rodymas. Kadangi p(1) # 0, tai pagal 21| transformuotas polinomas g,(z) bus irgi n
- tojo laipsnio. Pagal 22| Saknys esancios ant vienetinio apskritimo bus transformuo-

tos ant realiyju skaiciy tieses (pagal jrodytas w(z) savybes. Analogiskai jrodome ir
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i kita puse - polinomas p neturi Sakny taske z = —i, todél transformuotas polino-
mas qw(z) irgi bus n-tojo laipsnio bei jo Saknys esancios R bus transformuotos ant

vienetinio apskritimo. O

Taigi, dabar turime buda skaic¢iuoti n-tojo laipsnio polinomo Saknis ant vie-
netinio apskritimo - mums tereikia apskaic¢iuoti Cayley transformuota polinoma
qu(2) = (z +19)"p(p(z)) ir suskaiciuoti jo Saknis ant skaiCiy tiesés pasinaudojant
pasirinktu algoritmu. Deja, ¢ia susiduriame su kita problema - aprasyti Sakny
skaic¢iavimo algoritmai reikalauja realaus polinomo, o Cayley transformacija, net

ir transformuojant realiyjy polinoma, dazniausiai grazina kompleksinj polinoma.

2.3 Polinomo su kompleksiniais koeficientais Sak-
nys

Auksciau aprasytos problemos sprendimui teks pasinaudoti tokiu metodu - suskai-
¢iuoti papildoma realyjj polinoma Q(z), turinti tiek pat Sakny ant skaiciy tieses kaip
ir qu(2).

Norédami tai padaryti, galima pasirinkti du budus:

1. Padauginti gauta polinoma ¢,(2) i$ jo kompleksinio konjukto ¢} (2*) - taip gau-
name 2n -tojo laipsnio polinoma - Q(z2) = q.(2)q;(z*). Kadangi ¢;(z*) Saknys yra
qu(%) konjunktai, todél realusis polinomas Q(z) turés tiek pat Sakny kaip ir ¢, (),
nejskaitant kartotinumo. Todél toliau galime pritaikyti sakny skaic¢iavimo algoritma

ir gautasis skaicius atitiks p(z) Saknis ant vienetinio apskritimo.
23 pastaba. ¢ia x reiSkia kompleksinius konjuktus - taip kad jeigu p(z) = X7_opr2*,
tai p*(2*) = XP_opi2".
2.Uzrasykime Cayley transformuota polinoma tokia forma : ¢,(z) = r(z)+1is(2),
kur
r(2) = 5(qu(2) + ¢, ("))

— 5-(0u(2) — (")

taip kad s(z) ir r(z) yra realieji polinomai. Suskaiciave Q(z) = dbd(r(z),s(z))
matome, kad Q(z) turés tiek pat Sakny kiek ir g, (2).
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24 teorema ([2]). Polinomo Q(z) = dbd(r(z), s(z)) saknys yra tos pacios, kaip ir

polinomo q,(z) Saknys, kurios sutampa su jo kompleksinio konjukto q;(z) saknimis.

Irodymas. ISskaidome kompleksinj polinoma ¢,,(z) i dviejy polinomy sandauga t(z)u(z),
kur ¢(z) - realusis polinomas, kuriame yra visos g, (z) Saknys, esanc¢ios kompleksinia-
me konjukte. wu(z) - kompleksinis polinomas, kuriame yra visos likusios Saknys. I8
r(z) ir s(z) apibrézimo matome, kad t(z) dalina juos abu, o u(z) nedalina nei vieno.
Taigi, kadangi Q(z) = dbd(r(z),s(z)) apima bendras juy Saknis, gauname teoremos

rezultata. O]
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Roots of polynomial on unit circle

Summary

The problem of counting the number of roots on real line was solved long time ago.
However, a similar problem of counting roots on a unit circle is still open. This work
reviews Sturm’s method used to count roots on real line, presents proofs and examples to
reduce the problem of roots on unit circle to the problem of counting roots on real line in

general case and special cases. This work is based on an article by K. Conrad [2].
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