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Santrauka

Siame darbe atlickamas empirinis grafy redagavimo atstumo (toliau GRA) tyrimas siekiant
paspartinti bei patikslinti tiksliausius esamus euristinius algoritmus. Pirmoje darbo dalyje api-
bréziamas grafy redagavimo atstumo uzdavinys bei detaliai aprasomos trys euristiniy algoritmy
klasés. Antroje darbo dalyje yra aprasomi eksperimentuose naudoti grafy rinkiniai ir pateikiamas
empirinis grafy redagavimo atstumo tyrimas. Pagrindinis Siame darbe analizuojamas algoritmas
yra lokalia paieska paremtas IPFP [BDB'18] algoritmas, kuris Siai dienai iSgauna patj tiksliau-
sig virSutinj GRA rézj [BBG*20]. Siekiant paspartinti algoritma IPFP bei kartu ir patikslinti
Sio algoritmo iSgaunamus rézius, reikia parinkti tinkama algoritma lokalios paieskos pradiniam
sprendiniui surasti. Siam darbui atlikti geriausiai tinka greiti, tatiau ne itin tikslis tiesiniy sumy
priskyrimo su klaidy taisymu klasés (toliau TSPKT-GRA) algoritmai. Siame darbe parodoma,
kad algoritmo parinkimas pradiniam sprendiniui rasti yra sudétingas uzdavinys, kurj veikia ne tik
grafo virs$tniy ar briauny skaicius, bet ir grafo struktiira. Darbe pristatomos kelios TSPKT-GRA
klasés algoritmy modifikacijos: Star-5, Branch-Const-2 ir Branch-Const-4, kurios parodé gerus
rezultatus GRA skaiCiavime. Norint greito, tac¢iau ne tokio tikslaus, GRA skaiciavimo, reikéty
rinktis Siame darbe pristatyta algoritma Branch-Const-4. Norint iSgauti tikslesnius GRA rézius
reikty taikyti keliomis eilémis létesnj, taciau zymiai tikslesnj algoritma IPFP, kurio pradiniam
sprendiniui surasti yra taikomas vienas i§ TSPKT-GRA algoritmy. Nedidelio dydzio retiems
grafams reikty rinktis algoritma Refine(BP) arba Refine(Branch-Fast), vidutinio dydzio grafams
reikty rinktis algoritma Star-5, dideliuose arba tankiuose grafuose reikty rinktis algoritma BP,

Branch-Fast arba Branch-Const-2.



Summary

This paper present an experimental study of graph edit distance (GED) heuristic algorithms
with the goal of improving the performance and accuracy of state of the art heuristics. First half
of this paper defines GED and provides detailed explanation of three heuristic algorithm classes
for computing GED. In the second half, experimental study and analysis of its results is given.
The main focus of this paper is the algorithm IPFP [BDB* 18] which is based on local search and
produces tightest upper bounds for GED to this date [BBG"20]. In order to improve performance
of IPFP as well as improve tightness of produced upper bounds, a good initial solution for the
local search must be used. Initial GED solution can be relatively quickly computed using heuristic
algorithms based on linear sum assignment problem with error correction (LSAPE-GED). This
paper shows that the task of choosing an algorithm for finding the initial GED solution isn’t trivial.
Graph vertex and edge count are not the only factors influencing GED algorithms, graph structure
has an effect as well. This paper provides three modified LSAPE-GED algorithms that showed
good results in GED computation: Star-5, Branch-Const-2 and Branch-Const-4. Experimental
study showed, that in case where a fast GED algorithm is needed one should consider Branch-
Const-4. 1f tighter upper bounds of GED are needed, local search algorithm IPFP should be
used for which initial GED solution should be computed using one of LSAPE-GED heuristics.
For small and sparse graphs, algorithms Refine(BP) or Refine(Branch-Fast) should be used, for
medium sized graphs algorithm Star-5 should be used, for large or very dense graphs, algorithms
BP, Branch-Fast and Branch-Const-2 work the best.
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Ivadas

Grafai naudojami jvairiose srityse modeliuoti sudétingas realaus pasaulio duomeny struk-
taras, pavyzdziui bioinformatikos ir chemijos srityse, kompiuterinés regos ir vaizdy atpazinimo
aplikacijose, socialiniuose tinkluose ir daugelyje kity aplikacijy, kuriy duomeny modelyje svar-
bios saveikos ir rySiai tarp esybiy. Nuolat ir sparciai auganciame grafy duomeny kiekyje atsiranda
poreikis palaikyti greitesne tokiy duomeny paieska duombazése. Esant dideliam duomeny kiekiui
daznai jsivelia klaidos ir aptinkami netikslumai juose, ar tai buty dél zmogaus jvedimo klaidos ar
prietaiso, kuris iSgavo grafag, matavimo paklaidos. Didelése duombazése ar duombazése su duo-
meny triuksmu, vykdant paieska leidziamos tam tikros uzklausy paklaidos, kitaip tariant, ieSkomi
duomenys panasus j uzklausoje apibréztus duomenis.

Panasumo matg tarp grafy galima apibrézti jvairiai, taciau Siame darbe nagrinéjamas grafy
redagavimo atstumas [SF83]. Trumpai tariant, grafy redagavimo atstumas yra reikalingas skaicius
grafo pakeitimy transformuoti grafa G i H. Galimi grafo pakeitimai yra grafo virStuniy ar briauny
trynimas, pridéjimas, ar jy zymeés keitimas. Kadangi grafy redagavimo atstuma galima taikyti bet
kokio tipo grafui ir $is matas leidzia modifikuoti tiek grafo virStines tiek jo briaunas, tai vienas
populiariausiy grafy panasumo maty [ZTW'09].

Nors grafy redagavimo atstumas yra patogi metrika ir gerai atspindi grafy panasuma, jos skai-
Ciavimas priklauso NP-sudétingy uzdaviniy klasei [ZTW'09]. Dél Sios priezasties egzistuoja
didelis kiekis skirtingy euristiniy algoritmy skaiciuoti tikslia grafy redagavimo atstumo verte ar
jos virSutinj bei apatinj rézius [BBG*20]. Kadangi skirtingy euristiniy algoritmy yra daug ir pana-
Siy grafy paieskoje vyrauja daug parametry, yra sunku nustatyti, kuris algoritmas labiausiai tinka
konkrecios grafy duombazés uzklausoms spartinti.

Esami euristiniai algoritmai grafy redagavimo atstumui aproksimuoti grazina reikSmes, kurios
vidutiniskai nutolusios nuo tikslios reik§Smés per apytiksliai 2% nuo gautos reiksmés [BBG'20].
Atsizvelgus | tai, kad tikslaus grafy redagavimo atstumo skaic¢iavimas yra NP-sudétingas uzda-
vinys, o aproksimacijos apskai¢iuojamos per polinominj laika grazina reikSmes su apytiksle 2%
paklaida — tai labai geras ir tuo paciu tikétinai sunkiai pagerinamas rezultatas [BBG20]. Taciau
yra algoritmai, kurie veikia Zymiai grei¢iau nei tiksliausius rezultatus iSgaunantys algoritmai, bet
grazina tik Siek tiek prastesnius apatinj ir virSutinj grafy redagavimo atstumo rézius. Vieno is
tokiy algoritmy pavyzdys yra algoritmas Node [BG17a], kuris veikia keliomis eilémis grei¢iau nei
tiksliausius apatinius rézius iSgaunantis ADJ-IP algoritmas [JHO6] ar tiksliausia virSutinj rézj skai-
Ciuojantis IPFP algoritmas [LHS09]. Remiantis tuo, kad yra spraga tarp algoritmy vykdymo laiko
ir jy iSgaunamy rezultaty tikslumo, galima manyti, kad egzistuoja galimos algoritmy optimizacijos

grafy redagavimo atstumo skaiCiavimams spartinti.

Sio magistrinio darbo bendras tikslas: paspartinti tiksliausius esamus grafo redagavimo
atstumo paieskos euristinius algoritmus.

Siam tikslui pasiekti keliami uZdaviniai:

* ISanalizuoti esamus euristinius algoritmus grafy filtravimo ir redagavimo atstumo paieskai.



* Paruosti eksperimenty aplinka esamy grafy paieskos algoritmy efektyvumo matavimui ir

palyginimui.

 Atlikti panaSiy grafy paieskos eksperimentus naudojant grafy paieskos euristiky kombina-

cijas.

* ISanalizuoti pavieniy euristiky ir uzduoties kintamyjy priklausomybes grafo redagavimo

atstumo tikslumo ir paieskos greicio atzvilgiu.
 Atlikti tiksliausiy euristiniy algoritmy modifikacijas siekiant paspartinti jy vykdymo laika.

Sis darbas sudarytas i$ penkiy daliy. Pirmame skyriuje apibréZiamas grafy redagavimo atstu-
mas ir susijusios savokos, kurios naudojamos tolimesniuose skyriuose. Antrame skyriuje apibré-
ziami trys skirtingi metodai grafy redagavimo atstumui aproksimuoti ir identifikuojami svarbiausi
Siy dieny euristiniai algoritmai. TreCiame skyriuje apraSomi eksperimentuose naudoti grafai ir jy
generavimo modeliai. Ketvirtame skyriuje pristatomi Sio darbo principiniai sprendimai. Pasku-

tinéje Sio darbo dalyje pateikiami ir aprasomi Sio darbo eksperimentai bei jy rezultatai.



1. Grafo redagavimo atstumas

Siekiant nustatyti ar du grafai GG ir H yra panasas, reikalingas matas, kuris leistu kiekybiskai
jvertinti skirtuma tarp grafy. Siame darbe nagrinéjamas matas - grafy redagavimo atstumas. Tai
néra vienintelis matas nustatyti grafy panasumui, taciau dél savo lankstumo ir universalumo, jis

yra vienas populiariausiy tarp grafy paieskos ar vaizdy atpazinimo aplikacijy [ZTW*09].

1.1. Bendros grafo savokos

Siame darbe, neorientuotas ymétas grafas GG yra apibréziamas, kaip ketvertas: G =
(V,E,ly,lg). Cia V yra grafo viriniy aibé, E yra grafo briauny aibé, Iy, : V. — SV ir
lp: £ — ZE yra funkcijos, kurios grafo virSinéms ir briaunoms priskiria zymas i$ atitinka-
my abéceéliy. ZV ir ZE yra grafy virStiniy ir briauny abécélés - zymy aibés. Nezymeéta grafa
galima traktuoti, kaip grafa, kurio vir$tniy ir briauny zymy abécélés sudarytos i$ vieno elemento
ir funkcijos ly, g visoms virSunéms bei briaunoms priskiria tg pa¢ia zyma. Toliau, zymuy funkci-
jos ly ir I néra jtraukiamos | grafy apibrézimus jeigu jos neturi jtakos duotame kontekste. Visi
Siame darbe nagrinéjami grafai turi apibréztas, ne tuiias zymy abécéles SV ir -7, Siame darbe,
terminas grafo dydis apibréziamas grafo virSuiniy skaic¢iumi.

Grafas G = (V, E) yra vadinamas dvidaliu, jei jo vir$tniy aibe galima i$skaidyti j dvi ne-
persidengiandias aibes V' = V! U V2 V!N V2 = (), , taip kad bet kokia briauna (u,v) € F
jungty virsiine i§ V! su virsine i§ V2, kitaip sakant visoms briaunoms (u,v) € E turi biti tei-
singa u € V!, v € V2 Tokie grafai paprastai zymimi G,,,, = (U, V, E), kur U, V yra dvi grafo
virSiiniy aibés tenkinancios dvidalio grafo apibrézima, n = |U| ir m = |V/|.

Grafai G = (Vg, Eqg) it H = (Vg, Ey) yra vadinami izomorfiSkais jeigu egzistuoja tokia
apibus vienareikSmeé atitiktis tarp Siy grafy virSuniy f : Vo — Vp, kad bet kurios dvi vir§anés
v;, v; priklausancios grafui G bus sujungtos briauna (v;, v;) € E¢ tada ir tik tada kai bus sujungtos
briauna atitinkamos virsuneés (f(v;), f(v;)) € En grafe H.

Grafo G = (V,E) virSinés v € V ekscentricitetas apibréziamas formule e(v) =
max,cy d(v,u), kur d(v,u) Zymi atstumga tarp vir§tniy. Tai yra, vir§tnés v ekscentricitetas Zymi
didziausia atstuma nuo jos iki likusiy grafo virStniy. Naudojantis grafo virsiinés ekscentriciteto
apibrézimu, galime apibrézti grafo spindulio bei skersmens savokas. Grafo spindulys apibréziamas
formule r(G) = min,ecy e(v), tai yra skai¢ius lygus maZiausiam virtniy ekscentricitetui. Grafo
skersmuo apibréziamas formule d(G) = max,ecy €(v), tai yra skaitius lygus didZiausias vir§aniy
ekscentricitetui, kuri taip pat galima apibudinti, kaip ilgiausia, trumpiausia kelig tarp visy galimy
virSuniy v € V ir v € V. Kadangi ne visi Siame darbe nagrinéjami grafai yra jungus, kitaip
sakant grafai sudaryti i$ keliy jungiy komponenciy, skersmuo bei spindulys tokiems grafams yra
skaiiuojami su papildomomis taisyklémis. Pirma, kiekvienai nejungaus grafo G’ komponentei
yra surandamas skersmuo bei spindulys. Toliau nejungaus grafo skersmeniui d(G’) yra priski-
riamas didZiausias skersmuo i$ visy grafo komponendiy, ir analogiskai grafo spinduliui r(G’) yra

priskiriamas didziausias spindulys i$ visy grafo komponenciy.



1.2. Grafo redagavimo seka paremtas apibrézimas

Kadangi didzioji dalis grafy, kuriems taikomas grafy redagavimo atstumas yra neorientuoti
grafai [ARR15; RBO8; STF*17], euristiniai algoritmai dazniausiai buna sukurti ir optimizuoti
butent tokio tipo grafams. Taciau neretai tokius algoritmus galima nesudétingai modifikuoti, kad
jie buitu tinkami skaiciuoti grafo redagavimo atstuma ir orientuotiems grafams.

Grafo redagavimo seka tarp grafy G ir H yra grafo modifikacijy seka P := (01,092, ... ,04),
kuria pritaikius grafui G gaunamas grafas G, kuris yra izomorfinis grafui H. Cia o; yra viena
iS Sesiy galimy grafo modifikacijy: neprijungtos virsunés pridéjimas, neprijungtos virstnés is-
trynimas, virsinés zymos keitimas, briaunos pridéjimas, briaunos iSmetimas ir briaunos zymos
keitimas.

Duotai grafo redagavimo sekai P galima priskirti redagavimo kaina ¢(P) - skaiting verte
simbolizuojancia grafo transformacijos kaing. Grafo redagavimo sekos P kaina apibréziama su-
sumavus visas pavieniy grafo modifikacijy kainas: ¢(P) := Y, c¢(0;). Svarbu pastebéti, kad
skirtingi grafo modifikacijy tipai ar konkrecios operacijos gali turéti skirtingas susietas redagavi-
mo kainas - pavyzdziui virSinés pridéjimas gali turéti didesne skaitine verte, nei briaunos tarp
egzistuojanciy virStuniy pridéjimas. Jei visos grafo redagavimo operacijy kainos lygios vienetui:
c(0;) = 1,i € (1..n), tai tokia redagavimy kainy priskyrimo funkcija vadinama pastovia. Grafo
modifikacijy kainos néra apribotos konstantomis, jos gali biti modeliuojamos jvairiai, pavyzdziui
rasto simboliy atpazinimo uzdaviniuose briaunos pridéjimo ar iStrynimo operacija galima bty
modeliuoti, kaip atstuma tarp virsiniy euklidinéje erdvéje. Grafo modifikacijy kainos modelis
priklauso nuo srities ar aplikacijos, kurioje taikomi grafy redagavimo atstumo skai¢iavimai.

Grafy redagavimo atstuma tarp grafy G ir H galima apibrézti taip:

GRA(G, H) := min{ ¢(P) | P € U(G, H) } (1)

Cia c(P) yra grafo redagavimo sekos kaina, o W(G, H) yra aibé visy galimy grafo redagavimo
seky tarp grafy G ir H. Sis apibréZimas yra paprastas ir intuityvus, tatiau neduoda daug naudos
algoritmy kontekste ir jy konstravime. Pirma, Sis apibrézimas yra paremtas grafy izomorfizmu, o
nustatyti ar du grafai yra izomorfiski per polinomai laika nejmanoma [Bab16], kitaip sakant grafy
izomorfizmo uzdavinys priklauso N P uzdaviniy aibei. Taip pat per polinominj laikg nejmanoma
patikrinti ar grafo redagavimo seka P transformuoja grafa G j grafa H, nekalbant apie tai, kad $is
grafo redagavimo atstumo apibrézimas sufleruoja perrinkti visas galimas grafo redagavimo sekas.
Dél siy priezasCiy dazniau yra naudojamas alternatyvus grafo redagavimo atstumo apibrézimas,

kuris yra paremtas grafo virstiniy atvaizdziu.

1.3. Grafy virsuniy atvaizdziu paremtas apibrézimas

Grafy virSuniy atvaizdis tarp grafy GG ir H yra apibréziamas, kaip sarysis (angl. relation)
T C Vg X Vg jeiir tik jei visiems u € Vg teisinga [{v | v € Vi A (u,v) € 7} = 1 ir visiems
v € Vp teisinga |[{u | u € Vg A(u,v) € w}| = 1, kitaip sakant, vir§tniy atvaizdis 7 turi padengti

visas tikras viriines i§ grafy G ir H lygiai vieng karta. Cia Vg, := Vg U {e} ir Vi; := Viy U {e},

7



kur € yra papildoma, fiktyvi grafo vir§ané. II(G, H) yra aibé visy galimy vir$tniy atvaizdZiy tarp
grafy G ir H.

Toliau indeksai 7, 7 bus naudojami kreiptis j vir$tnes i$ grafo G, o indeksai k, | kreiptis j grafo
H vir§ines. Trumpinys 7(i) = k bus naudojamas jei ir tik jei (i,k) € 7 ir i # €. Trumpinys
7~ 1(k) = i bus naudojamas jei ir tik jei (i, k) € 7 ir k # €. Grafy briaunoms e = (i,j) € EY ir
f = (k,1) € E bus taikomi trumpiniai 7(e) := (7 (i), 7(j)) ir 71 (f) := (771 (k), 7 (1)).

Neakivaizdu, tadiau i§ virStniy atvaizdzio 7 € II(G, H) galima atsekti kokios modifikavimo
operacijos buvo atliktos kiekvienai vir§tnei ir briaunai i$ grafo G. Jei atvaizdis 7 atvaizduoja tikra
virstne ¢ j fiktyvia virStine € - virsiné ¢ buvo iStrinta. Analogiskai, jei 7 atvaizduoja fiktyvia
virSune € j tikra virStng k - virsiné k£ buvo pridéta. Jei atvaizduojama tikra virSuné ¢ j kita tikra
virsting k - vir$inés Zymé buvo pakeista i§ [$ (i) i [ (k). Jeigu 7(i) = k, n(j) = lir (i,7) € E°,
bet (k,l) ¢ E', tai briauna (i, j) buvo istrinta. Analogitkai jei (i,j) ¢ E°, bet (k,l) € B,
tai briauna (k,) buvo pridéta. Galiausiai jei abi briaunos egzistuoja grafuose: (i,j) € EY,
(k,1) € E¥, tai briaunos Zymé buvo pakeista i$ [%((4, 7)) i 12 ((k,1)).

Apibréziamos grafo virstiniy bei briauny redagavimo kainy funkcijos, kurios kiekvienai grafo
modifikavimo operacijai priskiria realia, neneigiama skaitine verte: ¢y := (>, U{e})* — Rxg
ir cp = (3 pU{e})? = Rsp. Cia > v ir D5 yra bendros grafy vir$iiniy bei briauny zymy
abécélés, o € yra papildoma, fiktyvi grafo virSiné ar briauna. Visos Sesios galimos grafo operacijos

ir susijusios kainy funkcijos detaliau pavaizduotos lenteléje [l.

Atvaizdzio atvejis Operacija Operacijos kaina

Virsuniy operacijos

(i) =k Pakeisti virstnés zyma ¢y (i, k) := ey (I5(1), H1 (k)
(i) =€ [Strinti vir$ine i cv(ise) == ey (I5(i), €)

7 k) =¢ Pridéti virSune k cv(e, k) == cy(e (k)
Briauny operacijos

wle)=f Pakeisti briaunos zyma cg(e, f) := cp(I%(e), E(f))
m(e) ¢ BH IStrinti briaung e cee, €) = cp(lf(e),€)

7 Y(f) ¢ EC Pridéti briauna f ce(e, f) = ce(e, 18(f))

1 lentelé. Grafy virSuiniy atvaizdzio zyméjimai ir susietos redagavimo kainos

Turint grafo virStniy atvaizdzio apibrézima, galima apibrézti indukuota redagavimo seka, kuri
iSplaukia i§ duoto atvaizdzio. Tegul duotiems grafams G ir H sukonstruotas virStuniy atvaizdis m €
II(G, H) ir O yra aibé grafo operacijy, kurias galima dekoduoti i§ atvaizdZio 7 remiantis lentele
. Tada aibés O isrikiavimas P, := (01-)5‘1 yra apibréziamas, kaip grafo virStniy atvaizdzio
indukuota redagavimo seka, jei ir tik jei briauny trynimo operacijos yra pirmos isrikiuotoje sekoje
ir briauny pridéjimo operacijos yra paskutinés. Esant tokiems apribojimams galima parodyti, kad
indukuotos redagavimo sekos yra tikros redagavimo sekos, kitaip sakant P, € V¥ (G, H) galioja
visiems m € 1I(G, H) [BBC*17].

Pasinaudojus grafo virStuniy atvaizdziais ir jy indukuotomis redagavimo sekomis, galima api-

brézti grafo redagavimo atstuma taip:



GRA(G,H) := min{ ¢(P;) | m € II(G,H) } (2)

Cia P, € II(G, H) yra indukuota redagavimo seka, kuri buvo i$gauta i§ grafo G vir§aniy at-
vaizdzio 7. Pateikti grafy redagavimo atstumo apibrézimai ([I]) ir (B]) yra ekvivalentis jeigu juose
naudojamy grafo redagavimo operacijy kainy funkcijos ¢y ir cp tenkina atstumo funkcijos reika-
lavimus [JHO6]. Pagrindinis privalumas apibrézimo (B) lyginant su apibrézimu ([l]) - grafo virsaniy
atvaizdzius galima trivialiai konstruoti, lyginant su netrivialiu grafo redagavimo keliy konstravi-
mu. Taip pat i$ kiekvieno vir$tniy atvaizdzio m € II(G, H) galima apskailiuoti virSutinj grafy
redagavimo atstumo rézj susumavus indukuotos redagavimo sekos kaina: ¢(P;) > GRA(G, H)
[BBG*20].



2. Grafy redagavimo atstumo aproksimacija

Apskaiciuoti tikslia grafy redagavimo atstumo reikSme tarp duoty grafy yra sudétinga prob-
lema, kuri priklauso NP-sudétingy uzdaviniy klasei. Grafy redagavimo atstumo skaic¢iavimas
nepalengvéja savo kompleksiskumu, net jeigu naudojamos grafo redagavimo funkcijos yra pasto-
vios - visos grafo virStniy ar briauny redagavimo operacijos jvertinamos ta pacia skaitine reikSme,
pavyzdziui vienetu [ZTW'09].

Dél tikslaus grafy redagavimo atstumo skaiCiavimo sudétingumo, egzistuoja daug skirtingy
euristiniy algoritmy, kurie aproksimuoja grafo redagavimo atstuma per virSutinj ar apatinj rézj.
Euristikos naudoja jvairius metodus atlikti skaiCiavimams, pavyzdziui tiesinés sumos priskyrimo
su klaidy taisymu (angl. linear sum assignment problem with error correction), tiesinio progra-
mavimo ar lokalios paieskos metodus. Bitent Sie trys metodai vyrauja didziojoje dalyje euristiniy
algoritmy grafy redagavimo atstumo aproksimacijai [BBG"20], todél toliau nagrinéjami euristiniai

algoritmai yra priskiriami vienai is siy klasiy:

* TSPKT-GRA - Euristikos, kurios naudoja tiesinés sumos priskyrimo su klaidy taisymo

metodus.
* TP-GRA - Euristikos, kurios naudoja tiesinio programavimo metodus.

* LP-GRA - Euristikos, kurios naudoja lokalios paieskos metodus.

Euristiniai algoritmai, kurie nenaudoja auksciau isvardinty metody grafy redagavimo atstumo

skai¢iavimams yra priskiriami maiSyty algoritmy klasei.

2.1. Euristiniy algoritmuy kategorija TSPKT-GRA

Grafy redagavimo atstumo apibrézimas, kuris remiasi virStuniy atvaizdziais, yra nesudétin-
gai transformuojamas ir pritaikomas tiesinés sumos priskyrimo uzdaviniui spresti. Neformaliai
apibréziant, tiesinés sumos priskyrimo uzdavinys reikalauja duotai n X m dydzio kainy matricai
C' = (c;;) priskirti kiekviena matricos eilute vienam matricos stulpeliui taip, kad atitinkamos
matricos elementy skaitiniy reikSmiy suma baty kaip jmanoma mazesné.

Algoritmai, kurie sprendzia tiesinés sumos priskyrimo uzdavinius ar jy modifikacijas yra glau-
dZiai susije su grafo redagavimo atstumo paieSka. Grafo virtniy atvaizdj 7 € II(G, H) galima
trivialiai transformuoti j ir i§ kainy matricos C. Radus optimaly ar gody kainy matricos C spren-
dinj tiesinés sumos priskyrimo uzduociai, sprendinj galima transformuoti j virSiiniy atvaizdj 7 ko

pasékoje gaunamas virSutinis grafy redagavimo atstumo rézis.

2.1.1. Tiesinés sumos priskyrimo uzdavinys

Tiesinés sumos priskyrimo uzdavinj galima apibrézti pasinaudojus dvidalio grafo apibré-
zimu. Tarkim duotas dvidalis grafas G,,,, = (U, V,U x V), kur U = {uy,ug, ... ,u,} ir
V = {v1,v2, ... , U} yra dvi nepersidengiancios grafo GG vir§iiniy aibés, ir n < m. Briauny
aibé M C U x V vadinama pilnu deriniu jei ir tik jei visos virsunés i§ U sujungtos tik su viena
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briauna i$ M ir visos virSunés i§ V' yra sujungtos tik su viena briauna i§ M. Pilna briauny derinj
M galima uZra$yti binarine matrica X = (Z;;) € {0,1}™™, kur 7, ; = 1 reiskia (u;,v;) € M.
Aibé visy galimy pilny deriniy grafui G, ,,, yra I, ,.

Duotai kainy matricai C' = (¢;;) € R™™ tiesinés sumos priskyrimo uzdavinys reikalauja

rasti pilna derinj X e I1,, ;,, tokj, kad buty minimizuota kainos matrica C"

TSP(C)=X e argminyennymL(Y, C) (3)

Cia L(X,0) = Yoy Z;n:l C; jT; j - kainy matricos C' elementy suma, sumuojant pagal
binarine matrica X. Sj uzdavinj galima i¥spresti per polinominj laikg pasinaudojus keleta egzis-
tuojanciy algoritmy. PavyzdZiui jeigu kainy matrica C' yra subalansuota, kitaip sakant n = m, tai
tiesinés sumos priskyrimo uzdavinio, naudojantis Munkreso Vengry algoritmy [Kuh56; Mun57],
sudétingumas laiko atzvilgiu lygus O(n?) ir O(n?) atminties atzvilgiu. Bendru atveju, $io uzda-

vinio laiko sudétingumas lygus O(n*m) [BL71].

2.1.2. Tiesinés sumos priskyrimo su klaidy taisymu uzdavinys

Duotam pilnam briauny deriniui X i§ dvidalio grafo Gy, = (U, V, U x V) ir kainy matricos
C € R™™ binarinés matricos X elementas T; ; = 1 traktuojamas, kaip grafo virsines u; € U
keitimas j vir$ing v; € V su kaina ¢; ;. Sekant tai, tiesinés sumos priskyrimo uzdavinj galima
traktuoti, kaip virSuniy i$ aibés U priskyrima virSunéms i$ aibés V' su minimalia galima kaina.
Reikty atkreipti démesj, kad tiesinés sumos priskyrimo uzdavinys nereikalauja, kad visos virstinés
is aibés V' buty susietos su virSune i§ aibés U, kadangi n < m ir vir$tné i§ U gali buti susieta tik
su viena virstne i§ V. Dél Sio apribojimo egzistuoja prapléstas $io uzdavinio variantas - tiesinés
sumos priskyrimo su klaidy taisymu uzdavinys (toliau TSPKT).

Skai¢iuojant panaSumo mata, kaip grafy redagavimo atstuma, tarp skirtingy grafy G ir H
neretai tenka ne tik pervadinti atitinkamas grafo virSuines i$ duoty grafy, bet ir iStrinti ar pridéti
nauja virsSune. TSPKT uzdavinys aprépia siuos reikalavimus, kitaip sakant visos virSiinés is aibés
V' yra padengiamos nepriklausomai nuo virstiniy aibés U dydzio. VirStniy aibés U ir V' yra
praple¢iamos su viena papildoma, fiktyvia vir§tine: UT := U U {e} ir VT := V U {¢}. Briauny
aibé M = SURUI C U" x V' yra vadinama klaidas taisantis derinys daliniam grafui Gy, =
(UT, VT U x V1) jei ir tik jei (€, €) ¢ M ir visos vir§anés i§ aibiy U ir V' yra sujungtos tik su
viena briaunai§ M. Cia S C U xV simbolizuoja virSunes i§ U, kurios kei¢iamos j vir§tnes i§ V/,
R C U x {e€} simbolizuoja virtnes, kurios iStrinamos i U ir I C {€} x V simbolizuoja vir§tnes,
kurios pridedamos j V. Aibé visy galimy klaidas taisanciy deriniy grafui Gy, s ¢ yra IL,, , ¢, kuri

apsibrézia taip:
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Hn,m,e = {X = XS XR - {O, 1}(n+1)><(m+1) :
X; 0

Vje (1.m), x; + Zx” =1,

i=1
m
Vi € (171), Tie+ in’j = 1}
j=1
Kur Xg = (2;;) € R™™ Zymi grafo virSiniy keitimo operacijas, Xp = (z;,) € R™!
7ymi grafo vir$iiniy trynimo operacijas ir X; = (z.;) € R™"™ zymi grafo virStniy pridéjimo

operacijas. Kitaip sakant, klaidas taisantis briauny derinys X yra pilnas briauny derinys X su

papildoma eilute ir stulpeliu simbolizuojancius papildoma virSine €. Analogiskai apibréziama

kainy matrica C' € R(+1)x(m+1).
Cs C
O — S R (4)
Cr 0

Kur Cs = (¢; ;) € R™™ 7ymi grafo virsiiniy keitimo kainas, Cr = (¢; ) € R™*! 7ymi grafo
vir$iiniy trynimo kainas ir Cr = (¢, ;) € R'™" zymi grafo virsiniy pridéjimo kainas.

Turint klaidas taisancio derinio ir kainy matricos apibrézimus, galima apibrézti tiesiniy sumy
priskyrimo su klaidy taisymu uZdavinio formuluote. Duotai kainy matricai C' € R®+1)x(m+1)
TSPKT uzdavinys reikalauja rasti klaidas taisantj derinj X* € II,, ,,, , tokj, kad bty minimizuota

kainos matrica C.

TSPKT(C) = X" € argminxer,,,, . L(X,C) (5)

M. n m n m . .
Cia L(X,C)=>", ijl CijTij+ Y ey Ci’ex@e—i—zjzl Cej%c j - kainy matricos C' elementy

suma, sumuojant pagal binaring matrica X.

2.1.3. Algoritmuy Sablonas

Grafo virSuniy atvaizdziai 7 € II(G, H) yra glaudZiai susije su tiesinés sumos priskyrimo su
klaidy taisymo uzdavinio sprendiniais (toliau TSPKT). Imkime grafus G, H ir TSPKT uzduo-
tj ¢ € RUIVeHDx(Vul+1) - Atsizvelgus i grafo vir$iniy atvaizdZio ir TSPKT apibrézimus, galima
izvelgti, kad grafo virSiniy atvaizdZiy aibé I[I(G, H) grafams G ir H dera su TSPKT galimy spren-
diniy aibe I}y, v;,|,c uzduociai C. Visiems i € (1..|Vg]) ir k € (1..|Vy]) i§ C galima susieti i-taja
eilute su grafo virstine u; € Vi ir j-tajj stulpelj su grafo virsine v; € V. Paskutiné eiluté ir
stulpelis i§ C' susiejamas su fiktyvia virStne €. Tokiu badu, visus galimus TSPKT sprendinius X
uzduociai C' galima interpretuoti, kaip grafo virSuniy atvaizdzius ir gauti virSutinj grafy redaga-
vimo atstumo ré7j apskaitiavus indukuotos pakeitimy sekos ¢(Px ) kaina.

Euristiniai algoritmai, kurie remiasi TSPKT formuluote grafy redagavimo atstumui skaiciuoti,

apibendrinami abstrak¢iu algoritmy $ablonu, kuris pateiktas iliustracijoje Algoritmas [Il. Pirmame
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zingsnyje euristiniai algoritmai i$ duoty grafy GG, H ir redagavimo kainy funkcijy ¢y, cg sukonst-
ruoja TSPKT uzdavinj C' € RIValFDx(VEl+D) "tokj kad optimalus jo sprendinys indukuoty kuo
pigesne redagavimo seka tarp grafy GG ir H. Uzdavinio C konstravimas yra esminé dalis, kur skir-
tingi euristiniai algoritmai ir jy naSumas laiko atzvilgiu iSsiskiria. Toliau TSPKT uzdavinys C yra
iSsprendziamas optimaliu arba godZiu algoritmu ir redagavimo kaing ¢(Pyx), gauta i§ indukuotos
redagavimo sekos radus TSPKT sprendinj X, yra priskiriama, kaip virSutinis grafy redagavimo at-
stumo rézis. Jeigu protokolas pagal kurj buvo konstruojamas TSPKT uzdavinys C' garantuoja, kad
esant optimaliam C' sprendiniui X*, galima apibrézti mastelio keitimo funkcija £(G, H, ¢y, cg)
tokia kad nelygybeé (G, H,cy,cp) - ¢(Px«) < GRA(G, H) yra patenkinta visiems grafams ir
redagavimo funkcijoms bei optimalus TSPKT algoritmas buvo naudotas apskaiCiuoti sprendiniui
X, tai £(G, H, ¢y, cg) - ¢(Px) yra grazinamas, kaip apatinis grafy redagavimo atstumo rézis. Kitu

atveju tik virSutinis rézis yra grazinamas.

Algoritmas 1 TSPKT-GRA euristiky Sablonas

procedure TSPKT-GRA(G, H, cy, cg)
Remiantis jvestimi sukonstruojamas TSPKT uzdavinys C' € R{Vel+1)x (Ve l+1)

1:

2

3 Naudojantis optimaliu ar godziu TSPKT algoritmu randamas C' sprendinys X

4: VR <+ ¢(Px) > ApskaiCiuojamas virSutinis GRA rézis
5: if eiluté 2 uztikrina (G, H, ¢y, cg) - ¢(Px+) < GRA(G, H) then

6: if optimalus TSPKT algoritmas buvo naudotas eilutéje 2 then

7

8

9

AR <+ &(G,H,cy,cg) - c(Px) > Apskai¢iuojamas apatinis GRA rézis
return AR ir VR
: else
10: return VR
11: end if
12: end if
13: return VR

14: end procedure

2.2. Euristiniy algoritmuy kategorija TP-GRA

Grafy redagavimo atstuma galima apibrézti, kaip tiesinio programavimo uzdavinj. Pavyzdziui
apibrézima P, kuris apibréZtas, kaip minimizavimo uzdavinys aibei visy galimy virtiniy atvaizdziy
tarp grafy GG ir H, galima transformuoti j kvadratinio programavimo formuluote grafy redagavimo
atstumui rasti. IS tiesy grafy redagavimo atstumo uzdavinys priklauso kvadratinio programavimo
uzdaviniy Seimai [Riel3], kuri pati priklauso NP-pilny uzdaviniy aibei. Euristiniai algoritmai pa-
prastai iStiesina kvadratinio programavimo uzdavinj ir sprendzia tiesinio programavimo uzdavinj

siekiant rasti apatinj grafy redagavimo atstumo rézj.

2.2.1. Kvadratinio programavimo uzdavinys

Kvadratinio programavimo uzdaviniai sprendzia béda, kaip priskirti n elementy iS pirmos
aibés S = {s1, $2, ... , Sn}, elementams i§ antros aibés Q) = {q1,¢a, ... , ¢, } laikantis tam tikry
priskyrimo apribojimy, kurie daznai reikalauja sudétingy skaiciavimy. Formaliai apibrézti aibés
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S elementy priskyrima aibei () galima perfrazuojant priskyrimo uzdavinj, kaip sveikyjy skai¢iy
aibés (1,2, ... ,n) iSrikiavima j aibe (¢1, @2, ... ,¢,). Taip iSrikiuotos aibés (¢1, pa, ... , Pn)
elementus galima traktuoti, kaip elemento s; € S priskyrima elementui g4, € (), antro elemento
59 € S priskyrima elementui gy, € @ ir taip toliau.

Norint performuluoti grafy redagavimo atstumo apibrézima remiantis kvadratinio programa-

vimo uzdaviniu reikia pirma iSspresti dvi bédas. Pirma, kvadratinio programavimo uzdaviniai tai-

komi vienodo dydZio aibéms |S| = |@Q)|, tuo tarpu grafai, kuriems bus skai¢iuojamas redagavimo
atstumas, gali turéti skirtinga kiekj virStuniy ar briauny. Antra, kvadratinio programavimo uzdavi-
niai kiekviena aibés S elementa priskiria vienam elementui i§ aibés () - kitaip sakant yra sudaroma
bijekcija tarp duoty aibiy. Grafy redagavimo atstumas yra bendresnis priskyrimo uzdavinys, kur
galimos virStiniy trynimo ar pridéjimo operacijos, o ne tik virsaniy keitimo, zymés pervadinimo,

operacijos. Taciau Siuos du nederancius reikalavimus galima nesudétingai apeiti prapleciant grafy

(G, H vir$tiniy aibes su papildomomis, fiktyviomis vir§inémis: Vgy = Vg U {€1,€9, ... €} ir
Viy = Vg U{er, €2, ... e, }, kur n = |V| ir m = |Vy|. Kadangi abu grafai G ir H dabar turi
po vienoda skaitiy virs§tuniy: |Viy| = |Vii| = n+m, grafy vir$tniy gretimumo matricos A ir B

taip pat bus vienodo dydzio. Remiantis iSpléstomis virSuniy aibémis Vg ir Vi galime apibrézti

redagavimo kainy matrica C":

V1 V2 Um, €1 €92 €n
ul [ Ci1 Ci2 ... Cim Cle X ... O ]
u2 Co1 C2 ... Com O Coe

o0

O — Un Chl Cn2 ... Cpm O ... OO Cpe

e |cqg 00 ... 00 | 0 0 ... 0
€1 O Ce2 . 0 0
o0
em | OO ... OO Cem O ... 0 0 |

Cia matricos C' elementas ¢;j zymj virSuniy keitimo (u; — v;) kaina c(u; — v;), ¢ Zymi
vir§tneés trynimo (u; — €) kaing c(u; — €) ir ¢.; Zymi naujos virSinés pridéjimo (e — v;) kaing
c(e = v;). Sekant tai, virSutiné kairé matricos C' dalis Zymi visy galimy virSiniy keitimy kai-
nas, virSutinés desiniosios dalies jstrizainé zymi visas galimas vir$tiniy trynimo kainas ir galiausiai
apatinés kairiosios dalies jstrizainé zymi visas galimas naujy virstiniy pridéjimo kainas. Kadangi
bet kokig virSine galima istrinti ar pridéti tik viena karta, virSutinés desiniosios ir apatinés kairio-
sios matricos dalies elementams, iSskyrus jstrizainés elementus, yra priskirta begaline redagavimo
kaina. Taip pat fiktyvios virSunés keitimas j kita fiktyvia neturéty turéti jokios jtakos redagavimo
kainai c(e — €) = 0, todél apatiné deSinioji matricos dalis yra uZpildyta nuliais.

Duotiems grafams G, H su prapléstomis virSuniy aibémis Vi, Vi, ir atitinkamomis grafy
vir§tniy gretimumo matricomis A, B, galime apibrézti kvadratinio programavimo uzduoti grafy

redagavimo atstumui rasti taip:
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n+m n+m n+m

(¢17 cee 7¢n+m) = argmin(¢1,...,¢n+m)6,0n+m Z Cigp; + Z Z C(aij — b¢z¢]) (6)

i=1 =1 j=1

Cia Pn+m) yra visi galimi sveikyjy skaitiy aibés (1,2, ..., (n 4+ m)) iSrikiavimai - i$viso
(n 4+ m)! galimy varianty. Pirmasis optimizavimo uZdavinio narys Z?jlm Cip; sSimbolizuoja visas
grafo virStiniy operacijas, o antrasis narys Z;:rlm ;Lilm c(a;; — bg,g,) simbolizuoja visas grafo
briauny operacijos, kurias galima nesudétingai atsekti i§ perstatymy aibés (¢1, ... , @pim) - jei
vir§tiné u; € Vg4 priskiriama virstinei vy, € Vpyy ir virsiné u; € Vg priskiriama virstinei
Vg, € V4, tai briauna (u;, u;) € ES U {e} turi biti priskiriama briaunai (vg,,Vg;) € ET U {e}.

Optimalus iSrikiavimas (¢1, ... , @(n+m)) atitinka virStniy priskyrimo bijekcija 7 = {(u; —
Vg )s (U2 = Vgy), -, (Ungm —> Ug,,..)}, kur kiekvienas virStnés priskyrimas yra vienas is:
(wi = vj), (u; = €), (¢ = v;), (€ — €). Paskutinj priskyrimo varianta galima atfiltruoti, nes
jis nemodifikuoja tikry grafo vir§aniy. Cia galima pastebéti, kad iSrikiavimas (¢1, ... s Pntm))
pilnai atitinka indukuota grafo redagavimo seka Py i$ vir$tniy atvaizdzio m € II(G, H) [Riel5].
Taip pat galima daryti isSvada, kad suradus optimaly sprendinj duotai kvadratinio programavimo

uzdavinio formuluotei, taip pat randamas ir grafy redagavimo atstumas.

2.2.2. Algoritmuy Sablonas

Euristinius algoritmus, kurie remiasi kvadratinio programavimo formuluote grafy redagavi-
mo atstumui skaiCiuoti, galima apibendrinti vienu abstrak¢iu algoritmy Sablonu, kuris pateiktas
iliustracijoje Algoritmas . Pirmame Zingsnyje kvadratinio programavimo grafy redagavimo at-
stumui rasti formuluoté F' yra iStiesinama ir gaunama jvairiy sveiky skaiciy tiesinio programavimo
(angl. mixed integer linear programming) formuluoté F [BGG*71]. Sis F idtiesinimo Zingsnis yra
esminé grafy redagavimo atstumo aproksimacijos dalis, dél kurios skirtingi euristiniai algoritmai
issiskiria vienas nuo kito. Toliau visi integralumo apribojimai formuluotéje F yra atpalaiduojami
tol kol gaunamas tiesinio programavimo uzdavinys F' [BGG*71]]. Galiausiai F' yra iSsprendziamas
ir gautas optimalus F' sprendinys yra priskiriamas apatiniui grafy redagavimo atstumo réziui.

Paprastai tiesinio programavimo formuluotés grafo redagavimo atstumui rasti grazina tik
apatinj rézj, taCiau i$ gauto optimalaus tiesinio programavimo uzdavinio F' galima sukonstruoti
TSPKT uzdavinj C € RUIVel+Dx (Va1 it jam radus optimaly sprendinj X*, indukuotas redaga-
vimo sekos kaina ¢(Py+) yra priskiriama vir§utiniam grafy redagavimo atstumo réZiui.

Teoriskai, tiesinio programavimo uzdavinj F' galima i3spresti per O(var(F)*°+enc(F)) laiko
sudétingumga, kur var(F) yra kintamyjy skai¢ius ir enc(F') yra bity skailius reikalingas uzkoduoti
F' [Kar84]. Praktikoje yra paprastai naudojami asimptotiskai létesni algoritmai, tac¢iau praktiskai

apskailiuojantys F' greiiau nei tradiciniai, minéto laiko sudétingumo, algoritmai [BBG*20].
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Algoritmas 2 TP-GRA euristiky Sablonas

1: procedure TP-GRA(G, H, ¢y, cg)

2: Remiantis jvestimi iStiesinama kvadratinio programavimo formuluote F

3 F atpalaiduojama tol kol gaunamas tiesinio programavimo uzdavinys [’

4: AR <+ solve(F) > ISsprendziamas F' ir gaunamas apatinis GRA rézis
5: Remiantis F' sprendiniu sukonstruojamas TSPKT uZdavinys C' € R(Vel+1)x(Val+1)

6 X* « argminxen,,, . L(X,C) > Randamas optimalus C' sprendinys
7 VR < ¢(Px+) > Priskiriamas virSutinis GRA rézis
8 return ARir VR

9: end procedure

2.3. Euristiniy algoritmuy kategorija LP-GRA

Grafy redagavimo atstumg tarp grafy G ir H galima apskaiCiuoti pasitelkus lokalios paieskos
algoritmu. Egzistuoja ne vienas euristinis algoritmas, kurio pagrindiné komponenté yra tam tikras
lokalios paieskos algoritmas. Visos euristikos, kurios pagrjstos lokalia paieska, grazina tik virSutinj
grafy redagavimo atstumo rézj, tac¢iau jas galima taikyti su neapriboto pobuidzio grafo redagavimo
kainy funkcijomis ¢y, cg. Tokiy euristiniy algoritmy vykdymo laikas ir aproksimacijos tikslumas

stipriai priklauso nuo pradinés inicializacijos pries pradedant paieska.

2.3.1. Lokalios paieskos algoritmas

Lokali paieska yra optimizavimo algoritmas, kuris paremtas iteratyviu einamojo sprendinio
transformavimu siekiant rasti geresnj sprendinj. Tokio algoritmo vykdymas pradedamas nuo
konkretaus, neoptimalaus uzdavinio sprendinio, kuris paprastai biina pasirenkamas atsitiktinai
arba remiantis kitu algoritmu, kuris gali sukonstruoti sprendinj nuo nulio. Lokaliai paieska butini
sprendiniy kaimynystés ir tikslo funkcijos apibrézimai. Sprendiniy kaimynysté, tai aibé uzduoties
sprendiniy, kuriuos galima gauti atlikus, uzdavinio kontekste apibréztas, nesudétingas transforma-
cijas einamajam lokalios paieskos sprendiniui. Grafy redagavimo atstumo kontekste, lokalia pa-
ieSka grafams G ir H galima formuluoti, kaip optimalaus grafy virtniy atvaizdzio 7* € II(G, H)
paieska. Tokiame uzdavinyje sprendinio transformacijos atitinka virstiniy atvaizdzio m modifika-
cija, kur vienas ar keli keitiniai (u;,vj) € 7 yra kei¢iami kitais virSuniy keitiniais (u} v}). Tikslo
funkcija lokalioje paieskoje yra funkcija, kuri duotam sprendiniui grazina skaitine verte. Lokalios
paieskos algoritmy tikslas minimizuoti $ig funkcija. Grafy redagavimo atstumo kontekste, tikslo
funkcija yra esamo vir$tiniy atvaizdZio 7 indukuotos redagavimo sekos P, kaina c¢(Py), kur ¢ yra
grafo redagavimo operacijy kainy funkcija.

Bendru atveju, lokalios paieskos algoritmas einamam sprendiniui randa visus galimus kaimy-
ninius sprendinius, tada taikant tikslo funkcija jvertina visus galimus kaimyninius sprendinius ir
geriausias kandidatas yra pasirenkamas, kaip naujas einamasis lokalios paieskos sprendinys. Toliau
algoritmas iteruoja - naujam einamam sprendiniui ieSko kaimyniniy sprendiniy ir sprendzia, kurie
iS jy geresni uz dabartinj, jeigu tokiy néra, vadinasi rastas lokalus minimumas. Grafy redagavimo
atstumo paieskos variante, kiekvienoje algoritmo iteracijoje modifikuojamas grafo virstiniy atvaiz-

dis m € II(G, H) j vir$tniy atvaizdj 7’ € II(G, H), taip kad naujo vir§iniy atvaizdZio indukuota
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redagavimo seka biity maZesné ar lygi einamajai ¢(Py) < ¢(Py).

Lokalios paieskos algoritmy privalumas tas, kad vykdant paieska yra saugomas einamasis ge-
riausias sprendinys, todél paieskos laika ar iteracijy skaiciy galima laisvai kontroliuoti ar bet kada
nutraukti paieska. Taciau lokalios paieskos algoritmy rezultatai stipriai priklauso nuo pasirinkto
pradinio sprendinio. Jeigu pasirinktas pradinis sprendinys yra arti lokalaus minimumo, lokalios
paieskos algoritmas galimai sustos ties tuo lokaliu minimumu, kuris gali buiti smarkiai nutoles nuo
globalaus minimumo. Zinoma, galima jvairiais biidais spresti ia beéda, pavyzdZiui vykdant keleta
lokaliy paiesky i§ skirtingy pradiniy sprendiniy arba aptikus lokaly minimuma mutuoti esama
sprendinj - atsitiktinai pasirinkti kaimyninj sprendinj neatsizvelgiant j tikslo funkcija ar kitaip

transformuoti esama sprendinj siekiant padéti algoritmui istrukti iS lokalaus minimumo duobés.

2.3.2. Algoritmy Sablonas

Euristinius algoritmus, kurie remiasi lokalios paieskos algoritmais grafy redagavimo atstumui
skaiCiuoti, galima apibendrinti vienu abstrak¢iu algoritmy Sablonu, kuris pateiktas iliustracijoje
Algoritmas [§. Pirmame zingsnyje, grafams G ir H yra konstruojamas pradinis grafy vir$aniy
atvaizdis m € II(G, H). Vir$tiniy atvaizdis 7 gali biti konstruojamas atsitiktinai arba pasiremiant
paprograme i§ TSPKT-GRA klasés euristiniy algoritmy uzdavinio C konstravimui (Algoritmas [ll,
eiluté 2). Toliau lokalios paieskos algoritmas yra pritaikomas surasti nauja grafo virSuniy atvaizdj
7' € II(G, H) tokj kad jo indukuota redagavimo sekos kaina biity maZesné uZ pradinio atvaiz-
dZio 7 indukuotos redagavimo sekos kaina: ¢(Py) < ¢(P;). Galiausiai trivialiai paskai¢iuojama
gauto grafo vir§tiniy atvaizdzio 7’ indukuotos redagavimo sekos kaina ¢(Py) ir ji grazinama, kaip
virSutinis grafy redagavimo atstumo rézis. Pradinio grafo virStiniy atvaizdzio 7, lokalios paieskos
pagalba, transformavimas j galutinj 7’ yra esminé $iy algoritmy dalis ir ¢ia skirtingi euristiniai
algoritmai labiausiai iSsiskiria.

Kadangi lokalios paieskos algoritmai paprastai grazina tik lokalius minimumus, pradinis vir-
Stniy atvaizdis 7, nuo kurio yra pradedama paieska, yra labai svarbus. Geros pradzios pasirinkimo
problema yra pagrindinis lokalia paieska paremty euristiky triikumas. Dél Sio trikumo egzistuoja
keletas algoritmy praplétimy - algoritmai, kurie tik praplecia egzistuojancius lokalios paieskos
euristinius algoritmus ar naudoja juos kaip paprogrames. Pavyzdziui MultiStart [DBG™'18] algo-
ritmas praple¢ia bendrg algoritmy $ablong Algoritmas [3 ir sitilo naudoti k skirtingy pradiniy grafo
virSiniy atvaizdziy m € II(G, H) ir vykdyti paieSka paraleliai, grazinant geriausia i§ k skirtingy
paie¥kos rezultaty. Kita pavyzdj galima imti i§ algoritmo Randpost [BBB18§]. Cia taip pat sitiloma
vykdyti bendra algoritmy $ablona Algoritmas [ k karty, tadiau konstruojant pradinj grafo vir§i-
niy atvaizdj m;1 € II(G, H) atsizvelgti i pries tai vykdytos paieskos rezultata 7, € II(G, H), kur
i€ (1,2,...,k—1). Tokiu budu siekiama sukonstruoti geresnj pradzios taska prie§ pradedant

nauja paieska.
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Algoritmas 3 LP-GRA euristiky Sablonas
1: procedure LP-GRA(G, H,cy,cg)

2: Sukonstruojamas pradinis grafo vir$tniy atvaizdis 7 € II(G, H)

3: Naudojantis pradine jvestimi ir lokalios paieskos pagalba sukonstruojamas naujas grafo
vir§tniy atvaizdis 7’ € II(G, H)

4: VR < ¢(Py) > Priskiriamas virSutinis GRA réZis

5: return VR

6: end procedure

2.4. Svarbiausi algoritmai

Svarbiausi Siy dieny euristiniai grafy redagavimo atstumo paieskos algoritmai apzvelgiami D.
B. Blumenthal darbe [BBG"20]. Minétame darbe yra apzvelgiama trisdesimt skirtingy euris-
tiniy algoritmy bei atlieckamas visy Siy algoritmy empirinis tyrimas vientisoje aplinkoje. Visi
algoritmai yra jgyvendinti naudojantis C++ programavimo kalba ir naudojantis tomis paciomis
bazinémis, darbui su grafais skirtomis, duomeny struktiromis. Darbe atlikty eksperimenty ir
patiy algoritmy jgyvendinimas prieinamas atviro kodo bibliotekoje GEDLIB [BBG*19]. Sioje
bibliotekoje pateiktas programinis kodas susikompiliuoja ir galima nesudétingai atkartoti iSsamius
eksperimentus atliktus originaliame darbe [BBG*20]. Tai puikiai tinkantis jrankis $io darbo tikslui
siekti, kadangi esamy euristiniy algoritmy modifikavimas ir rezultaty palyginimas su originaliais
algoritmais vyks toje pacioje aplinkoje - galima tiksliau jvertinti atlikty modifikacijy poveikj.

Zinoma ne visi trisde$imt euristiniy algoritmy yra verti démesio ir detalesnio gilinimosi - i¥
atlikty eksperimenty galima nesunkiai pastebéti, kad kai kurie euristiniai algoritmai nepranoksta
kity algoritmy, nei savo vykdymo laiku, nei rezultaty tikslumu. Sio darbo kontekste jdomis
euristiniai algoritmai, kurie grazina tiksliausius grafy redagavimo atstumo rézius. Kadangi Siai
dienai geriausi euristiniai algoritmai grazina reikSmes, kurios vidutiniskai nutolusios nuo tikslios
grafy redagavimo atstumo reikSmés per 2%, yra mazai vietos euristiniu algoritmy tobulinime
siekiant tikslesniy rezultaty [BBG"20]. Taciau spragy algoritmuose, atsizvelgiant j vykdymo laika,
tikrai yra.

Tiksliausias grafy redagavimo atstumo apatinj rézj grazinantys euristiniai algoritmai yra ADJ-
IP [JHO6] ir F2 [LAR"17] priklausanciy TP-GRA algoritmy klasei, kartu su algoritmu Branch-
Tight [BG17H)], kuris priklauso maisyty algoritmy klasei. Sie algoritmai grazina tiksliausia apatinj
rézj, taCiau skaicCiavimus atlieka zymiai léCiau nei kiti euristiniai algoritmai. Kita vertus, algorit-
mai Node [JHOG], Branch-Fast [ZZL"14] ir Branch-Const [BG17b], priklausantys TSPKT-GRA
algoritmy klasei, veikia stebétinai greiCiau ir grazina tik Siek prastesnius rezultatus.

Virsutinio rézio skaiCiavimuose geriausius rezultatus grazina, LP-GRA algoritmy klasei pri-
klausantis, algoritmas IPFP [BDB"18]. Didzioji dalis TSPKT-GRA klasés euristiniy algoritmy
veikia grei¢iau nei IPFP, pavyzdziui pries tai minéti Node, Branch-Fast, Branch-Const ar kitos
TSPKT-GRA klasés euristikos, kaip BP [RB09] ar Star [ZTW*09]. Analogiskai, kaip apatinio
rézio skaiCiavimuose, tiksliausi algoritmai keliomis eilémis atsilieka vykdymo laiku lyginant su
iSvardintais TSPKT-GRA klasés euristiniais algoritmais.
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3. Grafai

Sio darbo eksperimentuose atlickami testai jvairiems grafy rinkiniams. Dalis grafy rinkiniy
atitinka realaus pasaulio esybes, kita dalis grafy buvo sugeneruota. Realaus pasaulio grafy rinkiniai
yra prieinami “IAM” grafy rinkiniy repozitorijoje [RBOS]. Siame darbe pasirinkti $e$i skirtingi
neorientuoty grafy rinkiniai, kuriy vir§aniy bei briauny statistika pavaizduota lenteléje fl. AIDS
ir MUTA grafy rinkiniai reprezentuoja molekulinius junginius. Molekulés i grafy rinkinio AIDS
skirstomos j molekuliy klase, kuri pasireiskia ir molekuliy klase, kuri nepasireiskia aktyvumu ties
ZIV. PanaSiai, molekulés i§ grafy rinkinio MUTA skirstomos j molekuliy klase, kurios sukelia ir
molekuliy klase, kurios nesukelia genetiniy mutacijy. Grafai i$ rinkinio PROTFEIN reprezentuo-
ja Sesiy skirtingy klasiy baltymus. Rinkinio GREC grafai reprezentuoja jvairius architekttros ir
elektronikos bréziniy simbolius, kurie patyré tam tikro lygio i¥kraipyma. Sio rinkinio grafai kla-
sifikuojami j 22 skirtingas klases. Rinkinj LETTER sudaro grafai, kurie reprezentuoja iskraipytas
raSytines lotyny raides. Galiausiai grafai i rinkinio FINGER reprezentuoja pirsty antspaudus -

Sio rinkinio grafai néra dideli kadangi grafuose atvaizduojami tik svarbiausi antspaudo regionai.

Rinkinys || Virsuniy sk. Briauny sk.

Min. Maks. Vid. | Min. Maks. Vid.
AIDS 7 78 22 |6 88 23.2
MUTA 6 176 33.1 (5 106 32.7
PROTEIN || 7 96 31.8 | 14 121 60.9
GREC 4 24 11.7 | 2 29 12.2
LETTER 2 8 47 |1 8 4.48
FINGER 2 19 7.18 | 1 17 5.74

2 lentelé. Eksperimentuose naudoty realaus pasaulio grafy virStniy ir briauny kiekio statistika.

Lenteléje [§ yra pavaizduota platesné realaus pasaulio grafy rinkiniy statistika. Lenteléje pa-
teikiamos reikSmés yra visy rinkinio grafy vidurkis duotai statistikai, tai yra virstniy laipsnio,
briauny tankio, skersmens ir spindulio reikSméms. Atkreipus démesj j minimaly virStniy laipsnj
rinkiniuose AIDS bei MUTA pastebime, kad reikSmé yra mazesné uz 1. Tai reiskia, kad dalis
grafy yra sudaryti i$ vienos virSunés arba dalis grafy yra nejungs ir turi pavieniy virSuniy, kurios
neturi briauny. Kaip matoma i§ lentelés P, visi rinkiniy AIDS ir MUTA grafai turi bent 6 vir$a-
nes, kas reiskia, kad dalis grafy yra nejungts. Taip pat galima pastebéti, kad rinkinyje PROTEIN,
minimalus ir maksimalus virStuniy laipsnis yra zenkliai aukstesnis uz likusiy rinkiniy laipsnius.
Rinkiniy AIDS, MUTA ir PROTEIN vidutiné spindulio ir skersmens statistika beveik identiska,

taCiau vidutinis virStniy ir briauny skaicius skiriasi.

3.1. Laipsninio désnio grafai

Laipsninis désnis (angl. power law) yra funkcinis rysys tarp dviejy kiekybiy, kur pokytis vienai
kiekybei yra proporcingas kitos kiekybés poky¢iui. Sis désnis uzra$omas formule f(x) = z*, kur

k yra laipsnis nusakantis rysj tarp kiekybiy. [vairios sistemos, kaip genetiniai tinklai ar pasaulinis
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Rinkinys || Virsuniy laipsniai | Skersmuo Spindulys Briauny tankis
Min Maks. Vid.
AIDS 0.97 333 207 | 109 5.77 0.148
MUTA 0.94 3.81 2.03 | 10.3 5.49 0.087
PROTEIN || 2.49 6.02 3.89 | 11.2 5.88 0.163
GREC 1.23 2.89 2.01 | 491 3.11 0.231
LETTER 1.24 2.58 1.88 | 2.58 1.63 0.582
FINGER 1 1.81 1.49 | 4.45 2.51 0.384

3 lentelé. Eksperimentuose naudoty realaus pasaulio grafy statistika.

tinklas, yra apibtidinami, kaip tinklai su sudétinga grafo topologija. Bendras bruozas siejantis
didelio masto realaus pasaulio tinklus yra toks, kad virstiniy jungumas seka laipsninio désnio
pasiskirstyma. Tai yra, tikimybé P (k) virSinei v turéti briaunas su k kity vir$tiniy mazéja pagal
laipsninj désnj P(k) = k™. Sis bruoZas yra pasekmé dviejy svarbiy veiksniy besiformuojant
tinklams: naujy virSuniy atsiradimas ir pirmenybinio (angl. preferential) virSuniy prisijungimo

prie jau susiformavusiy ir tankiai sujungty klasteriy [BA99].

3.1.1. Grafo modelis

Barabasio ir Alberto darbe [BA99] pristatytas laipsninj désnj atitinkantis grafo konstravimo
modelis, kuris remiasi grafo augimo bei pirmenybinio virstniy prijungimo principais. Dauguma
realaus pasaulio tinkly yra atviri ir formuojasi augant grafo virSiiniy skaiciui. Kaip pavyzdys: ak-
toriy tinklas, kurj galima vaizduoti grafu, kur virSunés atitinka aktorius, o briaunos jungiancios
jas reprezentuoja atvejus, kai du aktoriai vaidino tame paciame filme. Atsiradus naujam aktoriui
sistemoje, tikétina, kad jis uzims pagalbinio aktoriaus vaidmenj filmuose, kur kartu vaidins jau
patyre ir labiau zinomi pirmo plano aktoriai. Atitinkami, tikimybé naujam aktoriui vaidinti filme
su patyrusiu aktoriumi didesné, nei su kitu, maZiau patyrusiu ir Zinomu aktoriumi. Sis pavyzdys
rodo, kad tikimybé, su kuria nauja virSiiné prisijungia prie jau egzistuojancio grafo néra univer-
sali, bet turi didesne tikimybe prisijungti prie virstiniy, kurios jau turi daug jungcéiy su kitomis
virsinémis.

Dél pirmenybinio virstiniy prijungimo, virsineés, kuri turi daugiau briauny nei kita virstané,
laipsnis augs spartesniu tempu, nei kitos vir§tnés. Tokiu bidu augantio grafo tikimybé P(k) vir-
Stnei v turéti briaunas su k kity vir$tiniy mazéja pagal laipsninj désnj P(k) = k=7, kur eksponenté
v =29=£0.1 [BA99].

3.1.2. Grafo generavimas

Eksperimentams su laipsninio désnio grafais atlikti buvo implementuotas algoritmas jy gene-
ravimui [Par11]. Sio modelio grafy generavimo procese, kiekvieno laiko Zingsnyje yra pridedama
nauja virsuné su m briauny. Tikimybé, kad nauja virstiné v bus sujungta su jau egzistuojancia
grafo vir§ine u yra proporcinga vir$aneés laipsniui d(u). Sio algoritmo implementacijos pseudo-

kodas pateiktas priede f]. Grafas su n vir$aniy {1,2, ... ,n} yra kuriamas pirma uzpildant grafo
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virSuniy aibe V' ir grafo briauny aibe £ pradiniais elementais. Pirma, aibé V' uzpildoma ng pra-
diniy virSuniy, kur ng = m+ 2, aibé E uzpildoma briaunomis sukuriant ciklg tarp pradiniy grafo
virStuniy, masyvas P.S uzpildomas virSuniy laipsniy sumomis. Toliau kiekvienos grafo auginimo
iteracijos metu yra pridedama nauja vir§tné v;, kur i € {ng,no + 1, ... ,n}, ir m naujy briauny
jungianciy v; su jau egzistuojanciomis grafo virSunémis. Sios iteracijos kartojamos n — ng karty,
po kuriy yra gaunamas grafas su n virsuniy. Naujos virSunés generavimo iteracijos metu masyvo
elementas PS[v;] saugo reikme > ;" | d[k] kiekvienai, iteracijos laiko momentu, egzistuojantiai
grafo vir§tnei. Procediira RandomNumber(1, PS[i—1]) — r graZina atsitiktini skaiciy r i§ inter-
valo (1,> ", d[k]), kuris toliau perduodamas procediirai FindNode(r, PS) — v;, kuri parenka
atitinkama grafo virSiine. Jei tarp einamos grafo virStnés v; ir procediiros FindNode parinktos
vir§inés v; neegzistuoja briauna, ji yra jterpiama j grafa, kitu atveju atsitiktinis skaiCius r yra
generuojamas i§ naujo tol kol randama virsiné v;, kuriai galima jterpti briaung. Tokiu budu,

virstinei v; i$ viso jterpiamos m briaunos.

3.2. Klasterizuoti grafai

Siame darbe klasterizuotais grafais jvardinami grafai, kurie pasizymi dideliu klasterizavimo
koeficientu — tikimybe, kad grafo virStnés v; kaimyninés vir§tnés v, ir vs taip pat yra kaimynés
viena kitai, kitaip sakant, visos trys virstinés yra sujungtos briaunomis sudarant trikampj. Didzioji
dalis realaus pasaulio grafy, ypatingai socialiniy tinkly, pasizymi aukstu klasterizavimo koefici-
entu [BA99]. Tokiy grafy virsunés sudaro klasterius, kuriuose vir$tinés tarpusavyje yra tankiai
sujungtos briaunomis, tuo tarpu virsunés tarp skirtingy klasteriy turi mazesne tikimybe jungtis

briaunomis. Toliau aprasoma klasterizuoty grafy generavimo procediira.

3.2.1. Klasterizuoty grafy generavimas

Generuojant klasterizuotus grafus yra parenkamas virSuniy kiekis n, klasteriy kiekis c, ti-
kimybé briaunai viduje klasterio P, ir tikimybé briaunai tarp klasteriy F;. Pirma sukuriamas
grafas i$ n virStiniy ir sukuriamas ciklas tarp virSuniy, taip uztikrinant grafo junguma. Kiekviena
grafo virSiné n; € {1,2, ... ,n} yra priskiriama klasteriui ¢;, kur j = L%J + 1. Virsaniy skai-
Cius klasteriuose nevirsija | 2], o atveju kai n mod ¢ # 0, sukuriamas papildomas klasteris ¢/,
kuriam priskiriamos vir§anés n;, kur i > [2] - c. Toliau kiekvienai galimai grafo briaunai yra
generuojamas atsitiktinis jvykis ir pritaikoma briaunos egzistavimo tikimybé P, arba P;. Jei eina-
moji briauna yra tarp virSuniy, kurios priklauso tam paciam klasteriui — pritaikoma tikimybe P..
Analogiskai, jei briauna yra tarp virstniy, kurios priklauso skirtingiems klasteriams — pritaikoma
tikimybe P;.

Siekiant gauti grafa, kuris panasus j realiame pasaulyje sutinkamus klasterizuotus grafus, rei-
kéty tinkamai pasirinkti tikimybinius parametrus P, ir F;, su batina nelygybée FP. > F,. Siame
darbe naudojami réziai 0.7 < P, < 1ir0 < P, <0.2.

21



4. Principiniai sprendimai

Sio darbo tikslas patobulinti geriausius grafo redagavimo atstumo paietkos euristinius algorit-
mus, siekiant paspartinti jy vykdymo laika ar pagerinti grazinamy aproksimacijy tiksluma. Euris-
tinius GRA algoritmus galima sugrupuoti j dvi grupes: algoritmus, kurie grazina apatinj rézj
ir algoritmus, kurie grazina virSutinj rézj. Tiesa, kai kurie algoritmai, apskaic¢iuoja abu rézius
is karto, taciau néra algoritmo, kuris vienu metu grazintu tiksliausius apatinj ir virSutinj rézius
[BBG*20]. Atsizvelgiant j tai, kad euristiky, kurios grazina virSutinj GRA rézj yra zymiai daugiau
nei euristiky, kurios grazina apatinj rézj, Siame darbe fokusuojamasi j bitent Siuos algoritmus ir
buvo spartinamas tiksliausias $iai dienai zinomas algoritmas IPFP [BBG"20].

IPFP yra iteratyvaus Frank-Wolf algoritmo [FW*56] adaptacija grafy redagavimo atstumui
aproksimuoti. Sis algoritmas pradeda savo darbg nuo pradinio grafy vir§iniy atvaizdzio 7y €
II(G, H) ir toliau iteruodamas konverguoja iki, galimai trupmeninio, lokalaus minimumo grafy
redagavimo atstumui.

Sis algoritmas pradeda savo darba inicializuodamas redagavimo atstumo virfutinj rézj VR :=
¢(mo), kur ¢ yra redagavimo kainy funkcija ir 7o yra pradinis grafy vir$tiniy atvaizdis perduotas al-
goritmui, kaip jvestis. Toliau algoritmas iteruoja ir kiekviena iteracija pradedama nuo tiesinés su-
mos priskyrimo su klaidy taisymu (toliau TSPKT) uzdavinio C}, konstravimo remiantis grafy vir-
Stniy atvaizdziu 7. Toliau TSPKT uzdavinys yra optimaliai iSsprendziamas ir gaunamas klaidas
taisantis derinys X}/ , kurio déka yra atnaujinamas virSutinis rézis VR := min(V R, ¢(X},,)).
Toliau algoritmas apskaitiuoja Zingsnj a1 € [0, 1], kurio pagalba sukonstruoja nauja, galimai
trupmeninj, grafy virStuniy atvaizdj 7y ir pradeda sekancia iteracija. Algoritmas iteruoja tol,
kol pasiekia maksimaly leistina iteracijy skai¢iy [ arba tol kol einamasis uzdavinys neperzengia
konvergavimo slenkscio €, kitaip sakant algoritmas sustoja, kai iteracijos gautas virsutinis rézis
beveik nesiskiria nuo pries$ tai buvusios iteracijos gauto rézio. Galiausiai, galimai trupmeninis
grafy virSuniy atvaizdis 741 yra projektuojamas j sveika vir$tniy atspindj 7 ir gaunamas galuti-

nis algoritmo rezultatas: VR := min(V R, c¢(7)).

4.1. Algoritmo IPFP spartinimas

Algoritmo IPFP vykdymo laikas priklauso nuo to kiek lokalios paieskos iteracijy yra jvykdo-
ma pries algoritmui sustojant. Kadangi algoritmas iteruodamas konverguoja iki lokalaus minimu-
mo, iteracijy skaiciy lemia pradinio paieskos tasko parinkimas - pradinis grafy virsuniy atvaizdis
mo € II(G, H). Kuo pradinis vir§iiniy atvaizdis yra ar¢iau lokalaus grafy redagavimo atstumo
minimumo, tuo algoritmas greiciau konverguos ir baigs savo darba. Nustatyti, ar duotas grafy
virStiniy atvaizdis 7 yra arti lokalaus minimumo, néra paprasta, kadangi tai reikalauja istirti GRA
paieskos erdve aplink duota pradinj taska, o tai néra mazos apimties erdveé. Kita vertus, sio darbo
eksperimentuose pastebéta, kad kuo grafy virsiniy atspindZio 7 € II(G, H) indukuojamos grafy
redagavimo sekos kaina ¢(7) yra maZesné, tuo virSiniy atvaizdis yra ar¢iau lokalaus GRA mini-
mumo ir IPFP konverguos grei¢iau. Taciau, kaip ir kitose kompiuteriy mokslo srityse, algoritmo

vykdymo laikas néra vienintelis svarbus kintamasis - svarbus ir algoritmo iSgaunamy rezultaty
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tikslumas.

Grafy redagavimo atstumo kontekste, viena i$ platesniy Sio mato euristiky panaudojimo sri-
tis yra modeliy atpazinimas (angl. pattern recognition). Yra parodyta, kad modeliy atpazinimo
karkasai veikia geriau, jeigu juose naudojamos GRA euristikos grazina tikslesnes GRA aproksima-
cijas [BBG'20], kitaip sakant iSgauna rézius, kurie yra, kaip jmanoma ar¢iau tikros GRA reikSmés.
Kalbant apie GRA virsutinio rézio skai¢iavima naudojantis lokalia paieska, intuityviai, galima gal-
voti, kad kuo pradiné virSuniy atspindzio 7y redagavimo kaing yra mazesné, tuo lokali paieska
iSgaus geresnius rezultatus - geresné pradzia, geresnis galutinis rezultatas. TaCiau Siame darbe yra
parodoma, kad tai netiesa algoritmui IPFP. Anaiptol virsuniy atvaizdis 7, su maza redagavimo
kaina gali nuvesti iki prastesnio galutinio sprendinio, negu atsitiktinai parinktas virSuniy atvaizdis
7, su didesne redagavimo kaina, kitaip sakant: ¢(m,) < ¢(m,) # c(I/PFP(r,)) < c(IPFP(m)).
Sj désninguma galima pastebeéti bandant taikyti pradinj vir§aniy atspindj gauta i¥ kito lokalios pa-
ie¥kos algoritmo, pavyzdziui Refine [BBB*20]. Sis lokalios paietkos algoritmas yra greitesnis uZ
IPFP taciau ne toks tikslus. Taikant Sio algoritmo rastus virStniy atspindzius dideliems grafams,
IPFP grazina prastesnius rezultatus, negu pradedant nuo virstiniy atspindziy grazinty, ne tokiy
tiksliy, TSPKT-GRA klasés algoritmy.

Gero pradinio sprendinio, grafy virSuniy atspindzio 7 parinkimas, yra svarbi algoritmo IPFP
dalis. Deja klausimas, kaip parinkti pradinj sprendinj néra trivialus ir atsakymas priklauso nuo
uzdavinio konteksto - grafy dydzio, tankio ir jy strukttiros. Originaliame algoritma IPFP prista-
Ciusiame darbe [BGB16], pradinio sprendinio parinkimas néra analizuojamas ir eksperimentuose
naudojamas TSPKT-GRA klasés algoritmas Walks [GBR14]. Darbe, kuris atliko trisdesimties
skirtingy GRA euristiniy algoritmy empirinj tyrime, algoritmas IPFP buvo testuojamas su atsi-
tiktinai parinktais pradiniais sprendiniais.

Siame darbe yra nagrinéjami skirtingi algoritmai siekiant nustatyti kada ir koks algoritmas
geriausiai tinka pradiniam grafy virSiiniy atspindziui 7y parinkti. Yra parodoma, kurios GRA
euristikos geriausiai veikia mazuose grafuose, o kurias geriau taikyti dideliems grafams. Taip pat
jvertinamas algoritmo IPFP vykdymo laikas pradedant nuo skirtingais algoritmais iSgauty virStuniy
atvaizdziy. Taip pat Siame darbe pristatomos kelios TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijos,
kuriy pradiniai sprendiniai didesniuose grafuose privedé algoritma IPFP iki tiksliausiy GRA réziy.
Atsizvelgiant i Siuos rezultatus yra daroma prielaida, kad yra vietos tolimesniam pradiniy grafy

vir$tiniy atspindziy tobulinimui.

4.2. TSPKT-GRA klasés euristiky modifikacijos

TSPKT-GRA algoritmy svarbiausia dalis yra uzdavinio C' € RUVel+Dx(Val+1) konstravimas
- bltent Siame zingsnyje skirtingos Sios klasés euristikos issiskiria viena nuo kitos. Matrica C'
reprezentuoja apytiksles vir§tiniy i§ grafo G keitimo j vir$ines i§ grafo H kainas. Cia svarbu
prisiminti, kad grafy redagavimo atstuma sudaro ne tik virStiniy modifikacijos, bet ir briauny
modifikacijos. Atlikus virstinés trynimo operacija, netiesiogiai iStrinamos ir visos su ta virSine
susijusios briaunos. Atlikus vir§aniy keitinius v& — U]H ir v¥ — vf, netiesiogiai indukuojama

ir briaunos tarp 8iy vir$tiniy trynimo, pridéjimo ar modifikacijos kaina. Dél to, konstruojant uz-
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davinj C reikia atsizvelgti j galimas briauny modifikacijy redagavimo kainas. Kadangi briauny
redagavimo kainos priklauso nuo to kokios dvi virSinés bus keiciamos kitomis dvejomis, o vi-
sy galimy vir§tniy atvaizdZiy skai¢ius |TI(G, H)| auga eksponentiskai - viriiniy keitimo kainas
matricoje C' galima tik aproksimuoti. Sukonstravus tiesiniy sumy priskyrimo uzdavinj C, jis yra
optimaliai iSsprendziamas.

Siame darbe pristatomos de$imt TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijy. Nors dau-
gelis iSbandyty modifikacijy nedavé gery rezultaty, kelioms modifikacijos pavyko iSgauti ge-
resnius GRA skaiCiavimo rezultatus - Siy modifikacijy sukonstruoti grafy virStniy atvaizdziai
7 € II(G, H), algoritmo IPFP pagalba konvergavo j tiksliausius rezultatus vidutinio dydzio gra-

fuose.

4.2.1. Algoritmo Star modifikacijos

Originalus Star algoritmas pildydamas uzdavinj C' kiekvienam vir$aniy keitiniui paskaiciuoja
kiek briauny bus paveikta Sio keitimo. Virstiniy pridéjimo € — wv; ir iStrynimo atveju v; — €
algoritmas grazina virsunés laipsnj. Virstuniy pervadinimo atveju v; — v; algoritmas paskaiciuoja
kiek briauny dalinasi duotos vir$tnés ir grazina skirtuma. Galiausiai algoritmas matrica C' padau-
gina i§ konstantos ¢y, kuri lygi maziausiai visy galimy grafy koregavimo kainy is duotos kainy
funkcijos c.

Sio algoritmo pagrindu buvo atliktos septynios modifikacijos. Algoritmas Star-2 yra algorit-
my Star ir BP kombinacija, kur vir$aniy keitimo kainos matricoje C' yra pildomos Star algoritmu,
o virsuniy pridéjimo bei iStrynimo kainos yra apskaiciuojamos naudojantis metodu is algoritmo
BP. Visos virstniy keitiniy aproksimacijos yra padauginamos i$ konstantos ¢y, kaip ir origi-
naliame Star algoritme. Algoritmai BP, Branch ir Branch-Fast naudoja ta patj metoda virSiiniy
pridéjimo ir iStrynimo kainoms aproksimuoti. Modifikacija Star-3 yra beveik identiska modifi-
kacijai Star-2, tiesiog virSuiniy pridéjimo ir istrynimo kainos néra dauginamos is konstantos ¢y,,.
Modifikacija Star-4 yra labai paprasta - vietoj konstantos ¢;,;, yra naudojamos trys konstantos:

S I R

Cavg’ Cavg 1r cavg

- tai yra atskiry modifikavimo operacijy, virstiniy keitimo, pridéjimo ir iStry-
nimo, vidutinés koregavimo kainos virStinéms ir briaunoms. Sios konstantos yra dauginamos
atskiroms matricos C' dalims, tai yra vir§tiniy keitimo matricos dalis C*¥ yra dauginama i$ cgvg,
R

avg- Algoritmo modifikacija

vir$tiniy pridéjimo dalis CT i¥ ngg ir vir$tiniy trynimo dalis C® i§ ¢
Star-5 jtraukia Star-4 atliktas modifikacijas ir prideda papildoma logika aproksimuojant virsiiniy

pridéjimo ir iStrynimo kainas. Jeigu duoti grafai G ir H yra vienodo dydzio, tai yra turi vienoda

skaitiy virSaniy |Vg| = |V, tai virSaniy pridéjimo ir iStrynimo kainos yra uZpildomos begalybés
reikSmémis. Modifikacija Star-6 yra identiska modifikacijai Star-5 su vienu skirtumu - begalybés
reikSmeés yra pildomos vir$tniy pridéjimo ir iStrynimo keitiniams tik jeigu grafai G ir H yra pana-
Saus dydZio, tai yra ||Vg| — [Vi|| < A, kur A = (ww Jeigu |Vg| < |V

C vir$tniy trynimo kainy dalis O yra uZzpildoma begalybés reikimémis. Jeigu |Vg| > |V

, tai uzdavinio

, tai
uzdavinio C' viritiniy pridéjimo kainy dalis C! yra uzpildoma begalybés reik§mémis. Modifika-
cija Star-7, panasiai kaip Star-3, yra algoritmy Star ir Node kombinacija, kur virSiuniy keitimo

kainos matricoje C yra apskaiCiuojamos algoritmo Star metodais, o virStuniy pridéjimo bei iStry-
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nimo kainos yra tiesiog paimamos i$ virstiniy redagavimo kainy funkcijos cy ir neatliekami jokie
papildomi euristiniai skai¢iavimai, kaip kituose TSPKT-GRA algoritmuose. Galiausiai, modifi-
kacija Star-8 yra panasi j modifikacija Star-7 - virSuniy pervadinimo kainos, arba kitaip pasakius
matricos dalis C*°, yra uzpildoma reik§mémis tiesiai i§ redagavimo kainy funkcijos ¢y, o vir§niy

pridéjimo ir iStrynimo kainos yra apskaiiuojamos originalaus algoritmo Star metodais.

4.2.2. Algoritmo Branch-Const modifikacijos

Likusi dalis TSPKT-GRA algoritmy modifikacijy yra paremtos algoritmy Branch-Const. Sis
algoritmas pildydamas uzdavinio matrica C kiekvienam virSuniy keitiniui atsizvelgia ir j galimus
briauny pakeitimus. Virsiniy pridéjimo € — v; ir iStrynimo atveju v; — € algoritmas susumuoja
tiesiogine virstinés keitimo kaing i$ funkcijos cy ir duotos virstinés laipsnj padauginta iS maziausios
galimos briaunos redagavimo kainos duotai operacijai. Virsuniy pervadinimo atveju v; — vj,
algoritmas paskaiciuoja kiek briauny dalinasi Sios virStnés ir kiek briauny reikés pridéti arba
istrinti atliekant §j keitinj. Toliau susumuojama virSinés pervadinimo kaina, bendry briauny
pervadinimo kaina bei pridedamu arba istrinamy briauny kaina.

Algoritmo Branch-Const pagrindu buvo atliktos trys modifikacijos. Modifikacija Branch-
Const-2 skiriasi nuo originalaus algoritmo tiktais briauny redagavimo kainy konstantomis, kurios
naudojamos aproksimuojant virstniy redagavimo kainas. Vietoj maziausiy galimy redagavimo
kainy min c(e, f) naudojama vidutiné briauny redagavimo kaina avg c(e, f), kur e € Eg U {¢}
ir f € FyU{e}. Modifikacija Branch-Const-3, yra algoritmy Branch-Const ir Node kombinacija,
kur virSuniy keitimo kainos matricoje C' yra apskai¢iuojamos algoritmo Branch-Const metodais,
o virStuniy pridéjimo bei iStrynimo kainos yra tiesiog paimamos i$ virSuniy redagavimo kainy
funkcijos cy. Modifikacija Branch-Const-4 yra labai panasi tiktais vietoj virStiniy pridéjimo ir

iStrynimo kainy, virstiniy pervadinimo kainos yra uzpildomos reikSmémis tiesiai is funkcijos cy .

4.3. Klasikinio masininio mokymosi algoritmuy konstravimas

Klasikinis maSininis mokymasis yra dirbtinio intelekto ataka. Sios atSakos algoritmai duotai
uzduociai ir apmokymo duomeny aibei sukonstruoja modelj, kurj toliau galima taikyti uzduoties
sprendimui su duomenimis, kuriy nebuvo tarp duomeny aibés naudotos modelio konstravimui.
Masininiu mokymusi galima spresti jvairius uzdavinius, taciau Siame darbe fokusuojamasi ties
klasifikavimo uzdaviniu.

Klasifikavimas, tai procesas, kurio metu duotam duomeny aibés X jrasui * € X yra pri-
skiriama tam tikra klasé. Duomeny jrasas sudaromas is aibés skirtingy reikSmiy. Toks jrasas
apibréZiamas vektoriumi 7 = {x1,z9, ... ,x,}, kur z;, i € {1,2, ... ,n} yra vadinamas atributu
- viena i$ jraSo aibés reikSmiy. Kiekvienas duomeny aibés X jrasas priklauso vienai i$ baigtinés
aibés Y klasei y € Y - tai yra tikroji jraso klasé. Klasifikavimo modelis yra funkcija M : X — Y,
kuri jrasus € X priskiria, kuriai nors klasei y € Y, taciau parinkta klasé y nebttinai yra tikroji
jraso klasé. Masininio mokymosi algoritmy, kurie konstruoja klasifikavimo modelius, tikslas yra
sukonstruoti kuo tikslesnj modelj - tai yra modelj, kuris turi didziausig tikimybe duotam jrasui
parinkti jo tikraja klase.
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Siame darbe yra konstruojami klasifikavimo modeliai, kuriu klasifikavimo uZdavinys yra duo-
tiems grafams G ir H parinkti tiksliausia algoritma GRA skaic¢iavimui. Kitaip sakant, $iy modeliy
konstravimo idéja yra atsizvelgti j duoty grafy G ir H strukttra, panasumus, skirtumus ir kitas

grafy savybes, bandant nuspéti, kuris euristinis GRA algoritmas grazins geriausius rezultatus.

4.3.1. Pasirinkimy medziais paremti algoritmai

Pasirinkimy medziai yra vienas i$ daugelio klasifikavimo algoritmy sukuriamy modeliy tipy.
Pasirinkimy medis yra beciklis grafas, paprastai binarinis medis, kurio $aknis ir vidinés virs$tinés
apibrézia tam tikra duomeny jraso atributo pozymj, o medzio lapai nusako jraso klase. Taip turint
jrasa 7, galima visada vienareiksmiskai rasti pasirinkimo medzio lapa, kurio kelias iki medzio
Saknies apibtiding jrasa. Pavyzdziui, jeigu visi jraso Z atributai x; € Z yra skaitinés reikSmés, tai
pasirinkimo medzio Saknj ir vidines virSiines reprezentuos nelygybe z; < r,r € R.

Siekiant sukonstruoti pasirinkimy medj geriausio GRA algoritmo parinkimui, reikia apibréz-
ti, kaip atrodys duomeny jrasas bei klasés, kurioms bus naudojamos jrasy klasifikavimui. GRA
skaiCiavimui, jraso klasiy aibé Y yra sudaryta i$ visy Siame darbe nagrinéjamy euristiniy GRA
algoritmy. Kitaip pasakius, sio klasifikavimo modelio tikslas, parinkti GRA algoritma, kuris tu-
réty grazinti geriausius rezultatus. Kadangi GRA yra skaiCiuojamas tarp dviejy grafy G ir H,
jraSo 7 atributai turéty atvaizduoti duoty grafy poZymius, pana$umus ar skirtumus. Siame dar-
be apibréZiama ir naudojama funkcija GraphDiff (G, H) — Z, kurios sukonstruojamy atributy
aibé apibréZiama lenteléje [ Atributai pazymeéti simboliu A yra skai¢iuojami pagal formule
%, kur z;(G) ir z;(H) #ymi tam tikra grafo savybe, pavyzdZiui vir§tiniy santykio
atribute Va, x;(G) formuléje atitinka |V

, spinduliy santykio atribute ra, ;(G) formuléje ati-
tinka 7(G), ir taip toliau. Sutampanciy virSuniy zymy koeficiento atributas [{, apskai¢iuojamas
susumavus sutampanciy zymuy kiekj ir padalinus ta skai¢iy i$ didziausio virstiniy skaiciaus tarp
duoty grafy. AnalogiSkai apskaiCiuojamas sutampanciy briauny zymy atributas [},. Paskutinis
siame darbe naudotas atributas j yra bilio tipo, kuris jgyja reikSme 1 tiktais jei abu duoti grafai

yra jungus. Visy atributy reikSmeés patenka j rézius 0 < z; < 1.

’ T H Atributas ‘ Réziai ‘ Komentaras ‘
T Va 0 < Va <1 | VirSuniy santykis
To EA 0 < EA <1 | Briauny santykis
x3 VA 0 <wvj <1 | Vidutinio vir$uniy laipsniy santykis
T4 tA 0 <ta <1 | Briauny tankiy santykis
T5 A 0 <ra <1 | Spinduliy santykis
T da 0 <da <1 | Skersmeny santykis
T7 Iy 0 <3, <1 | Sutampanciy virStniy Zzymy koeficientas
g % 0 <13 <1 | Sutampanciy briauny zymy koeficientas
Zg J j €{0,1} | Abu grafai jungis

4 lentelé. Atributy apibrézimai, naudoti grafy palyginimui ir pasirinkimy medziy konstravimui.
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4.3.2. Sukonstruoti pasirinkimy medziai

Siame darbe buvo naudoti du masininio mokymosi algoritmai pasirinkimy medZiams konst-
ruoti: C4.5 [Quil4] ir RepTree [Kall5]. Abu Sie algoritmai implementuoti masininio mokymo-
si karkase “WEKA” [HFH"09]. “WEKA” yra maSininio mokymosi karkasas, kuriame surinkti
moderniausi $iy laiky masininio mokymosi algoritmai, duomeny gavybos (angl. data mining)
algoritmai, bei jvairts jrankiai skirti duomeny apdorojimui ir jy analizei.

Lenteléje [ apibréziami pasirinkimy medziy modeliai, kurie buvo sukonstruoti ir analizuoti
siame darbe. Modeliai buvo konstruojami algoritmais C4.5 ir RepTree keiCiant naudotas ap-
mokymo jra¥y aibes, bei naudojamus atributus. Iliustracijose [l| ir P vaizduojami $iy algoritmy
sukonstruoti pasirinkimy medziai. Apmokymo grafy rinkiniai yra placiau aprasomi ketvirtame
Sio darbo skyriuje. Apmokymo jrasy aibés buvo sugeneruotos vykdant grafy redagavimo atstu-
mo paieska kiekvienai unikaliai grafy porai i§ duoto grafy rinkinio, taikant visus GRA metodus.
Vienas jrasas apmokymo aibéje atitinka viena grafy pora ir GRA metoda, kuris grazino geriausias
rezultatus Siai porai, tai yra tiksliausia virSutinj rézj. Jeigu yra keli metodai, kurie grazino ta patj
rézi, paliekamas metodas su grei¢iausiu vykdymo laiku. Toliau. kiekvieno jraso grafams G ir H
yra apskai¢iuojami atributai, apibrézti lenteléje i Galiausiai, visy jra$y aibé yra skeliama j dvi
dalis: dvi treciosios jrasy yra skiriamos modelio apmokymui ir likes trecdalis visy jrasy yra ski-
riami modelio testavimui. Lenteléje [ pateikiamas sukonstruoto modelio tikslumas. Sis skaitius

rodo kiek jrasy is testavimo aibés, buvo suklasifikuoti teisingai.

’ Modelis H Apmokymo grafy rinkiniai ‘ Jrasy sk. ‘ Klasiy sk. ‘ Modelio tikslumas ‘
Algortimo C4.5 modeliai
C45-1 AIDS, PROTEIN, FINGER, POWER-N 58620 15 17.6%
C45-2 AIDS, MUTA, PROTEIN, GREC, LETTER, FINGER 26853 15 26.52%
C45-3 AIDS, MUTA, PROTEIN, GREC, LETTER, FINGER 26853 15 20.7%
C45-4 RANDOM-N, POWER-N, CLUSTER-N 15925 15 11.78%
C45-5 MUTA, PROTEIN, FINGER, RANDOM-N, POWER-N | 18970 5 36.91%
Algoritmo RepTree modeliai
RepTree-1 || AIDS, FINGER, PROTEIN, POWER-N 58620 15 17.63%
RepTree-2 || RANDOM-N, POWER-N, CLUSTER-N 15925 15 11.87%
RepTree-3 || MUTA, PROTEIN, FINGER, RANDOM-N, POWER-N | 18970 ) 36.49%

5 lentelé. Algoritmy C4.5 ir RepTree sukonstruoty klasifikavimo modeliy lentelé. Grafy rinkiniai
RANDOM-N, POWER-N, CLUSTER-N simbolizuoja jvairiy dydziy ir parametry generuotus
grafus, atitinkamai: atsitiktiniai, laipsninio désnio ir klasterizuoti grafy rinkiniai.

Sio darbo metu pastebéta, kad pasirinkimy medZiai, kurie naudojo jra¥y atributus 7, ir
da prastai pasirode GRA skaiCiavime atsizvelgiant j vykdymo laika. Taip nutinka, dél to, kad
norint apskaiCiuoti grafo spindulj ar skersmenj, reikia rasti visy grafo virstiniy ekscentricitetus
e(v), v € V, kitaip sakant reikia iSspresti visy pory trumpiausiy keliy uzdavinj. Siame darbe
taikytas klasikinis Floido-Varsalo algoritmas visy pory trumpiausiy keliy paieskai atlikti [Houl0].
Sio algoritmo vykdymo laiko sudétingumas lygus O(n?), kas paaiskina GRA skaitiavimo sule-
téjimg minétuose modeliuose. Kadangi GRA aplikacijose ypatingai svarbus algoritmy vykdymo

laikas, Siame darbe pristatomuose pasirinkimy medziuose nenaudojami atributai 7 ir da. Verta
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C45-1

Iy <0.097 C45-4
/\ % <0.502
I3, <0.111 li; <0.643 BC*
/\ Va <0.883 BC*
lE<0574 I3 <0.519
/\ Star-5  ta < 0.92
BC* v < 0.85 % " P
A/\ Beam(BC*)  Refine(BC*) Surs BO
Star  BC*
C45-2 C45-3 C45-5 )
1%, < 0.091 v < 0.834 I;, <0.05
ly; <0.07  BF* EA <05  Node I3 <0.145 Va < 0.62
TN N PN
Star  Node Node  Star Star-5 BF* BF*/l>ﬁne(BP)

1 pav. Algoritmo C4.5 sukonstruoti pasirinkimy medziai. Iliustracijoje naudojami GRA algorit-
my trumpiniai: Beam(BC*) — BP-Beam(Branch-Const), Refinef(BC*) — Refine(Branch-Const),

BC* — Branch-Const.

RepTree-1
I <01
BC* vA < 0.7
ta <099 BF*
Node BF*

RepTree-2
5 <05 RepTree-3
I < 0.02
Va <0.85 BC*
I, <015  BF*

I5 <0.64  ta <091 Smg\BF*

/\ N
Star-5 BC* Star BC*

2 pav. Algoritmo RepTree sukonstruoti pasirinkimy medziai. Iliustracijoje naudojami GRA al-
goritmy trumpiniai: BC* — Branch-Const, BF* — Branch-Fast.

paminéti, kad atributas j taip pat nevyrauja nei viename is pristatyty modeliy. Taip gali nutikti,

kai atributas néra informatyvus, kitaip pasakius néra jokios koreliacijos tarp $io atributo ir jra-

sy klaseés.

Konstruojant pasirinkimy medj C45-5, buvo naudotos tik penki geriausiai pasirode

GRA algoritmai realaus pasaulio grafy eksperimentuose: Y = { Star-5, Branch, Branch-Fast, BP,

Refine(BP) }.
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5. Rezultatai

Siame poskyryje pateikiami IPFP ir su juo susijusiy algoritmy empirinio tyrimo rezultatai
ir analizé. Visi eksperimentai buvo atliekami vientisoje aplinkoje - programinio kodo karkase
GEDLIB |[BBG*19]. Tai kodo bazé skirta darbui su grafais ir grafo redagavimo atstumo paieskos
algoritmais. Visi algoritmai yra jgyvendinti naudojantis C++ programavimo kalba ir naudojantis
tomis paCiomis bazinémis duomeny struktiiromis. Algoritmy jgyvendinimas naudojantis tomis
paciomis duomeny struktiiromis ir programavimo paradigma leidzia tiksliau palyginti algoritmy
vykdymo laiko skirtumus. Kitaip sakant, galima biity optimizuoti pavieniy algoritmy implemen-

tacija, taCiau tame mazai prasmeés, jeigu tikslas lyginti pacius algoritmus, o ne jy implementacijas.

5.1. Eksperimenty konfiguracija

Pagrindinis testy subjektas yra euristinis LP-GRA klasés algoritmas IPFP. Siam algoritmui
svarbiis du parametrai: maksimalus leistinas iteracijy skai¢ius [ ir sprendinio konvergavimo
slenkstis €. Kaip pasiiilyta originaliame IPFP darbe [BGB16], maksimalus iteracijy skaiCius nau-
dotas 3iuose testuose yra I = 100 ir konvergavimo slenkstis € = 1073, Kadangi lokalios paieskos
algoritmy rezultatai stipriai priklauso nuo pradinio sprendinio, daznai tokie algoritmai vykdomi
N karty pradedant nuo skirtingy pradiniy sprendiniy. Atlikus visas ar dalj paiesky, grazinamas
geriausias rezultatas. Tokia lokalios paieskos taktika gerai veikia, kadangi ja labai paprasta vykdyti
paraleliai - tiesiog kiekvienas lokalios paietkos skaitiavimas paleidziamas atskiroje gijoje. Siame
darbe, algoritmas IPFP buvo vykdomas tik viena karta duotiems grafams - tai yra, nebuvo taikoma
N pradiniy sprendiniy taktika MultiStart [BBB1§]. Eksperimentuose duotam grafy rinkiniui R,
grafy redagavimo atstumo paieskos algoritmai buvo leidziami kiekvienai grafy G € Rir H € R
kombinacijai. Daugumoije Sio darbo eksperimenty buvo naudojami grafy rinkiniai sudaryti i$
|R| = 100 skirtingy grafy. Tai reiskia, kad vienai algoritmy kombinacijai rinkinyje R yra atlie-
kama |R| - |R| = 100 - 100 = 10000 atskiry skai¢iavimy. Visi skai¢iavimy rezultatai ir vykdymo
laikas yra sumuojami ir galiausiai randami virSutinio rézio ir vykdymo laiko vidurkiai, kurie toliau
vaizduojami eksperimenty iliustracijose.

Visi eksperimentai buvo vykdomi kompiuteryje su Intel Xeon W-2145 procesoriumi ir 32 GB
operatyviosios atminties. Sio darbo eksperimentus galima replikuoti programinio kodo repozi-
torijoje "GitHub” adresu: https://github.com/karolis-zukauskas/gedlib. Kadangi Sioje
repozitorijoje saugomi ir kity darby testai, norint replikuoti tik Sio darbo eksperimentus reikty

sukompiliuoti ir jvykdyti "kazu” projekto programas.

5.2. Realaus pasaulio grafy eksperimentai

Pirma, Siame darbe yra apzvelgiamos visos pristatytos TSPKT-GRA klasés algoritmy modi-
fikacijos ir sukonstruoti pasirinkimy medZiy modeliai. Siame eksperimente, modifikacijos yra
pritaikomos pradiniam GRA sprendiniui surasti, kuris toliau perduodamas lokalios paieskos al-
goritmui IPFP. Visi algoritmai buvo testuojami su realaus pasaulio grafy rinkiniais, apibréztais

lenteléje fl. Kadangi $iame darbe yra nagrinéjamas didelis kiekis jvairiy euristiky grafy reda-
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3 pav. IPFP algoritmo eksperimentai naudojant GRA algoritmy modifikacijas bei pasirinkimy
medzius pradiniam lokalios paieskos sprendiniui parinkti. Eksperimentai realaus pasaulio grafy
rinkiniuose: AIDS, MUTA, PROTEIN, GREC, LETTER, FINGER. Diagramy X asis atitinka
vidutinj GRA virsutinj rézj, Y asis - vidutinj algoritmo vykdymo laika.
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gavimo atstumui skaiciuoti, Sioje eksperimenty dalyje yra apzvelgiamos tiktais GRA algoritmy
modifikacijos. Tolimesniuose eksperimentuose ir jy iliustracijose, bus jtraukiamos tiktais geriau-
sius rezultatus grazinancios euristikos, siekiant neperpildyti diagramy su persiengianciais taskais.

liustracijoje [ trikampio simboliu #ymimi pasirinkimy medZiais paremti algoritmai, 7vaig¥-
dute zymimos septynios algoritmo Star modifikacijos, o likusios trys algoritmo Branch-Const
modifikacijos yra zymimos pliuso simboliu. Grafy rinkiniuose AIDS ir MUTA geriausiai pa-
sirodé algoritmo Star modifikacijos. Siuose rinkiniuose, trys modifikacijos grazino tiksliausius
GRA rézius taciau i$ jy Star-5 taip pat turéjo geriausia vykdymo laikga. Rinkiniuose PROTEIN
ir GREC geriausius rezultatus grazino pasirinkimo medZiais paremti algoritmai. Cia keli pasirin-
kimy modeliai grazino panasius rézius ir turéjo labai panasius vykdymo laikus, taCiau tiksliausias
modelis yra RepTree-1. Verta pastebéti, kad Siuose rinkiniuose gerai pasirodé ir TSPKT-GRA kla-
sés algoritmo Branch-Const-2 modifikacija, kuri paprastai grazino siek tiek prastesnius rézius nei
pasirinkimy medziai, bet turéjo Siek tiek geresnj vykdymo laika. Realaus pasaulio rinkiniuose su
nedideliais grafais LETTER ir FINGER geriausiai pasirodé pasirinkimy medziai C45-1, RepTree-
1 ir modifikacija Branch-Const-2. Siuose rinkiniuose algoritmo Star modifikacijos nepranoko

kity siame darbe pristatyty, modifikacijy.

Toliau, Siame darbe yra apzvelgiami eksperimentai, kuriuose buvo testuojami TSPKT-GRA
klasés algoritmai skai¢iuojant virsutinj grafy redagavimo atstumo rézj. Tai vienintelis eksperi-
mentas Siame darbe, kuris nevykdo algoritmo IPFP, taciau svarbus eksperimentas, siekiant nu-
statyti, kokie yra pavieniy algoritmy sarysiai ir kaip jy rezultatai keiciasi IPFP kontekste - kitaip
sakant, juos pritaikius pradiniam sprendiniui parinkti. Iliustracijoje |, kvadrato simboliu Zymimi
nemodifikuoti TSPKT-GRA klasés algoritmai, Zvaigzdute zymimi modifikuoti Star algoritmai ir
Branch-Const modifikacijos zymimos pliuso simboliu. Iliustracijos legendoje paminéti algoritmai
Walks ir SubGraph taCiau diagramose Sie algoritmai nepavaizduoti dél to, kad jy vykdymo laikas
vidutiniskai keliomis eilémis prastesnis uz visus likusius algoritmus, o grazinami virSutiniai réziai
nei viename i grafy rinkiniy nebuvo tarp geriausiy algoritmy. Siekiant aiskiau pademonstruoti
likusiy algoritmy pasiskirstyma grafikuose, Walks ir SubGraph néra jtraukti Sio eksperimento j
diagramas.

IS Sio eksperimento galima pastebéti, kad algoritmas Star ir beveik visos jo modifikacijos ne-
grazino tiksliy GRA virSutinio rézio aproksimacijy lyginant su kitomis TSPKT-GRA alternaty-
vomis. Vienintelé modifikacija Star-8 dalyje grafy rinkiniy grazino ganétinai tikslius rezultatus.
Modifikacija Star-8 yra algoritmy Star ir Node kombinacija. Kadangi algoritmas Node beveik
visuose grafy rinkiniuose grazino tiksliausius GRA rézius, tai paaiskina modifikacijos Star-8 re-
zultatus. Deja, bendru atveju Node pranoksta modifikacija Star-8. Nors Star algoritmy vykdymo
laikas yra greitesnis uz dauguma likusiy algoritmy, IPFP algoritmo kontekste tai neturi beveik
jokios jtakos, kaip pastebima tolimesniame poskyryije.

Beveik visuose grafy rinkiniuose Branch pobiidzio algoritmai ir algoritmas Node grazino tiks-
liausius GRA rézius. Visuose grafy rinkiniuose, algoritmy issidéstymas laiko atzvilgiu vienodas
- greiiausias algoritmas Node, lé¢iausias BP. Cia verta atkreipti démesj j modifikacija Branch-

Const-4 - visuose grafy rinkiniuose $i modifikacija prilygo algoritmui Node vykdymo laiku ir
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4 pav. TSPKT-GRA algoritmy klasés eksperimentai realaus pasaulio grafy rinkiniuose: AIDS,
MUTA, PROTEIN, GREC, LETTER, FINGER. Diagramy X asis atitinka vidutinj GRA virSutinj
rézj, Y asis - vidutinj algoritmo vykdymo laika. Raudona linija zymi tiesing regresija.

32



grazino identiSkus arba tikslesnius grafo redagavimo atstumo réZius. Si algoritmo modifikacija
yra geras kompromisas tarp algoritmo iSgaunamuy réziy tikslumo ir vykdymo laiko.

Diagramose raudona linija zymi tiesine regresija. Visose diagramose regresijos linija yra tos
pacios krypties, kuri sufleruoja, kad kuo didesnis algoritmo vykdymo laikas, tuo tikslesnis GRA
virSutinis rézis. TaCiau penkiuose i$ Sesiy diagramy regresijos linija néra labai stati, todél vykdymo
laiko ir virSutinio rézio sarysis néra labai stiprus. Tai galima pastebéti pazvelgus j tiksliausius rézius

grazinancius algoritmus - réziy skirtumai labai nedideli taciau vykdymo laiko skirtumai dideli.

Sekanciame eksperimente buvo testuojamas IPFP algoritmas naudojant jvarius euristinius
algoritmus pradiniam sprendiniui parinkti. Testai buvo atliekami su realaus pasaulio grafy rinki-
niais, apibréztais lenteléje B Iliustracijoje [ skirtingi simboliai #ymi skirtingus algoritmus, kurie
buvo naudoti inicializuoti pradiniam IPFP sprendiniui. Kvadrato simboliu Zzymimi nemodifikuoti
TSPKT-GRA klasés algoritmai, zvaigzdute zymimi modifikuoti Star algoritmai, pliuso simboliu
zymimi modifikuoti Branch-Const algoritmai, apskritimais zymimi lokalios paieskos algoritmy
Refine ir Beam variantai, trikampio simboliais zymimi pasirinkimy medziais paremti algoritmai ir
galiausiai kryzelio simbolis atitinka atsitiktinai parinkta pradini sprendinj algoritmui IPFP. Iliust-
racijos legendoje paminétas algoritmas SubGraph taCiau diagramose Sis algoritmas nejtrauktas,
kadangi jo vykdymo laikas ir gaunami réziai smarkiai nutole nuo likusiy algoritmy. Taip pat,
ne visos Siame darbe pristatytos GRA modifikacijos yra jtrauktos j Sio eksperimento diagramas.
Atsizvelgiant j iliustracijg [§, buvo jtrauktos tik geriausius rezultatus grazinancios algoritmy mo-
difikacijos.

Grafy rinkiniuose AIDS ir MUTA, kelios algoritmo Star modifikacijos grazino tiksliausius
rézius, is kuriy Star-5 abejuose rinkiniuose buvo greic¢iausia. Rinkinyje AIDS, Star-5 grazinamas
rézis yra salyginai toli nutoles nuo konkuruojanciy algoritmy BP ir alternatyviy Branch algorit-
my, kurie likusiuose grafy rinkiniuose vidutiniskai grazino tiksliausius grafo redagavimo atstumo
rézius. Greitas lokalios paieskos algoritmas Refine veikia salyginai gerai siekiant paspartinti IPFP
algoritmo vykdymo laika. Kadangi Refine yra paremtas lokalia paieska, pradinio sprendinio parin-
kimas Siam algoritmui taip pat svarbus. Galima pastebéti, kad TSPKT-GRA algoritmai ir Refine
kombinacijos su jais seka ta pacia tendencija. Pavyzdziui jeigu algoritmas Star grazina tiksliausius
rézius tarp TSPKT-GRA klasés algoritmuy, tai Refine(Star) grazina tiksliausia rézj tarp kity Refine
kombinacijy - §j désninguma galima pastebéti visuose Sesiuose grafy rinkiniuose. Kitas, lokalia
paieska paremtas, algoritmas Beam nei viename grafy rinkinyje nepranoko algoritmo Refine kom-
binacijy nei vykdymo laiku nei iSgaunamy GRA réziy tikslumu. Didesniuose grafy rinkiniuose,
Refine algoritmo kombinacijos negrazino tiksliausiy réziy, ta¢iau mazo dydzio grafo rinkiniuose
LETTER ir FINGER sios kombinacijos grazino tiksliausius rézius ir taip pat aplenkeé kitus algo-
ritmus vykdymo laiku. Bendru atveju, visuose rinkiniuose greiciausius vykdymo laikus iSgavo
algoritmo Refine kombinacijos.

Cia galima jZvelgti jdomy pastebéjimg - nataraliai atrodyty, kad kuo tikslesnis pradinis grafy
redagavimo atstumo sprendinys, tuo geresnis lokalios paieskos algoritmo, Sio tyrimo atveju IPFP,
rezultatas. IS Siy eksperimenty matome, kad idéja taikyti greitesnj, bet ne tokj tiksly, lokalios

paieskos algoritma, bandant parinkti pradinj sprendinj tikslesniam lokalios paieskos algoritmui

33



[JStar [Branch [ Branch-Fast [OBranch-Const [JNode
[BP [[JWalks SubGraph X Random QORefine(Star)
ORefine(BC*) (QRefine(BF*) ORefine(Node) (ORefine(BP) @ Beam(Star)
@ Beam(BC*) @ Beam(BF*) @ Beam(Node) 6 Beam(BP) % Star-5
> Star-8 —+ Branch-Const-2 <+ Branch-Const-3 C45-1 ARepTree-1
A RepTree-2
10-2 AIDS 10-2 MUTA
I I I T I I T
—— —5.64-1073 -2+ 0.45 X a5l ——977 1073 m+102J X
14 1 ' |
2 | % _O z A
g g 3| AE 1
2 o12) 1=
= =
Q e 25 N
g 1} 1 g
>~ >~
>~ > [ B
> - 4 >
0.8 =Yo) B ® ®
@ o 15| o 8 -
0.6 (- | | | | 1 _ | | | |
78 782 784 786 788 101 101.5 102 102.5
Virsutinis rézis Virsutinis rézis
10-2 PROTEIN 10-3 GREC
I I I I \ T I I I
’—74.12-10—3-m+1.29 ‘ @) 25 | —834-107*-2 —0.76 N

3, |

2.5 X B

Vykdymo laikas (s)
1 L
Vykdymo laikas (s)
&

3 % ® ©

1.5 b I | | | | [~ 051 [ | | | ]
308.45308.5308.55308.6308.65308.7308.75 908 908.5 909 909.5 910
Virsutinis rézis Virsutinis rézis
10-4 LETTER 10-3 FINGER
24 [ T T T T T ] ].4 1 T T T
’—1.1-10*3~x—5.08-10*3 ® ——5.81-1073 .2 —1.77- 102 ‘ X
s 12} ]
@ 22F | =
& &
=~ £ 1) ]
S 2t 1=
o) o) | |
£ £ 0.8
2l |z
O < 06| ]
- >
161 g O I 1 040 O S2 |
| Il | | | | | |
4.77 4. 78 4.79 4.8 4.81 3.14 3.16 3.18 3.2 3.22
Virsutinis rézis VirSutinis rézis

5 pav. IPFP algoritmo eksperimentai naudojant skirtingus algoritmus pradiniam lokalios paieskos
sprendiniui parinkti. Eksperimentai realaus pasaulio grafy rinkiniuose. Diagramy X asis atitinka
vidutinj GRA virSutinj rézj, Y asis - vidutinj algoritmo vykdymo laikag. Raudona linija zymi
tiesine regresija.



neveikia. Galimai taip nutinka dél to, kad Refine algoritmas randa lokaly grafy redagavimo atstu-
mo minimuma ir tikslesnis IPFP algoritmas nebesugeba istrukti i§ duoto pradinio paieskos tasko.
Tuo tarpu pradedant nuo prastesnio sprendinio, tikslesnis lokalios paieskos algoritmas gali pasi-
rinkti geresne paieskos kryptj, kuri galimai nuves iki geresnio lokalaus minimumo - tikslesnio
grafy redagavimo atstumo virSutinio rézio.

Kitos siame darbe pristatytos GRA modifikacijos ir pasirinkimy medziai, atmetus Star-5,
nepranoko nemodifikuoty algoritmy. Rinkiniuose PROTEIN ir GREC pasirinkimy medziai
RepTree-1 bei RepTree-2 grazino labai panasius rézius, kaip algoritmo Branch variacijos, tiktais
su Siek tiek geresniu vykdymo laiku. Cia nieko keisto, kadangi dauguma $iy pasirinkimy medziy

lapy atitinka kuria nors Branch variacija.

| Algoritmas | AIDS | MUTA | PROTEIN | GREC | LETTER | FINGER |
Refine (BP) 6.50 5.53 6.42 2.67 2.42 3.65
Refine (Branch-Fast) 6.51 5.50 6.34 2.62 2.37 3.86
Refine (Branch-Const) 6.51 5.50 6.33 2.64 2.37 4.75
Refine (Node) 7.76 6.38 7.15 2.97 2.51 5.12
Refine (Star) 6.42 4.85 7.61 2.96 2.67 4.73
Beam (BP) 8.38 8.04 7.88 3.07 2.56 5.75
Beam (Branch-Fast) 8.34 8.10 7.61 3.00 2.60 5.92
Beam (Branch-Const) 8.34 8.10 7.58 3.01 2.61 7.41
Beam (Node) 9.08 8.35 8.08 3.29 3.01 8.01
Beam (Star) 9.73 8.00 10.79 5.51 4.16 7.09
BP 14.08 13.68 10.67 5.91 4.69 10.00
Branch 14.06 13.62 10.41 5.78 4.99 10.12
Branch-Fast 14.06 13.62 10.46 5.78 4.99 10.06
Branch-Const 14.06 13.62 10.42 5.77 4.99 14.40
Node 14.86 13.83 10.90 6.13 5.63 15.94
Random 16.42 16.04 12.19 7.43 7.12 18.10
Star 14.32 14.32 12.08 7.30 6.63 14.74
SubGraph 16.48 13.75 11.63 6.67 5.71 18.10
Walks 14.45 13.77 12.18 6.89 6.75 14.78

6 lentelé. Algoritmo IPFP vidutiniskai atlikty iteracijy skaiCius realaus pasaulio grafy rinkiniy
eksperimente, su grafy rinkiniais, apibréztais lenteléje .

Sio eksperimento diagramose taip pat jtraukta tiesinés regresijos linija, pazyméta raudonai.
Vidutinio dydzio grafo rinkiniuose AIDS ir MUTA regresijos linija yra ganétinai stati ir neigiamos
krypties, kas reiksty, kad algoritmai su ilgesniu vykdymo laiku iSgauna tikslesnius rézius. Liku-
siuose, mazesnio dydzio grafy rinkiniuose regresijos linija pakankamai stati ir teigiamos krypties,
kas reiksty, kad kuo algoritmas greic¢iau baigia darba tuo tikslesnj rézj jis grazina. IS pirmo zvilgs-
nio tai nebttinai atrodo, kaip tikétinas sarysis, bet galimai tai paaiskinama atsizvelgus j konteksta.
Lokalios paieskos algoritmas IPFP iteratyviai vykdo paieska iki tol, kol suranda lokaly minimuma
arba pasiekia maksimaly leistina iteracijy skaitiy. Siame eksperimente, nei viena IPFP algoritmo
kombinacija nevirsijo maksimalaus leistino iteracijy skaiciaus ir vidutiniskai baigé darba jvyk-
dzius 10 paieskos iteracijy, kaip matoma lenteléje . Taip pat, duotas sarysis pastebimas tik mazo
dydzio grafy rinkiniuose, kas reiskia mazesne paieskos erdve - galimai tokioje erdvéje, lokaliy
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minimumy yra zymiai maziau lyginant su dideliy grafy paieskos erdve ir tikslesnis pradzios taskas

greiciau priveda IPFP iki gero lokalaus minimumo.

Lenteléje [ pavaizduoti algoritmo IPFP vidutinitkai atlikty lokalios paietkos iteracijy skai¢ius
realaus pasaulio grafy rinkiniy eksperimente . Cia galima pastebéti, kad visos Refine algoritmy
kombinacijos vidutini$kai atliko maZiausiag IPFP lokalios paieskos iteracijy skaitiy. Sis pastebeé-
jimas dera su pries tai daryta prielaidai, kad Refine algoritmas grazina pakankamai gera pradinj
sprendinj, lokaly grafy redagavimo atstumo minimuma, i$ kurio IPFP neistruksta ir greitai baigia
savo darbg pasiekus sprendinio konvergavimo slenkstj €. Testuojant algoritma SubGraph, IPFP
vidutiniskai atliko panasy kiekj iteracijy, kaip ir kiti TSPKT-GRA klasés algoritmai, taciau Sios
kombinacijos vykdymo laikas vidutiniskai buvo penkis kartus létesnis. Tai reiskia, kad pradinio

sprendinio paieska uztruko zymiai ilgiau, nei likusiyjy algoritmuy.

5.3. Skaidyty realaus pasaulio grafy eksperimentai

Siame eksperimente algoritmas IPFP buvo testuojamas skaldyty realaus pasaulio grafy rin-
kiniuose. Realaus pasaulio grafy rinkiniai AIDS, MUTA ir PROTEIN buvo isskaldyti j N; ¢ €
{1,...,m} grafy grupes, kur kiekviena grupé sudaryta i§ 10 < |NV;| < 100 atsitiktine tvarka pa-
rinkty grafy, taip kad kiekvienam grupés N; grafui G buty teisinga lygybeé L%J =1—1 G €N,
Kitaip sakant, kiekvienoje grafy grupéje, grafy dydZiai patenka j ta padia desimtj: 1 < |Vg| <
10, G € Ny, 11 < |Vg| <20, G € N ir taip toliau.

Iiustracijoje | vaizduojamos paraleliy koordina¢iy diagramos, kur kiekviena vertikali aSis
zymi vidutinius grafy redagavimo atstumo virSutinius rézius, grazintus algoritmo IPFP kombina-
cijy skirtingoms grafy grupéms NV;. Skai¢ius kiekvienos vertikalios aSies apacCioje zymi grupés /V;
grafy vidutinj virStiniy skaiCiy. Pilnomis linijomis zymimi nemodifikuoti TSPKT-GRA klasés al-
goritmai, taSkuotomis linijomis zymimos Sio darbo TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijos,
briaksninés linijos zymi pasirinkimy medziais paremtus algoritmus, braksniuotos-taskuotos lini-
jos atitinka algoritmy Refine ir Beam variacijas ir galiausiai pilna, raudona linija zymi atsitiktinai
parinkto pradinio IPFP sprendinio rezultatus.

Taip pat kaip eksperimente su neskaldytu grafy rinkiniu AIDS, Siame eksperimente matosi,
kaip modifikacija Star-5 grazina tiksliausius rézius beveik visose grafy grupése isskyrus pirma
grupe kur vidutinis grafy virStuniy skaiCius yra mazas. Diagramoje su MUTA rinkinio grafy gru-
pémis, si modifikacija taip pat vidutiniskai grazino tiksliausius rézius vidutinio ir didelio dydzio
grafams. Lyginant su neskaidyty grafy rinkiniy eksperimentu, pasirinkimy medis RepTree-1 gra-
zino prastesnius rézius nei kiti du algoritmo RepTree modeliai. Skaidytuose rinkiniuose AIDS
bei MUTA pasirinkimy medis RepTree-3 grazino panasius rézius, kaip modifikacija Star-5 - tai
yra tiksliausius rézius i8 visy kity algoritmy. Taip pat, kaip neskaidyty rinkiniy eksperimente, al-
goritmas Walks parodé gerus rezultatus tik rinkinyje MUTA, taCiau nepranoko algoritmy Star-5
ar RepTree-1. Grafy rinkinyje PROTEIN, tiksliausia grafy redagavimo atstumo virsutinj rézi gra-
zino algoritmas BP, nuo kurio toli neatsiliko Branch. Svarbu pastebéti, kad visuose rinkiniuose,

mazy grafy grupése, lokalios paieskos algoritmy Refine bei Beam variacijos grazino tiksliausius ré-
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Star Branch Branch-Fast —— Branch-Const —— Node
—— BP —— Walks SubGraph —— Random === Refine(Star)
- == Refine(BC*) ='-:-Refine(BF*) - == Refine(Node) = -'-Refine(BP) === Beam(Star)
=== Beam(BC*) === Beam(BF*) -w== Beam(Node) === Beam(BP) - Star-5
------ Star-7 --+--- Branch-Const-2 C45-1 - == RepTree-1 - == RepTree-2
--=- RepTree-3
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6 pav. IPFP algoritmo eksperimentai naudojant skirtingus algoritmus pradiniam lokalios paieskos
sprendiniui parinkti skaldytuose realaus pasaulio grafy rinkiniuose: AIDS, MUTA, PROTEIN.
Diagramy Y aSys atitinka vidutinj GR A virSutinj rézj skirtingo vidutinio dydzio grafuose. Skaicius

asiy apacioje atitinka vidutinj grafy virSuniy kiekj.

37



Zius, taCiau augant grafy virStuniy kiekiui Sie algoritmai yra pralenkiami kity TSPKT-GRA klasés

algoritmy.

5.4. Atsitiktinai generuoty grafy eksperimentai

Siame eksperimente algoritmas IPFP buvo testuojamas atsitiktinai generuotuose grafuose. I§
viso buvo generuoti trys skirtingy grafy dydziy rinkiniai. Kiekvienas rinkinys toliau skaidomas
i pogrupius, kurie skiriasi grafy briauny tankiais. Kiekviena grafy pogrupj sudaro 100 atsitikti-
nai generuoty grafy. Iliustracijoje [] vaizduojamos trys paraleliy koordina¢iy diagramos skirtos
skirtingo dydzio grafy rinkiniams. Diagramose RANDOM N skaicius N simbolizuoja grafy rin-
kinio vidutinj grafy virSuniy skaicCiy. Kiekviena vertikali diagramos asis zymi vidutinius grafy
redagavimo atstumo virSutinius rézius, grazintus algoritmo IPFP kombinacijy skirtingo tankio
grafams. Skaicius kiekvienos vertikalios asSies apacioje zymi grafy briauny tankj 0 < ¢ < 1, kuris
zymi procentine dalj maksimalaus briauny skai¢iaus neorientuotame grafe GG. Tikslus briauny
skaitius duotam grafui G ir briauny tankiui ¢ apskai¢iuojamas taip: |Fg| = |t X WJ
Pilnomis linijomis zymimi nemodifikuoti TSPKT-GRA klasés algoritmai, taSkuotomis linijomis
zymimos Sio darbo TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijos, briksninés linijos zymi pasirin-
kimy medziais paremtus algoritmus, bruksniuotos-taskuotos linijos atitinka algoritmy Refine ir
Beam variacijas ir galiausiai pilna, raudona linija zymi atsitiktinai parinkto pradinio IPFP spren-
dinio rezultatus.

IS Sio eksperimento galima pastebéti, kad algoritmo Refine variacijos grazino tiksliausia vir-
Sutinj rézj tik maziausio dydzio grafy rinkinyje RANDOM 10 ir esant nedidesniam, kaip 20%
briauny tankiui, kas iSsiverlia j apytiksliai |Eg| &~ 9 briaunas per grafa. Visose kitose grafy
dydzio ir tankio kombinacijos algoritmai Refine negrazino tiksliy rezultaty - tokiuose grafuose
geresnius rezultatus iSgauna atsitiktinai parinktas pradinis sprendinys.

Panasiai, kaip ir kai kuriems realaus pasaulio grafy rinkiniams, algoritmo Branch variacijos
grazino tokius pacius rézius nepriklausomai nuo grafo dydzio ar jo tankio visiems atsitiktinai
generuotiems grafy rinkiniams. Pasirinkimy medziais paremto algoritmo RepTree-1 rezultatai
sutampa su Branch algoritmais. Grafy rinkinyje RANDOM 10 sie algoritmai, kartu su algoritmu
BP vidutiniskai grazino tiksliausia grafy redagavimo atstumo virsutinj rézj. Tuo tarpu dides-
nio grafo virStniy skaiciaus rinkiniuose RANDOM 30 ir RANDOM 50 algoritmo Branch-Const

modifikacijos grazino pacius tiksliausius GRA rézius.

5.5. Laipsninio désnio grafy eksperimentai

Siame eksperimente algoritmas IPFP buvo testuojamas su grafais, kurie atitinka laipsninj désnj
(angl. power law). Siame darbe laipsninio désnio grafai buvo generuojami modeliu, kuris itera-
tyviai konstruoja grafa, kiekvienos iteracijos metu prijungiant N naujy briauny. Iliustracijose,
POWER-N atitinka grafy rinkinius, kur N simbolizuoja generavimo metu prijungiamas briaunas.
Akivaizdu, kad kuo didesnis IV, tuo tankesnis grafas yra sugeneruojamas - lenteléje [ pavaizduoti
vidutiniai briauny skaiciai jvairaus virsiniy kiekio grafuose. GRA algoritmy rezultatai lyginami

pasinaudojant paraleliy koordinaciy diagramomis, kurios pavaizduotos iliustracijoje §. Skaitius
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— Star — Branch —— Branch-Fast —— Branch-Const —— Node
—— BP Random -=:-Refine(Star) -'-'-Refine(BC*)  -'-'-Refine(BF*)
- --Refine(Node)  =--:- Refine(BP) === Beam(Star) === Beam(BC¥) === Beam(BF*)
=== Beam(Node) -==Beam(BP) ------ Star-5 e Star-7 e Branch-Const-2
------ Branch-Const-3  --- C45-4 === RepTree-1
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7 pav. IPFP algoritmo eksperimentai naudojant skirtingus algoritmus pradiniam lokalios paieskos
sprendiniui parinkti atsitiktinai generuotuose grafuose. Diagramy Y asys atitinka vidutinj GRA
virSutinj rézj skirtingo vidutinio dydzio grafuose.
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kiekvienos vertikalios aSies apacioje zymi grafy vidutinj virStiniy skaiciy, Siame eksperimente
buvo atlikti testai su SeSiais skirtingais grafy virSaniy kiekiais |V| € {10,20, ... ,60}. IS viso
buvo generuojama po 50 laipsninio désnio grafy duotai N ir |V'| kombinacijai - grafy redagavimo
atstumas buvo skai¢iuojamas visoms galimoms grafy poroms, kas atitinka 2500 atskiry GRA skai-
ciavimy. Pilnomis linijomis zymimi nemodifikuoti TSPKT-GRA klasés algoritmai, taskuotomis
linijomis Zzymimos Sio darbo TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijos, bruksninés linijos zy-
mi pasirinkimy medziais paremtus algoritmus, bruksniuotos-taskuotos linijos atitinka algoritmy
Refine ir Beam variacijas ir galiausiai pilna, raudona linija zymi atsitiktinai parinkto pradinio IPFP

sprendinio rezultatus.

Rinkinys Vidutinis virsuniy sk.

10 20 30 40 50 60
POWER-3 21.62 50.42 78.92 109.88 140 170.18
POWER-5 23 72.8 122 168.9  220.5 274.3
POWER-10 - 85.8 196.6 292 389 500.4

7 lentelé. Laipsninio désnio grafy rinkiniy grupiy vidutiniai briauny kiekiai.

IS Sio eksperimento galime pastebéti, kad algoritmy Refine ir Beam variacijos niekada negrazi-
no tiksliausiy GRA réziy ir daznu atveju grazino prastesnius rezultatus negu atsitiktinai parinktas
pradinis sprendinys. Daugumoije atveju, algoritmas Beam pranoko algoritma Refine. Atkreipus
démesj j geriausiai pasirodziusius algoritmus, pastebime jvairias algoritmy Branch variacijas, i$
kuriy Siame darbe pristatyta Branch-Const-2 bendru atveju grazino tiksliausius GRA rézius. Kaip
ir kituose eksperimentuose, nemodifikuotos algoritmo Branch versijos grazino beveik identis-
kus rezultatus ir diagramose Siuos algoritmus reprezentuojancios linijos persidengia. Pasirinkimy
medziais paremtas algoritmas RepTree-1 taip pat grazino gerus rezultatus, kurie identiski nemo-
difikuotiems Branch algoritmams - ¢ia nieko keisto, kadangi, kaip matoma pasirinkimy medziy
modeliy vizualizacijoje P, beveik visi pasirinkimy medZio RepTree-1 lapai parenka vieng i§ Branch

algoritmy.

5.6. Klasterizuoty grafy eksperimentai

Siame eksperimente algoritmas IPFP buvo testuojamas su kalsterizuotais grafais, tai yra gra-
fais, kurie turi ¢ virStiniy klasteriy. Grafo virSinés priklausanc¢ios tam paciam kalsteriui yra tankiai
sujungtos briaunomis, o briaunos tarp virsuniy esanciy skirtinguose klasteriuose yra labai retos.
Konstruojant klasterizuotus grafus, apart virstiniy kiekio, reikia pasirinkti klasteriy skaiciy c bei
dvi tikimybes P, ir F;, tai yra tikimybé briaunos egzistavimui tarp vir$tniy tame paCiame klaste-
ryje ir tikimybés briaunos egzistavimui tarp vir§iiniy i§ skirtingy klasteriy. Siame eksperimente
visiems klasterizuotiems grafams generuoti buvo naudojamos reiksmeés: P. = 0.8 ir P; = 0.02.
Reik§mé N grafy rinkiniuose CLUSTER-N atitinka klasteriy grafuose skai¢iy c. Siame darbe
atliekami eksperimentai su trimis klasterizuoty grafy rinkiniais, kurie toliau skaidomi i SeSias gra-
fy grupes su skirtingais vir§tiniy kiekiais. Grafy virSaniy skaiius |V| kiekvienoje grupéje yra
paskai¢iuojamas naudojantis formule |V| = X 4 |5P + 1], kur P yra atsitiktiné reikimé jgyjanti
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—— Star Branch Branch-Fast Branch-Const —— Node
——BP —— Random === Refine(Star) =-'-'- Refine(BC*)  -:-:- Refine(BF*)
-.=-Refine(Node)  =--- Refine(BP) === Beam(Star) === Beam(BC*) === Beam(BF*)
=== Beam(Node) === Beam(BP) - Star-4 e Star-6 e Star-7
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8 pav. Algoritmo IPFP eksperimentai naudojant skirtingus algoritmus pradiniam lokalios paieskos
sprendiniui parinkti laipsninio désnio grafy rinkiniuose. Diagramy Y asys atitinka vidutinj GRA
virSutinj rézj skirtingo vidutinio dydzio grafuose. SkaiCius asiy apacioje atitinka vidutinj grafy

virstuniy kiekj.
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reikimés —1 < P < 1ir X € {20,30, ...,70}. Kitaip pasakius virSaniy kiekis kiekvienoje
grafy rinkinio grupéje maksimaliai skirsis per 10 virStuniy. Briauny kiekio statistika klasterizuoty
grafy rinkiniuose yra pavaizduota lenteléje §. Grafy rinkinys CLUSTER-2 yra ypatingai tankus,
tai yra galimy briauny skaicius kiekviename iS rinkinio grupiy apytiksliai siekia puse visy galimy
briauny skaiciaus duotam grafo dydziui. IS viso buvo generuojama po 50 grafy kiekvienai grafy
rinkinio grupei - grafy redagavimo atstumas buvo skai¢iuojamas visoms galimoms grafy poroms,

kas atitinka 2500 atskiry GRA skaiCiavimy duotai grafy grupei.

Rinkinys Vidutinis vir$uniy sk.

20 30 40 50 60 70
CLUSTER-2 || 87.36 213.38 371.74 604.6 861.34 1183.58
CLUSTER-3 || 62.18 135.26 252.02 402.1 579.86 797.22
CLUSTER-5 || 38.86 85.78 151.28 246.4 369.34 493.06

8 lentelé. Klasterizuoty grafy rinkiniy grupiy vidutiniai briauny kiekiai.

Sio eksperimento rezultatai atvaizduojami iliustracijoje | naudojantis paraleliy koordinadiy
diagramomis. Kiekviena vertikali diagramos asis atitinka viena grafy rinkinio grupe, o skaicius
aSies apaCioje atitinka vidutinj grafy vir§aniy kiekj toje grafy grupéje. Siose diagramose pilno-
mis linijomis zymimi nemodifikuoti TSPKT-GRA klasés algoritmai, taSkuotomis linijomis zymi-
mos Sio darbo TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijos, brik$ninés linijos Zzymi pasirinkimy
medziais paremtus algoritmus, bruksniuotos-taskuotos linijos atitinka algoritmy Refine ir Beam
variacijas ir galiausiai pilna, raudona linija Zymi atsitiktinai parinkto pradinio IPFP sprendinio
rezultatus.

Siame eksperimente, visai kitaip nei eksperimentuose su atsitiktinai generuotais ar laipsninio
désnio grafais, tiksliausius grafo redagavimo atstumo rézius grazino algoritmas Star ir jo modifi-
kacija Star-5. Algoritmy variacijos Branch pasirodé ganétinai prasCiau uz Star algoritmus, tac¢iau
augant grafo virStniy skaiciui Siy algoritmy iSgaunamy réziy tikslumas artéjo prie tiksliausiy-
jy, o rinkinyje CLUSTER-2 susilygino su algoritmu Star ir jo modifikacijomis. Taip pat labai
tikslius vir$iniy réZius i¥gavo pasirinkimy medis RepTree-2. Sis pasirinkimy medis i§ viso turi
penkis lapus, i$ kuriy trys parenka algoritma Branch-Const ir like du algoritma Star bei viena is
Sio algoritmo modifikacijy Star-5. Cia jdomus pastebéjimas yra toks, kad paraleliy koordinadiy
diagramose, algoritma Branch-Const zyminti linija yra ganétinai smarkiai nutolusi nuo RepTree-2
zymincios linijos, o tai reiskia, kad pasirinkimy medis dazniau parinkdavo Star algoritmus, ku-
rie Siame eksperimente grazina geriausius rezultatus. Deja, laipsninio désnio grafy ar atsitiktinai
generuoty grafy eksperimentuose, tas pats pasirinkimy medis, ar beveik identiskas C45-4, negra-
zino tikslesniy réziy uz tuose eksperimentuose dominavusj Branch-Const algoritma. Tai reiskia,
kad sie pasirinkimy medziai, negali nustatyti kada kuris i$ euristiniy algoritmy yra tinkamiausias
grafy redagavimo atstumo skaiciavimui.

Cia galima palyginti laipsninio désnio ir klasterizuoty grafy eksperimentus. Pazvelgus j $iy
dviejy eksperimenty briauny kiekiy lenteles 7] ir § galima pastebéti, kad kai kurios generuoty grafy

rinkiniy grupés yra labai panasios virsuniy ir briauny skai¢iumi. Pavyzdziui, rinkiniy POWER-3
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—— Star Branch Branch-Fast —— Branch-Const —— Node
——BP —— Random === Refine(Star) =-'-:- Refine(BC*)  =-:-:- Refine(BF*)
- =-Refine(Node) === Refine(BP) =---= Beam(Star) =---= Beam(BC¥*) === Beam(BF*)
=== Beam(Node) === Beam(BP)  :---- Star-5 e Star-7 e Branch-Const-2
------ Branch-Const-3 C45-1 - == RepTree-1 - - - RepTree-2
CLUSTER-2
o
=
g
3
=
>
19.48 30.14 39.6 50.16 59.96 69.96
Vidutinis grafo vir$tniy skaicius
CLUSTER-3
=
g
3
&
20.07 29.93 40.02 49.88 60.21 69.85
Vidutinis grafo virSaniy skaicius
CLUSTER-5
64.5 |
& 64
g
3
&
63.5 1
| 175 |
19.91 30.11 40.46 49.74 59.78 69.77

Vidutinis grafo virSainiy skaicius

9 pav. Algoritmo IPFP eksperimentai naudojant skirtingus algoritmus pradiniam lokalios paieskos
sprendiniui parinkti klasterizuoty grafy rinkiniuose. Diagramy Y aSys atitinka vidutinj GRA
virSutinj rézj skirtingo vidutinio dydzio grafuose. SkaiCius asiy apacioje atitinka vidutinj grafy

virsuniy kiekj.
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ir CLUSTER-5 grafy grupés, kur |V| & 30, arba rinkiniy POWER-5 ir CLUSTER-5, kur |V | ~
50, beveik sutampa briauny skaic¢iais. Palyginus Siy rinkiniy grupiy GRA skai¢iavimo rezultatus,
matome, kad laipsninio désnio grafy rinkiniuose dominavo Branch algoritmo variacijos, tuo tarpu
klasterizuoty grafy rinkiniuose dominavo algoritmas Star ir jo modifikacijos. Sie eksperimentai
dar karta parodo, kad grafy redagavimo atstumo skaiCiavimui svarbus ne tik grafo virSiiniy ar

briauny skai¢ius, bet taip pat ir grafo struktara.
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Isvados

Siame darbe pateikiami principiniai sprendimai grafy redagavimo atstumga aproksimuojancio
lokalios paieskos algoritmo IPFP spartinimui, bei tikslinimui. Sio algoritmo vykdymo laikas bei
iSgaunamy grafy redagavimo atstumo réziy tikslumas stipriai priklauso nuo pradinio sprendinio,
kuris naudojamas lokaliai paietkai atlikti. Siame darbe pateikiamas ir nagrinéjamas empirinis o
algoritmo ir skirtingy pradinio sprendinio parinkimo euristiky tyrimas, kuris parodo, kad gero
pradinio sprendinio parinkimas néra trivialiai atsakomas klausimas. Taip pat Siame darbe prista-
tomos modifikuotos, gerus rezultatus parodziusios, TSPKT-GRA klasés algoritmy modifikacijos
Star-5, Branch-Const-2 ir Branch-Const-4.

Kadangi algoritmas IPFP yra keliomis eilémis létesnis uz dauguma TSPKT-GRA klasés al-
goritmy, norint rasti kompromisa tarp vykdymo laiko ir iSgaunamy grafo redagavimo atstumo
réziy tikslumo, vertéty naudoti Siame darbe pristatyta algoritma Branch-Const-4, kuris lyginant
su kitais TSPKT-GRA klasés algoritmais turéjo greiciausia vykdymo laika, bei daugeliu atvejy bu-
vo ir tiksliausias. Siekiant paspartinti algoritmo IPFP vykdymo laika ar patikslinti jo iSgaunamy
grafy redagavimo atstumo rézius reikia pasirinkti tinkama, GRA euristinj algoritma, kuris greitai
surasty gera pradinj GRA sprendinj. Nedidelio dydzio retiems grafams, tai yra grafams, kuriy
vir§iiniy skai¢ius yra apytiksliai [V| &~ 10 ir briauny kiekis apytiksliai nevirSija, |Eg| < 30 reik-
ty naudoti algoritmus Refine(BP) ir Refine(Branch-Fast), kadangi $iy algoritmy parinkti pradiniai
sprendiniai greiciausiai konverguoja i, tuo paciu ir tiksliausius, grafy redagavimo atstumo rézius.
Vidutinio dydZio grafams, kuriy vir§tiniy skai¢ius apytiksliai papuola j rézius 15 < [Vg| < 30 ir
grafo briauny skai¢ius néra aukstas, tai yra apytiksliai nevirsija 15% maksimalaus galimo briauny
skaiCiaus, tiksliausius GRA rézius iSgauna siame darbe pristatyto Star-5 algoritmo sukonstruoti
pradiniai sprendiniai. Galiausiai, skaiCiuojant grafy redagavimo atstuma dideliuose ir tankiuose
grafuose, tai yra grafuose, kur vir$iiniy skai¢ius yra |Vz| > 30 ir grafo briauny skai¢ius virsija
15% maksimalaus galimo briauny skaiCiaus, geriausia naudoti algoritmus BP, Branch-Fast arba
Branch-Const-2 kadangi Sie algoritmai geriausiai spartina ir tuo paciu tikslina algoritma IPFP.

Siame darbe buvo nagrinéjama grafy struktiiros jtaka grafy redagavimo atstumo skaidiavi-
mui. Eksperimentuose pastebéta, kad skirtingos strukttiros, bet panasaus virsiiniy bei briauny
skaiciaus grafuose, GRA algoritmy iSgaunami rezultatai skiriasi. Deja, Siame darbe neatliekamas
pakankamai detalus tyrimas apie grafy struktiiros jtaka GRA algoritmams. Tolimesniame darbe
galima buty atlikti detalesnj grafy struktiiros tyrima, siekiant nustatyti, kurie euristiniai grafy
redagavimo atstumo algoritmai tinkamiausi tam tikro pobtuidzio grafams. Taip pat, galima bty

atlikti daugiau eksperimenty su generuotais retais, tai yra nedidelio briauny kiekio, grafais.
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Priedai

Algoritmas 4 Laipsninio désnio grafy generavimo algoritmas

1: procedure PowerGraph(n,m)

2 ng=m-+ 2

3 V={1,2,...,n0}

£ E={(Lno)}U{i+1)|1<i<ny—1)
5: for i = 1 to ng do

6 PSi] = Yh_, d(vy)

7 end for

8
9

for i =ng+1tondo

V=vu{i}
10: e=0
11: while e < m do
12: r = RandomNumber(1, PS[i - 1))
13: v = FindNode(r, PS)
14: if (i,v) ¢ E then
15: E=FEU{(i,v)}
16: e=e+1
17: for j =vtotdo
18: PS[j] = Ypy d(vs)
19: end for
20: end if
21: end while
22: end for

23: return (V, E)

24: end procedure

25: procedure FindNode(r, PS)
26: low=1

27: high = sizeof PS

28: while low < high do

29: mid = Maltiow

30: if r < PS[low] then
31: return [ow

32: else if low = mid then
33: return high

34: else if 7 < PS[mid] then
35: high = mid

36: else

37: low = mad

38: end if

39: end while

40: return low

41: end procedure
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