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Santrauka

Kvantiniai kompiuteriai esant jiems skirtiems kvantiniams algoritmams gali iSspresti tam tikras
problemas eksponentiskai grei¢iau, lyginant su klasikine architektiira paremtais kompiuteriais. Sia-
me darbe iSsikeltas tikslas - sukurti tvarkara$c¢io sudarymo modeli, panaudojant kvantini-klasikini
D-Wave hibridinj i§sprendéja (angl. quantum-classical hybrid DQM solver). Bendrasis tvarkaras-
¢io formulavimas sudarytas i3 reikalavimy igyvendimo - priklauso apribojimy tenkinimo proble-
mai. Siame darbe buvo issikelti $ie uzdaviniai: pateikti pagrindines savokas ir veiksmus, biiti-
nus kvantiniy algoritmy bei tvarkarascio sudarymo modeliavimo analizavimui. ISanalizuoti kelias
laisvai prieinamas kvantiniy kompiuteriy skai¢iavimo platformas, leidZiancias atlikti skai¢iavimus
simuliuojamoje ir tikrame kvantiniame kompiuteryje. Realizuoti tvarkaras¢io sudarymo modelj
taip, kad ji gebéty iSspresti D-Wave kvantiniy skai¢iavimy platforma bei jvertinti gautus rezultatus,
pateikti galimus patobulinimus.



Summary
Modeling of Timetable Scheduling Using Quantum Algorithms

Quantum computers can possibly solve certain problems with given quantum algorithms in
exponential speedup compared to classical architecture oriented computers. The main goal of
this thesis is to create school timetable scheduling model, using quantum-hybrid D-Wave solver.
General timetable formulation belongs to constraint satisfaction problem class CSP. In this the-
sis primary tasks were: display main terms and actions, which are necessary to understand and
follow quantum algorithm formulations and general formulation of school timetable scheduling.
Also there were analysed few freely available quantum computing infrastructures and tools, which
allowed to perform computations simulated environment and also on real quantum hardware. Also
implemented timetable scheduling in such way that part of problem could be solved on D-Wave
quantum computing platform and given from these results evaluated general applicability.



Ivadas

Kvantiniy algoritmy formavimas ir modeliavimas skiriasi nuo klasikinio tuo, jog iprasto kom-
piuterio algoritmai nejtraukia specialiy Zingsniy ir buseny tokiy kaip susiejimas (angl. entangle-
ment) bei superpozicija. IBM architektiira paremti kvantiniai algoritmai iprastai analizuojant yra
sudaryti i8S Siy daliy ir procesy: kubity, bity, loginiy operacijy (angl. quantum gates) transformacijy
bei grandinés (angl. circuit). Bitai yra reikalingi iSsaugoti ir kaupti iSmatuota kvantinés busenos
reikSme arba jver¢ius imant didZiausig tikimybg turinCia reikSmg. O savo ruoztu D-Wave kom-
panija vysto kitokios architektiiros kvantinius kompiuterius, kurie pagristi kvantiniu pakaitinimo
procesu. Sis procesas dar jprastai yra vadinamas euristiniu bei siekiama rasti globalios funkcijos
minimumo. Yra sitilomi ir konstruojami jvairiis algoritmai ir strategijos siekiant paversti kom-
binatorines optimizavimo problemas, kurios biity tinkamos i$spresti kvantiniams kompiuteriams.
Tacdiau tai yra ganétinai sudétinga uzZduotis, nes yra reikalinga modelio kiirimo metu itraukti apribo-
jimy, reikalavimy ar kity salyguy, kurios atsispindéty ir suformuluotame kvantiniame i§sprendimo
uzdavinyje. D-Wave kvantinis kompiuteris arba jo hibridinis iSsprendéjas geba spresti uzdavinius,
kurie yra suformuojami kaip dvejetainiais kvadratiniais modeliais arba diskrecCiais kvadratiniais
modeliais (paremtas kvantiniu-hibridiniu sprendimo bidu). Egzistuoja ivairts i$Siikiai konstruo-
jant modelius, pagristais Siais pavidalais - tiesiogiai siun¢iant problema i D-Wave QPU (angl. qu-
antum processing unit) kubity kiekis ir jy susijungimas yra ribotas dél techniniy ir fiziniy struktiiry
reikalinga taikyti ir ieSkoti tinkamo rezultato vykdant bandymus (angl. sample).

Visais atvejais, modeliuojant ir kuriant algoritmus, kuriuos gebéty iSspresti kvantiniai kompiu-
teriai, norima jvertinti, iStirti algoritmy efektyvumo sparta bei jy patikimuma. D-Wave kvantinis
kompiuteris sprendZia problemas, priklausan¢ias NP-sunkiai (angl. NP-hard) klasei bei jiems néra
zinomi tikslis, efektyviis ar, randantys sprendimg per polinominj apibrézta laika). Keletas tokiy
problemy buty Sios: grafo spalvinimas, kvadratinio krepSelio, kvadratinio priskyrimo, Hamiltono
kelio radimas, keliaujancio pirklio, elementy iSskaidymo problemos

Sio darbo isikeltas tikslas - sukurti tvarkara§¢io sudarymo modeli, panaudojant kvantini-
klasikini hibridinj i§sprendéja (angl. quantum-classical hybrid DQM solver). Pirmosios dalies
tvarkara$c¢io formulavimas sudarytas is reikalavimy igyvendimo - priklauso apribojimy tenkinimo
problemai (angl. constraint satisfaction problem). Antrosios dalies jgyvendinime siekta jvertinti
kvantinio-hibridinio i§sprendéjo galimybes, jo tinkamuma ir efektyvuma sprendZiant jvairios ap-
imties tvarkaras$¢io sudarymo problema.

Sio darbo uzdaviniai:

* Pateikti pagrindinius terminus ir veiksmus, biitinus kvantiniy algoritmy bei tvarkarasc¢io su-

darymo modeliavimo analizavimui.

* ISanalizuoti kelias laisvai prieinamas kvantiniy kompiuteriy skai¢iavimo platformas, lei-
dZiancias atlikti skai¢iavimus simuliacingje aplinkoje ir tikrame kvantiniame kompiuteryje.

* Realizuoti tvarkarascio sudarymo modelj taip, kad ji gebéty i$spresti D-Wave kvantiniy skai-
¢iavimy platforma.

* Jvertinti gautus rezultatus, pateikti galimus patobulinimus.

Darbe sékmingai igyvendintas tvarkara$c¢io sudarymo modelis ir jo iS§sprendimas, naudojantis
hibridiniu D-Wave iSsprendéju, gali buti nesudétingai performuluotas ir taikomas kitiems sudétin-
giems ir didelés probleminés apimties planavimy modeliams arba uZdaviniams.



1 skyriuje, iSdéstomi terminai ir technologijos keliy algoritmy formulavimas bei pateikiama
literatiiros apZvalga. 1 skyriy sudaro taip pat dalis skyreliy - butent, kuriuose kalbama apie IBM
kvantinius kompiuterius ir jiems aktualius terminus, algoritmus yra panaudoti i§ 2020 pavasario
semestro metu turéto mokslo tiriamojo darbo projekto MTDP. 2 skyriuje iSdéstomas dvejetainis
kvadratinis modelis QUBO, i kurio pavidala suvedus uzdavini gali iSspr¢sti D-Wave kvantinis kom-
piuteris. 3 skyriuje apraSomas tvarkara$c¢io sudarymo modelis, pradiniy duomeny gavimo modelis
ir visas realizavimas. 4 skyriuje pateikiami gauty tvarkara$c¢iy sudarymo rezultatai, iSsprendus juos
taikant D-Wave kvantinj hibridinj iSsprendéja.



1. Analizé

1.1. Analizés tikslai

Per pastaruosius 10 mety pasiekta pazanga vystant kvantinés kompiuterijos platformas ir tech-
ninius sprendimus. Kelios kompanijos vysto ir teikia galimybe tyréjams vykdyti kvantinius algo-
ritmus NISQ (angl. Noisy Intermediate-Scale Quantum technology) irenginiuose - IBM Q [4],
Rigetti QPU [6], IonQ suspausty jony technologiniu pagrindu (angl. trapped ion) [5] ir D-Wave
kvantinio pakaitinimo technologijos pagrindu [3]. Taciau jvykdyti kvantinius algoritmus Siuose
dus, kuriuos kvantiniai irenginiai galéty atlikti. Taip pat iSkyla problemy gaunant patikimus re-
zultatus, dél didelio klaidy kiekio, riboto grandiniy gylio (angl. circuit depth), mazo patikimumo.
Minétos kompanijos taip pat vysto ir sitilo mokslininkams naudoti kvantinius simuliatorius, kuriy
deéka galima performuluoti algoritmus arba modelius taip, kad biity galima juos véliau ivykdyti
ir techninéje kvantiniy kompiuteriy irangoje. Nors kvantiniai simuliatoriai gali atkartoti techni-
ni kvantiniy kompiuteriy elgesi, simuliavimas reikalauja, jog uZduotys biity nedidelés apimties,
nes jie yra vykdomi tyrinétojy fiziniuose kompiuteriuose. Taip pat kai kuriy kompanijy tam tik-
ri skai¢iavimy metodai (iSsprendé¢jai) yra mokami, egzistuoja ilgos eilés, norint atlikti bandymus
kvantiniuose kompiuteriuose, bet kai kurie modeliai neturi (kol kas) simuliavimo atitikmeny, tad
Ju tyrin¢jimo galimybés yra Siuo metu ribotos. Sekanciame skyrelyje siekiama apsibréZzti terminus
norint jsivertinti, kokias problemas ir formulavimus sprendzia D-Wave kvantiniai kompiuteriai.

1.2. Terminologija ir technologijos

Siame skyrelyje apsibréZiami esminiai terminai, reikalingi déstymui ir algoritmy analizei.
Grafy teorijos baziniai apibrézimai: Grafas - G = (V| F), kur V yra ne tus¢ia vir§aniy (angl.
vertices) aibé, o E yra briauny (angl. edges) aibé, jungianciy pora virSiniy. VirStnés laipsnis
v € V Zymimas deg(v) ir atspindi jungian¢iy briauny su konkreéia vir§ine v skaiCiy. Grafo
maksimalus ir minimalus laipsniai Zymimi A(G) ir 6(G) bei atspindi maksimaly grafo G virStniy
laipsnius:
A(G) = max{deg(v) | v € V} ir 6(G) = min{deg(v) | v € V'}

Dvidalis (angl. bipartite) grafas - tai grafo tipas, kuris dalina virStines { 2 nesusikertancias aibes
(angl. disjoint sets) (grupes), neturi nelyginio ilgio grandiniy. VirStiniy grafo G spalvinimas yra
nuspalvinti virSines taip, kad susikertancios vir§inés (turin¢ios bendra briauna) igyty skirtingas
spalvas. MaZiausias galimas spalvy skaicius, reikalingas nuspalvinti grafo virStnes, yra vadinamas
chromatiniu grafo skai¢iumi. Grafo briauny spalvinimas yra spalvy priskirimas briaunoms, taip,
kad kaimyninés briaunos (einancios i§ tos pacios virStinés) igyty skirtingas spalvas. Maziausias
skaicius, reikalingas nuspalvinti grafo briaunas skirtingomis spalvomis, yra vadinamas chromati-
niu grafo indeksu. Sis chromatinis indeksas dvidalio grafo atveju visada yra lygus - A(G) Briau-
ninis grafas (angl. line graph) - vadinamas grafas L(G), kurio virSuniy aibé turi tiek elementy,
kiek briauny turi grafas G ir vir§iinés grafe L.(G) jungiamos briauna, tik tada ir tada, kai grafo G
atitinkamos virSiinés yra gretimos.



Grafas G Briauninis grafas L(G)

{

1 pav. Briauninio grafo pavyzdys

1 pav. pateikiamas grafo G ir jo atitinkamas briauninis grafas L(G), kaip matoma grafas G
turi 7 briaunas ir jos atitinkamai yra sukonstruojamos i L(G) virSiines. Grafo briauny spalvinimo
problemai galima paversti i briauninj grafa, nes L(G) virSiinés atitinka G virSiines.

2 pav. Dvidalio grafo pavyzdys

2 pav. pateikiamas dvidalio (angl. bipartite) grafo pavyzdys, kurio virSiines nuspalvinti uZtenka
2 spalvy, o briaunoms nuspalvinti reikia maZziausiai 3 spalvy ir tai buity chromatinis $io grafo in-
deksas. Grafo spalvinimo problema yra laikoma NP-sunki (angl. NP-hard) bei & spalvy spalvinimo
uzduotis yra NP-pilni (angl. NP-complete) su visais sveikaisiais skai¢iais k > 3 [7, 29]

Performuluoti problema SkrydZio marSruty oro uosty terminaly priskyrimas yra aktuali prob-
lema, nes oro transporto poreikiai nuolat auga (iSskyrus 2020 metus) ir reikalinga suplanuoti efek-
tyvus patikros varty praé¢jimus keleiviams. Iprastai §j i$Suki galima iSspresti pridedant daugiau
varty, bet tai yra daug laiko ir kity resursy atimanti procediira. Sig problema galima performuluoti
ir iSspresti taikant grafo virSiiniy spalvinimo metoda [32, 28].



Komunikacijos stoteliy dazniy priskyrimas - technologijy iStobuléjimas mobilaus ir bevielio
rySio tinkly srityje yra pagrindiné prieZastis, dél kurios iSaugo bevielio daZniy naudojimas. Esant
didesniam vartotojy kiekiui dazniy ruoZzai tampa perpildyti ir jie persidengia, atsiranda interferen-
cija, prastesnis signalas. Todél iSkyla poreikis optimizuoti ir perskirstyti dazniy kanalus bazinéms
stoteléems efektyviau. Yra taikomi ivairiis klasikiniai sprendimo budai: euristinés technikos, Tabu
paieska, simuliacinis pakaitinimas (angl. simulated annealing), bet staigus vartotojy augimas ir
baziniy stoteliy iSplétimas pavercia $ig problema i NP-sunkia [32]. Tad yra sitilomi sprendimai
paverciant problema i grafo virStiniy spalvinimo uzdavini, kuri gali iSspresti hibridiniai kvantiniai
algoritmai [32].

CPU registry priskyrimas (kompiliavimo teorijos problema) - kompiliatoriaus didelio kinta-
muyjy kiekio paskirstymas i riboto dydzio CPU registrus, siekiant minimizuoti programy vykdymo
laikg. Dabartiniai kompiliatoriai sprendZia $ig problema taikant euristinius metodus. Instrukcijy
paruoSimo algoritmas siekia suformuoti tarpini programos koda, kuris leidZia sumaZinti progra-
mos bendra delsa. Pagrindinis CPU registry priskyrimo tikslas yra sugeneruoti kodg pries progra-
mos vykdymo laika tokiu biidu, jog biity naudojama maziau tarpiniy kintamuyjy, negu egzistuoja
pasiekiamy registry. Sis kompiliavimo procesas nepakeis programos elgsena, bet gali sumaZinti
programos vykdymo laika, nes reikia maZiau karty pasiekti procesoriaus registrus. Sia problema
galima performuluoti i grafo vir§iiniy spalvinimo uzdavini ir jrodyta, jog registry paskirstymas yra
NP-pilnas uzdavinys [13].

Kubitas - (kvantinis bitas) bazinis [16, 31] informacijos vienetas kvantiniuose skai¢iavimuose.
Nuo klasikinio bito skiriasi galimybe turéti 2 buiseny reikSmes. Tiksliau apibréZiant, kubitas yra
dvimaté kvantiné sistema. Kubito biisena apibréZiama Sia iSraiska [31] :

|9) = |0) + 5]1) (L)
Cia « ir 3 yra tokie kompleksiniai skaiciai, kurie |«|? 4 |3|? = 1. Dirako (angl. Dirac) Zyméji-

1
me |0) = ( 0 ) ir 1) = ( (1) ) yra iSreiskimai, kurie uzkoduoja dvimatg vektoring erdve. Lygtis

. . _ . . .. . Q e ey .
1.1 nusako, jog kubito busena yra dvimatis kompleksinis vektorius < ) Kubito iSmatavimas,

kurio biisena pateikta 1.1 lygtyje [16], graZins klasiking reik§me nulj (|0)) su tikimybe lygia |/
arba vieneta (|1)) su tikimybe lygia |3|%.

Kvantinis kompiuteris turi daugiau nei 1 kubita, tad naudinga Zinoti, kaip apibréZiama savei-
ka tarp skirtingy individualiy kubity. Dviejy ar daugiau kubity sudétine sistema yra iSreiSkiama
naudojantis tenzoring sandauga (angl. tensor product), kurio operatorius Zymimas ®. Laikant,

/
jog turima 2 kubity basenas, kurie iSreiksti: |¢) = ( g ) ir |¢/) = ( g, ) Tai pilnoji sistema

sudaryta i§ dviejy nepriklausomy kubity atrodys taip:

\¢>®\¢’)=<g)®<g:>= Zg: (1.2)
Ba’

PavyzdZiui 3 kubity sistemoje iSreik3tais 3 kubitais |;) = a;|0) + 3;]1) , kai j = 1,2, 3, tai



bendroji sistema iSreiSkiama taip:

[717273) = |71) ® |72) @ |73) (L.3)

:()51()[20(3‘000> -+ 06106253|00].> + Oé1520é3|010> + Oélﬁgﬁg‘()ll)

1.4
+ Braaas|100) + Braofs|101) + 81 faa3]110) + B1B285]111) (1

Visy trijy kubity iSmatavimas galéty pateikti vieng i§ 8 galimy bity tekstinés reprezentacijos
(angl. bit-string) reikSmiy. IS lygciy pateikty [1.2 1.3 1.4] [16] biisenos erdviy dimensija auga
eksponentiSkai nuo n kubity ir baziniy vektoriy skaicius yra 2.

Kvantinis susiejimas - tai fizikinis fenomenas [31], kuris teigia, kad pora ar grupé daleliy (Siuo
atveju kubity) yra susieti, dalinasi bendra informacija. Tai reiSkia, jog susij¢ kubitai turés tobula
koreliacija ir bus vieni nuo kito priklausomi.

Superpozicija - fundamentalusis kvantinés mechanikos principas, kuris teigia, jog iki iSmata-
vimo kvantiné biisena, (kubito reikSmé) néra apibrézta - gali turéti biisena, atspindincia reikSme 1
arba 0.

1.3. IBM kvantiniy kompiuteriy algoritmai ir iSSukiai

Vienas 1§ pagrindiniy algoritmy, kurio pagrindu yra konstruojami sudétingesni algoritmai yra
vadinama kvantiné Furje transformacija (angl. Quantum Fourier Transform QFT) [17]. Yra jvairiy
algoritmo realizavimo sitlymy ir sprendimy [30], kuriais siekiama sumazinti klaidy kieki kvanti-
niuose skaiiavimuose. Vienas i§ labiausiai Zinomy yra vadinamas Soro (Shor’s algorithm) algorit-
mu [36], skirtas i$skaidyti skai¢iy { 2 pirminius, naudoja kvanting Furje transformacija. Taip pat ir
kiti algoritmai remiasi QFT, pavyzdZiui Harrow-Hassidim-Lloyd algoritmas [23], skirtas iSspresti
tiesines lyg€iy sistemas.

Pagrindiné problema, dél kurios iki Siol kvantiniy kompiuteriy plétra 1éta - didelis klaidy kiekis
(angl. error rate). Klaidos kvantiniuose kompiuteriuose atsiranda i§ dviejy Saltiniy [38]: kubitai
sunkiai (trumpai) iSlaiko kvantines btisenas (angl. doceherence) bei kvantinés loginés operacijos
inesa paklaidas [31, 38]. Palyginimui IBM kvantiniame kompiuteryje CNOT operacija (angl. gate)
klaidy kiekis yra 1072 [38] bei praktiSkai tokiy operacijy skaiCius gali siekti tukstan¢ius ir dau-
giau vienety. Yra sitlomi jvairiis klaidas taisantys metodai ir algoritmai [14, 22], taiau jie yra
kritikuojami, nes reikia nemaza dalj kubity paskirti klaidy taisymams bei iki Siol tai yra aktyvi
jamos labai brangios technologijos, kad biity galima pasiekti norimas kvantinés sistemos savybes
(superpozicijq ir susiejima).

1.3.1. Bernstein-Vazirani algoritmas

Bernstein-Vazirani algoritmas pirma karta pristatytas [10] ir skirtas jvertinti, ar kvantinis kom-
piuteris galéty iSspresti tam tikrg problema grei¢iau negu iprastas kompiuteris [8].

Algoritmo tikslas - gauti {vedus tekstinés iSraiSkos bity seka x, grazinti 0 arba 1 taip:

f ({xo,x1,22,...}) — 0 arba 1 kur z,, yra 0 arba 1 (1.5)
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Gavus ivesti x (bity seka) yra randamas pasléptas Zodis bity sekos iSraiSka. Klasikiniam kom-
piuteriui $is uzdavinys atrodyty taip - fs(z) = sz mod 2. Klasikinis kompiuteris i§sprendZia
Sia uzduotj per bity ivestos sekos ilgio n bandymy - iteratyviai yra lyginami jvesto bito pasku-
tinieji simboliai darant AN D veiksma. Kvantinis kompiuteris $§j tiksla pasiekia per 1 bandyma.
Algoritmo veiksmai, randantys pasléptaji ivedima, yra Sie [2]:

* Inicializuoti jvesties kubitus { basenas |0) ir i§vesties kubitg i busena |1).

Pritaikyti Hadamard operacija (angl. Hadamard gates) ivesties registrui.

Sukonstruoti kvantini orakulg (angl.quantum oracle) - ijvykdyti juodosios dézés funkcija.

Pritaikyti Hadamard operacija (angl. Hadamard gates) ivesties registrui.

ISmatuoti rezultatg.

1.3.2. Algoritmo vykdymas

Minétasis algoritmas [10] buvo jvykdytas naudojantis Qiskit bibliotekos realizacija [2] bei 1§-
nagrinétas veikimas. Eksperimenty vykdymui buvo pateikta ‘10001’ bity sekos jvestis kaip slaptas
raktas, kurj Bernstein-Vazirani algoritmas turéty surasti. Sekoje yra 5 n simboliai, tai algoritmui
reikia 5 ir dar 1 kubito tarpiniams skai¢iavimams. Qiskit biblioteka leidzia grafiskai pavaizduo-
ti kvantinés grandinés schema bei tuo pa¢iu ir kvantiniy algoritmy veikimo principus. Zemiau
pateikiama Bernstein-Vazirani algoritmo grandiné Qiskit bibliotekos realizavimu:

. : @
q H H
qz H H

qa H H ﬂ—
o W ——o—

5 0 1l w2 3 w4

3 pav. Bernstein-Vazirani algoritmo kvantiné grandiné

3 pav. pateikiama kvantinés grandinés (angl. quantum circuit) schema jvedus ‘10001’ kaip
vesti. Grandinéje yra sunumeruoti kubitai q1, g2, ... g5, turintys prading busenas. Pilka linija va-
dinama barjeru, atskiria grafiskai, vizualiai algoritmo veiksmus bei itakos jokiems skai¢iavimams
neturi.
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do

q1

q2

q3

qa

as

1IN

C

4 pav. Pauli-X operacija (gate)

4 pav. pateikiama Pauli-X operacija, kurios metu paskutiniajam kubitui yra atliekama kubito
(angl. bit-flip) apvertimo veiksmas - i§ biisenos |0) paveria kubita i biiseng |1). Sis kubitas bus
svarbus tarpiniams skai¢iavimams.

5 pav. Hadamard (H) operacija (gate)

5 pav. antrame Zingsnyje visiems pirmiems 5 kubitams atskirai yra atliekama Hadamard (H)
operacija, kuri reiskia, jog kubitai bus superpozicijoje ir turés vienodas galimybes po lygiai igyti O
arba 1.

6 pav. Kvantinio orakulo konstravimas (angl. black-box function)

6 pav. pateikiama kvantinio orakulo konstravimas minétam algoritmui, kuris atlieka C-NOT
(controlled NOT, dar kitaip vadinamas ¢X) operacijas dviems kubitams. Sis veiksmas, skirtingai
nei Hadamard ar Pauli-X operacijos, reikalauja dviejy kubity - vienas i$ jy yra vadinamas kontro-
liniu kubitu (tai bty paskutinysis kubitas grandinéje), o kitas vadinamas taikinio kubitu. IS sekos
10001’ reikia pastebéti, jog tai blity pirmas ir paskutiniai jvesties kubitai, kuriems bus pasiekiamas
kvantinis susiejimas.

Sekantis zingsnis yra analogiSkas 4 pav. nurodant, jog Siuo atveju kubitams bus atliekama
atvirkStiné Hadamard operacija, kuri sugraZzins kubitus 1 normalizuota forma, kad biity galima
ivertinti rezultatus iSraiSka nuo 0 iki 1 (arba kitaip laikant procentine iSraiSka).
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1.3.3. HHL (Harrow-Hassidim-Lloyd) algoritmas

Sis algoritmas yra skirtas i§spresti tiesiniy lyg¢iy sistemas. Tiesiniy lygéiy sistemy sprendimas
yra taikomas nuo diferencialiniy lygciy skaiciavimy iki ivairiy masininio mokymosi algoritmy
[37]. Pats paprasciausias klasikinis metodas, skirtas iSspresti tiesiniy lygciy sistema, yra vadina-
mas Gauso eliminavimo metodu, kuris turi O (N?) algoritminj sudétinguma. Yra ir kity klasikiniy
algoritmuy, skirty spresti tiesiniy lyg€iy sistemas - esant tam tikromis salygomis matrica yra tridia-
gonalé¢ Thomas algoritmas [26], dominuoja tik 3 istrizainés (tridiagonalé matrica) elementai. Jy
algoritminis efektyvumas O (N) arba O(Nsk log(1/¢)). HHL algoritmas turi O (log(N)s?k?/¢)
sudétinguma, kur  yra vadinamas salygos skai¢iumi (angl. condition number), o € yra aproksima-
cijos tikslumas.

1.3.4. Tiesinés lygciu sistemos pavyzdys

Tiesinés lygciy sistemos sprendimo problema formuojama taip: rasti sprendinius turint Ax = b,
kur A € CV*¥ yra kvadratiné matrica, b e CN yra vektorius ir ieSkomi sprendiniai Zymimi
7 € CV irgi yra vektorius. Taip pat $is algoritmas turi salyga, jog A matrica yra simetriné jungtiné
(angl. Hermitian matrix) - A = AY, kur H Zymi jungtinj transpozicijos operacija.

Turima N = 2, tada sprendZiama lyg¢iy sistema su tokiomis reikSmeémis:

B 1 -1/3 I o (1
A—<_1/3 ) )7 x—(xQ) ir b_(O) (1.6)

Tai Sig lygcCiy sistema galima suformuluoti kaip =1, x5 € C radima, dviejy lygciy sistema su
dviem nezinomaisiais:

{xl_%zl (1.7)

—%—FIEQ:O

Sis HHL algoritmas naudoja 3 registrus, kurie visi priskirti basenoje |0) vykdymo pradZzioje.
Vienas registras, kuris paZymimas n;, yra skirtas atspindéti dvejetaing reprezentacija A matricos
tikrines reikSmes (angl. eigenvalues). Antrasis registras yra Zymimas 7, ir skirtas laikyti vektorini
sprendini. Trecias registras yra skirtas tarpiniams skai¢iavimams ir po kiekvieno paskai¢iavimo
Sio registro kubity biiseny reik§meés atstatomos i |0) basenas. [23, 2].

Algoritmo veikimas susideda [23, 2] i$ Siy 6 Zingsniy:

1. Uzkrauti duomenis |b) € CV, t.y. atlikti transformacija (normalizuoti) - |0),,, — [b),,
2. Atlikti Kvantinés fazés jvertinima QPE (angl. Quantum Phase Estimation).

3. Pridéti tarpinj kubita (angl. ancilla qubit) ir jvykdyti pasukima aplink |);).

4. Atlikti atvirkStini Kvantinés fazés jvertinima, kuris Zymimas QPEJr

5. ISmatuoti tarpinj kubita skaiciavimy pagrinde ir, jei rezultatas yra lygus 1, registras jau yra
tinkamo matavimo busenoje. Kitu atveju kartoti 2-4 Zingsnius.

6. ISmatuoti rezultata - paskaiciuoti sprendinius.
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Qiskit turi jau jgyvendinta bendrini HHL algoritma [2] Qiskit Aqua dalyje. Pagal pavyzdi
Qiskit [2] teikia ta pacia lyg€iy sistema 1.6 praktiniam simuliatoriaus vykdymui. Siam algoritmui
ivykdyti naudojami keli svarbiis parametrai: A - matrica, kuri turi bati jungtiné simetring, b -
reikSmiy vektorius ir galima nurodyti kiek kubity naudoti tarpiniams skai¢iavimams. Pateikus
ta pacia minétaja lygti 1.6 keiciant skirtinga tarpiniams skaiiavimams kubity kieki gauti tokie
rezultatai:

Kubity sk. tarp, skai¢. | CNOT op. sk. | Bendras op. sk | Kubity kiekis | Tikslumas | Tikimybé
3 66 129 7 0.999432 | 0.0562
8 1982 3875 12 1.0 0.000039

1 lentelé. Pavyzdiniai algoritmo parametry reikSmeés [2]

1 lenteléje pateikiami rezultatai keiCiant kubity kieki naudojama papildomiems skai¢iavimams
(angl. ancillae qubits), kuris igalina pasiekti tikslesni sprendinio ivercius, taciau algoritmo gran-
diné tampa gerokai sudétingesné. Tai atskleidZzia CNOT operacijy skaicius kartu su bendruoju
operacijy skai¢iumi, nors i§ viso tik 7 ir 12 kubity bendrai téra naudojama atitinkamai. Tikslu-
mas (ang, bendraja prasme, Zymi, atstuma (panasumo metrika) tarp dviejy kvantiniy biseny. O
tikimybeé atspindi, kokia yra tikimybé, kad Sie sprendiniai yra Sios lygciy sistemos bei algoritmas
panaudoja sprendinius, kurie igyja didZiausig tikimybe.

Kubity sk. tarpiniams sk.
3
8

Sprendinys (1, z2)
[1.13586, 0.40896]
[1.12499, 0.37498]

2 lentelé. Pavyzdiniai algoritmo sprendinio reikSmeés [2]

IS pateiktos lentelés 2 matoma, jog nurodZius didesni kubity kiekj tarpiniams skai¢iavimams
yra pasiekiamas tikslesnis lygties sprendinys.
Sekantis eksperimentas buvo ivykdytas taikant 4 neZinomujy tiesiniy lygciy sistema:

31 4 3 o 6 _8
123 2 2 . 3 , —12

A= 7= b= bei T — 1.8
435 1| " s o 5 | 13 (1.8)
321 1 - _5 3

A matrica parinkta, jog biity jungtiné simetrinés pavidalo (Hermitian matrix), taiau jvestis
pateikta realiyjy skaiciy aibéje, tad uZtenka uZztikrinti, jog transponuota matrica biity lygi sau paciai
(simetrija), b reikSmés sugeneruotos su skriptu, kuris grazina sveikojo tipo reikSmiy skaicius.

Kubity sk. tarp, skai¢. | CNOT op. sk. | Bendras op. sk | Kubity skaic¢ius | Tikslumas | Tikimybé
B 122 257 9 0.0885 0.010653
5 172 467 10 0.454402 | 0.000039
7 1430 2908 12 0.501804 | 0.000436
10 3366 6376 15 0.276 0.000003

3 lentele. HHL algoritmo parametry jverciai naudojant 1.8 jvestus duomenis
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Kubity sk. tarpiniams sk. | Sprendinys (x1, z2, 3, T4)

4 [2.13048, 1.73263, 1.54863, -0.2628]
5 [3.19461, 2.48549, 0.17883, -0.2285]
7 [3.14047, 2.71116, 0.0307, -0.1798]

10 [2.15239, 2.47546, 0.92374, -0.09283]

4 lentele. HHL algoritmo gauti sprendiniai naudojant 1.8 duomenis

3 ir 4 lentelése pateikiami rezultatai nurodant skirtingg kubity kiekj tarpiniams skai¢iavimams.
IS karto galima pamatyti, jog tikslumo (angl. fidelity) jvertis yra daug prastesnis lyginant su 1
lentelés rezultatu. Taip pat 4 lenteléje matoma, jog sprendiniai yra visiSkai nepanaSus 1 tikraji
sprendini, bet 2 lenteléje 2 neZinomyjy lygCiy sistemos sprendinys yra aproksimuojanciai artimas.
Nepriklausomai nuo to, kokio sudétingumo tiesiné lygCiy sistema yra sukonstruota, jos grandiné
yra labai neefektyvi ir pertekliné - palyginimui 3 paveikslélyje iSbandytas Berstein-Vazirani algo-
ritmo schema su 6 kubitais naudoja tik 15 operacijuy (kvantiniy loginiy), bet Qiskit igyvendinta
bendriné HHL realizacija esant 9 kubitams naudoja nuo 257 bendry operacijy, o CNOT operacijy
122 18 3 lentelés. Didelis CNOT operacijy skaicius, didina kvantinés sistemos nepanaSuma (angl.
fidelity).

1.4. Technologijos ir dabartiniai kompiuteriai

Yra ivairiy sprendimy, simuliatoriy, kompiuteriy, kuriuos galima pasiekti pasinaudojant DK
technologijas ir atlikti jvairius skaiiavimus. IBM turi ir sitlo kvantiniy skai¢iavimy iranki, vadi-
nama Qiskit, kuris yra vieSai pasiekiamas ir nemokamas. Qiskit yra atviro kodo karkasas [2], vys-
tomas IBM kompanijos ir realizuotas Python programavimo kalba. Sis karkasas leidZia simuliuoti
arba atlikti tikrus skai¢iavimus IBM kvantiniame kompiuteryje [4] nusiunciant i eilg. Siuo metu
IBM leidzia pasiekti vieSai 10 kvantiniy kompiuteriy, kuriuos galima laisvai pasiekti ir atlikti jvai-
rius skai¢iavimus. Siy kompiuteriy atmintis svyruoja nuo 1 iki 32 kubity - galima i3sirinkti norima
kompiuteri, kuris atlikty skai¢iavimus,veiksmus. Qiskit karkasu realizuota programa susideda i
keliy baziniy komponenty: registry, kubity, bity, kvantiniy loginiy operacijy (angl. quantum gates)
ir matavimo veiksmo.

Microsoft kompanija savo ruoZztu irgi teikia kvantiniy skai¢iavimy paslauga, vadinama Azure
Quantum [1]. Microsoft organizacija negamina savo kvantinius kompiuterius, bet bendradarbiauja
ir teikia galimybes atlikti skaic¢iavimus i$ kity imoniy: IQBit, IQNQ, Honeywell, QCI. Microsoft
teikia jvairius programy vystymo produktus, QDK (angl. quantum development kit), plétoja Q#
kalba, kuri panaSi sintaksiSkai i C# kalba, bei nereikia specialios programavimo aplinkos - yra
tiesiogiai palaikoma Visual Studio programos. Q# kalba galima apsiraSyti aukStesniu abstrakci-
jos lygmeniu algoritmus - nereikia realizuoti techniniy kvantinio algoritmo aspekty. Pazymeétina,
jog Azure Quantum Siuo metu yra perziuros versijoje (reikia pildyti paraiska) ir dar néra vieSai
pasiekiamos paslaugos.

D-Wave Systems kompanija vysto kitokios architektiiros kvantinius kompiuterius. Jy kompiu-
teriai (jrenginiai) naudoja procesa, vadinama kvantiniu pakaitinimu (angl. quantum annealing),
kurio tikslas yra evoliucionuoti (iSvystyti) kvanting sistema i Zemiausia energija (angl. zero-point
energy arba ground state). Sis procesas bei pats iSreiSkimas jprastai yra vadinamas Hamiltono
(angl. Hamiltonian) sistema. Remiantis adiabatine skaiCiavimy teorema, minéta sistemag galima
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formaliai apraSyti taip:

H(t) = (1 ~L (%)) Hpoa + L (%) H,a (1.9)

Kur ¢ € [0,7T], o L vadinamas Lagranzo funkcija bei sistema idealiomis salygomis evoliucio-
nuos 18 Hpaq 1 Hga Zemiausios energijos sistema.

D-Wave kvantiniai kompiuteriai gali iSspresti problemas, suformuotas kaip dvejetainiais kvad-
ratiniais modeliais (angl. Binary Quadratic Models - BQM) arba diskreciais kvadratiniais mode-
liais (angl. Discrete Quadratic Models - DQM).

1.4.1. D-Wave iSsprendzZiami uzdaviniai

D-Wave kvantinis kompiuteris sprendZia jvairias kombinatorines optimizavimo problemas, ku-
rios yra iSreikStos kaip dvejetainiais arba diskreciais kvadratiniais modeliais.

D-Wave QPU (angl. Quantum Processing Unit) yra tarpusavyje sujungty kubity grotuota struk-
tara (angl. lattice) [3]. Dalis kubity yra sujungti tarpusavyje, bet D-Wave QPU kubitai néra pilnai
sujungti. Vietoj to, D-Wave 2000Q ir ankstesni modeliai naudoja specialia topologija, vadina-
ma Chimera, o naujesnés kartos Advantage QPU (viesai iSleistas tik 2020 mety spalio pradZzioje)
naudoja topologija, kuri vadinama Pegasus [11]. D-Wave QPU esanti aibé kubity ir jungciy, pasie-
kiama skai¢iavimams yra vadinama dirbanciu grafu.

Duota loging problema, apibréZta bendriniu grafu (kaip QUBO modeliu), galima pateikti kaip
fizing problemos reprezentacija i dirbantj grafa naudojant grandis (angl. chains). RySys tarp lo-
ginés problemos formavimo ir jos pateikimo i fizing reprezentacija (D-Wave QPU) yra vadinamas
maZzuoju iterpimu (angl. minor embedding). D-Wave QPU fiziné kubity reprezentacija naudoja
fizikiniais reiSkiniais paremta Ising modeli (Ising sukinius). Mazojo iterpimo problema yra daug
laiko uZimanti procedira, aktyviai tiriami, taikomi jvairts algoritmai ar metodai [12, 35, 15].

7 pav. Naujos kartos Pegasus architektiiros topologiné kubity i§déstymo schema [18]
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7 pav. pateikiamas vienetiniy celiy grafo iSdéstymas, kur Zali taskeliai reiSkia kubitus, o pilkos
linijos - juy sujungimus (angl. couplers). Viena celé Pegasus architektiiroje turi 16 kubity, o ¢ia
yra pavaizduota P4 celiy, kas atitinka 4 x 4 iSdéstymo struktiira. Jungtys, kurios jungia skirtin-
gus kubitus 1§ kity celiy, vadinamos iSorinémis, o kurios jungia tarpusavio kubitus - vidinémis
(angl. internal and external couplers). Tad galima nesunkiai suvokti, jog turint loging problema ja
perteikti i fizing turint ribotg kubity susijungima, yra ganétinai sudétingas uzdavinys.
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2. QUBO modeliavimas

2.1. Motyvacija

QUBO - angl. Quadratic Unconstrained Binary Optimization yra matematinis kombinatoriniy
optimizavimo problemy formulavimas. Siuo modeliavimo biidu neseniai yra nustatyta, jog QU-
BO problemas yra galima tiesiogiai pateikti spresti D-Wave kvantiniam kompiuteriui [3]. Kaip
ivairiis autoriai skelbia [24, 21, 19], QUBO modeliai apima, bet neapsiriboja Siomis svarbiomis
optimizavimo problemomis: biudzZeto paskyrimo, daugelio krepseliy, salygos patenkinimo, aibiy
iSskaidymo, grafy spalvinimo, sandélio prekiy paskirstymo, maksimalaus atskyrimo ir kitomis
problemomis. Visy Siy problemy vienijantis bruoZas, jog jie yra optimizavimo uzdaviniai [32] ir
jie neturi algoritmy, galin¢iy rasti sprendinius per polinominj laika, o yra Zinomi tik aproksimuo-
jantys, euristiniai klasikiniu atzvilgiu algoritmai.

Formalus ir bendrinis QUBO modeliy pavidalas yra iSreiSkiamas taip:

QUBO: minimizuoti y = z'Qx 2.1

kur = dvejetaines reik§mes igyjantis kintamuyjy vektorius x € [0, 1], o () yra kvadratiné ir simetri-
né (pagr. istrizainei) matrica. Tikslas - yra rasti maZiausia imanoma sprendinio reikSme¢. QUBO
modeliai priklauso NP-sunkiems (angl. NP-hard) problemy klasei. Kitaip tariant klasikiniai spren-
dimy algoritmai (angl. solvers) pateikia tiksly sprendinj esant maZai problemos apim¢iai - turint
didesnés apimties kintamuyjy ir apribojimy rinkini sprendinio neiSskai¢iuojama ir po keletos dieny.
Suformulavus problema QUBO modeliu jvairts autoriai (pacituoti) pateikia aukstos kokybeés, bet
nevisada optimalius sprendinius per geresni laiko tarpa.

Egzistuoja keletas svarbiy problemuy, kuriy formulavimas ir sprendimas natiraliai iSplaukia {
QUBO modelio forma. Viena i$ Siy problemy yra vadinama skai¢iy padalinimo uzdaviniu, kurio
tikslas yra turint aibg S = {s1, s2, 83, ..., S} skaiiy, reikia juos iSskaidyti { dvi grupes taip,
kad Siy dviejy grupiy nariy sumos skirtumas buty kuo mazesnis. Laikoma, jog x; = 1 jei s; yra
priskiriamas grupei 1, kitu atveju jeigu nepriskiriamas - 0. Poaibés 1 suma iSreiSkiama suma; =
> 7wy 8z, ir poaibés 2 suma yra lygi sumay = > 7" s; — >0 s;z;. Tikslas yra rasti skirtuma

lygu:

m 2
skirtumas® = {c -2 Z sjazj} = +42'Qx (2.2)
j=1
Kur galutinis pavidalas bei () matricos forma iSreiSkiama ¢;; = s, (s, —¢)  ¢;; = qj; = S;s;, kur ¢
randamas paskaiciavus visy elementy sumg. Tai visa sistema susiveda | pavidala minimizuoti y =
x'Qx. Bendras formalus QUBO minimizavimo apibréZimas teigia, jog reikia rasti, tokias x € [0, 1]
vektoriaus reikSmes, kuriomis sudauginus transponuotg vekroriy x su Q matrica ir vél padauginus
x sprendinys igyty maziausig reikSme. Svarbu paminéti, jog tai yra kombinatorinis perrinkimo
uzdavinys ir yra galimas ne vienas sprendinys, kuris tenkinty lygties salyga, bet optimaliausias -
turintis maZiausig reikSme yra laikomas geriausiu sprendiniu. Nagrinéjant jvairius optimizavimo
modelius ir jy funkcijas §i y reikSme jprastai vadinama kainos funkcija bei remiantis §ia reikSme
yra lyginami modeliy, algoritmy efektyvumo rezultatai.

2.2. Grafo virsiiniy spalvinimo algoritmas

Turint grafa G(V, E) kur V(G) = {1,2,...,n} ir E(G) = {e;;} laikoma, jei e;; = 1 spal-
va j priskiriama virSinei ¢. IS Sios salygos grafo k-spalvinimo problemos pirmasis apribojimas
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iSreiSkiamas taip [21, 32]:

oay=1, i=12..mj=12_k 2.3)

ij=1

IS lygties 2.3 iSreiSkiama, jog virSiine ¢ gali (privalo) igyti tik viena spalva 7. Sekanti salyga
grafo spalvinime teigia, jog gretimos vir§iinés - turin¢ios susieta briauna - negali biiti nuspalvintos
ta pacia spalva j. Sis apribojimas Zymimas taip [21, 32]:

Tip+ap <1, p=12...k (2.4)
Remiantis lyg€iy 2.3 ir 2.4 apribojimais QUBO modelio formulavimas yra toks:

> (P (xi; — 1)* + Pay,) (2.5)

ijk

Kur z;; Zymi ¢ vir§ung ir jai yra priskirta spalva j, 0 x;;, Zymi virSiines, Kurios yra gretimos (susietos
briauna), bet jos turéty buti nuspalvintos skirtingomis spalvomis.

(mlax27$37 LI axnxk‘) == ($117I127 vy L1k, X215 e oo 5 Tty - - - 7mnk) (26)

Kur i$ lygties 2.6 n Zymi bendra virStniy kieki, o k reiSkia bendra spalvy kieki. Kaip matoma i
pazyméjimo, reikalingas kubity kiekis Sios problemos i$sprendimui yra n X k.

8 pav. Grafo virSuniy spalvinimo pavyzdys

8 pav. pateikiamas virStiniy spalvinimo grafo uzdavinys, kuris, kaip pateikta, turi n = 6 virSu-
nes, siekiama panaudoti k£ = 3 skirtingas spalvas virStinéms ir grafas i$ viso turi 8 briaunas. Pagal
QUBO modelio formuluotg 2.6 Sis pateiktas uzdavinys turés i§ viso 30 apribojimo salygy (angl.
constraints) - 6 i§ pirmojo, nes kiekviena virSuné turi igyti viena galima spalva, 24 i§ antrosios
salygos, nes yra 8 x k kas reiSkia, jog virSunés, susietos briauna, turi igyti skirtingas spalvas. ()
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matricos pavidalo lygtis gauta pagal suformuluotas salygas pateikiama Zemiau:

-6 6 6 2 o0 O o0 o0 o0 o0 0 o0 2 o0 0 2 0 O
6 -6 6 O 2 o 0 o o o o0 0 0 2 0 0 2 0
6 6 -6 0 0 2 o o0 o0 o o o o o 2 0 0 2
2 0 0 -6 6 6 2 0 0 2 o o0 2 0 0o 0 0 O
0o 2 0 6 -6 6 0 2 o 0 2 0 O 2 o 0 0 O
0 0 2 6 6 —6 o 0 2 0 O 2 o 0 2 0 0 O
o o0 o0 2 0 0 -6 6 6 2 o o0 o0 o o o o0 0
0O 0 0 O 2 0 6 —6 6 0 2 0 O 0 o0 0 0 o0
o o0 o0 o0 o0 2 6 6 —6 0 O 2 o o0 0 0 0 O 2.7
o o o0 2 o0 0 2 O 0-6 6 6 2 0 0 0 0 O
0O 0 0 O 2 0 0 2 0 6 -6 6 O 2 o 0 0 O
o o0 o0 o0 o0 2 o 0 2 6 6 -6 0 0 2 0 0 O
2 o 0 2 0 0o 0 0 O 2 0 0 -6 6 6 0 0 O
0 2 0 O 2 0 0 O o o0 2 0 6 -6 6 0o 0 0
0 0 2 0o 0 2 o 0 0 0 O 2 6 6 -6 0 0 O
2 o o0 o0 o o o o o0 o o0 o o o 0 -6 6 6
o 2 o0 o o o0 o o0 o0 o o o o0 o0 0 6 -6 6
0 0 2 o o o o o o o o o0 o0 o0 o0 6 6 -6

I8 2.7 lygties i8 karto svarbu pastebéti, kad () matrica yra simetriné palei pagrinding istriZaing,
taciau beveik visada yra prasminga siunciant spresti kvantiniam kompiuteriui matrica paversti |
virSuting trikampg forma, nes gaunama mazesnio dydzio elementy aibg. Taip pat galima pastebéti
tam tikrus désningumus, kurie iSplaukia i§ grafo virStniy spalvinimo formuluotés. Palei iStriZaing
yra formuojamas pirmasis apribojimas iSreikstas 2.3 lygtimi, ir pirmi trys elementai atspindi vieng
grafo virStne, kuri turéty igyti tik vieng spalva i§ k£ galimy. Sekancia salyga galima pastebéti i$
matricos (), kurioje matomi elementai, turintys reikSmes 2 - tai parenkama P = 2 iS§ lygties 2.6
antrojo démens nario. Kadangi pats QUBO modelis yra neapribotos salygy formos, yra taikomi
baudos reikSmés (angl. penalty value) ir jis iprastai Zymimas P. Naudojant §i koeficienta siekiama,
jog suformuluoto modelio salyginiai ribojimai atitinkamai atsispindéty nuo sprendZiamos proble-
mos dalykinés srities - ar tai bitinasis reikalavimas (angl. hard constraint), ar tai yra lengvasis
reikalavimas (angl. soft constraint). P parinkimo reikSmé paprastai priklauso nuo dalykinés srities
Zinojimo, ankstesniy bandymuy jvertinimo ar bendrai sprendZiamos problemos formulavimo.

9 pav. Grafo virSuniy nuspalvinimas pritaikius QUBO modelio sprendima
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9 pav. pateikiamas gautas rezultatas iSsiuntus anksc¢iau aptarta () matricos suformuluota uzda-
vini i D-Wave kvantini kompiuteri.
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3. Tvarkarascio sudarymo modelis taikant hibridini kvantini
grafo spalvinimo algoritma

3.1. Motyvacija

Tvarkara$¢io sudarymas yra aktuali bei kelianti i§§ukiy problema. Si problema yra daugia-
maté, turinti daug iskelty apribojimy ir uzdaviniy. Tvarkaras¢io sudarymas yra resursy, jégos
paskirstymas laiko erdvéje, atsizZvelgiant i apribojimus, taip kad biity tenkinamos kiek imanoma
visos salygos. Keletas tvarkaraSc¢io varianty - mokyklos, universiteto, egzaminy, sporto varZybuy,
transporto ir pan. Siame darbe sickiama sumodeliuoti mokyklos tvarkarai¢io sudarymo problema
itraukiant QUBO modelio formulavima. Edukaciniai, mokykly, universitety tvarkara$c¢io suda-
rymo modeliai reikalauja suplanuoti uzsiémimus iSsitenkant i apribota pamoky, valandy skaiciy.
IS mokyklos tvarkarasc¢io sudarymo formuluotés iSplaukia du esminiai apribojimai - mokytojas
vienu metu negali mokyti (biiti) dviem skirtingoms klaséms, o klasé negali vienu metu (toje pa-
Cioje pamokoje) dalyvauti 2 skirtinguose uzsiémimuose (pamokose). Sie du formulavimai jprastai
vadinami biitinaisiais (angl. hard constraints) apribojimais ir yra siekiama, jog jie visada bity
atitinkamai igyvendinti. Taip pat egzistuoja kitoks formulavimas, kuriam norima pridéti salyga,
jog klasés turety kuo maZziau vadinamy tarpy tarp sekancios pamokos - §is apribojimas iprastai
vadinamas minkStuoju. Svarbu paminéti, jog minkStieji apribojimai daznai yra priklausomi nuo
organizacijos, mokymosi istaigos specifikos, reikalavimy.

TvarkaraScio sudarymas priklauso kombinatorikos optimizavimo problemuy sri¢iai, yra aktyviai
tyrinéjama problema, dél jos aktualumo ir reikSmingumo. Tvarkaras¢io sudarymo problema ir jos
variantai yra jvairiais metodais ir algoritmais: gerus rezultatus demonstruoja pastaraisiais metais
genetiniai evoliuciniai algoritmai, [34, 33], meta-euristiné Tabu paieSka [25], tatkoma grafo spal-
vinimo biidai [20], naudojamas vadinamasis simuliacinis atkaitinimas (angl. simulated annealing)
egzaminy tvarkaras¢io sudarymui [27], bei kiti dekompozicijos metodai [39]

3.2. Modelio formulavimas

Siame skyrelyje pateikiamas mokyklos tvarkara$¢io sudarymo problemos formulavimo modelj,
pateikiant visus reikalingus apibrézimus. Tvarkarascio sudarymo modelis yra padalytas i 2 fazés
[9] - pirmosios fazés tikslas yra uZtikrinti, jog sugeneruotas tvarkarascio iSdéstymo grafikas tenkina
salygas, o antrosios fazés tikslas - gauta dienini grafika iSspresti - teikiant problema i kvantini
kompiuteri.

Laikoma, jog yraduota C' = {cy, ¢, . . ., ¢ }, Kuriame yra i§viso m klasiy, T = {t1,ts,...,t,}
yra n mokytojuy, D = {d;,ds, ...,d,} - dieny aibé ir iprastai yra 5 darbo dienos (kintamasis u),
P = {p1,pa,...,p,} - pamoky (valandy) kiekis per diena (kintamasis ¢). Jeigu kintamasis z;j,
atspindi susitikima tarp klasés ¢; ir mokytojo ¢; kaZzkuria diena d;, konkrecioje pamokoje p;, tai:

1 jeiklasé c; ir mokytojas ¢; susitinka dieng d;, pamokoje p,
Tijht = (3.1)

0 Kkitu atveju

IS Sio formuluotés galima i karto jvertinti, jog yra duota keturiy kintamyjy (dimensijy) aibé.
Jeigu laikoma, kad 7L pazymi bendra pamoky skaiciy, kitaip sakant bendra susitikimy suma tarp
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mokytojy ir klasiy per visas darbo dienas ir valandy iSdéstyma, tai formulavimas atrodo S$tai:

m n u q
TL=> 33> zju (3.2)

i=1 j=1 k=1 I=1

Laikoma, kad R = [Tij]mxn yra savaitiné reikalavimy matrica, kur m klasiy skaicius, o n -
mokytojy. Kiekvienas matricos elementas r;; Zymi susitikimy skaiciy tarp klasés c; ir mokytojo
t;. CD = [cdik],, ., yraklasés-dienos matrica, kur cd,;, yra pamoky skaicius klasei ¢; per dieng dj.
T'D = [td;i], ., yra mokytojo-dienos matrica, kur td;;, atspindi turimy pamoky skai¢iy mokytojui
t; per atitinkamg dieng dj,. CT" = [ctm -, yra dieniné klasés-mokytojo reikalavimy matrica
atspindinti pamoky skailiy tarp klasés ¢; ir mokytojo ¢; atitinkama diena dy. CP* = [cpfl] mxq
yra klasés-pamokos matrica, kurioje cp% = j jeigu klasé ¢; yra pamokoje p; atitinkama dieng dj, su
mokytoju ¢;, kitu atveju 0. Modelio bendri apribojimai yra Sie:

* Mokytojas gali mokinti daugiausiai tik viena klase¢ tam tikru laiko momentu.

agm<1li=12...nk=12 ul=12...4 (3.3)

i=1

» Klasé gali neturéti pamokos (egzistuoja vadinamasis "langas") su tam tikru mokytoju ir ati-
tinkamu metu.

drpu<li=12.. . mk=12_. . ul=12...q (3.4)
j=1

* Mokytojas negali turéti daugiau negu 2 pamokas per dieng su ta pacia klase.

q
g <2i=12.. . mj=12 . nk=12. u (3.5)
=1

Bendras pamoky skaicius TL privalo tenkinti Sias salygas:

TL kiek imanoma yra tolygiai iSskaidytas per u darbo dienas:

TL TL
{—J < noLect; < {—-‘ Jk=1,2,...,u (3.6)
u

u

TL kiek jmanoma yra tolygiai i§skaidytas per m klasiy:

TL TL
L—JSTQS{——‘J:LQ,...,m 3.7
m m

Bendras pamoky skaicius yra tolygiai padalintas per n mokytojy:

TL TL
SIECEI R (38)
n n

Kiekvienas reikalavimy matricos R elementas privalo tenkinti Sias salygas:

u q
SN wgm=ryi=12...,mj=12..n (3.9)

k=1 l=1
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* Kiekvienas klasés-dienos matricos CD narys privalo tenkinti $ig salygas:

TL TL
{ chdikg{ —‘,i:1,2,...,m,k:1,2,...,u (3.10)
m X u m X Uu

* Kiekvienas mokytojo-dienos matricos TD narys privalo tenkinti Sias salygas:

TL TL
{ Jgtdjkg[ —‘,j:1,2,...,n7k:1,2,...,u (3.11)
nxXu nxXu

Svarbu paminéti, tvarkara$cio iSdéstymo sprendinys egzistuoja tik tada ir tada, kai:
TL <min(m,n) X u X q (3.12)

Remiantis 3.6 - 3.11 salygomis reikalavimy, klasés-dienos, mokytojo dienos, klasés-mokytojo
matricos gaunamos iSsprendziant 4 lygCiy sistemas su apibréztomis, galimomis reikSmiy aibémis.
Mokytojy reikalavimy matricos 2 tiesinés lyg€iy sistemos formulavimas iSreikStas taip [9]:

n .
Z Tij :Tci,z:1,2,...,m

j=1
sty =Tt j=12,....n (3.13)
0<r;<g .
TL
9> [l

Kur m reiskia bendra klasiy skaiciy, o n reiSkia bendra mokytojy skai¢iy. Svarbus apriboji-
mas yra g rézio parinkimas ir iprastai jis neturéty biiti didesnis uz 10, nes tai reiksty, jog klasé
turéty daugiau nei 2 pamokas per dieng su tam tikru mokytoju esant 5 darbo dienoms per savaite.
Si tiesiné lygéiy sistema priklauso vadinamajai apribojimy jgyvendinimo problemy grupei (angl.
constraint satisfaction problem CSP), bei visi minéti ribojimai privalo buti jgyvendinti. Reikala-
vimy matricos dimensijos m X n yra m eilu¢iy bei n stulpeliy. Kitos matricos yra analogiskai
i§skai¢iuojamos pagal [9] formuluotes ir pagrindinis tikslas yra rasti CT* = [ctfj]mm su kiek-
viena k diena turint i§ viso w dieny. Pilna C'T" matrica turés iS viso m X n X u elementy, bei
kiekvienam elementui galioja apribojimo réziai - 0 < ctf’j < 2. Kartais egzistuoja bendras C'T’
matricos sprendinys, kuriame uZtenka parinkti tik 1 arba 0 pamoky su tam tikra klase 7 ir mokytoju
j diena k. Sis sprendinio supaprastinimas leidZia lengviau i§skai¢iuoti sekancios fazés etapus.

Sekantis Zingsnis yra - grafo briauny spalvinimo formulavimas. I§skai¢iavus CT* = [t ]
klasés-mokytojo dienines reikalavimy matricas palei kiekviena diena suformuluojamas dvidalis
grafas, kurio virStnés padalinamos i klasiy bei mokytojy grupés ir formuojama briauna, kai egzis-
tuoja pamoka tarp konkrecios klasés 7 ir mokytojo 7. Kadangi galimy pamoky skaicius tam tikrg
dieng k yra iSreiSkiamas 0 < ctfj < 2, tai sitloma tvarkaras¢io sudarymo problemos grafa skaidyti
1 2 dvidalius grafus (angl. bipartite graph)

3.3. Modelio pirmos fazés realizavimas

Pirmosios modelio fazés realizavimas pirmiausiai susideda i§ pradinés salygos jvertinimo:
TL < min(m,n) X u X q. Tai yra pateikiamas bendras pamoky skai¢ius 7'L, mokiniy skai-
¢iaus m ir mokytojy skaiciaus n, o kiti parametrai - darbo dieny skaicius u yra lygus 5 ir pamoky
(periody, valandy) skaicius ¢ yra lygus 7. Svarbu paminéti, jog esant 5 darbo dienoms ir turint
daugiausiai 7 pamokas, klasé bei mokytojas i§ viso daugiausiai tegali turéti 35 valandinius uZsi-
émimus per savait¢. Sekantis Zingsnis yra iSskaidyti bendra pamoky skaiciy tarp m klasiy, tarp n
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mokytojy ir  déstytoju. Sie kintamieji atitinkamai Zymimi noLect, Tt, Tc, kur noLect;, atspindés
kiek pamokuy iS viso vyks tam tikrg dieng k, o T't; atspindés kiek pamokuy iS viso per darbo savaite
turés mokytojas j ir T'c; atspindés kiek pamoky per savaite turés klasé <. Paskutinis Zingsnis yra
reikalavimy matricos R = [r;;] ., klasés dienos matricos CD = [cd;] mokytojo-dienos
matricos T'D = [td;] . i3skaiCiavimai ir Sie objektai paskai¢iuojami pagal anksCiau paminétus
apribojimus. Turint paskai¢iuotus §iuos tris elementus galima surasti CT* = [ctfj]mm matrica

mxu’

sulig kiekviena diena isreik§ta k. Sios matricos palei dienas randamos sprendziant tiesine lyg-
¢iy sistema, kuri itraukia savaiting reikalavimy, klasés dienos ir mokytojo dienos matricas. Jos
formulavimas yra uZraSomas taip [9]:

Z;;lctfj:cdik,i:1,2,...,m;k:1,2,...,u

Sty =tdy,j=1,2,... nk=1,2...u

Sty =rigi=12,...myj=12..n
Ogctfj§2,z’:1,2,...,m;j:1,2,...,n;k:1,2,...,u.

(3.14)

Pirmoji sumavimo lygybés salyga nusako, jog kiekviena dieng klasé ¢ turi turéti bendrai tiek
pamokuy, kiek yra iSskaiciuota i§ cd; per atitinkama diena k. Antroji lygybé nurodo, jog kiekviena
mokytojas klasé j turi turéti bendrai tieck pamoky (valandu), kiek yra iSskaiciuota i ¢d;, per atitin-
kama dieng k. O trecioji lygybé nusako, jog imant i§ matricos 12 kiekvieno nario 7;;, susimuotysi
per visas u darbo dienas su kiekvieny k. Taip pat visada yra prasminga jvertinti 0 < ctfj <2
réZius ir galbut egzistuoja sprendinys turintis siauresnj reikSmiy rézj - 0 < ctfj < 1, kuris papras-
tai yra galimas, kai kiekvienas savaitinés reikalavimy matricos narys iSsitenka tokiame intervale -
0< rfj < 5. S reik$minj intervala galima suprasti, jog mokytojas per savaite neturi daugiau kaip
5 pamokinius uzsiémimus su klase 7 per darbo savaite.

Siuos visus skai¢iavimo etapus galima apibendrinti taip:

1. UZztikrinti, jog pagal duotus dydzius jmanoma surasti tvarkaras$¢io i§déstyma.
2. Surasti savaitinés reikalavimy, klasés dienos, mokytojo dienos matricas.

3. Pagal iSskaiciuotus duomenis, surasti klasés mokytojo matricas su kiekviena k diena.

Sios, pirmosios fazés programiniam realizavimui pasirinkta naudoti Python programavimo kal-
ba ir irankius (bibliotekas), kurie leidZia modeliuoti ir apraSyti kombinatorinius optimizavimo
problemas. Viena i$ Siy biblioteky, vadinama python-constraint, pateiké prastus rezultatus sie-
kiant surasti anksCiau aptarty tiesiniy lyg¢iy sprendinius - nesugebéta surasti ypa¢ C'T" matricos
sprendinius per pusvalandj arba greiciau turint gana nedidelg kintamuyjy paieSkos erdve. Tad buvo
nuspresta rinktis Google kompanijos vystoma kombinatoriniy optimizavimo problemy modeliavi-
mo jrankj pavadinimu OR-Tools. Sis jrankis leidZia apsirasyti modelius 4 programavimo kalbomis
- Python, Java, C++ ir NET. OR-Tools biblioteka pateiké sprendinius per Zymiai greitesnius laiko
tarpus. OR-Tools ir python-constraint irankiy vykdymo laika galima apibendrinti taip:
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m | n TL OR-Tools (s) | python-constraint (s)
6 |5 130 | 0.05 6.9

8 |6 200 | 0.07 -

10 | 10 | 260 | 0.4 -

15|16 | 340 |0.7 -

20120 | 600 |2 -
40 | 40 | 1200 | 6.7 -
80 | 100 | 2400 | 29 -

5 lentelé. Modeliavimo jrankiy vykdymo laiko rezultaty palyginimas

5 lenteléje pavaizduotas minéty irankiy vykdymo laikas sekundémis ieSkant 3.14 lygciy siste-
mos sprendinius, kur nurodyti Sie parametrai - m klasiy skaicius, n mokytojy skaicius bei 7'L Zymi
bendra pamoky skaiciy per visas darbo dienas. IS karto svarbu pastebéti, jog python-constraint
rankis nesugeba surasti sprendinio per 10 minuciy, kai kintamyjy aibé yra iSreikSta m X n X wu.
Taip pat verta paminéti, kad Sios ir kity anksciau iSvardinty tiesiniy lygCiy sistemy sprendimai
neturi tikslinés funkcijos (angl. objective function) - kitaip sakant néra iSreiSkiamas joms maksi-
mizacijos ar minimizacijos siektinumas. Tai reiskia, kad iSsprendéjai (angl. solvers) turi grazinti
tikslius sprendinius - visi apribojimai yra iSreiSkiami kaip butinieji (angl. hard constraints).

Pirmasis Zingsnis yra pagal duotus 4 dydZius - klasiy, mokytoju, dieny skai¢iy iSdalinti bendra
pamoky skaiciy 7L i tas minétas grupes. Surandamas noLect, kuris Zymi pamoky skaiciy su kiek-
viena diena k turint (jvedant) v dienas, randamas 7't, kuris atspindi kiek imanoma tolygiai iSdalintg
pamoky skaiciy kiekvienam j mokytojui turint i§ viso n mokytojy bei surandamas 7'c, kuris ati-
tinkamai atspindi, kiek imanoma tolygiai iSdalintag pamoky skaic¢iy kiekvienai ¢ klasei turint i§ viso
m klasiy. Zemiau pateikiami keli pavyzdiniai aptarty dydZiy paskai¢iuoti rezultatai:

m=6,n=>5"TL=165,u =25,
noLect = (33,33, 33, 33, 33),
Te = (33,33,33,33,33),

Tt = (27,27,27, 28,28, 28).

m=9n=6,TL=210,u=>5,
noLect = (42,42,42,42,42),

Te = (23,23,23,23,23,23, 24, 24, 24),
Tt = (35,35, 35, 35,35, 35).

(3.15)

m=12,n=12,TL = 420, u = 5,

noLect = (84,84,84,84,84),

Tc = (35,35, 35,35, 35, 35,35, 35, 35, 35, 35, 35),
Tt = (35,35, 35, 35,35, 35,35, 35, 35, 35, 35, 35).

Kaip matoma i$ pateikty sprendiniy 3.15 pagal duotus parametrus noLect Zymi, kiek i§ viso
k dieng turés vykti pamokiniy uzsiémimy, 7'c nurodys, kiek kiekviena ¢ klasé turés pamoky per
savaite ir 7't Zymi, kiek i§ viso pamokiniy uZsiémimy turés kiekvienas 7 mokytojas. Kaip matoma
galima pastebéti, kad Siy vektoriy iSskaiciavimas yra gana tiesmukiSkas, bet svarbu jvertinti, jog bet
kuri klasé ar mokytojas neturéty daugiau nei 35 pamokiniy uzsiemimuy, nes kitu atvejy tai reiksty,
kad reikéty turéti daugiau nei 7 pamokas per diena.
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[vertinus anksciau aptarty pradiniy reikSmiy skaiciavimo principus galima surasti savaitines
reikalavimy R, klasés-dienos C'D ir mokytojy-dienos 7'D sprendinius. Sie sprendiniai, kaip miné-
ta, randami naudojantis OR-Tools jrankiu. Siy matricy radimo formas galima alternatyviai uZrasyti
Siais pavidalais:

( Rr =Tec

RTz =Tt

0<r;<g
TL

L 92 [ ]

(3.16)

([ CDz =Te
CDTzx = noLect
0<r;<g

[ < et < 28]

mxXu mXu

(3.17)

TDx =Tt

TDTx = noLect
0<r; <y

L) < edie < [755]

nxu nxu

(3.18)

Kaip pateikta 3.16 - 3.18 lygc€iy sistemose x reikSmes galima interpretuoti kaip vektorius, kuriy
visi elementai yra lygts 1, o reikia rasti R, C'D,T'D sprendinius su duotais reikSminiais intervaly
réziais. Nustatyta, kad g parametro parinkimas yra ganétinai laisvas, todél galimos jvairios nu-
statymo strategijos, kurios tenkina bendra apribojimo salyga. Kiti reikSminiai jverciai yra lengvai
apibréZiami - naudojant matematines grindy ir luby funkcijas (angl. floor, ceiling). Turint pateiktus
pavyzdinius duomenis gautus 3.15 rezultatuose galima surasti R, C'D,T'D matricas, kurios atrodo
taip;

07767 6 5 5 5 6 676 7 7
70767 5 6 5 6 5 T 67 T 6
5 5 5 7 5 5 6 5 6 5
= D = TD = A
R 7T 7T 70 ¢ 6 56 5 6|’ Z g g g 2 -1
T T 7T 07 5 6 6 6 5 67 76 7
TT7T 077 6 5 6 5 6
3 05 5 5 5 5 5 4 45
5 3 5 5 0 5 5 5 4 45
5 95 0 3 5 5 4 5 4 5 5 ; ; Z ; ;
5 95 95 3 5 0 5 4 5 5 4 o om
R=10 55 35 5|, CD=|5 455 4|, TD= 7w (3.20)
335 43 5 4 55 45 o
5 95 5 5 40 5 4 5 5 5 o ow
5 5 0 4 5 5 4 55 5 5
4 45 3 3 5 5 5 5 5 4
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4 4 4 3 4 4 4 400 0 4
0 4 4044 4 4 43 40
4 40 403 404 4 4 4
4 4 4 4 4 4 3 400 0 4
4 4 0 4 0 4 40 4 4 3 4
R 4 0 40 4 43 40 4 4 4
4 0 4 4 4 403 4 4 4 0]
4 40 404 304 4 4 4
4 3 3 4 3 42 43 0 2 3
0 4 4 4 404 4 4 4 30
30404044 4 4 4 4
0 44440044 4 3 4
A Y Y TT T 77 (3:21)
A Y G G A O G G
T T T 7 A O G G
T T T 7 TT T T T
A Y Y TT T T 7
T T T 7 TT T 77
oD = T 7T T 7| D= A O G G
(A G G R T T T T
A A Y TT T T T
A Y Y TT T 77
A Y Y TT T 77
A Y Y A O G G

3.19, 3.20 ir 3.21 pateikiami gauti sprendiniai, kur R sprendinio stulpeliai (angl. columns
atitinka j mokytoja ir bendrai turi gauti 7't; pamokuy, analogiskai eilutés (angl. rows) atitinka klase
¢ ir turi bendrai gauti 7'c; pamoky per savaitg. C'D matricos eilutés Zymi ¢ klasg, o stulpeliy yra 5,
nes laikoma, kad savaitéje yra 5 darbo dienos, ir k stulpelis reiskia atitinkama diena. 7'D matricos
elementai yra sukonstruoti analogiSkai kaip ir ankstesné, tik joje nurodoma, jog k£ dieng mokytojas
J turés td;k pamoky. Verta paminéti, jog 3.19 R sprendinyje tam tikra klasé ir mokytojas turés 7
pamokinius uZsiémimus per savaitg, o tai reiSkia, kad nebus imanoma iSdalinti Sias pamokas tik
po viena valandine pamoka. Taip pat 3.21 C'D,T' D sprendiniai reiSkia, jog visos klasés ir visi
mokytojai turés maksimaly kriivi, iSsitenkinanti per 7 dieniniy pamoky apribojima, nes parinktas
didziausias galimas bendras pamoky skaicius 7'L.

Turint Siuos iSskaiiavimus galima surasti svarbiausius elementus - klasés-mokytojy dieninés
reikalavimy sprendinius. Siuos sprendinius pirmiausiai suprantama kaip R elementy i$skaidyma
per u dienas nurodant, kad mokytojas gali turéti ne daugiau kaip 2 pamokas su atitinkama klase
k diena. O C'D sprendinio vaidmenj galima suvokti kaip teigima, jog atitinkama klasé privalo
tiksliai turéti tiek pamokuy atitinkamai, kiek yra paskaiciuota, tam tikra duota diena. Galiausiai, 7'D
sprendiniy vaidmeni galima suprasti analogiSkai - atitinkamas j mokytojas privalo turéti bendrai
pamoku, kiek yra iskai¢iuota su kiekviena k diena. Zemiau pateikiami i§ 3.20 gauto rezultato
paskaiciuotos dieninés reikalavimy matricos pirmy trijy dieny sprendiniai:
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CcT! CT? = cT? (3.22)

Il
e === e T e S =
e = e =)
—_ O = = = = O =
= e =
[ R e = N
— — O R = O F =
— == O O = ==
[ e e =)
= =
e = =R e T =
= e =
— = O = = O R R
Il
e e = =)
i e e i e i e =R =)
= e =N
ORr PR PR PR~ ORF
= i =
— = O = RO R =

3.22 pateikiami sprendiniai norint surasti pamoky iSdéstyma su Sia salyga - 0 < ctfj < 1, bet
tik tuo atveju, jei Zinoma, kad kiekvienas R elementas yra 0 < r;; < 5 réZiuose. CTF = [ctfj} .
sprendiniai su kiekviena £ diena turi tokias pacias dimensijas kaip ir savaitiné reikalavimy matrica
R. Nesunkiai galima numatyti, jog egzistuoja sprendinys turint ir tokia galimy reik§miy aibg - 0 <
ctfj < 2, nes tai jtraukia Siek tiek didesni galimy reikSmiy parinkima. Kiekvienas ctfj Zymi, kiek
pamoky konkrecia dieng atitinkama klasé turés su atitinkamu mokytoju - kur O reiSkia - neturés,
1 - turés tiksliai vieng pamoka, o 2 - turés 2 pamokas kazkurig diena. Visas C'T" skaiciavimy
realizavimas yra pateikiamas A priede. Bendra CT* = [ctf;] radimo formulavima realizuojant
OR — Tools galima apibendrinti taip:

Su kiekvienu C'D sprendiniu uZtikrinti, jog klasé 7 turés tiksliai pamoky tam tikra k diena,
kiek yra nurodyta cd;.

Su kiekvienu 7'D sprendiniu uZtikrinti, jog mokytojas j turés tiksliai pamokiniy uZsiémimy
atitinkama k diena, kiek yra nurodyta td;.

Su kiekvienu R sprendiniu, padalinti klasés ¢ ir mokytojo j pamokas per u darbo dienas, taip
kad tenkinty 0 < ctfj < 2 salyga su kiekviena k diena.

3.4. Modelio antros fazés realizavimas

Antrosios fazés tikslas - turint rasta CT* = [ctf;-] e, SPrendima gauti kiekvienos dienos tvar-
karastj atsizvelgiant i tai, kad mokytojas negali vienu metu mokyti daugiau nei 1 klasei ir, ana-
logiskai, klasé negali dalyvauti 2 pamokose vienu metu. Sio tikslo i§sprendimui yra naudojamas
grafo briauny virSiniy spalvinimo algoritmas. Yra formuojamas dvidalis grafas i$ ctfj sprendiniy,
kurio viena pusé atspindi m klasiy vir§iiniy aibg, o kita puse yra n mokytojy virSiiniy aibé. Kla-
sés ir mokytojo virStinei suformuojama briauna, kai egzistuoja pamoka. Toks sukurtas dieninis
dvidalis grafas G yra paver¢iamas i briaunini L(G), kuri galima i$spresti kaip QUBO arba dis-
kreciuoju kvadratiniu modeliu DQM pasinaudojus D-Wave teikiamais skai¢iavimy iSsprendéjais
(angl. solvers) ir spalvinimo algoritmas anksciau apraSytas 2.2 skyrelyje.
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10 pav. Dvidalio grafo konstrukcijos pavaizdavimas i§ 3.22 pirmojo sprendimo

IS 10 pav. pateikiamas pavyzdinis dvidalio grafo formavimas, kuriame yra reikalinga nuspal-
vinti briaunas taip, kad einancios i$ tos pacios virSiinés gauty skirtingas spalvas. Minimalus reika-
lingas spalvy kiekis Siame grafe, kaip aptarta analizéje, yra vadinamas chromatiniu grafo indeksu,
o jis visada yra lygus maksimaliam grafo laipsniui. Dvidalio maksimaly laipsni A(G) galima
surasti nesudétingai - jis visada turéty biiti ne didesnis uz 7 ,remiantis modelio formuluote, arba
nustatomas i§ C'D ar T'D sprendiniy i§ klasés c¢; bei mokytojo ¢; su atitinkama diena (palei stul-
peli). Tai 10 pav. grafo chromatinis indeksas bus lygus - 7, kuris nusako, jog maZiausiai 7 spalvy
reikalinga norint dvidalio grafo briaunas. Nuspalvinto dvidalio grafo briaunos Zymés pamokas -
ju i8déstyma, tenkinantj reikalavimy salygas. [vertinus grafo G reikalingg spalvy kieki (chromatinj
indeksa) galima nesunkiai surasti tinkamg briauny spalvinima.

Suformuotas dvidalis grafas yra paveréiamas i briaunini grafa L(G), kurio vir§anés atitinka
bitent briauny spalvinimo tiksla turint GG. Praktiskai iSbandyti 3 modelio formulavimai, kuriuos
gali i8spresti kvantinis D-Wave kompiuteris ir jo iSsprendimo biidai: vadinamuoju kvantinis pa-
kaitinimo simuliatoriumi (angl. quantum annealing simulator), naujuoju diskreciojo kvadratinio
modelio iSsprendéju ir anksciau aptartame 1.4.1 skyrelyje D-Wave QPU paverciant uzdavini i QU-
BO formuluote.

Yra galimybé suformuluota QUBO modelj pagal 2.2 skyrelyje apraSyta ir realizuota algoritma
spresti atliekant simuliavima 2 biidais - vienas i$ jy siekia atkartoti papildomai taip pat ir maZojo
itraukimo problema, o antrasis tiesiog simuliuoja vadinamaji kvantinio pakaitinimo procesa. Pir-
masis simuliavimo principas yra ganétinai neefektyvus, nes loginés problemos pateikimas i fizinés
realizacijos kubity struktiirg yra, dél techniniy prieZasc¢iy, sudétinga problema. Antrasis simuliato-
rius veikia analogiSkai i§skyrus, jis neatkartoja techninés D-Wave QPU realizacijos aspekty - neturi
mazojo iterpimo problemos (angl. minor embedding).

Siunciant uzdavinj tiesiogiai } D-Wave QPU visada iSkyla maZojo iterpimo problema ir reika-
linga ja iSpresti i§ anksto arba taikyti alternatyvy pasirinkima - naudoti hibridinj kvantinj algoritmo
1Ssprendimo varianta, kurio metu pati D-Wave sistema automatiSkai apsprendzia, kurig problemos
dalj spresti tiesiogiai naudojant QPU.
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Sekantis iSbandytas metodas grafo spalvinimo algoritmui buvo pritaikytas vadinamuoju dis-
kre¢iuoju kvadratiniu modeliu. Sio modelio esminis skirtumas yra toks, jog ieSkomi neZinomieji
dydziai yra pazyméti galimomis diskrec¢iomis reikSmémis:

E(v) = Zaivi + Zbi,jvivj +c vie{A B,C, ...}

i=1 i<j

Kur {A, B,C, ...} yra reik§més, uzkoduotos {3.2,67,...}. Sis lengvesnis formulavimas leidZia
iSspresti jvairesnes problemas bei yra tinkamas iSspresti grafo spalvinimo uzdavini. Grafo virSiiniy
spalvinimo algoritmas naudojant DQM formulavima susideda i$ $iy realizavimo daliy:

* Inicializuoti n neZinomuju, kiek yra grafo virSiiniy.

* Kiekviena GG vir§ing, gali igyti vieng i§ {0,1,2,...,6} reikSmiy, kurios atspindi galimas
k-spalvinimo reikSmes.

* Su kiekviena GG briauna suformuoti kvadratinius baudos atvejus, neleidZiant igyti vienodas
spalvines reik§mes bendroms vir§tinems.

* ISsiysti { D-Wave suformuota uzdavini ir jvertinti gautg rezultata.

Zemiau pateikiamas gautas i§ 10 pav. grafo briauny spalvinimo rezultatas:

11 pav. Grafo briauny spalvinimo rezultatas i§ 10 pav. gauto ir suformulavus DQM uZdaviniu
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p1 p2 p3 pd p5 p6 p7
c0 2 t5 2 0 0 t4 0
¢l 0 t0 t1 t5 2 0 3
2 t5 t4 0 0 0 t1 0
c3 0 0 0 t2 4 3 1t
cd 2 t1 0 t4 2 0 5
¢ 4 0 0 t3 5 2 0
6 t1 t3 4 t0 0 0 +t2
7 0 0 t5 0 t1 t0 w4

8 t0 t2 t3 t1 0 t5 0

12 pav. Vienos dienos pamoky tvarkarasStis gautas i§ 11 pav. briauny spalvinimo rezultato

11 pav. pateiktas vienos dienos dvidalio grafo briauny rezultatas. Siam grafui, kaip minéta, rei-
kalinga maZziausiai 7 spalvy, kad sprendinys biity korektiskas ir kiekviena skirtinga spalva atitinka
skirtinga pamoka, laiko tarpa (angl. period). Galima i§ karto pastebéti, kad briauny spalvinimas
kartojasi, taciau tai nepaZeidZia bitino reikalavimo ir galima suprasti, kad tuo paciu metu (toje
pacioje pamokoje) skirtingos klasés c¢; su skirtingu mokytoju ¢; neturés konfliktuojanciy uzsiémi-
my. O 12 pav. pateikiamas glaustesnis, bet atitinkantis analogiSka grafo vizualizuota rezultata,
kuriame galima paprasciau ivertinti ar néra paZeidZiamas, konfliktas - mokytojas negali vienu me-
tu dalyvauti daugiau nei 1 pamokoje. Si apribojima galima nesunkiai jvertinti Zvelgiant i 12 pav.
tvarkarasStj ir ieSkant mokytojo ¢; pasikartojimy (dubliavimy) per stulpelius - pamokas. 0 reiks-
me pazymétas jraSas reiSkia, kad atitinkama pamoka p, (kur [ pamoky skaicius) tarp klasés c; ir
mokytojo ¢; nevyks joks uzsiémimas.

Svarbu paminéti, kad Sis vienos dienos tvarkaras¢io rezultatas yra sékmingai gautas i§ D-Wave
hibridinio diskreciojo kvadratinio modelio iSsprendéjo (angl. hybrid DQM sampler) suformuoto
briauninio grafo uZdavinio. Siame pateiktame 11 pav. yra biitent 42 briaunos - pavertus i briaunini
grafg jos taps 42 vir§inémis ir turés 204 briaunas minétasis L(G).
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13 pav. Briauninis grafas gautas i§ 10 pav. surasto dvidalio grafo

13 pav. pateikiamas gautas briauninis grafas, kuriame reikia nuspalvinti vir§tines, o jos atitiks
dvidalio grafo briauny spalvinimo problema. Kaip galima jvertinti grafas yra ganétinai tankus,
Jis turés tiek virSuniy, kiek yra iSskaiciuota pamoky noLect;, per atitinkama dieng ir tokio dydZio
problema D-Wave hibridinis i§sprendéjas randa lengvai.

Daznai galima rasti C'T* sprendinius, kuriuose gaunama, jog mokytojas j turés su klase i 2
pamokas tam tikra k£ diena. Tokiu atveju gauta dienini sprendinj sitiloma iSskaidyti i dvi grupes
- iSrinkti pamokas taip, kad maksimalus pirmojo dvidalio grafo laipsnis biity nedidesnis uz 4, o
antrojo - ne didesnis uZz, tokiu biidy yra galima be konflikty surasti tvarkarasc¢io iSdéstyma.
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4. Rezultatai

Zemiau pateikiami ivairiy dieniniy tvarkaraSc¢iy sugeneruoti rezultatai i§ D-Wave hibridinio
iSsprendeéjo.

pl | p2 | p3 | p4 | pS | p6 | p7
c0 |21 | tO | tI8 [ t1 |tI3 |26 |0
cl |35 |27 |29 |0 |26 |t2 | tl6
c2 | tl19 | tll [ t23 |32 |t31 |9 | O
c3 |[t0 [t19 |0 |23 |22 |tl]l |3
c4d (20 [t1 |[tl0 |2 |28 |0 |tI5
¢S (253 |[t12 |7 |23 [t0 | O
c6 |0 |35 |32 |tl0 |2 |7 |15
c¢7 | t8 |29 [t13 |15 |33 |t4 | tl
c8 | t33 [ t10 | t35 | t4 | t15 | tI8 | (2
c9 | tl4 |26 | t31 | O | t]19 |24 | 23
cl0 | t18 | t33 | 27 | 24 | t8 |34 | O
cll | t29 | t34 | 28 | t8 | O | t20 | t12
cl2 [t2 | t4 | t5 [t13 |29 |t |8
cl3 |0 | t20 | tl11 | 31 | 35 | 21 | t34

32 | t31 | t7 |t [ 35|21 |5 |33
¢33 (3 |32 |19 |t6 |tl4 |tl6 | tl]
c34 | tll | O t30 | t19 | t16 | t32 | O

¢35 | tl0 | t8 | O t26 | t5 | 35 | t20
c36 | t15 | t13 | t33 | 21 | t12 | 31 | 28
c37 | t32 | 23 | t17 | O t20 | t19 | 25
c38 | 34 | 122 | t19 [ 3 |7 |t6 |4

c39 | 0 2 |4 |34 |10 | t15 | t21

6 lentelé. Vienos dienos sugeneruotas tvarkarastis su 40 klasiy ir 36 mokytojais - nurodant bendra
pamoky skaiciy lygy 252
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pl

p2

p3

pS

po6

c0

t53

0

t29

t42

tll

t48

t16

cl

t60

t53

t35

t26

0

t66

t20

c2

t25

2

t7

t39

0

t47

t44

c3

t33

28

t60

t9

t53

0

t10

c4

t6

tll

t66

t33

0

t69

c5

t20

tl

t12

t32

t58

0

t18

c6

t69

t24

t13

t48

t54

t29

c7

t11

t54

t19

t28

t69

0

t21

c8

t17

t44

t31

t56

tl

t20

c9

t28

t33

t26

t61

t19

t48

cl0

t65

t43

t46

t21

t44

t71

c74

t23

t15

t47

0

t29

t49

t53

c75

t35

t51

t39

0

t41

t10

t66

c76

0

t12

t59

tS

t35

t32

t60

c77

t56

0

t38

t20

t4

t65

t52

c78

0

t59

t71

t46

t57

t68

t24

c79

t63

t55

0

t67

t21

t7

t9

c80

t41

t52

t3

t48

25

t14

0

c81

22

t5

t68

t8

t56

0

t54

c82

t45

t18

t8

t31

0

t27

t12

c83

t39

t56

t23

0

t27

t41

t70

c84

t68

t35

0

t58

t36

t39

t37

7 lentelé. Vienos dienos sugeneruotas korektiSkas tvarkaraStis su 85 klasémis ir 72 mokytojais -
nurodant bendra pamoky skaiciy lygy 504

7 ir 6 lentelése pateikiami gauti vienos dienos tvarkarasciai, kuriy korektiSkumg ivertinama

iteratyviai ieSkant per stulpelius (pamokas) pasikartojanciy to paties mokytojo ¢; elementy ir, jeigu

nustatomas toks atvejis - laikoma, kad sprendinys yra neteisingas. Paminétina, kad ekvivalentiis
dvidaliai susitikimy grafai turéjo tiek briauny, kiek yra pamoky tarp visy klasiy ir mokytojy ati-
tinkama diena. Tai savo ruoZty reiskia. jog i D-Wave hibridinj i§sprendéja buvo suformuoti briau-

niniai L(G) grafai i$ ty pastaryjy dvidaliy grafy. Ivertinta, jog 504 vir§ianiy spalvinimo uZzdavinys
hibridiniui i§sprendéjui yra ganétinai nesudétingas ir daug laiko neuZimantis veiksmas. Tokio dy-
dZio problemai D-Wave duoda laiko sprendimui iki 5 sekundZziy, bet negarantuoja, kad atsakymas

bus validus.
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14 pav. Grafo briauny nuspalvinimas turint 10 klasiy ir 7 mokytojy
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15 pav. Grafo briauny nuspalvinimo sprendinys turint 12 klasiy, mokytojy bei 84 pamoky proble-

mai
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16 pav. Grafo briauny nuspalvinimo sprendinys turint 20 klasiy, mokytojy bei 110 pamoky proble-
mai

Pateiktuose 15, 14, 16 pav. pateikiami jvairiy problemos dydziy iSspresti, naudojantis hibri-
diniu i$sprendéju, vienos k tvarkaraSc¢iai. Visuose paZymétuose pavyzdiniuose rezultatuose buvo
siekiama gauti maksimaliai imanoma kriivi arba klaséms, arba mokytojams - jeigu laikoma, kad
per dieng galima turéti 7 pamokas, tai i§skai¢iuojamas nesunkiai didZiausias galimas bendras pa-
mokuy kiekis per visa savaitg 7'L, bet tai yra laisvai keiCiami iSankstiniai dydZiai.

Pazymétina, kad atlikus jvairius skai¢iavimus, naudojantis D-Wave kvantiniu hibridiniu is-
sprendéju, nustatyti Sie aspektai: graZinamas rezultatas néra garantuojama, kad bus korektiSkas,
Sis iSsprendéjas neturi simuliacinés bibliotekos ar irankio atitikmens, D-Wave paslaugos yra mo-
kamos. Turint omenyje Siuos minusus, nebuvo galima pilnai iStirti ir jvertinti D-Wave hibridinio
iSsprendéjo galimybes, dél jo riboto pasiekiamumo ir simuliatoriaus neturéjimo.

37



ISvados ir rekomendacijos

Mokyklos tvarkara$¢io sudarymo modeliavimas yra ganétinai sudétingas uzdavinys. Formu-
luojant tvarkara$¢io sudarymo problema buvo siekta jvertinti ir nustatyti, kaip efektyviai, patikimai
dalj problemos gali iSspresti kvantinis kompiuteris. Bendraja prasme $is tvarkaras¢io sudarymas
taip pat ir kiti planavimo uZdaviniai priklauso prie kombinatoriniy optimizavimo problemy sriciy.
Tai reiSkia, kad Sioms problemos néra Zinomy efektyviy ir tiksliy iSsprendimo algoritmy. D-Wave
vystomi kvantiniai kompiuteriai néra laikomi universaliais kvantiniais kompiuteriais, bet jie nau-
doja procesa, vadinama kvantiniu pakaitinimu (angl. quantum annealing). Sio proceso tikslas -
iSvystyti sistema (sprendini) i Zemiausios energijos biisena. ISnaudojant Sio proceso savybes gali-
ma puikiai panaudoti performuluotas optimizavimo problemas i dvejetainius kvadratinius modelius
arba naudoti hibridinius i§sprendéjus, kurie darbo metu pademonstravo gana gerus rezultatus ir tei-
kia neblogas perspektyvas. Taiau yra svarbu isivertinti rezultaty teisinguma, nes vien §is veiksmas
gali biiti brangus skai¢iavimy prasme.

Darbe buvo sékmingai realizuotas tvarkarasc¢io sudarymo modelis ir antrosios problemos dalies
pamoky i8déstymas, rastas naudojantis hibridiniu kvantiniu iSsprendéju, kuris pateikeé salyginai
gerus rezultatus.

Ivertinus skirtingo dydZio siun¢iamus uZdavinius | hibridinj D-Wave iSsprendéja, galima daryti
Sias iSvadas:

* ISsprendéjas negarantuoja, jog pateiktas sprendimas bus validus, bet galima patikrinti korek-
tiSkuma. Jeigu nustatoma, kad gautas nekorektisSkas rezultatas, galima modifikuoti algoritmo
parametrus ir siysti spresti dar karta. Toks sprendimo biidas kainuoja daug resursy, nes is-
sprendéjas, kol kas neturi simuliacinés aplinkos.

* Grafo spalvinimo problema yra nesudétingai pritaikoma kitiems sunkiai iSsprendZiamiems
uzdaviniams - komunikaciniy stoteliy ir jy dazniy priskyrimui, egzaminy tvarkarasc¢io suda-
rymui ar kitoms optimizavimo problemoms.

* Yra tinkamas (su tam tikromis iSlygomis) spresti didelés apimties problemas - uzZdavinius,
turinCius tukstancius kintamujuy.

Pazyminétina, kad tvarkaras¢io sudarymo modelis néra pilnai iSsprgstas, turint omenyje, jeigu
dieningje klasés mokytojo reikalavimy matricoje turime 2 pamokas tarp mokytojo ir konkrecios
klasés kazkuria dieng. Kad buty patenkinama ir minétoji salyga, buty prasminga numatyti strategija
arba algoritma, kuris leisty iSspresti ir §i atveji. Vienas i$ tokiy galimy sprendimy - dvidalio grafo
skaidymas | 2 mazesnius grafus arba sitlymas taikyti kitokj grafo spalvinimo algoritma, kuris
Zymeéty briaunas, turincias svori.
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Ateities tyrimy planas

Realizavus tvarkaras$¢io sudarymo modelj ir ji iSsprendus hibridiniu sprendéju, buty prasminga
ir naudinga iSplésti modelj Siais scenarijais:

* Reikalinga performuluoti arba iSskaidyti dvidalio grafo formulavima taip, kad bty galima
iSspresti turint 2 pamokas per dieng tam tikrai klasei su tam tikru mokytoju.

» Nustatyti ir jvertinti parametrus, kurie leisty patikimai i§spresti didesnés apimties problema,
naudojantis hibridiniu iSsprendéju.

 Palyginti D-Wave hibridinio i§sprendéjo efektyvuma arba sparta prie§ kitus klasikinius ir
egzistuojancius iSsprendimo algoritmus.
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Priedai

Dokumentg sudaro du priedai: A priede pateikiamas visas CT* = [ctfj]mm skai¢iavimo
iSeities kodas
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A. CT sprendimo iSeities kodas

from collections import defaultdict
import numpy as np

import pandas as pd

from ortools.sat.python import cp_model

def rastiCTMatricas(m, n, u, R, CD, TD, galimosReiksmes = [0, 1,
# Sukurti modeli.
model = cp_model.CpModel ()

salyguSkaicius = 0
# Sukurti kintamuosius.
x = [ model.NewIntVarFromDomain (cp_model.Domain.FromValues (
galimosReiksmes), f'x{i}') for i in range (n*m*u) ]
for i in range (m) :
for k in range (u):
v = [n*1 + J + k*(n*m) for j in range (n) ]
model .Add (sum([x[el] for el in v]) == CD[i, kI)
salyguSkaicius += 1

for j in range(n):
for k in range (u) :

indeksas = j*u + k
v =[ 3+ n* + (n*m)*k for i in range (m) ]
model .Add (sum([x[el] for el in v]) == TD[]j, k])

salyguSkaicius += 1

for i in range (m) :
for j in range(n):

indeksas = i*n + jJ
v = [ indeksas + k*(n*m) for k in range (u) ]
model .Add (sum([x[el] for el in v]) == R[1i, 7Jl)

salyguSkaicius += 1

# Sukurti issprendeja
solver = cp_model.CpSolver ()

solver.parameters.max_time_in_seconds = 60.0
status = solver.Solve (model)
if status == cp_model .OPTIMAL:

reiksmes = []



for i in range (n*m*u) :
reiksmes.append (solver.Value (x[1]))

susmulkintiGabalai = np.reshape(reiksmes, (m*u,
CT = blockshaped(np.asarray (susmulkintiGabalai),
print (f"Salyguy skaicius - {salyguSkaicius}")
return CT

else:
print ("Neegzistuoja sprendinys")

return None;

n))

m,

n)
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