VILNIAUS UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS
PROGRAMU SISTEMU BAKALAURO STUDIJU PROGRAMA

Kvantiniai skaic¢iavimai baigtiniuose kunuose
Quantum Computing for Finite Fields

Bakalauro baigiamasis darbas

Atliko: Leonardas Maciulis

(parasas)

Darbo vadovas: lekt. Irus Grinis

(parasas)

Darbo recenzentas: asist. dr. Haroldas Giedra

(parasas)

Vilnius - 2021



Santrauka

Baigtiniai kiinai, ypa¢ GF(p) ir GF(p") yra placiai taikomi matematiniai objektai. Tobu-
l¢jant kvantiniams kompiuteriams klasikiniais kompiuteriais atliekamus skai¢iavimus baigti-
niuose kiinuose siekiama paspartinti kvantiniais skai¢iavimais. Siame darbe kvantiniy ope-
ratoriy grandinémis jgyvendinami veiksmai baigtiniuose kiinuose GF(p) remiantis reik§miy
kvantiniy Furjé transformacijy sudétimi. Jgyvendinti veiksmai baigtiniuose kinuose panau-
dojami tiesinés lygciy sistemos baigtiniame kiine GF(p) sprendimui perrenkant kintamyjy
busenas Groverio paieSka. Tiesinés lygciy sistemos sprendimo kvantiniy operatoriy grandi-

nés veikimas iSbandomas vykdant kvantiniu kompiuteriu.

Raktiniai ZodZiai: baigtiniai kiinai, kvantiniai kompiuteriai, kvantiné Furjé trans-

formacija, Groverio paieska, tiesiniy lygciy sistemos



Summary

Finite fields, most notably GF(p) and GF(p"), are mathematical objects with a wide va-
riety of applications. With the advent of quantum computing, algorithms are being resear-
ched to provide speedups over classical computing for finite fields. In this work, arithmetic
operations for finite fields are implemented in quantum logic gate circuits using the quantum
Fourier transform. The implemented arithmetic operations are used to build a quantum cir-
cuit for solving systems of linear equations over GF(p) by applying Grover’s search algorithm.
Finally, attempts are made at running the quantum circuit to solve systems of linear equations

on a quantum device.

Keywords: finite fields, quantum computers, quantum Fourier transform, Grover’s
search, systems of linear equations
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Jvadas

Baigtiniais kiinais vadinamos baigtinés aibés, kuriose apibrézti jprasti matematiniai
veiksmai: sudétis, atimtis, daugyba bei dalyba ir galioja jprastos Siy matematiniy veiksmy
savybés. Baigtiniai kiinai daZniausiai siejami su pirminio skaiciaus p liekany aibés baigtiniais
kiinais GF(p) ir daugianariy liekany aibés baigtiniais kiinais GF(p¥). Baigtiniai kiinai naudo-
jami didelio periodo generuojant pseudoatsitiktiniy skaiciy sekas, sudarant klaidas taisancius
kodus, skaic¢iuojant vienakryptes funkcijas kriptografijoje. Baigtiniy kiiny svarba liudija klasi-
kiniais kompiuteriais baigtiniuose kiinuose nuolat koduojant ir Sifruojant kasdieninius tinklu
perduodamus praneSimus atliekami skai¢iavimai.

Klasikiniai kompiuteriai skaiciuoja klasikiniy bity registrais, kurie gali buti tik vieno-
je i8 galimy bity sistemos biiseny. Kvantiniai kompiuteriai skai¢iuoja kvantiniy bity kubi-
ty registrais, kuriy biisena turi daugiau matmeny nei klasikiniy registry biisena. Papildomi
matmenys jgalina kubity sistema biiti keliose klasikinése biisenose vienu metu skirtingais san-
tykiais, taip kvantiniai kompiuteriai sugeba apdoroti daugiau duomeny vienu Zingsniu. Tiki-
masi, kad dalis §iuo metu tik O(2") greicio perrinkimu klasikiniais skai¢iavimais sprendZiamy
uzdaviniy kvantiniais skaiCiavimais galés biiti i§spresti Zymiai grei¢iau. Vienas Zinomiausiy
kvantiniy algoritmy — Soro algoritmas — skirtas skai¢iaus skaidymui pirminiais daugikliais,
kuriame reikalingas greitas natiraliojo skaiCiaus kélimo laipsniu moduliu algoritmas. Pirmi-
nio skaiciaus p liekany aibés baigtiniy kiiny GF(p) kvantiniy skai¢iavimy tyrimai gali padéti
patobulinti Soro ir kitus kvantinius algoritmus.

Sio baigiamojo darbo tikslas — skai¢iavimus baigtiniuose kiinuose atlikti kvantiniu
kompiuteriu tikintis kvantiniy skai¢iavimy pranasumy. Darbo metu skai¢iavimai baigtiniuo-
se kiinuose bus jgyvendinami kvantiniu simuliatoriumi ir kvantiniu kompiuteriu vykdomomis

kvantiniy operatoriy grandinémis. Darbo tikslui pasiekti keliami Sie uzZdaviniai:

1. kvantiniy operatoriy grandinémis jgyvendinti sudéties, atimties, daugybos ir dalybos
veiksmus baigtiniuose kiinuose GF(p);

2. naudojant jgyvendintas skai¢iavimy baigtiniuose kiinuose grandines iSspresti tiesiniy
lygciy sistemgq baigtiniame kiine GF(p);

3. patikrinti, kaip jgyvendinta lygciy sistema sprendZianti kvantiniy operatoriy grandiné

veikia tikrame kvantiniame jrenginyje.



1. Kvantiniai skai¢iavimai

Siame skyriuje apibréziamos sgvokos, naudojamos tolimesniuose skai¢iavimuose. Apie
tai plac¢iau raSoma [ABB*21; YM08; JAAT18; KWA19].

1.1. Kvantinés buisenos

Klasikinio kompiuterio biiseng nusako atmintyje saugomi duomenys. Klasikinio kom-
piuterio atmintj sudaro bitais vadinami informacijos vienetai, turintys vieng i§ dviejy biiseny
— 0 ir 1. Klasikiniy kompiuteriy informacijos vienetus bitus kvantiniuose kompiuteriuose
atitinka kvantiniai bitai — kubitai. Kubitas yra dvimaté kvantiné sistema, turinti dvi nepri-
klausomas bazinémis vadinamas biisenas |0) ir |1). Kubitas yra dvimaté sistema, todél kubito
btisenos nurodomos dvimaciais kompleksiniy skaiciy vektoriais. Kubito bazines biisenas ga-
lima uZraSyti dvimaciais vektoriais

0+ 0i

04 0i

0) = (1 + Oi) | -

Kitaip nei vienmatis, dvi galimas baisenas turintis klasikinis bitas, kubitas gali biiti superpozi-
cijos baisenoje, kuri néra nei |0), nei |1), tac¢iau gali bati iSreiksta baziniy baseny suma

) = ¢1]0) + c;1), (3)

kur ¢, ir ¢, yra kompleksiniai skaiciai, vadinami btiseny |0) ir |1) amplitudémis. Dvimaté ku-
bito busena daznai vaizduojama Blocho vektoriumi Blocho sferoje. Blocho sferos Siaurinis ir
pietinis poliai atintinka bazines kubito blisenas |0) ir |1). Superpozicijos apibidinimui paleng-
vinti jvardijamos ir kitos blisenos. Blocho sferos +X ir —X kryptys atitinka btisenas |+) ir |—),
Blocho sferos +Y ir —Y kryptys atitinka btisenas |Q) ir |O).

1 pav. Blocho sfera, kurioje pavaizduotas kubito biseng |+) atitinkantis Blocho vektorius.
Paveikslas gautas ,,Qiskit“ simuliatoriumi.

Klasikiné n bity sistema turi 2" biseny ir n matmeny. Kaip ir klasikinés sistemos, kvan-
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tinés kubity sistemos gali baiti jungiamos j daugiamates n kubity sistemas, turin¢ias 2" baziniy

bliseny — matmeny. Vienodas informacijos vienety skaicius kvantinése sistemose turi dau-

giau matmeny nei klasikinése. Si savybé suteikia pranasumy naudojant kvantines sistemas

skaiciavimuose. Buseny vektoriai jungiami tensorine sandauga

Ixy) = |x)®|y) =

X1

N
V2

Yn

N

V2

Yn

N
W2

Yn

(4)

Vykdant kvantinius skai¢iavimus kubitai gali biiti matuojami. Matavimo metu stebimos

daugiamatés kvantinés kubity sistemos superpozicijos bazinés buisenos, kuriy matavimo tiki-

mybés lygios

Bpy(I9) = [@Ib)I* = (%] - [b)I,

(5)

kur b yra baziné kubity sistemos biisena, pavyzdziui, |011) trijy kubity sistemoje. Skaic¢iuojant

stebimos biisenos tikimybe taikyta transponuotos kompleksiniy jungtiniy skaifiy matrica —

Ermito jungtiné matrica:

ag

a;;

T
Apxm = Agxm =
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az;

Aom

an1

5%

(6)

anm

Kvantinés sistemos bisenoms galima suskaiciuoti atitinkamus Ermito jungtinius vektorius

¥y =@,
@l =1)".

(7)
(8)



1.2. Operatoriai

Kvantinés sistemos busenos kei¢iamos operatoriais. Operatoriumi vadinama unitariné
kvadratiné kompleksiniy skai¢iy matrica, kuri nurodo kiekvienos bazinés sistemos biisenos
poveikj pereinant j kiekvieng bazinés sistemos biiseng. Unitarine matrica vadinama kvadrati-

né matrica, kurios Ermito jungtiné matrica lygi atvirkStinei:
ut=Uu"!, vul=Uu"U=1I (9)

Unitarinés matricos visada turi atvirks$tines, todél kiekvienas kvantiniy skai¢iavimy operato-
rius yra apverciamas. Apver¢iamumas uZztikrina, kad kvantiniais skai¢iavimais apdorojus pra-
dinius duomenis, gautus duomenis galima i$skaidyti j pradinius. Apver¢iamumas gali supa-
prastinti atvirkstiniy funkcijy radima, taciau apsunkina klasikiniuose kompiuteriuose jpras-
tus veiksmus. Pavyzdziui, atmintis negali biti atlaisvinta perraSant neatlikus matavimo ir
neprarandant sistemos superpozicijos. Atmintis atlaisvinama atvirkstiniais operatoriais su-
graZinant kubity biisenas arba pasitelkiant iSskirtines dalykinés srities duomeny savybes.
Adamaro operatoriumi biisenos vektorius pasukamas taip, kad btisenos |0) ir |1) pakei-
¢iamos basenomis |+) ir |—). Tiek biisena |+), tiek |—) matavimo metu turi lygias tikimybes
tapti |0) ir |1), taip sukuriama kvantiniuose skai¢iavimuose naudinga klasikinius bitus 0 ir 1

vienu metu reiSkianti superpozicija. Adamaro operatorius uZrasomas unitarine matrica

H = % (1 _11) (10)

Adamaro operatorius yra pats sau atvirkstinis:
H'=H"=H. (11)

Paulio operatoriai X, Y, Z pasuka biisenos vektoriy 180° apie X, Y ar Z aSis. Paulio ope-

ratorius atitinka unitarinés matricos

01

X = . 0>, (12)
0 —i

Y = l_ o)’ (13)
1 0

Z = 0 _1>. (14)



Paulio operatoriai yra patys sau atvirkstiniai:

X 1=x"=Xx, (15)
Yl=Y =V, (16)
Zl'=7 =2 (17)

(18)

Paulio operatorius X atlieka loginj btiseny |0) ir |1) neigimg, todél dar vadinamas neigimo
operatoriumi.

Kvantiniams skai¢iavimams reikalingi dvinariai operatoriai, veikiantys du kubitus vienu
metu. Paprasciausi dvinariai operatoriai — valdomi Paulio operatoriai. Valdomas operatorius
valdanciajam kubitui esant biisenoje |1) valdomajj kubitg veikia Paulio operatoriumi. Valdan-
¢iajam kubitui esant biisenoje |0) valdomasis kubitas néra veikiamas operatoriumi. Valdancio-
jo kubito superpozicijos atveju valdomasis kubitas jgyja nuo valdanciojo kubito priklausoma
superpozicija. Jei pirmasis kubitas yra valdantis, antrasis — valdomasis, tada dvinariai valdo-

mi Paulio operatoriai CX, CY, CZ uZraSomi unitarinémis matricomis

1000
0100

CX = , (19)
0001
0010
100 0
010 0

CY = 1, (20)
0 0 0 —i
00 i O
100 0
010 0

CZ = (21)
001 0
000 —1

Valdomi operatoriai gali priklausyti nuo daugelio valdanciyjy kubity. Valdomasis kubitas vei-
kiamas operatoriumi, jei visi valdantieji kubitai yra basenoje |0). Trinaris valdomas Paulio

operatorius, dar vadinamas Tofolio operatoriumi, kurio pirmasis ir antrasis kubitai valdantie-



ji, treciasis — valdomasis, gali biiti uzraSytas unitarine matrica

1 00 0O0O0O0OGO
01 00O0O0OO0OO
001 0O0O0O0O
COX = 0001 0O0O00O (22)
000O01O0O0°FO0
0 00O0OO0O1O0TP0
0 00O0O0OO0OO0OT1
000O0O0O0OT1PO0
Valdomus operatorius galima sukurti bet kokiam valdanciyjy kubity skaiciui:
0
01 0 0
C"X=[0 0 1 00O (23)
00 01 00
00 00 01
00 0010 o

Visi Paulio operatoriai yra jy paciy atvirkstiniai operatoriai, todél antra kartg paveikus arba
nepaveikus Paulio operatoriumi atstatoma ankstesné valdomojo kubito biisena. Taigi, visi val-

domi Paulio operatoriai yra patys sau atvirkStiniai:

cx~! =CnXx, (24)
cry—l ="y, (25)
chrz-l=crz. (26)

(27)

Yra ir kity kvantiniuose skai¢iavimuose naudojamy operatoriy. Paulio Z operatoriy pri-
menantis fazés postkio operatorius P(6) biisenos Blocho vektoriy pasuka 6 radiany apie Blo-

cho sferos Z asj. Fazés postikio operatorius uzraSomas unitarine matrica

1 0
P(G)z(o ei9>’ (28)



Galima sudaryti ir valdoma fazés postikio operatoriy

100 0
010 O
CP(6) = 29
()0010 (29)
0 0 0 e®

Fazés posiikio operatoriaus P(0) poveikj galima panaikinti atsukant vektoriy priesinga kryp-

timi operatoriumi P(—0). Taigi, fazés posiikio operatoriams atvirkstiniai operatoriai

P(6)"! = P(-9), (30)
CP(®)~! = CcP(-0). (31)
(32)

Kubitai gali biti jungiami | daugiamates kvantines sistemas tensorine sandauga, tad ir
pavienius kubitus veikiantys operatoriai tensorine sandauga gali buiti sujungiami j vieng visa
kubity sistemg veikiantj operatoriy:

Uplp) @ U2[$h2) ® -+ @ Upthy) = (U1 @ Up @ - Q Up)[th1h; ... ). (33)

Nors operatoriai suprantami kaip kompleksiniy skai¢iy matricos, kvantinius skai¢iavimus at-
liekantys operatoriai jprastai vaizduojami paprastesniy operatoriy grandinémis. Kiekvieno
kubito busena kiekviename Zingsnyje vaizduojama atskira tiese. Kubito ties¢je nubrézti Zen-
klai Zymi kubito bliseng veikiantj operatoriy, prie Zenklo prijungtos tiesés — valdanc¢iuosius
kubitus. Veiksmai atliekami i$ kairés j deSineg.

Xp -
Yo -
X|Yo5 o X

2 pav. Seferio funkcijos x|y = =(x A y) grandiné.

Visos klasikiniuose skai¢iavimuose taikomos loginés formulés gali biiti iSreikstos Seferio
funkcija x|y = =(x A y), kuria galima jgyvendinti kvantiniais operatoriais:

NAND|xy0) = (I®2X)CCX|xy0). (34)

2 pav. kvantiniy operatoriy grandine pavaizduotas Seferio funkcija jgyvendinantis operato-
rius. Grandinei atvirkscig galima rasti atliekant atvirkStinius operatorius atvirkscia tvarka.
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1.3. Kvantiniy skaiciavimy paklaidos

Bet kuri klasikiné loginiy operatoriy grandiné gali biti iSreikSta kvantiniy operatoriy
grandine, sudaryta i Seferio funkcijy, tac¢iau kvantiniy kompiuteriy jrangoje vykdomi kvanti-
niai skai¢iavimai jgyja paklaidy, neaptinkamuy Siuolaikiniuose klasikiniuose kompiuteriuose.
Klasikiniy kompiuteriy vykdomi tranzistoriais jgyvendinti veiksmai yra tikslas. Klasikiniy
kompiuteriy paklaidos daZniausiai siejamos su slankaus kablelio skai¢iy paklaidomis, tinkly
trikdziais, elektromagnetinés spinduliuotés poveikiu arba jrangos dévéjimusi. Kitaip nei pa-
tikimy klasikiniy kompiuteriy, Siuolaikiniy kvantiniy kompiuteriy operatoriai néra tikslas:
kiekvienas kubito busenos vektoriaus posikis jrangoje néra atliekamas idealiai. Kvantiniy
kompiuteriy paklaidas lemia dekoherencijos reiskinys, ypac¢ rySkus ilgose grandinése.

Dekoherencija vyksta kubity sistemai sgveikaujant su aplinka. Saveikos metu kubity
sistemos busenos susiejamos su iSoriniy daleliy biisena. Nenuspéjami rySiai su kubity siste-
mos iSore nenuspéjamai keicia kubity sistemos biiseng. Dekoherencijos metu sistemos biisena
nematuojama, taciau kubity biisenos jgauna paklaidas, kuriy nejmanoma istaisyti neiSmata-
vus iSorinés sistemos. Dekoherencijos pasekmés mazZinamos laikant kubity sistema artimoje
absoliu¢iam nuliui temperatiiroje, naudojant dekoherencijai atsparesnes trumpas kvantiniy
operatoriy grandines arba vykdant kvantiniy operatoriy granding daug karty siekiant statis-
tiSkai pasalinti dekoherencijos triukSma.
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2. Baigtiniai kunai

2.1. Baigtiniai kiinai GF(p)

Baigtinis ktinas GF(p), dar vadinamas Galua lauku, kur p — pirminis skaicius, yra aibé

i$ p elementy, kurioje apibrézti sudéties ir daugybos veiksmai.
GF(p) ={0,1,...p — 1}, p — pirminis skaicius (35)

Baigtiniame kiine apibréZtiems veiksmams galioja asociatyvumo, komutatyvumo ir distribu-
tyvumo désniai, yra vienetinis sudéties elementas nulis ir vienetinis daugybos elementas vie-

netas:
a,b,c € GF(p),
(a+b)+c=a+((b+c), (ab)c=a(bc), (36)
a+b=b+a, ab=bhba, (37)
a(b+c)=ab + ac, (38)
0O+a=a, l-a=a. (39)

Be to, baigtiniame kiine kiekvienam elementui a yra prieSingas elementas —a, kurj pridedant
gaunamas atimties veiksmas, bei kiekvienam nenuliniam elementui a yra atvirks¢ias elemen-
tas a~?!, kurj sudauginus gaunamas dalybos veiksmas.

Nors bet kokia savybes tenkinanti p elementy aibé gali buti vadinama baigtiniu kiinu
GF(p), dazniausiai GF(p) siejamas su daliklio p liekany aibe. Skaiciavimas nataraliaisiais
skaiciais moduliu p tenkina visas Sio kino savybes, todél GF(p) veiksmus galima apibrézti

kaip
a,b € GF(p),
a+b = (a+b)mod p, (40)
a—b=(a—-b)mod p, (41)
ab = (ab) mod p, (42)
% = (ab"Y)mod p, (bb~Y)mod p =1. (43)

2.2. Baigtiniy kuny taikymai

Baigtiniuose kiinuose apibrézti visi keturi aritmetikos veiksmai, turintys jprastas savy-
bes, todél baigtinj elementy skaiciy turintys baigtiniai kiinai gali pavaduoti begalines aibes.
Paprastesnése baigtinése aibése lengviau jrodyti teoremas ir skaiciuoti.

Baigtiniy kiiny veiksmai nesudétingai skai¢iuojami, todél skai¢iavimus galima greitai at-
likti nesudétingomis elektroninémis grandinémis. Baigtiniai ktinai taikomi tiesiniuose grjzta-
mojo rysio poslinkio registruose (LFSR — ,,Linear Feedback Shift Register*), kurie naudojami

12



didelio periodo pseudoatsitiktiniy skaiciy sekoms generuoti. Greitai generuojamos pseudoat-
sitiktiniy skai¢iy sekos pritaikomos isskirstant pasikartojancius bitus. Siuo badu paremtas
128b/130b kodavimas, naudotas perduodant PCI-e 3.0 duomenis.

Baigtiniy kiiny savybés pritaikomos kodavime. Rido—Solomono klaidas taisanciy ko-
dy abécélés sudaro baigtinius laukus. BCH klaidas taisanciy kody leistini Zodziai priklauso
pasirinkto generatoriaus sandaugai baigtiniame lauke.

Viena i§ dazniausiy baigtiniy kiiny taikymo sric¢iy — kriptografija. Skai¢iavimai baigti-
niuose kinuose paprastesni, reikalauja maZesnio atminties kiekio, todél jais paremti Sifravimo
algoritmai veikia greitai. Nors skai¢iavimai yra paprasti, kai kurie uZzdaviniai baigtiniuose k-
nuose labai sunkiai iSsprendziami. Kriptografijoje daZniausiai taikomas diskretaus logaritmo
sudétingumas. Keélimas laipsniu baigtiniuose kiinuose gali buti atliktas greitai, taiau néra

Zinomas greitas algoritmas laipsnio rodiklio radimui diskreciu logaritmu:

a*=b (mod p)— Zinant a ir x, lengva rasti b,

x =log,b (mod p)— zinant a ir b, sunku rasti x.

Diskretusis logaritmas taikomas Difio—Helmano rakty apsikeitimo algoritme kaip vienakryp-
té funkcija. Jvairios baigtiniy kiiny savybés taikomos ir RSA bei AES Sifruose.
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3. Kvantiniai skaic¢iavimai GF(p)

Siame skyriuje jgyvendinami kvantiniai skai¢iavimo algoritmai, aprasyti [BBF03; Bea03;
RG17] ir pritaikomi jvairiems veiksmams su konstantomis ir kintamaisiais.

3.1. Kvantiné Furjé transformacija

Klasikiniuose skai¢iavimuose taikoma dvejetainé skaiciavimo sistema, taciau kvanti-
niuose skai¢iavimuose dvejetainé skaiciavimo sistema turi trikumy. Skaifiavimams kvan-
tiniy operatoriy grandinése naudojama Furjé skai¢iavimo sistema, kuri gaunama biiseng dve-
jetaine sistema pakeitus kvantine Furjé transformacija

QFT|x) = |%). (44)

Diskreti Furjé transformacija vektoriui (xg,Xq...xXy_1) suskaiCiuoja vektoriy
(Yos Y1 - Yn—1) pagal formule

= ik
Yk = — Z xjezmﬁ. (45)
‘\/N j:O
Kvantiné Furjé transformacija kvantinei baisenai Z;\’:—OI x;j|j) suskaiiuoja bliseng Z;V:_Ol Y|k)
pagal tg pacig 45 formule. Kvanting Furjé transformacijq galima uzraSyti kaip
QFT|x) = QFT|x;%; ... X;,) =
27i

S <|0> + e7x|1>)®

NeT
® (|o> +ezz_§i"|1>> ®
R .. ®
® (IO) + ez%"Il)) ®

® <|o> + ezz_f"u)). (46)

Taip uZraSyta formulé rodo, kad kvantine Furjé transformacija gauta biisena sudaryta is kiek-
vienam kubitui suteikty postikiy. Kiekvieno kubito amplitudé pasukama kubito dvejeto laips-
nj atitinkancia dalimi pradinj dvejetainj skaiciy karty. Kubity biisenos biina lygiavertése su-
perpozicijose XY plok§tumoje Blocho sferoje, kuriose vienodai tikétina stebéti tiek |0), tiek

).
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Xp
. I e &
o: 1L PE) | PE) :

3 pav. QFT grandiné.

o=

Kvantine Furjé transformacija galima jgyvendinti kvantiniy operatoriy grandine nenau-
dojant papildomy kubity. Dvejetainéje buisenoje |x,, ... X;Xo) Adamaro operatoriumi kubito

X, buisenos vektorius paverciamas j Blocho sferos XY plok§tumoje esancias buisenas. Jei ku-
0-2"
on+1’

bito x,, bisena |0), kubito busena kei¢iama j |+), kurios blisenos vektoriaus fazé yra 27

1)

Kubito bisena |1) kei¢iama j |—), kurios biisenos vektoriaus fazé yra Zn;%. Prie kubito x,,
valdomais fazés posiikio operatoriais pridedami vis maZesni postkiai, atitinkantys valdanciojo
kubito dalj dvejetaingje skaiciavimo sistemoje. Fazei tapus

Xp 2" 4 Xy 12"+ 4 X920 X920 X

21 on+l - ﬂ2n+1

gaunama galutiné kvantinés Furjé transformacijos kubito x,, bisena

X — x,2" 1 i
P<271'2n—+q>H|xn)= $<|O)+e 2n+l |1>>
Algoritmas kartojamas, kol gaunama visos biisenos kvantiné Furjé transformacija. 4 pav. pa-
vaizduota busena |5) Furjé skai¢iavimo sistemoje. Vienety kubito x,, biisenos vektorius pasuk-
tas puse ratorodant 5 mod 2 = 1. Dvejety kubito x, fazé pasukta ketvir¢iurodant 5 mod 4 = 1.
Ketverty kubito x, fazé pasukta penkiais aStuntadaliais rodant 5 mod 8 = 5.

X X, X,
o) 0) o)

4 pav. Busena |5), pavaizduota kubity Blocho sferose.
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X —H
X1 : TP(_QW) H T - -
lrenlre

5 pav. QFT~! grandiné.

Kvantine Furjé transformacija dvejetainiai skaiciai paver¢iami Furjé skaic¢iavimo siste-
mos skaiCiais. Atvirkstiné kvantiné Furjé transformacija Furjé skai¢iavimo sistemos skaicius
vercia dvejetainiais. Kvantiniy skai¢iavimy operatoriai yra unitariniai, todél kiekvienas kvan-
tiniy operatoriy grandine jgyvendintas veiksmas gali bati apverstas. Apvertus kvantinés Fu-
rjés transformacijos kvantiniy operatoriy granding gaunama atvirkstiné kvantiné Furjé trans-
formacija. 5 pav. pavaizduota atvirkStinés kvantinés Furjé transformacijos grandiné, gauta

apvertus 3 pav. pavaizduotg kvantinés Furjé transformacijos kvantiniy operatoriy granding.

3.2. Sudétis

Klasikiniuose skai¢iavimuose bitais saugomy dvejetainiy skaiciy x,, ... X;Xq it yy, ... Y1)o
suma s, ... 8,5, moduliu 2"*! atliekama sudéties algoritmu

So = Xo @D Yo,
Co = Xo A Yo,
Si = Xi—1 D Yi—1 D i1,

¢ =1 AYi—) V(X1 ® yim1) Aciog).

Nors klasikines logines grandines galima jgyvendinti kvantiniy operatoriy grandinémis, kvan-
tiniy operatoriy grandiné privalo biiti apverciama kiekviename zZingsnyje. Skaiciuojant klasi-
kiniu kompiuteriu kintamasis mintyje c; kiekviename Zingsnyje perraSoma naujai suskaiciuo-
ta verte. Kvantiniy operatoriy grandinéje c; priklauso nuo ankstesniy ¢;_; ... c1, ¢y, todél kiek-
viena suskaiCiuota verté turéty biti saugoma iki algoritmo pabaigos. Sio triikumo i§vengia
kvantine Furjé transformacija paremta sudéties kvantiniy operatoriy grandiné. Kvantinés Fu-
rjé transformacijos metu skirtingas dvejety laipsniy vertes nusakantys bitai pakeiiami visos
dvejetainio skaiCiaus vertés biisenos vektoriaus posiikiu skirtingais dvejeto laipsnius atitinkan-
Ciais periodais. Kubity bisenos vektoriy posiikiu saugomo skaiciaus |x,, ... X; X, ) ir konstantos
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¥ sudétj galima jgyvendinti kiekvieng kubitg pasukant y atitinkancia periodo dalimi:

S0} = P () |xo),
s = P(5) Ixa),

[50) = P (5 ) Ixn)-

so: — P (1lm) ——
st — P () —
s: —P(dr)—

6 pav. Sudeéties su 11 moduliu 8 grandine.

Gauta sumos bisena [s,, ... 515¢) pakeicia kintamajj x, tac¢iau kubity btuisenos kei¢iamos
nepriklausomai, todél tokia sudéties kvantiniy operatoriy grandiné naudoja maZiau atminties
nei klasikinio sumos algoritmo granding, jgyvendinta kvantiniais operatoriais.

50 -
51 -
5
Xy -
X1 .
X2 .

—e
.p(#)lm\lm
9]/ AN

)
]

bo)=
B

o P{r)aP{
AN

T

\
7

2

P (x)

7 pav. Dviejy kintamyjy sudéties moduliu 8 grandiné.

Kintamojo ir konstantos sudéties kvantiniy operatoriy grandine galima praplésti suda-
rant kintamojo ir kintamojo sudéties grandine. Prie kintamojo |y, ... y1)o) galima pridéti kin-
tamajj |x,, ... X, Xo) kubitais x,, x1 ... x,, valdant konstanty 1,2 ... 2" sudétj. Sudedant fazés po-
stikio operatoriai kubitams y;,, suteikty visg ratg atitinkancius posikius, todél Sie operatoriai

praleidZiami.

50 -
5.
5
Xp -
X1 .

X .

QFT

IQFT

P (7)

P

il
2

)

P (m)

8 pav. Dviejy kintamyjy sudéties moduliu 8 grandinés naudojimas.
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Sudéties grandiné dviems kintamiesiems kvantiniu kompiuteriu sudéti taikoma paruo-
Siant klasikinius dvejetainius bitus atitinkancias kintamyjy kubity biisenas, kvantine Furjé
transformacija pakeiciant vieno kintamojo skaiciavimo sistema, atliekant sudétj ir atvirkStine
kvantine Furjé transformacija sugraZinant kintamyjy sumg j dvejetaing skaiciavimo sistema.
Tiek kvantinés Furjé transformacijos, tiek sudéties algoritmai veikia tiksliai, todél idealiame

kvantiniame kompiuteryje sumos blisena biity stebima tikimybe 1.

3.3. Atimtis

Kvantiniy operatoriy grandinése atliekami veiksmai visada turi atvirkscius, nes unitari-
niai kvantiniai operatoriai privalo biti apverCiami. Atimtis yra sudéciai atvirkScias veiksmas,
todél kvantiniy operatoriy grandines atimciai galima sudaryti remiantis sudéties kvantiniy

operatoriy grandinémis.

so: — P (—1ln)——
si P (_12”)
S P (—a“’)

9 pav. 11 atimties moduliu 8 grandiné.

Konstantos y atimtis i§ kintamojo |x,, ... X; xo) moduliu 2"*! jgyvendinama pasukant kin-

tamojo biisenos vektorius prieSinga kryptimi.

S —e
5 - T
57 . L
xo:ﬂ—P—H%—LP’“IP(“ T

\ 2] g/ .
X1 - P{5H

. P{ \
X ! ¢ —7)

10 pav. Dviejy kintamyjy atimties moduliu 8 grandiné.

Kintamojo |x,, ... X;X,) atimtj i§ kintamojo [y, ... y1Vo) moduliu 2"**! galima jgyvendin-
ti dviejy kintamuyjy sudéties kvantiniy operatoriy grandine atimant konstantas dvejeto laips-
nius. Gauta grandiné kubity bliseny vektorius pasuka taip, kaip pasukty kintamyjy sudéties
kvantiniy operatoriy grandiné, taciau prieSinga kryptimi.

3.4. Daugyba

Daugybos veiksmas susijes su sudétimi. Nors Siuo budu retai skaic¢iuojama, daugyba

galima uZraSyti kaip

X-y=x+x+---+Xx.
y karty
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Jei y yra konstanta, daugybg galima atlikti pakartojant x sudétj Zinomga y karty skaiciy. Igy-
vendinant kintamojo |x,, ... x; X, ) ir konstantos y daugybg moduliu 2"*! kvantiniy operatoriy

grandine galima pasinaudoti fazés postikio operatoriy sudedamumo savybe
P(6)Y = P(6y)
ir naudoti dviejy kintamyjy |0) ir |x,, ... x;X,) sudéties grandine y karty didesniais faziy posi-
kiais.
Dviejy dvejetainiy skaiciy sandauga klasikiniuose skaic¢iavimuose skai¢iuojama vis di-
desniais dvejeto laipsniais padaugintos salyginés sudéties — dvejetainés daugybos stulpeliu

— algoritmu:
Xy - X1Xg
X Yn - V1Yo
Xp - X1Xg, j€iYg =1, (47)
+  Xp..Xo, jeiy; =1,
2"Xp X, Jjeiy, =1

Ta patj algoritmg galima jgyvendinti kvantiniy operatoriy grandine atliekant kintamuoju
|V - Y1Vo) Valdoma salygine dvejeto laipsniais padaugintg |x,, ... x;Xxo) sudétj su |0). 11 pav.
pavaizduota dviejy kintamyjy daugybos grandiné, naudojanti salygine kintamojo ir konstan-

tos sandaugos sudéti.

502 J— [ | L
51 ¢ — — || L
2- 1 ADD | | 2ADD [ | 4ADD

Xp - — — | R
X1 — — = —

Xy | — — _— —
Yo ¢
yi- o
Y2 ®
11 pav. Dviejy kintamyjy daugybos grandiné. Sandauga gaunama naudotos dviejy kintamyjy
sudéties grandinés moduliu, $iuo atveju moduliu 8.

3.5. Per¢jimas prie modulinés aritmetikos

Aptartos kvantinés operatoriy grandinés skirtos sudéciai, atimciai ir daugybai moduliu
2", taciau veiksmai baigtiniuose kinuose GF(p) turi biti atlikti moduliu pirminiu skaiciu-
mi p. Klasikiniuose skai¢iavimuose nattiraliyjy skaiciy sudétis, atimtis, daugyba ir dalyba su
liekana n bity kintamuosiuose vykdoma moduliu 2", nes n bity kintamasis gali turéti 2" skir-
tingy reikSmiy. Klasikiniuose skai¢iavimuose veiksmai uz 2" mazesniais moduliais vykdomi
gautg reikSme padalinant i§ pasirinkto daliklio ir suskaifiuojant liekang. Dalyba su liekana

klasikiniuose kompiuteriuose jgyvendinama dalybos kampu algoritmu, tac¢iau dalybos kam-
19



pu algoritmas néra pritaikytas apveriamiems kvantiniams skai¢iavimams, jo jgyvendinimui
reikia daugelio kubity. Kvantiniuose skai¢iavimuose jprasta taikyti kitus modulinés aritmeti-
kos budus.

50 - — — — 1 — — — —

S1 0 — — — — — — — —

sUB7 | | IQFT QFT | | ADD7 IQFT QFT

- - - - - - -

s3: — ADD H — — —{ SUB H — ADD —

X0 © — —

X1 — e —

Xo o — —
[

12 pav. Dviejy kintamyjy sudéties moduliu 7 grandiné.

Kvantiniy operatoriy grandiné sudéciai pasirinktu moduliu sudaroma remiantis nelygy-

bémis

0<x,y<2"l  0<m< 2"t
(x +y —m)mod 2"*2 < 2"*1 jeix +y > m,
(x +y —m) mod 2"+2 > 2"+l jeix +y < m,

X+y<m, jei(x +y) mod m —x > 0.

Kintamasis |y, ..- y1)o) praple¢iamas vienu kubitu iki |0ym;y0). Platesniame kvantiniame
registre atliekama kintamuyjy |x,, ... x;xo) ir [0y, ... y1Vo) sudétis, tuomet atimamas pasirink-
tas daliklis m. Jei kintamyjy suma maZesné nei m ir patenka j m liekany aibe, sumos re-
gistras tampa didesnis nei 2"*1, todél sumos registro svariausias dvejetainés sistemos kubi-
tas tampa lygus |1). Kintamyjy sumai esant didesnei nei m, sumos registre gaunama suma
moduliu m, svariausias dvejetainés sistemos kubitas nepakinta. Perpildymo poZymis iSsaugo-
mas pagalbiniame kubite. Perpildymui jvykus nereikalinga m atimtis panaikinama pridedant
m. Pagalbinio kubito atlaisvinimui i§ gautos sumos (x + y) mod m atimamas x ir nelygybé
(x +y) mod m — x > 0 patikrinama svariausiu dvejetainés sistemos kubitu kaip perpildymo
poZymiu. NeperpildZius galiojant nelygybei x + y < m |1) lygus pagalbinis kubitas atlaisvi-
namas valdomu neigimu. Atlaisvinimo metu atlikti pagalbiniai veiksmai panaikinami jiems
atvirksciais veiksmais. 12 pav. pavaizduota Siuo biidu jgyvendinta sudéties moduliu 7 kvan-

tiniy operatoriy grandiné.

50 0 — — — — — — — e

S0 — — — — — — —

IQFT QFT SUB7 | | IQFT QFT | | ADD7T

Sy — —] — — — — — —

31 — SUB H — ADD — — — — SUB —

Xp o —

X1 . —

X2 . —
ty :

13 pav. Dviejy kintamyjy atimties moduliu 7 grandiné.
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Sudéties moduliu kvantiniy operatoriy grandines galima paversti atimties moduliu gran-
dinémis jprastu budu apverciant grandine jgyvendintg unitarinj operatoriy. Apvertus 12 pav.
pavaizduotg dviejy kintamyjy sudéties moduliu 7 granding gaunama 13 pav. pavaizduota
dviejy kintamyjy atimties moduliu 7 grandiné.

Visos aptartos moduliu 2" skai¢iuojancios kvantiniy operatoriy grandinés paremtos su-
déties moduliu 2" grandine. Pakeitus sudétj sudétimi moduliu p grandinés gali biiti paverstos
baigtiniuose kinuose GF(p) skai¢iuojan¢iomis kvantiniy operatoriy grandinémis. Pakeitus
daliklj kintamojo ir konstantos sandaugos kvantiniy operatoriy grandingje fazés posikio ope-
ratoriai atskiriami kitais operatoriais, todél daugyba remiantis P(6)” = P(6y) tampa negalima.
Konstantos ir kintamojo sandauga baigtiniuose kiinuose jgyvendinama pakartota sudétimi.

3.6. Dalyba

Baigtiniuose kiinuose GF(p) kiekvienam nenuliniam elementui a galima rasti atvirks-

Cig elementg a~!

. Sandauga su atvirk$¢iu elementu baigtiniame kiine tolygi dalybos veiks-
mui. Kintamojo x dalybai dalikliu konstanta y kvantiniy operatoriy grandine galima sukurti
klasikiniais skai¢iavimais i$pléstiniu Euklido algoritmu suskai¢iuotg y~! sudauginant su x
kintamojo ir konstantos sandaugos kvantiniy operatoriy grandine. Dviejy kintamyjy dalyba
igyvendinama sudeétingiau. ISpléstinis Euklido algoritmas néra patogiai skai¢iuojamas kvan-
tiniais skaiCiavimais dél apveriamumo bitinybés, taCiau apver¢iamumu negalima pasinau-
doti dalybai gauti: dviejy kintamyjy daugybos kvantiniy operatoriy grandiné atlieka veiksma
0 + xy, kuriam atvirkscias veiksmas 0 — xy. AtvirkStinio skaiciaus radimg palengvina Oilerio

teorema. Oilerio funkcija ¢(m) apibréziama kaip
¢(m) = skaicius tokiy nataraliyjy k, 1 < k < m, kad gcd(m, k) = 1. (48)
Oilerio teorema teigia, kad
a®™ =1 modm, a#0. (49)

Veiksmai baigtiniuose kiinuose atliekami moduliu pirminiu skai¢iumi p. Pirminiam skaiciui

p ¢(p) = p — 1. Tuomet

a®®P) =1modp |-a7l,

a®P®-1 = g~ mod p,

a~! = aP~? mod p.

Kadangi p yra pastovus baigtiniam kanui GF(p), y atvirks¢ias skaicius y~! gali biti suskai-
Ciuotas taikant dviejy kintamyjy sandaugos moduliu p kvantiniy operatoriy grandine. Kéli-
mas laipsniu gali biti jgyvendintas jvairiais algoritmais, pavyzdZiui, kélimo kvadratais algo-
ritmu. 14 pav. pavaizduota GF(7) baigtiniame kiine atvirks$tinj skai¢iy randanti kvantiniy
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operatoriy grandiné x> = x~! (mod 7) skai¢iuoja seka x, x2, x>, x°. Skai¢iavimus baigus tar-
pinéms reik§méms saugoti skirta atmintis atlaisvinama vykdant apverstg kvantiniy operatoriy

grandinés dalj.

50

51 -

S

Xp -

X1 -

Xp !

g
g
|
|
|

MUL (mod 7)

x5 4 MUL (mod T) MUL (mod 7) —
Xy ——— - - QFT | L IQFT ||

P
|

QFT IQFT

5o -

51 ¢

S :

Xp .

X1 -

Xo ol

Pany

X3y — IMUL (mod 7) e IMUL (mod 7) 4

o QFT H L IQFT | |

QFT IQFT

ty :

14 pav. Kintamajam x atvirkstinio skai¢iaus x°> = x~! radimo baigtiniame kiine GF(7) gran-
diné.

3.7. Tiesinés lygciy sistemos sprendimas GF(p)

Tiesinés lygciy sistemos placiai taikomos jvairiose srityse pradedant fizika ir baigiant
ekonomika. Tiesiniy lyg€iy sistemy sudarymui ir sprendimui uZtenka sudéties, atimties, dau-
gybos ir dalybos veiksmy, todél tiesiniy lygCiy sistemas galima sudaryti ir spresti ir baigtiniuo-
se ktinuose GF(p). Tiesiniy lyg¢iy sistemy sprendimas yra tinkamas jgyvendinty kvantiniy
skaic¢iavimy baigtiniuose kiinuose veikimo iSbandymui.

Tiesinés lygCiy sistemos klasikiniais skaiciavimais gali buti sprendZiamos Gauso meto-
du, leidimosi gradientu ar kitais sprendimo baidais. Klasikiniu kompiuteriu Gauso metodu n
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kintamyjy n lyggiy sistema sprendziama O(n?) laiko. Aptartomis kvantiniy operatoriy grandi-
némis skai¢iavimams baigtiniuose kiinuose igyvendinti Gauso metoda néra paprasta dél nau-
dojamo ir sunkiai suskai¢iuojamo dalybos veiksmo. Baigtiniai ktinai turi baigtinj skaiciy ele-
menty, todél lygciy sistemg baigtiniame kiine GF(p) klasikiniu kompiuteriu galima spresti
perrinkimu uZtrunkant O(p") laiko. Kvantiniu kompiuteriu perrinkimas gali baiti vykdomas
trumpesniu © (V 2nllog P]> laiku pasitelkus Groverio paieska.

Groverio paieskos algoritmas [Gro96] iSskiria superpozicijos biiseng pagal paieskos saly-
ga nurodancig orakulo funkcija. Groverio paieSkos prading sistemos biiseng sudaro n kubity
lygiavertéje 2" bliseny superpozicijoje. Uzdaviniui pritaikyta orakulo funkcija i$skiria iesko-
ma biiseng paneigdama ieSkomos biisenos amplitude. Orakulo funkcijg galima apibrézti kaip

unitarinj operatoriy U iSskiriantj biiseng k, kurio elementus galima suskaiciuoti pagal

-1, jeii=jiri=k,
Uujj =1y 1, jeii=jiri#k, (50)
0, jeikitaip.

Groverio paieSka vykdoma ciklais. Vieng Groverio paieskos ciklg sudaro ieSkomos bi-
senos iSskyrimas orakulo funkcija ir biiseny atskyrimas atspindint bisenas vidurkio atzvilgiu.
Orakulo funkcija paneigia ieSkomos biisenos amplitude, todél atspindint visy amplitudZiy vi-
durkio atzvilgiu ieSkomos busenos amplitudé padidéja. AtspindZio vidurkio atzvilgiu unitari-
nis operatorius D iSskaidomas j

Dyyn = H®"(2]0")0"| — DH®". (51)

Groverio paieSkos pradZioje visy buiseny amplitudés lygiavertéje superpozicijoje yra ly-
gios # Kiekvieno Groverio paieSkos amplitudés paneigimo ir atspindéjimo ciklo metu ieSko-
mos busenos amplitudé padidéja bent %

po /2" arba maziau paieskos cikly. Groverio paieskos algoritma galima apibendrinti

, todél ieSkomos bisenos amplitudé Zymiai padidéja

|qo) = H®"|0)®",
lg;) = DU|q;_1),

matuojama biisena |ql @J).
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X —mH/X X—/H
X1- —HM/X XMH
X —H/X X—/H
X3 —H/X XMHH
X4 —mH/X X—/H
X T H/ X H—oO— U X/ H——

15 pav. Atspindzio amplitudziy vidurkio atZvilgiu kvantiniy operatoriy grandiné, paieskos
sritimi aprépianti dviejy GF(7) kintamyjy verciy aibe.

Tiesiniy lygc¢iy sistemos, sudarytos i§ n lygciy ir n GF(p) neZinomyjy sprendimui reika-
linga [log, p] kubity n kintamyjy btseny paieSka. Groverio paieSkoje naudojamg atspindZio
operatoriy galima jgyvendinti kvantiniy operatoriy grandine pritaikant faziy atatrankos reis-
kinj buisenos fazei apsukti. 15 pav. pavaizduotas kvantiniy operatoriy grandine jgyvendintas

SeSiy kubity atspindZio operatorius D.

- —@—'— 2ADD (mod 7) _ T M T
) 3ADD (mod 7) ADD (mod 7)

2 ADD (mod T) HIQFTH X}

: = —HSUBsHH{IQFT HX]
|

- B om e x
|
Q
=
._3
[
w
w
o
[

cy :

. [
| | D
Yo 28UB (mod 7) .| l—
! ( ) 3SUB(mod7) | | SUB (mod 7) e
a : —{XHQFT}+{ADD 5 — | — 28UB (mod 7)
b H—{XHQFTH L FADD 3+ -

|
¢ -

\

[

cy

16 pav. Supaprastintai pavaizduota lyg¢iy sistema {2x + 3y = 5, x + 2y = 3} baigtiniame kiine
GF(7) sprendzianti kvantiniy operatoriy grandiné. BréZinyje pavaizduotas tik vienas i SeSiy
Groverio paieSkos cikly.

Tiesiniy lygciy sistemy sprendimui pasitelkiant Groverio paieSkos algoritma reikalinga

lygybiy teisinguma patikrinanti orakulo funkcija. Kiekvienai tiesiniy lygc¢iy sistemos

p
C11X1 + C12X>y + -+ CinXn = bl

Cr1 X1 + Crr X + -+ ConXn = bz

(Cn1X1 + CpaXp + -+ + Cpp Xy = by,
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lygciai sudaromos nuo nezinomyjy priklausancios sumos

C11X1 + C12Xp + -+ + C1p Xy, — by,

Cr1 X1 + Cyr X5 + -+ ConXn — bz,

CpiX1 + CpaXy + -+ + CupXy — by

Jei visos sumos lygios 0, neZinomyjy biisenos fazé apver¢iama valdomu Paulio X operatoriu-
mi veikiamos blisenos |—) sukelta faziy atatranka. Suskai¢iuotos sumos panaikinamos paruo-
Siant kitam Groverio paieskos ciklui, tuomet neZinomyjy biisena atspindima. Baigus Groverio
paieSka nezinomieji matuojami sprendiniui gauti. 16 pav. supaprastinta kvantiniy operato-
riy grandine pavaizduota sprendimo algoritmo pradZia ir pirmas Groverio paieskos ciklas bei

matuojami kubitai tiesiniy lygCiy sistemos

2x+3y =5
XxX+2y=2

baigtiniame kiine GF(7) atveju.

Lygciy sistemos sprendiniai

0.996

1.0

0.8 1

Tikimybe
o
oh

0.4 1

0.2 1

0.004

0.0 -
x=1y=1 kiti
Sprendiniai

17 pav. Kvantiniy operatoriy grandine rasty lyg¢iy sistemos {2x + 3y = 5,x + 2y = 3} baig-
tiniame kiine GF(7) sprendiniy tikimybés, gautos vykdant grandine ,,Qiskit* simuliatoriumi.
Teisingo lygties sprendinio x = 1,y = 1 tikimybé Zymiai didesné nei visy likusiy x ir y deriniy.

16 pav. pavaizduotg kvantiniy operatoriy granding¢ SeSiais Groverio paieSkos ciklais
jvykdzius ,,Qiskit” kvantiniy kompiuteriy simuliatoriumi buvo gauta 17 pav. pavaizduota
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grazinto sprendinio tikimybiy diagrama. Kvantiniame simuliatoriuje teisingas tiesiniy lyg€iy
sistemos sprendinys baigtiniame kiine GF(7) stebétas Zymiai daZniau nei visi like neteisingi
sprendiniai. Sis pavyzdys rodo, kad skai¢iavimams baigtiniuose kiinuose sudarytos kvantiniy
operatoriy grandinés geba atlikti skai¢iavimus baigtiniuose ktinuose GF(p).

Lygciy sistemos sprendiniai

0.986

1.0~

0.8 1

Tikimybe
[
(=3}

0.4 1

0.2 1

0.0 .
x=1y=1 kiti
Sprendiniai

18 pav. Kvantiniy operatoriy grandine rasty lyg¢€iy sistemos {2x+3y = 5, x+2y = 3} baigtinia-
me kiine GF(7) sprendiniy tikimybés, gautos vykdant granding ,, IBMQ* operatoriy paklaidas
modeliuojanciu simuliatoriumi. Teisingo lygties sprendinio x = 1,y = 1 tikimybé Zymiai
mazesné nei visy likusiy x ir y deriniy dél kvantiniy operatoriy veikimo paklaidy ir dekohe-
rencijos.

16 pav. pavaizduota kvantiniy operatoriy grandiné negaléjo bati jvykdyta ,, IBMQ*
»ibmq_16_melbourne® kvantiniu kompiuteriu dél per didelio grandinés ilgio. Kvantiniy ope-
ratoriy granding jvykdZius kvantiniy jrenginiy paklaidas modeliuojanciu ,,IBMQ* simuliato-
riumi buvo gauta 18 pav. pavaizduota graZzinto sprendinio tikimybiy diagrama. Kvantiniame
simuliatoriuje jskaitant paklaidas teisingas tiesiniy lygc¢iy sistemos sprendinys baigtiniame k-
ne GF(7) stebétas mazesne tikimybe nei visi like neteisingi sprendiniai. Ilgesnéje grandinéje
jsivyravus neidealaus kvantinio jrenginio paklaidoms ir aplinkos triuk§mui biiseny tikimybés
suvienodéja, tad vienintelis teisingas sprendinys i§ 64 biiseny stebimas mazdaug i visy ma-
tavimy. Nors sudaryta kvantiniy operatoriy grandiné geba atlikti skai¢iavimus baigtiniuose
kiinuose GF(p) sprendZiant tiesines lygciy sistemas, Siuolaikiné kvantiné jranga néra pakan-
kamai paZengusi sudétingesnéms kvantiniy operatoriy grandinéms vykdyti.
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Rezultatai ir iSvados

Siame baigiamajame darbe buvo pristatyta darbe naudojama kvantiniy kompiuteriy teo-
rijos dalis, aptartos tyrimo objekto — baigtiniy kiiny GF(p) — savybés ir taikymo galimybés.
Baigiamajame darbe buvo atlikti iSsikelti uZdaviniai:

1. kvantiniy operatoriy grandinémis jgyvendinti sudéties, atimties, daugybos ir dalybos
veiksmai baigtiniuose kiinuose GF(p):
(a) aptarta ir jgyvendinta kvantiné Furjé transformacija ir jos atvirkstiné;
(b) igyvendinta kintamojo ir konstantos sudétis Furjé skai¢iavimo sistemoje;
(c) igyvendinta dviejy kintamyjy sudétis;
(d) igyvendinta atimtis kaip sudéciai atvirkscias veiksmas;
(e) igyvendinta kintamojo ir konstantos daugyba remiantis faziy postkiy sudedamu-
mu;
(f) igyvendinta dviejy kintamyjy daugyba;
(g) igyvendinta sudétisir atimtis pasirinktu moduliu, reikalinga skai¢iavimams GF(p);
(h) igyvendinta dviejy kintamyjy dalyba GF(p) remiantis Oilerio teorema;
2. naudojant jgyvendintas skai¢iavimy baigtiniuose kiinuose grandines iSspresti tiesiniy
lygciy sistemg baigtiniame kiine GF(p):
(a) aptartas Groverio paieskos algoritmas;
(b) igyvendinta tiesinés lygciy sistemos GF(7) orakulo funkcija;
(c) dviejy kintamyjy tiesiniy lygciy sistema GF(7) iSspresta Groverio paieSka;
(d) sprendimo kvantiniy operatoriy grandiné patikrinta kvantiniu simuliatoriumi;

3. patikrinti, kaip jgyvendinta lygCiy sistema sprendZianti kvantiniy operatoriy grandiné

veikia tikrame kvantiniame jrenginyje:

(a) tiesiniy lygciy sistemos sprendimo kvantiniy operatoriy grandiné bandyta jvykdyti
,IBMQ® ,,ibmq_16_melbourne* kvantiniu kompiuteriu;

(b) sprendimo kvantiniy operatoriy grandiné jvykdyta ,,IBMQ* paklaidas modeliuo-
janciu simuliatoriumi;
(c) aptartos kvantiniy operatoriy grandinés paklaidos vykdant tikrame kvantiniame

irenginyje.

Veiksmai baigtiniuose kiinuose remiantis kvantine Furjé transformacija jgyvendinti ais-
kiomis, taciau giliomis kvantiniy operatoriy grandinémis. Kuo grandiné gilesne, tuo joje la-
biau pasireiSkia neidealiy kvantiniy jrenginiy veikimo paklaidos. Vykdant kvantiniu simu-
liatoriumi sékmingai veikianti kvantiniy operatoriy grandiné nebuvo tinkama skai¢iavimui
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tikrais Siuolaikiniais kvantiniais jrenginiais. Kvantiniams jrenginiams tobuléjant jmantras ir
spartiis Siuolaikiniai teoriniai algoritmai taps jvykdomi.

Baigiamojo darbo metu buvo jgyvendinta tiesiniy lyg€iy sistema baigtiniame kiine Gro-
verio paieSkos algoritmu sprendzianti kvantiniy operatoriy grandiné. Jgyvendinta kvantiné
grandiné sprendinj skaiciuoja O <V 2nllog, p]> greiCiu, tuo tarpu klasikinis Gauso algoritmas
sprendinj geba skaiciuoti O(n?) grei¢iu. Kvantinis HHL algoritmas jprastas tiesiniy lyggiy sis-
temas gali spresti O <M) greiCiu. Jei HHL algoritmu biity galima skaiciuoti baigtiniuose
ki@inuose, tiesiniy lygciy seistemos baigtiniuose kinuose galéty biiti sprendziamos logaritminiu
greiciu. Sj darbg biity galima testi ieSkant biidy HHL algoritma pritaikyti tiesiniy lyg¢iy siste-
moms baigtiniuose kiinuose spresti.
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Priedas nr. 1

Programy iSeities tekstai

Igyvendinty programy iseities tekstai pasiekiami
https://github.com/maciulisleonardas/quantum-finite-fields

kaip ,,Python* kalbos uZraSinés.
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