
VILNIAUS UNIVERSITETAS MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS

FAKULTETAS FINANSU� IR DRAUDIMO MATEMATIKOS

BAKALAURO STUDIJU� PROGRAMA

Bakalauro baigiamasis darbas

Sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es

Classes of Heavy-Tailed Distributions

Rokas Mizeikis

Darbo vadovas prof. dr. Jonas �iaulys

Vilnius, 2021



Turinys

1 I�vadas 4

2 Apibr
eºimai ir ºym
ejimai 4

2.1 Bendri ºym
ejimai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Skirstiniu� klas
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Klasiu� tarpusavio i�d
ejimai 5

3.1 Jei F ∈ C, tada F ∈ L ∩ D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.1.1 Jei F ∈ C, tada F ∈ L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.1.2 Jei F ∈ C, tada F ∈ D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.2 Jei F ∈ L ∩ D, tada F ∈ S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.3 Jei F ∈ S, tada F ∈ L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.4 Jei F ∈ L, tada F ∈ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.5 Jei F ∈ D, tada F ∈ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.6 D 6⊂ S ir S 6⊂ D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

4 H klas
e 9

4.1 Savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4.1.1 Begalin
e dispersija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4.1.2 S¡lyginio vidurkio vir²ijimas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

5 L klas
e 9

5.1 Savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

5.1.1 h-nejautrumas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

5.1.2 Kitos savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

6 S klas
e 10

6.1 Savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

6.1.1 Uodega leidºiasi l
e£iau nei bet kokios eksponent
es uodega . . . . . . . 11

6.1.2 Neturi eksponentiniu� momentu� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

6.1.3 Kitos savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

7 D klas
e 11

7.1 Savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

7.1.1 Tolygus konvergavimas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

7.1.2 Kitos savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

8 C klas
e 12

8.1 Savyb
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1



9 Skirstiniu� pavyzdºiai 12

9.1 Pareto skirstinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

9.1.1 H klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

9.1.2 L klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

9.1.3 D klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

9.1.4 C klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

9.1.5 S klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

9.2 Diskretusis Weibull skirstinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

9.2.1 H klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

9.2.2 L klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

9.2.3 D klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

9.2.4 C klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

9.2.5 S klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

9.3 Cauchy skirstinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

9.3.1 H klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

9.3.2 L klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

9.3.3 D klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

9.3.4 C klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

9.3.5 S klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

9.4 Lognormalusis skirstinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

9.4.1 H klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

9.4.2 L klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

9.4.3 D klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

9.4.4 C klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

9.4.5 S klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

9.5 Generalizuoto Peter and Paul skirstinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

9.5.1 H klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

9.5.2 L klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

9.5.3 D klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

9.5.4 C klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

9.5.5 S klas
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

10 I²vados 23

2



Sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es

Santrauka

Darbe nagrin
ejama sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es H, L, S, D ir C, ju� tarpusavio i�d
ejimai, i�d
ejimu�

i�rodymai. Taip pat pateikiami keli skirstiniu� pavyzdºiai ir ju� priskyrimai jiems tinkamoms klas
ems.

Raktiniai ºodºiai : Sunkiauodegiai skirstiniai, ilgauodegiai skirstiniai, subeksponentiniai skirsti-

niai, H klas
e, L klas
e, S klas
e, D klas
e, C klas
e, Pareto, Diskretusis Weibull, Cauchy, Lognormalusis,

Peter and Paul.

Classes of Heavy-Tailed Distributions

Abstract

In this bachelor thesis, we explore H, L, S, D and C classes of heavy-tailed distributions, relations-

hip between these classes and proofs of these relationships. We also show a few examples of such

distributions and check which distributions belong to which classes.

Key words : Heavy-tailed distributions, Long-tailed distributions, Subexponential distributions,

H class, L class, S class, D class, C class, Pareto, Discrete Weibull, Cauchy, Lognormal, Peter and

Paul.



1 I�vadas

Matematikoje daºniausiai naudojami mums gerai paºi�stami skirstiniai - Normalusis, Ber-

nulio, Binominis, Tolygusis ar Puasono. Ta£iau kartais mums reikia i�vertinti dydºius, kuriu�

pavien
es reik²m
es smarkiai skirias nuo kitu�. Kai kalbame apie tokiu� dydºiu� skirstinius,

daºniausiai tikim
es ir nuokrypio nuo "normalaus elgesio", kuris ir yra sukeliamas tu� pavieniu�

dydºiu�. �ie skirstiniai ilg¡ laik¡ buvo laikomi i²skirtinai keistais, nors akademikai intensyviai

juos tyr
e kelet¡ de²imtme£iu�. Ir tik dvide²imto amºiaus pabaigoje tokie skirstiniai prad
eti

priimti kaip realisti²ki i�vairiu� i�vykiu� modeliai [1]. Tai gali b	uti draudimo i²mokos, ºmoniu�

pajamos ar bet kokie kiti dydºiai, kuriu� pavien
es reik²m
es gali stipriai i²siskirti i² konteks-

to. Tokiu atveju galime naudoti sunkiauodegius skirstinius, apie kuriu� klases ²iame darbe ir

kalb
esime.

Sunkiauodegiai skirstiniai yra svarb	us stochastin
eje analiz
eje - modeliuojant komunika-

cijos tinklu� veikl¡, epidemiologin¦ sklaid¡, naudojami apra²ant rizikos procesus, taip pat

yra i�rodymu�, kad jie yra pritaikomi �zikoje, geomoksluose ir ekonomikos moksle. Keli pa-

vyzdºiai, kuriuos v
eliau aptarsime yra Pareto skirstinys, Lognormalusis skirstinys, Weibull

skirstinys, Peter and Paul skirstinys.

Vienas i² pavyzdºiu�, kur gali praversti sunkiauodegiu� skirstiniu� modeliai yra ºmoniu�

pajamu� pasiskirstymas. Nors daugumos ºmoniu� pajamos daºniausiai yra pasiskirst¦ gana

tolydºiai, ta£iau smarkiai i²siskiria didºiausias pajamas gaunantys ºmon
es, kurios gali b	uti

didesn
es ²imtus ar t	ukstan£ius kartu�. Tokiu atveju, vidurkis gali prarasti prasm¦ ir suteikti

maºai informacijos apie atsitiktini� dydi�. Sunkiauodegiams skirstiniams daºnai negalime tai-

kyti centrin
es ribin
es teoremos, nes ju� d
emenu� dispersija gali b	uti begalin
e. Taip pat kartais

neegzistuoja kai kurie skirstinio momentai, tod
el turime naudoti neparametrin
es statistikos

metodus. Praktikoje sunkiauodegiai skirstiniai daºnai yra ir ilgauodegiai bei turi stipresn¦

subeksponenti²kumo savyb¦ [2].

Sunkiauodegiai skirstiniai yra suskirstyti i� klases, kurios ir bus ²io darbo pagrindin
e tema.

Kalb
esime apie H klas¦, kuri apima visus sunkiauodegius skirstinius, taip pat jos poklasius

L, S, D ir C. Kiekviena klas
e turi sau b	udingas savybes. Kai kurios klas
es taip pat gali b	uti

kitu� klasiu� poklasiai.

2 Apibr
eºimai ir ºym
ejimai

2.1 Bendri ºym
ejimai

Prie² aptariant klases, aptarsime ²iame darbe naudojamus ºym
ejimus [3].

Funkcijos f ir g yra teigiamos. Bet kuriam atsitiktiniam dydºiui X, FX(x) ºymi pasiskirs-

tymo funkcij¡ (p.f.), o F (x) ºymi p.f. uodegos funkcij¡. Taip pat jei X1, X2, . . . , Xn yra

nepriklausomos X kopijos, tada F ∗nX (x) ºymi n laipsnio p.f. F s¡suk¡, o F ∗nX (x) - tos s¡sukos

uodegos funkcij¡. Tada ra²ome:
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� f(x) ∼ g(x), jei lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1

� FX(x) = P(X ≤ x)

� F (x) = 1− F (x)

� F ∗nX (x) = P(X1 +X2 + . . .+Xn ≤ x)

� F ∗nX (x) = P(X1 +X2 + . . .+Xn > x)

2.2 Skirstiniu� klas
es

Sunkiauodegiu� skirstiniu� klas
es bus pagrindinis ²io darbo tyrimo objektas, tod
el svarbu

pamin
eti ju� apibr
eºimus [4], [3]. Prad
esime nuo H klas
es apibr
eºimo, kadangi visos kitos

tiriamos klas
es bus ²ios klas
es poklasiai.

p.f. F priklauso H klasei, jei bet kuriam �ksuotam δ > 0 turime

lim
x→∞

F (x)eδx =∞.

Kitu� klasiu� apibr
eºimai:

� Sakome, kad p.f. F priklauso L klasei, jei bet kuriam y ∈ (0,∞)

F (x+ y) ∼ F (x), t.y. lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= 1.

� Sakome, kad p.f. F priklauso D klasei, jei bet kuriam y ∈ (0, 1)

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
<∞.

� Sakome, kad p.f. F priklauso C klasei, jei

lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= 1.

� Sakome, kad p.f. F priklauso S klasei, jei

F ∗2(x) ∼ 2F (x), t.y lim
x→∞

F ∗2(x)

2F (x)
= 1.

Taip pat naudojantis [5], galime parodyti, kad jei F ∈ D ir bet kuriam y ∈ (0,∞)

F (x− y) ∼ F (x), t.y. lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1, tai F ∈ S.

Kitaip tariant jei F ∈ D ir F ∈ L, tada ir F ∈ S.

3 Klasiu� tarpusavio i�d
ejimai

Yra ºinoma [6], kad

C ⊂ L ∩ D ⊂ S ⊂ L ⊂ H, D ⊂ H, D 6⊂ S ir S 6⊂ D.
�iame skyrelyje pateiksime to i�rodymus.
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3.1 Jei F ∈ C, tada F ∈ L ∩ D

3.1.1 Jei F ∈ C, tada F ∈ L

Jeigu F ∈ C, tai pagal apibr
eºim¡ lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= 1. Bet kuriam x ≥ 1 turime,

F (x− 1)

F (x)
≥ 1, tod
el

lim
x→∞

inf
F (x− 1)

F (x)
= 1 (1)

Antra vertus, bet kuriam ε ∈ (0, 1),

F (x− 1)

F (x)
=
F (x(1− 1

x
))

F (x)
≤ F (x(1− ε))

F (x)

Vadinasi

lim sup
x→∞

F (x+ 1)

F (x)
≤ lim sup

x→∞

F (x(1− ε))
F (x)

Vadinasi

lim
ε↓0

lim sup
x→∞

F (x− 1)

F (x)
≤ lim

ε↓0
lim sup
x→∞

F (x(1− ε))
F (x)

= lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= 1

Taigi,

lim sup
x→∞

F (x− 1)

F (x)
≤ 1 (2)

I² (1) ir (2) i²plaukia, kad

lim
x→∞

F (x− 1)

F (x)
= lim

x→∞

F (x)

F (x+ 1)
= 1

Taigi, F ∈ L ir tod
el C ⊂ L.

3.1.2 Jei F ∈ C, tada F ∈ D

Jeigu F ∈ C, tai pagal apibr
eºim¡ lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= 1. Pagal ribos apibr
eºim¡ ∃ toks

δ > 0, kad

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
≤ 3

2
, jeigu y ∈ [1− ε, 1].
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I² £ia

lim sup
x→∞

F (
2N − 1

2N
x)

F (x)
≤ 3

2
, kaºkokiam N ∈ N.

I² to i²plaukia, kad F ∈ D ir C ⊂ D. Galime daryti i²vad¡, kad C ⊂ L ∩ D.

3.2 Jei F ∈ L ∩ D, tada F ∈ S

[7][1.4.4 teiginys] Kai x ≥ 0,

F 2∗(x)

F (x)
= 2

∫ x/2

0

F (x− y)

F (x)
dF (y) +

(F (x/2))2

F (x)

= 2

∫ x/2

0

F (x− y)

F (x)
dF (y) + o(1)

(3)

Kur o(1) yra pasekm
e F ∈ D. Visiems 0 ≤ y ≤ x/2,

F (x− y)

F (x)
≤ F (x/2)

F (x)
, (4)

d
el to, kad F ∈ D, galime pritaikyti dominuojamo konvergavimo teorem¡ ir gauti, kad

integralas konverguoja i� 1. Tod
el F ∈ S.

3.3 Jei F ∈ S, tada F ∈ L

[7][1.3.5(a) lema] Galime parodyti, kad jeigu F ∈ S, tai

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1. (5)

Tai yra analogi²ka m	usu� L klas
es apibr
eºimui.

Kai x ≥ y > 0,

F 2∗(x)

F (x)
= 1 +

∫ y

0

F (x− t)
F (x)

dF (t) +

∫ x

y

F (x− t)
F (x)

dF (t)

≥ 1 + F (y) +
F (x− y)

F (x)
(F (x)− F (y)).

(6)

Pakankamai dideliems x, kad F (x)− F (y) 6= 0, tod
el

1 ≤ F (x− y)

F (x)
≤

(
F 2∗(x)

F (x)
− 1− F (y)

)
(F (x)− F (y))−1.

Paskutiniame i�vertiniame de²in
e pus
e art
eja prie 1, kai x → ∞. Tod
el per
ejus prie ribos,

gaunam (5) savyb¦.
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3.4 Jei F ∈ L, tada F ∈ H

[7][Pastaba 4 po 1.3.5(b)] �is i�rodymas i²plaukia i² (5) savyb
es. Jei ji teisinga, tada

visiems ε > 0,

eεxF (x)→∞, x→∞. (7)

�i lema kartu ir paai²kina, kod
el tokie skirstiniai vadinami subeksponentiniais. F (x) leidºiasi

i� 0 l
e£iau nei bet kuri eksponent
e e−εx, ε > 0. Taip pat, kadangi bet kuriam ε > 0:∫∞
y
eεx dF (x) ≥ eεyF (y), y ≥ 0,

i² lemos (7) seka, kad F ∈ S, f̂(−ε) =∞ visiems ε > 0. Tod
el Laplace-Stieltjes subeksponen-

tinio pasiskirstymo funkcijos transformacija turi esmini� singuliarum¡ ta²ke 0. �is rezultatas

pirm¡ kart¡ buvo i�rodytas Chistyakov antroj teoremoj.

3.5 Jei F ∈ D, tada F ∈ H

Jeigu F ∈ D, tai pagal [8][2.2.7] reprezentacin¦ lygti�

F (x) = exp

{
−η(x)−

∫ x

1

ξ(t)

t
dt

}
(x ≥ 1) (8)

Kur η(x), ξ(x) yra apr
eºtos ir ma£ios, β ≤ ξ(t) ≤ α , α > 0.

Eeδx ≥
∫ ∞

0

eδx dF (x) = δ

∫ ∞
0

eδxF (x) dx = δ

∫ ∞
0

eδx exp

{
−η(x)−

∫ x

1

ξ(t)

t
dt

}
dx

≥ δe− sup η(x)

∫ ∞
0

eδx exp

{
−α
∫ x

1

dt

t

}
dx = δe− sup η(x)

∫ ∞
0

eδxeα lnx dx

= δe− sup η(x)

∫ ∞
0

eδx

xα
dx =∞

Taigi, F ∈ H ir D ⊂ H.

3.6 D 6⊂ S ir S 6⊂ D

[5] Jeigu F ∈ D, gali b	ut, kad F 6∈ S. Pateiksime pavyzdi�.

Peter and Paul skirstinys parodo, kad D 6⊂ S, nes ²iam skirstiniui
F (2k − 1)

F (2k)
= 2 su

visais k = 1, 2, . . ., tod
el jis netenkinta Teugels (1975) 3 lemos. Kita vertus,
F (

1

2
x)

F (x)
= 2

visiems x ≥ 2, tod
el F ∈ D.
Kad S 6⊂ D yra teisinga, galime i�sitikinti, jeigu imsime pasiskirstymo funkcij¡ F (x) =

1− exp(−
√
x), x > 0. Toks skirstinys priklauso S d
el Teugels, i²vadu� 2(ii).
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4 H klas
e

H skirstiniu� klas
e yra didºiausia i² ²iame darbe aptariamu� klasiu� ir visi skirstiniai, ku-

riuos tirsime, bus ²ios klas
es nariai. H klas
e pavadinimas kil¦s nuo pilno ²ios skirstiniu�

grup
es angli²ko pavadinimo �Heavy tailed�. Yra i�rodymu�, kad ²ios klas
es skirstiniai realyb
eje

pasitaiko daºniau nei gal
etume pagalvoti pagal ju� naudojimo modeliuojant retum¡ [9].Pavyz-

dºiui, Mielke tirdamas krituliu� duomenis, pasteb
ejo, kad jie labiau atitinka Kappa skirstini�

su funkcija

F (x) = [xαθ/(α + xαθ)]1/α

nei Gamma skirstini�. Granger ir Orr pasi	ul
e naudoti begalin
es dispersijos stabilius skirs-

tinius i�vairiems ekonominiu� duomenu� tipams. Pana²	us skirstiniai gali b	uti pritaikomi ir

hidrologijoje.

Prakti²kai kalbant, sunkiauodegiai skirstiniai turi tankio funkcijas, kurios leidºiasi l
e£iau

nei eksponentin
e funkcija. I² apibr
eºimu� galime pamatyti, kaip toks apib	udinimas atsispindi

ir teorijoje.

4.1 Savyb
es

4.1.1 Begalin
e dispersija

[10] Tokia id
eja buvo i²kelta ir empiri²kai patvirtinta XXa. 7 de²imtmetyje matematiko

Benoit Mandelbrot. Jis parod
e, kad dideli svyravimai atitinka Pareto pasiskirstym¡ su tankio

funkcija f(x) = A ∗ x−α, kai x ≥ x0 ir α ≈ 2.7. �io skirstinio dispersija yra begalin
e. �is

rezultatas kartu su kitais sunkiauodegiu� skirstiniu� d
esniu� atradimais buvo fraktalu� teorijos

i²takos.

4.1.2 S¡lyginio vidurkio vir²ijimas

[9] Kalbant apie sunkiauodegius skirstinius daºnai minima, kad pavien
es reik²m
es savo

verte "labai" i²siskiria i² konteksto ir yra nutolusios nuo daugumos. Ta£iau b	udami konkre-

tesni, galime i�vesti s¡lyginio vidurkio vir²ijimo apibr
eºim¡:

SV Vx = E(X − x|X ≥ x)

Kitais ºodºiais, SV Vx yra vidutinis skirtumas, kiek atsitiktinis dydis X vir²ija duot¡ x, su

s¡lyga, kad skirtumas yra neneigiamas. Kaip galime sp
eti, vidutinis skirtumas did
eja, kai

tolstame i� skirstinio uodeg¡.

5 L klas
e

Dauguma praktikoje sutinkamu� skirstiniu�, kurie priklauso H klasei, taip pat priklauso ir

L klasei. Taip pat, kadangi L yra didºiausias H klas
es poklasis, tod
el jos dalinasi dauguma

tu� pa£iu� pritaikymu� ir savybiu�. �ios klas
es skirstiniai naudojami daugeliui interneto eros

fenomenu� modeliuoti, pavyzdºiui, elektroniniu� parduotuviu� pardavimams - keletas prekiu�
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bus nuperkamos daugyb¦ kartu�, o likusi dauguma daug maºiau. D
el ju� pritaikymo, tokie

skirstiniai dabar i²populiar
ejo tarp statistiku� ir duomenu� analitiku�.

5.1 Savyb
es

5.1.1 h-nejautrumas

[11] Svarbi L klas
es savyb
e, kuri apibreºiama taip:

Jeigu turime grieºtai teigiam¡ nemaº
ejan£ia funkcij¡ h, teigiama pakankamai dideliems x

funkcija F vadinama h-nejautria, jeigu

sup
|y|≤h(x)

|F (x+ y)− F (x)| = o(F (x)), kai x→∞, tolygiai, kai |y| ≤ h(x).

I² apibr
eºimo ai²ku, kad F ∈ L ir atvirk²£iai, kad visos ²ios klas
es funkcijos yra h-nejautrios

bet kuriai funkcijai h. �i savyb
e palengvina kai kuriu� teoremu� i�rodym¡, nes leidºia sumaºinti

operaciju� skai£iu� ir pati i²rai²ka yra paprastesn
e ir ai²kesn
e.

5.1.2 Kitos savyb
es

[11] Tarkime, kad funkcijos F1, . . . , Fn priklauso klasei L. Tada

(i) Konstantoms c1 ir c2, kur c2 > 0, funkcija F1(c1 + c2x) ∈ L

(ii) Jeigu F ∼
∑n

k=1 ckFk, kur c1, . . . , cn > 0, tada F ∈ L

(iii) Sandaugu� funkcija F1 · F2 · . . . · Fn ∈ L

(iv) Funkcija min(F1, . . . , Fn) ∈ L

(v) Funkcija max(F1, . . . , Fn) ∈ L

6 S klas
e

Praktikoje taikomi sunkiauodegiai skirstiniai daºniausiai priklauso ne tik L klasei, bet

ir jos poklasiui S. I² esm
es, tai reikalinga norint gauti geidºiam¡ uodegos elgesi� atliekant

s¡sukos operacijas [2]. Nors ir i² pradºiu� n
era akivaizdu i² ²ios klas
es apibr
eºimo, bet subeks-

ponenti²kumas yra skirstinio uodegos savyb
e. Nors ²iame darbe to detaliau ir neaptarsime,

ta£iau verta pamin
eti, kad ²i klas
e turi daºnai naudojam¡ poklasi�, ºymim¡ S∗ ir vadinam¡

stipriu subeksponentiniu. Praktikoje daºnai naudojami skirstiniai priklauso ir ²iam pokla-

siui.

[12]S klas
es skirstiniai daºniausiai naudojami draudimo nuo gamtos stichiju� modeliuose.

Tokie draudiminiai i�vykiai gali b	uti atsakingi uº dideli� viso i�mon
es protfelio svyravim¡, di-

dindami to portfelio rizik¡. D
el to tiksl	us modeliai tokiems i�vykiams yra ypa£ svarb	us. Tokie

skirstiniai taip pat taikomi eiliu� teorijoje. Situacijos, kai aptarnavimo laikas yra pasiskirst¦s

pagal subeksponentini� skirstini�, kra²tutiniais atvejais turi i�takos dideliems laukimo laikams

sistemoje.
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6.1 Savyb
es

6.1.1 Uodega leidºiasi l 
e£iau nei bet kokios eksponent
es uodega

[12] I² ²ios savyb
es ir kyla ²ios klas
es pavadinimas. Toki¡ savyb¦ galime uºra²yti taip:
F (x)

e−εx
→∞, ∀ε > 0

6.1.2 Neturi eksponentiniu� momentu�

[12] �i savyb
e neleidºia taikyti metodu�, kurie reikalauja eksponentinio momento egzis-

tavimo. J¡ uºra²ome taip:∫∞
0
eεx dF (x) =∞, ∀ε > 0

6.1.3 Kitos savyb
es

[7]

(i) Jeigu F ∈ S,tai tolygiai pagal y visuose uºdaruose intervaluose

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1.

(ii) Jeigu (i) teisinga, tada ∀ε > 0,

eεxF (x)→∞, kai x→∞.

(iii) Jeigu F ∈ S ir ε > 0, egzistuoja baigtin
e konstanta K tokia, kad ∀n ≥ 2 turime
F ∗n(x)

F (x)
≤ K(1 + ε)n, kai x ≥ 0.

7 D klas
e

D skirstiniu� klas
e praktiniuose pritaikimuose yra naudojama re£iau negu anks£iau min
etos

klas
es. �ios klas
es pavadinimas kil¦s nuo angli²ko pavadinimo �Dominatedly varying�, ta£iau

kituose ²altiniuose galima rasti ir pavadinim¡ �O-regularly varying� ir ºymima OR [8]. To-

kie skirstiniai buvo tiriami ir apra²yti jau XX a. 4 de². (Avakumovi¢ (1936), Karamata

(1936)), bet tolimesni tyrimai t¦s
esi tik nuo to paties amºiau 7 de². (Matuszewska (1965),

Feller(1969), Seneta (1976), Aljan£i¢ ir Aran�elovi¢(1977), Maller (1977)).

7.1 Savyb
es

7.1.1 Tolygus konvergavimas

[8] Jeigu F ∈ D, tada yra teisinga

0 < 1/Ψ_(Λ, F ) ≤ Ψ(Λ, F ) <∞, ∀Λ > 1

kur Ψ(Λ, F ) = lim supx→∞ supµ∈[1,Λ] F (µx)/F (x)

ir Ψ_(Λ, F ) = Ψ(Λ, 1/F ).
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7.1.2 Kitos savyb
es

[8]

(i) Jeigu tenkinama [8] 2.0.1 ir F∗(λ0) > 0 kai kuriems λ0 > a2
0, tada F ∈ D ir

λd/C ≤ F (λx)/F (x) ≤ Cλc (λ ≥ 1, x ≥ x0) kai kurioms konstantoms C > 1, c, d, x0.

�ia F∗(λ0) = lim infx→∞ F (λ0x)/F (x), (λ0 > 0).

(ii) Jeigu (teigiama) F yra nedid
ejanti, F∗(λ0) teigiamumas ta²ke λ0 > 1 rei²kia, kad

F ∈ D.
�ia F∗(λ0) = lim infx→∞ F (λ0x)/F (x).

(iii) Jeigu F ∈ D, tai
F∗(λ) ≤ λβ(f) ≤ λα(f) ≤ F ∗(λ), ∀λ ≥ 1

kur α(f), β(f) - Matuszewska indeksai.

8 C klas
e

C yra D klas
es poklasis, tod
el jos dalinasi dauguma tu� pa£iu� savybiu� bei jos taikomos

tose pa£iose srityse. �ios klas
es pavadinimas kil¦s nuo angli²ko pavadinimo �Consistently

varying�, bet galima rasti ir pavadinim¡ �Intermediate regular varying� bei ºym
ejim¡ IR

[13]. �i klas
e buvo naudojama tiriant nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� sandaugas Cline

ir Samorodnitsky darbe, taip pat tiriant didelius nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� sumu� ir

maksimumu� nukrypimus Cline ir Hsing darbe.

8.1 Savyb
es

[2]

(i) F ∈ C tada ir tik tada, kai bet kuriai teigiamai funkcijai h tokiai, kad h(x) = o(x), kai

x→∞,

F (x+ h(x)) ∼ F (x),

t.y. tada ir tik tada, kai F yra o(x)-nejautri.

(ii) F ∈ C tada ir tik tada, kai bet kokia nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu�

dydºiu� ξ1, ξ2, . . . su baigtiniu teigiamu vidurkiu seka,
F (Sn)

F (nEξ1)
→ 1, kai n→∞

su tikimybe 1, kur Sn = ξ1 + . . .+ ξn.

9 Skirstiniu� pavyzdºiai

�iame skyrelyje pateiksime kelet¡ pasirinktu� skirstiniu� pavyzdºiu� ir bandysime jas pri-

skirti klasei, kuriai jie priklauso. Prad
esim nuo H klas
es ir tikrinsim pagal apibr
eºimus tol,

kol pasieks maºiausi¡ i² anks£iau aptartu� klasiu�.
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9.1 Pareto skirstinys

Pareto skirstinio tankio funkcija:

f(x) =
kλk

xk+1
, x > λ > 0; k, δ > 0,

pasiskirstymo funkcija:

F (x) =

 1−
(
λ

x

)k
, kai x > λ

0 , kai x ≤ λ

,

pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

F (x) =


(
λ

x

)k
, kai x > λ

1 , kai x ≤ λ

9.1.1 H klas
e

lim
x→∞

F (x)eδx = lim
x→∞

(
λ

x

)k
eδx = λk lim

x→∞

eδx

xk
=∞

Tai priklauso H klasei.

9.1.2 L klas
e

lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= lim

x→∞

(
λ

x+ y

)k
(
λ

x

)k = lim
x→∞

(
x

x+ y

)k
=

(
lim
x→∞

x

x+ y

)k
=

 lim
x→∞

x

x
x

x
+
y

x

k

=

(
1

1 + 0

)k
= 1k = 1

Tai priklauso L klasei.

9.1.3 D klas
e

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim sup

x→∞

(
λ

xy

)k
(
λ

x

)k = lim sup
x→∞

(
x

xy

)k
=

1

yk
<∞

Tai priklauso D klasei.
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9.1.4 C klas
e

lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

y↑1
lim sup
x→∞

(
λ

xy

)k
(
λ

x

)k = lim
y↑1

lim sup
x→∞

(
x

xy

)k
= lim

y↑1

1

yk
=

1

1k
= 1

Tai priklauso C klasei.

9.1.5 S klas
e

Kadangi F ∈ L ∩ D, tada F ∈ S, tai Pareto skirstinys priklauso S klasei.

9.2 Diskretusis Weibull skirstinys

Diskretaus Weibull skirstinio tankio funkcija:

f(x) = (1− p)xβ − (1− p)(x+1)β , kai x = 0, 1, . . . ; 0 < p < 1, β > 0,

pasiskirstymo funkcija:

F (x) = 1− (1− p)[x+1]β , kur [. . .] yra sveikoji dalis,

pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

F (x) = (1− p)[x+1]β .

9.2.1 H klas
e

lim
x→∞

F (x)eδx = lim
x→∞

(1− p)[x+1]βeδx ≥ lim
x→∞

(1− p)(x+1)βeδx = lim
x→∞

e
ln
(

(1−p)(x+1)β
)
eδx =

e
limx→∞

(
ln
(

(1−p)(x+1)β
)

+δx
)

= elimx→∞((x+1)β ln((1−p))+δ(x+1)−δ) =

elimx→∞((x+1)(δ+(x+1)β−1 ln(1−p))−δ) =

∞, kai β < 1

∞, kai β = 1 ir δ > − ln(1− p)
e−δ, kai β = 1 ir δ = − ln(1− p)
0, kai β = 1 ir δ < − ln(1− p)
0, kai β > 1

Tai priklauso H klasei, kai β < 1.

9.2.2 L klas
e

lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= lim

x→∞

(1− p)[x+y+1]β

(1− p)[x+1]β
=

(
lim
x→∞

(1− p)[x+y+1]

(1− p)[x+1]

)β
≤(

lim
x→∞

(1− p)[x+1](1− p)y−1

(1− p)[x+1]

)β
=
(

lim
x→∞

(1− p)y−1
)β

= (1− p)(y−1)β < 1, nes 1− p < 1

Tai nepriklauso L klasei.
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9.2.3 D klas
e

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim sup

x→∞

(1− p)[xy+1]β

(1− p)[x+1]β
=

(
lim sup
x→∞

(1− p)[xy+1]

(1− p)[x+1]

)β
≥(

lim sup
x→∞

(1− p)xy+2

(1− p)x

)β
=

(
lim sup
x→∞

(1− p)xy+2−x
)β

=(
lim sup
x→∞

(1− p)x(y−1)+2

)β
=∞, nes 1− p < 1, y − 1 < 0

Tai nepriklauso D klasei.

9.2.4 C klas
e

lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

y↑1
lim sup
x→∞

(1− p)[xy+1]β

(1− p)[x+1]β
=

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)[xy+1]

(1− p)[x+1]

)β
=(

lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)[(x+1)y−y+1]−[x+1]

)β
=(

lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)(x+1)y−y+1−(x+1)(1− p)〈x+1〉−〈(x+1)y−y+1〉
)β

=(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)(x+1)(y−1)−y+1(1− p)〈x+1〉−〈(x+1)y−y+1〉
)β

=(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)(x+1)(y−1)

(1− p)y−1
(1− p)〈x+1〉−〈(x+1)y−y+1〉

)β
=(

limy↑1 (lim supx→∞(1− p)x+1)
y−1

limy↑1(1− p)y−1
lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)〈x+1〉−〈(x+1)y−y+1〉

)β

=(
limy↑1 (0)y−1

limy↑1(1− p)y−1
lim
y↑1

lim sup
x→∞

(1− p)〈x+1〉−〈(x+1)y−y+1〉

)β

=(
1 lim

y↑1
lim sup
x→∞

(1− p)〈x+1〉−〈(x+1)y−y+1〉
)β

=
(
(1− p)−1

)β
> 1, £ia 〈. . .〉 yra liekana.

Tai nepriklauso C klasei.

9.2.5 S klas
e

Kadangi S ⊂ L ir F 6∈ L, tai F nepriklauso S.

9.3 Cauchy skirstinys

Cauchy skirstinio tankio funkcija:

f(x) =
1

πγ

(
1 +

(
x− x0

γ

)2
) , kai x ∈ R; γ > 0, x0− vietos parametras,

pasiskirstymo funkcija:

F (x) =
1

π
arctan

(
x− x0

γ

)
+

1

2
,
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pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

F (x) =
1

2
− 1

π
arctan

(
x− x0

γ

)
.

9.3.1 H klas
e

lim
x→∞

F (x)eδx = lim
x→∞

(
1

2
− 1

π
arctan

(
x− x0

γ

))
eδx = lim

x→∞

(
1

2
− 1

π
arctan

(
x− x0

γ

))′
(e−δx)′

=

1

πγδ
lim
x→∞

1

1 +

(
x− x0

γ

)2

e−δx
=

1

πγδ
lim
x→∞

eδx

1 +

(
x− x0

γ

)2 =

1

πγδ
lim
x→∞

eδx

1 +
x2 − 2xx0 + x2

0

γ2

=∞

Tai priklauso H klasei.

9.3.2 L klas
e

lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= lim

x→∞

(
1

2
− 1

π
arctan

(
x+ y − x0

γ

))′
(

1

2
− 1

π
arctan

(
x− x0

γ

))′ = lim
x→∞

1

1 +

(
x+ y − x0

γ

)2

1

1 +

(
x− x0

γ

)2

=

lim
x→∞

1 +

(
x− x0

γ

)2

1 +

(
x+ y − x0

γ

)2 = lim
x→∞

γ2 + x2 − 2xx0 + x2
0

γ2 + x2 + 2xy + y2 − 2xx0 − 2yx0 + x2
0

=

lim
x→∞

γ2

x2
+ 1− 2x0

x
+
x2

0

x2

γ2

x2
+ 1 +

2y

x
+
y2

x2
− 2x0

x
− 2yx0

x2
+
x2

0

x2

= 1

Tai priklauso L klasei.
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9.3.3 D klas
e

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim sup

x→∞

(
1

2
− 1

π
arctan

(
xy − x0

γ

))′
(

1

2
− 1

π
arctan

(
x− x0

γ

))′ = lim sup
x→∞

y

1 +

(
xy − x0

γ

)2

1

1 +

(
x− x0

γ

)2

=

lim sup
x→∞

y

(
1 +

(
x− x0

γ

)2
)

1 +

(
xy − x0

γ

)2 = lim sup
x→∞

y (γ2 + x2 − 2xx0 + x2
0)

γ2 + x2y2 − 2xyx0 + x2
0

=

lim sup
x→∞

yγ2

x2
+ y − 2x0y

x
+
x2

0y

x2

γ2

x2
+ y2 − 2yx0

x
+
x2

0

x2

=
y

y2
=

1

y
<∞

Tai priklauso D klasei.

9.3.4 C klas
e

lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

y↑1
lim sup
x→∞

(
1

2
− 1

π
arctan

(
xy − x0

γ

))′
(

1

2
− 1

π
arctan

(
x− x0

γ

))′ =

lim
y↑1

lim sup
x→∞

y

1 +

(
xy − x0

γ

)2

1

1 +

(
x− x0

γ

)2

= lim
y↑1

lim sup
x→∞

y

(
1 +

(
x− x0

γ

)2
)

1 +

(
xy − x0

γ

)2 =

lim
y↑1

lim sup
x→∞

y (γ2 + x2 − 2xx0 + x2
0)

γ2 + x2y2 − 2xyx0 + x2
0

= lim
y↑1

lim sup
x→∞

yγ2

x2
+ y − 2x0y

x
+
x2

0y

x2

γ2

x2
+ y2 − 2yx0

x
+
x2

0

x2

=

lim
y↑1

y

y2
= lim

y↑1

1

y
= 1

Tai priklauso C klasei.

9.3.5 S klas
e

Kadangi F ∈ L ir F ∈ D, tod
el skirstinys priklauso S klasei.
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9.4 Lognormalusis skirstinys

Lognormaliojo skirstinio tankio funkcija:

f(x) =
1

xσ
√

2π
e
−

1

2

 lnx− µ
σ

2

, kai x > 0, σ > 0, µ ∈ R,

pasiskirstymo funkcija:

F (x) =
1

2
+

1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

)
, kur erf yra error funkcija,

pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

F (x) =
1

2
− 1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

)
.

9.4.1 H klas
e

lim
x→∞

F (x)eδx = lim
x→∞

(
1

2
− 1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

))
eδx = lim

x→∞

(
1

2
− 1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

))′
(e−δx)′

=

√
2

2
√
σ
√
πδ

lim
x→∞

1

x
e
−

(lnx− µ)2

2σ

e−δx
=

√
2

2
√
σ
√
πδ

lim
x→∞

exp

{
2σδx+ lnx(2µ− 2σ)− (lnx)2 − µ2

2σ

}
=

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ
(

lim
x→∞

exp
{

2σδx+ lnx(2µ− 2σ)− (lnx)2
}) 1

2σ =

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ

(
exp

{
lim
x→∞

2σδx+ lnx(2µ− 2σ)− (lnx)2

(lnx)2
(lnx)2

}) 1

2σ
=

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ

(
exp

{(
2σδ lim

x→∞

(x)′

((lnx)2)′
+ lim

x→∞

2µ− 2σ

lnx
− lim

x→∞
1

)
lim
x→∞

(lnx)2

}) 1

2σ =

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ

exp


2σδ lim

x→∞

1

2 lnx
1

x

+ 0− 1

 lim
x→∞

(lnx)2




1

2σ

=

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ

(
exp

{(
2σδ lim

x→∞

(x)′

(2 lnx)′
− 1

)
lim
x→∞

(lnx)2

}) 1

2σ =

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ

exp


2σδ lim

x→∞

1

2
1

x

− 1

 lim
x→∞

(lnx)2




1

2σ

=

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ
(

exp
{(

2σδ lim
x→∞

x

2
− 1
)

lim
x→∞

(lnx)2
}) 1

2σ =

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ (exp {∞ ·∞})
1

2σ =

√
2

2
√
σ
√
πδ

e
−
µ2

2σ (e∞)

1

2σ =∞

Tai priklauso H klasei.
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9.4.2 L klas
e

lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= lim

x→∞

(
1

2
− 1

2
erf

(
ln(x+ y)− µ√

2σ

))′
(

1

2
− 1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

))′ = lim
x→∞

1

x+ y
e
−

(ln(x+ y)− µ)2

2σ

1

x
e
−

(lnx− µ)2

2σ

=

lim
x→∞

x e

(lnx− µ)2

2σ

(x+ y) e

(ln(x+ y)− µ)2

2σ

= 1 · lim
x→∞

exp

{
1

2σ

(
(lnx− µ)2 − (ln(x+ y)− µ)2)} =

lim
x→∞

exp

{
1

2σ
(lnx− µ− ln(x+ y) + µ) (lnx− µ+ ln(x+ y)− µ)

}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ

(
ln

(
x

x+ y

)
(lnx(x+ y)− 2µ)

)}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ
ln

(
x

x+ y

)
lnx(x+ y)− 2µ

2σ
ln

(
x

x+ y

)}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ
ln

(
x

x+ y

)
lnx(x+ y)− 2µ

2σ
ln

(
x

x+ y

)}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ
ln

(
x

x+ y

)
lnx(x+ y)

}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ
(lnx− ln(x+ y)) (lnx+ ln(x+ y))

}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ

(
lnx

ln(x+ y)
− 1

)(
lnx

ln(x+ y)
+ 1

)}
=

lim
x→∞

exp

{
1

2σ

((
lnx

ln(x+ y)

)2

− 12

)}
= exp

{
1

2σ
(1− 1)

}
= e0 = 1

Tai priklauso L klasei.
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9.4.3 D klas
e

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim sup

x→∞

(
1

2
− 1

2
erf

(
ln(xy)− µ√

2σ

))′
(

1

2
− 1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

))′ =

lim sup
x→∞

e
−

(ln(xy)− µ)2

2σ

e
−

(lnx− µ)2

2σ

=

(
lim sup
x→∞

e(lnx−µ)2−(lnxy−µ)2
) 1

2σ =

(
lim sup
x→∞

elnx(lnx−2µ)−lnxy(lnxy−2µ)

) 1

2σ =

(
lim sup
x→∞

xlnx−2µ

xlnxy−2µ

) 1

2σ
=

(
lim sup
x→∞

xlnx−2µ

xlnx−2µ xln y ylnxy−2µ

) 1

2σ
=

(
lim sup
x→∞

1

xln y ylnxy−2µ

) 1

2σ =∞, nes y ∈ (0, 1), ln y < 0

Tai nepriklauso D klasei.
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9.4.4 C klas
e

lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

y↑1
lim sup
x→∞

(
1

2
− 1

2
erf

(
ln(xy)− µ√

2σ

))′
(

1

2
− 1

2
erf

(
lnx− µ√

2σ

))′ =

lim
y↑1

lim sup
x→∞

e
−

(ln(xy)− µ)2

2σ

e
−

(lnx− µ)2

2σ

=

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

e(lnx−µ)2−(lnxy−µ)2
) 1

2σ =

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

elnx(lnx−2µ)−lnxy(lnxy−2µ)

) 1

2σ =

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

xlnx−2µ

xlnxy−2µ

) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

xlnx−2µ

xlnx−2µ xln y ylnxy−2µ

) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

1

xln y ylnxy−2µ

) 1

2σ =

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

y2µ

xln y ylnx yln y

) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

y2µ

yln y

1

xln y ylnx

) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

lim sup
x→∞

y2µ

yln y

1

xln y xln y

) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

y2µ

yln y
lim sup
x→∞

(
1

x

)2 ln y
) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

y2µ

yln y

(
lim sup
x→∞

1

x

)2 ln y
) 1

2σ
=

(
lim
y↑1

y2µ

yln y
(0)2 ln y

) 1

2σ
=∞, nes ln y < 0

Tai nepriklauso C klasei.

9.4.5 S klas
e

[2] parodyta, kad ²is skirstinys tenkina 3.30 teoremos s¡lygas ir priklauso klasei S∗.
Kadangi S∗ ⊂ S, tai skirstinys priklauso S.

9.5 Generalizuoto Peter and Paul skirstinys

Generalizuoto Peter and Paul skirstinio pasiskirstymo funkcija:

F (x) = 1− (5a)−[lnx/ ln 2a], kur [. . .] yra sveikoji dalis, x ≥ 1, a > 0,

pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

F (x) = (5a)−[lnx/ ln 2a].
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9.5.1 H klas
e

lim
x→∞

F (x)eδx = lim
x→∞

(5a)
−

 lnx

ln 2a


eδx ≥ lim

x→∞
(5a)

−

 lnx

ln 2a


eδx = lim

x→∞
(5a)

−

 lnx

a ln 2


eδx =

lim
x→∞

5
−

 lnx

ln 2


eδx = lim

x→∞

5
−

lnx

ln 2

′
(e−δx)′

=
ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x 5lnx/ ln 2
=

ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x exp {ln 5lnx/ ln 2}
=

ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x exp

{
lnx

ln 2
ln 5

} =
ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x exp

{
ln 5

ln 2
lnx

} =

ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x exp {lnxln 5/ ln 2}
=

ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x xln 5/ ln 2
=

ln 5

ln 2 δ
lim
x→∞

eδx

x(ln 5/ ln 2)+1
=∞

Tai priklauso H klasei.

9.5.2 L klas
e

lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= lim

x→∞

(5a)
−

 lnx+ y

ln 2a



(5a)
−

 lnx

ln 2a

 = lim
x→∞

(5a)

 lnx

ln 2a

−
 lnx+ y

ln 2a


=

lim
x→∞

(5a)

lnx

ln 2a
−

lnx+ y

ln 2a (5a)
−

〈
lnx

ln 2a

〉
+

〈
lnx+ y

ln 2a

〉
=

lim
x→∞

(5a)

1

ln 2a
ln

( x

x+ y

)
(5a)

〈
lnx+ y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉
= lim

x→∞
1 (5a)

〈
lnx+ y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉

=


lim sup
x→∞

(5a)

〈
lnx+ y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉
= 5a

lim inf
x→∞

(5a)

〈
lnx+ y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉
= 5−a

, £ia 〈. . .〉 yra liekana.

Riba neegzistuoja, tai nepriklauso L.
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9.5.3 D klas
e

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim sup

x→∞

(5a)
−

 lnxy

ln 2a



(5a)
−

 lnx

ln 2a

 = lim sup
x→∞

(5a)

 lnx

ln 2a

−
 lnxy

ln 2a


=

lim sup
x→∞

(5a)

 lnx

ln 2a

−
 lnx+ ln y

ln 2a


≤ lim sup

x→∞
(5a)

 lnx− lnx− ln y

ln 2a
+1


=

lim sup
x→∞

(5a)

− ln y

ln 2a
+1


≤ ∞

Tai priklauso D klasei.

9.5.4 C klas
e

lim
y↑1

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= lim

y↑1
lim sup
x→∞

(5a)
−

 lnxy

ln 2a



(5a)
−

 lnx

ln 2a

 = lim
y↑1

lim sup
x→∞

(5a)

 lnx

ln 2a

−
 lnxy

ln 2a


=

lim
y↑1

lim sup
x→∞

(5a)

 lnx

ln 2a

−
 lnx+ ln y

ln 2a


=

lim
y↑1

lim sup
x→∞

(5a)

lnx

ln 2a
−

lnx+ ln y

ln 2a (5a)
−

〈
lnx

ln 2a

〉
+

〈
lnx+ ln y

ln 2a

〉
=

lim
y↑1

lim sup
x→∞

(5a)

ln y

ln 2a
ln

(x
x

)
(5a)

〈
lnx+ ln y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉
=

1 lim
y↑1

lim sup
x→∞

(5a)

ln y

ln 2a
ln

(x
x

)
(5a)

〈
lnx+ ln y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉
=

lim
y↑1

lim sup
x→∞

(5a)

〈
lnx+ ln y

ln 2a

〉
−

〈
lnx

ln 2a

〉
= 5a > 1, £ia 〈. . .〉 yra liekana.

Tai nepriklauso C.

9.5.5 S klas
e

Kadangi S ⊂ L ir F 6∈ L, tai F nepriklauso S.

10 I²vados

�iame darbe atskleid
eme, kad sunkiauodegiai skirstiniai yra tinkami modeliuoti i�vykius

srityse, kur rizikos valdymas yra vienas i² esminiu� prioritetu�. Ta£iau d
el savo matematiniu�
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i²rai²ku�, su jais atlikti veiksmus gali b	uti gana sud
etinga. Visgi m	usu� pasirinktus skirstinius

pavyko priskirsti atitinkamoms klas
ems. Taip pat aptar
em
e skirtingas klases ir i�rod
em
e ju�

tarpusavio i�d
ejimus.

Pareto skirstinys atitiko visus m	usu� pasirinktu� klasiu� apibr
eºimus, tod
el jis priklauso

visoms joms. Maºiausia i² ju� yra klas
e C. �io skirstinio i²rai²ka yra gana paprasta, tod
el ir

skai£iavimai nebuvo sud
etingi.

Diskretusis Weibull skirstinys atitiko tik H klas
es apibr
eºim¡ su parametru β < 1. Nors

kitoms klas
ems ji ir nepriklauso, ta£iau tai i�rdoyti buvo gana paprasta.

Cauchy skirstinio tyrimas taip pat nebuvo sud
etingas ir jis, kaip ir Pareto, priklauso

klas
ems H, L, D, C, S, i² kuriu� maºiausia yra C klas
e.

Lognormaliojo skirstinio tyrimas buvo kiek sud
etingesnis. �is skirstinys priklauso tik H,
L ir S klas
ems.

Generalizuotas Peter and Paul sud
etingas savo i²rai²ka, nes laipsnyje yra sveika trupme-

nos dalis. Ta£iau ji� i²tyrus paai²k
ejo, kad jis priklauso H ir D klas
ems.

T¦siant ²i� darb¡ b	utu� galima patikrinti ir kitus skirstinius ar i�traukti kitas sunkiauodegiu�

skirstiniu� klases, praple£iant tyrim¡ ir i²samiau apra²ant skirstiniu� savybes.
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