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Sunkiauodegiy skirstiniy klasés

Santrauka

Darbe nagrinéjama sunkiauodegiy skirstiniy klasés H, £, S, D ir C, jy tarpusavio jdéjimai, idéjimy

jirodymai. Taip pat pateikiami keli skirstiniy pavyzdziai ir jy priskyrimai jiems tinkamoms klaséms.

Raktiniai Zodziai : Sunkiauodegiai skirstiniai, ilgauodegiai skirstiniai, subeksponentiniai skirsti-
niai, H klase, L klaseé, S klasé, D klasé, C klasé, Pareto, Diskretusis Weibull, Cauchy, Lognormalusis,
Peter and Paul.

Classes of Heavy-Tailed Distributions

Abstract

In this bachelor thesis, we explore H, £, S, D and C classes of heavy-tailed distributions, relations-
hip between these classes and proofs of these relationships. We also show a few examples of such

distributions and check which distributions belong to which classes.

Key words : Heavy-tailed distributions, Long-tailed distributions, Subexponential distributions,
H class, L class, S class, D class, C class, Pareto, Discrete Weibull, Cauchy, Lognormal, Peter and

Paul.



1 Jvadas

Matematikoje dazniausiai naudojami mums gerai pazjstami skirstiniai - Normalusis, Ber-
nulio, Binominis, Tolygusis ar Puasono. Taciau kartais mums reikia jvertinti dydzius, kuriy
pavieneés reikSmes smarkiai skirias nuo kity. Kai kalbame apie tokiy dydziy skirstinius,
dazniausiai tikimés ir nuokrypio nuo "normalaus elgesio", kuris ir yra sukeliamas ty pavieniy
dydziy. Sie skirstiniai ilga laika buvo laikomi igskirtinai keistais, nors akademikai intensyviai
juos tyre keleta deSimtmeciy. Ir tik dvideSimto amziaus pabaigoje tokie skirstiniai pradéti
priimti kaip realistiski jvairiy jvykiy modeliai [1]. Tai gali buti draudimo i$mokos, Zzmoniy
pajamos ar bet kokie kiti dydziai, kuriy pavienés reik§meés gali stipriai iSsiskirti iS konteks-
to. Tokiu atveju galime naudoti sunkiauodegius skirstinius, apie kuriy klases Siame darbe ir
kalbésime.

Sunkiauodegiai skirstiniai yra svarbus stochastinéje analizéje - modeliuojant komunika-
cijos tinkly wveikla, epidemiologine sklaidg, naudojami aprasant rizikos procesus, taip pat
yra jrodymy, kad jie yra pritaikomi fizikoje, geomoksluose ir ekonomikos moksle. Keli pa-
vyzdziai, kuriuos véliau aptarsime yra Pareto skirstinys, Lognormalusis skirstinys, Weibull
skirstinys, Peter and Paul skirstinys.

Vienas i pavyzdziy, kur gali praversti sunkiauodegiy skirstiniy modeliai yra Zmoniy
pajamy pasiskirstymas. Nors daugumos Zmoniy pajamos daZniausiai yra pasiskirste gana
tolydziai, tac¢iau smarkiai issiskiria didziausias pajamas gaunantys zmoneés, kurios gali buti
didesnés Simtus ar tukstancius karty. Tokiu atveju, vidurkis gali prarasti prasme ir suteikti
mazai informacijos apie atsitiktinj dydj. Sunkiauodegiams skirstiniams daznai negalime tai-
kyti centrinés ribinés teoremos, nes jy démeny dispersija gali buti begaliné. Taip pat kartais
neegzistuoja kai kurie skirstinio momentai, todél turime naudoti neparametrinés statistikos
metodus. Praktikoje sunkiauodegiai skirstiniai daznai yra ir ilgauodegiai bei turi stipresne
subeksponentiskumo savybe |2].

Sunkiauodegiai skirstiniai yra suskirstyti j klases, kurios ir bus 8io darbo pagrindiné tema.
Kalbésime apie ‘H klase, kuri apima visus sunkiauodegius skirstinius, taip pat jos poklasius
L, S, Dir C. Kiekviena klasé turi sau budingas savybes. Kai kurios klasés taip pat gali buti
kity klasiy poklasiai.

2 Apibrézimai ir Zymeéjimai
2.1 Bendri zymeéjimai

Pries aptariant klases, aptarsime $iame darbe naudojamus zZyméjimus |[3].
Funkcijos f ir g yra teigiamos. Bet kuriam atsitiktiniam dydziui X, Fx(x) Zymi pasiskirs-
tymo funkcija (p.f.), o F(x) Zymi p.f. uodegos funkcija. Taip pat jei X1, Xs,..., X, yra
nepriklausomos X kopijos, tada F3*(z) zymi n laipsnio p.f. F sasuka, o F'(x) - tos sasukos

uodegos funkcija. Tada rasome:



o f(x)~g(x), jei im@:
f(x) ~g(z), ] g}mg(x) 1

o ['x(z)=P(X < x)

o F(z)=1—- F(x)

Fo(z)=P(X1 + Xo+ ...+ X, < 2)

o [V(2) =P(X;+Xo+...+ X, >2)

2.2 Skirstiniy klasés

Sunkiauodegiy skirstiniy klasés bus pagrindinis $io darbo tyrimo objektas, todél svarbu
paminéti ju apibrézimus [4], [3]. Pradésime nuo H klasés apibrézimo, kadangi visos kitos

tiriamos klasés bus Sios klasés poklasiai.

p.f. F priklauso H klasei, jei bet kuriam fiksuotam ¢ > 0 turime

lim F(r)e’ = oo.

T—00
Kity klasiy apibrézimai:

e Sakome, kad p.f. F priklauso £ klasei, jei bet kuriam y € (0, 00)

—= —= . Flxz+y
F(z +y) ~ F(z), t.y. :EILIEOW—I

e Sakome, kad p.f. F priklauso D klasei, jei bet kuriam y € (0,1)
F
lim sup ﬂ < 00

e Sakome, kad p.f. F' priklauso C klasei, jei
F
lim lim sup _(:Ey) =
v 2ne F(2)

e Sakome, kad p.f. F' priklauso S klasei, jei

— _ F*Q
F*2(z) ~ 2F(z), t.y lim _(x) =
Taip pat naudojantis [5], galime parodyti, kad jei F' € D ir bet kuriam y € (0, c0)
_ _ Ty —
F(zx —y) ~ F(z), t.y. lim M =1,tal FeS.
z—oo  F(x

Kitaip tariant jei FF € Dir F € L, tadair F € S.

3 Klasiy tarpusavio jdéjimai

Yra zinoma [6], kad
CcLNDcCcSCLCH, D CH, DgSirS¢D.

Siame skyrelyje pateiksime to jrodymus.



3.1 Jei Fe(C,tada Fe LND

3.1.1 Jei Fel,tada FeLl
F(xy)

Jeigu F' € C, tai pagal apibrézimg lim limsup ——= = 1. Bet kuriam x > 1 turime,

Y T—00 F(,CE)

F(z -1

Fe=1) S jodal
F(x)

.. JFlx—1) B
O}Lrgolnfw—l (1)

Antra vertus, bet kuriam € € (0,1),

—
SR

Fa—1) FEO=2) Fea—e)

- <
F(x) Flz) = F(x)

Vadinasi

F 1 F(z(1 -
lim sup & < lim sup M

Vadinasi

F(r—1 F(z(1— F
lim lim sup L < lim lim sup M = lim lim sup _(:vy) =1
el0 200 F(x el z 00 F(SL’) Yl 200 F(I‘)

Taigi,

F(z—1
limsup% <1 (2)

I5 (1) ir (2) isplaukia, kad

fim 2D oy, F@

Taigi, F' € L ir todél C C L.

3.1.2 Jei Fe(C,tada FeD
F(xy)

Jeigu F' € C, tai pagal apibrézimg lim lim sup —=
¥l 200 F(ZL’)
0 >0, kad

= 1. Pagal ribos apibrézima 3 toks

lim sup — < =, jeiguy € [1 —e 1].

DO W



— 2N 1
( N z) 3
lim sup —= < —, kazkokiam N € N.

Is to isplaukia, kad F' € D ir C C D. Galime daryti i§vada, kad C C LN D.

3.2 Jei Fe LND,tada FeS

[7][1.4.4 teiginys| Kai x > 0,

)y [ ) Pl

Fx) F(x) F(x) o
_, [PFa—y)
= 2/0 o) dF(y) + o(1)

Kur o(1) yra pasekmé F' € D. Visiems 0 <y < x/2,

Fz—-y) _Fa/2)

F(z) F(z)

(4)

deél to, kad F' € D, galime pritaikyti dominuojamo konvergavimo teorema ir gauti, kad

integralas konverguoja j 1. Todeél F' € S.

3.3 Jei FeS,tada FeLl

[7]]1.3.5(a) lema| Galime parodyti, kad jeigu F' € S, tai

. Flr—y)
= b (5)

Tai yra analogiska musy £ klasés apibrézimui.

Kaiz >y >0,

F*(x) VEP(x —t) T F(x—1t)

T —1—1—/0 F(f) dF(t)+/y o) dF(t) o
> 14 () + PP () - F)

Pakankamai dideliems z, kad F'(z) — F(y) # 0, todél

Fla—y) _ (F ) L
1< S g(Fu)—r4wn<nm—F@>.

Paskutiniame jvertiniame desSiné pusé artéja prie 1, kai © — oco. Todél peréjus prie ribos,

gaunam (5) savybe.



3.4 Jei Fe/l,tada FeH

[7][Pastaba 4 po 1.3.5(b)] Sis jrodymas isplaukia i§ (5) savybés. Jei ji teisinga, tada
visiems € > 0,

e“F(r) — 00, x — 00. (7)

Si lema kartu ir paaiskina, kodél tokie skirstiniai vadinami subeksponentiniais. F(z) leidziasi
1 0 léciau nei bet kuri eksponenté e=“*, € > 0. Taip pat, kadangi bet kuriam e > 0:

[T e dF(x) > eVF(y), y >0,

i$ lemos (7) seka, kad F' € S, f(—¢) = oo visiems € > 0. Todél Laplace-Stieltjes subeksponen-
tinio pasiskirstymo funkcijos transformacija turi esminj singuliaruma taske 0. Sis rezultatas

pirma karta buvo jrodytas Chistyakov antroj teoremoj.

3.5 Jei FFeD,tada F e H

Jeigu F' € D, tai pagal [8]|2.2.7] reprezentacine lygtj

Fa) = exp{—mx) - @dt} (> 1) )

Kur n(z),&(x) yra apréztos ir macios, 5 < &(t) < a,a > 0.

Ee’ > /OO e’ dF (z) = (5/00 "F(z) dox = 5/00 e’ exp {—77(35) — /x ?dt} dx
0 0 0 1

> (565“1’”(9”)/ €% exp {—oz/ ?} dr = (56“"“”/ TN g
0 1 0

oo dx
= de” Sup"(x)/ £ dxr = 0o
0

xa

Taigi, '€ H ir D C H.

36 D¢SirS¢D

[5] Jeigu F' € D, gali but, kad F' ¢ S. Pateiksime pavyzdj.

F(2k -1
Peter and Paul skirstinys parodo, kad D ¢ S, nes §iam skirstiniui % = 2 su
—.1
F(5x)
visais £k = 1,2,..., todél jis netenkinta Teugels (1975) 3 lemos. Kita vertus, F(2 ) =2
x

visiems = > 2, todeél F' € D.
Kad § ¢ D yra teisinga, galime jsitikinti, jeigu imsime pasiskirstymo funkcija F(z) =
1 — exp(—+/x), z > 0. Toks skirstinys priklauso S dél Teugels, isvady 2(ii).



4 H klaseé

‘H skirstiniy klasé yra didziausia i§ Siame darbe aptariamy klasiy ir visi skirstiniai, ku-
riuos tirsime, bus Sios klasés nariai. H klasé pavadinimas kiles nuo pilno Sios skirstiniy
grupés anglisko pavadinimo ,,Heavy tailed”. Yra jrodymy, kad Sios klasés skirstiniai realybe¢je
pasitaiko dazniau nei galétume pagalvoti pagal jy naudojimo modeliuojant retuma |9].Pavyz-
dziui, Mielke tirdamas krituliy duomenis, pastebéjo, kad jie labiau atitinka Kappa skirstinj
su funkcija
F(z) = [2°°/(a +2)]V/"
nei Gamma skirstinj. Granger ir Orr pasiulé naudoti begalinés dispersijos stabilius skirs-
tinius jvairiems ekonominiy duomeny tipams. Panasus skirstiniai gali buti pritaikomi ir
hidrologijoje.

Praktiskai kalbant, sunkiauodegiai skirstiniai turi tankio funkcijas, kurios leidziasi léciau
nei eksponentiné funkcija. 1§ apibrézimy galime pamatyti, kaip toks apibudinimas atsispindi

ir teorijoje.

4.1 Savybés
4.1.1 Begaliné dispersija

[10] Tokia idéja buvo iskelta ir empiriskai patvirtinta XXa. 7 desimtmetyje matematiko
Benoit Mandelbrot. Jis parodé, kad dideli svyravimai atitinka Pareto pasiskirstyma su tankio
funkcija f(z) = A*xxz™ kai ¢ > zg ir o = 2.7. Sio skirstinio dispersija yra begaliné. Sis
rezultatas kartu su kitais sunkiauodegiy skirstiniy désniy atradimais buvo fraktaly teorijos
iStakos.

4.1.2 Salyginio vidurkio virSijimas

[9] Kalbant apie sunkiauodegius skirstinius daznai minima, kad pavienés reikmés savo
verte "labai" igsiskiria i§ konteksto ir yra nutolusios nuo daugumos. Tac¢iau budami konkre-
tesni, galime jvesti salyginio vidurkio virsijimo apibrézima:

SVV, =E(X —z|X > x)
Kitais zodziais, SV'V, yra vidutinis skirtumas, kiek atsitiktinis dydis X virsija duota z, su
salyga, kad skirtumas yra neneigiamas. Kaip galime spéti, vidutinis skirtumas didéja, kai

tolstame j skirstinio uodegg.

5 L klasé

Dauguma praktikoje sutinkamy skirstiniy, kurie priklauso ‘H klasei, taip pat priklauso ir
L klasei. Taip pat, kadangi £ yra didziausias H klasés poklasis, todél jos dalinasi dauguma
ty paciy pritaikymy ir savybiy. Sios klasés skirstiniai naudojami daugeliui interneto eros

fenomeny modeliuoti, pavyzdziui, elektroniniy parduotuviy pardavimams - keletas prekiy



bus nuperkamos daugybe karty, o likusi dauguma daug maziau. Dél jy pritaikymo, tokie

skirstiniai dabar iSpopuliaréjo tarp statistiky ir duomeny analitiky.

5.1 Savybeés
5.1.1 h-nejautrumas

|11] Svarbi £ klasés savybé, kuri apibreziama taip:
Jeigu turime grieztai teigiama nemazéjancia funkcija h, teigiama pakankamai dideliems x
funkcija F' vadinama h-nejautria, jeigu
| \SUIZ | |F(z4+y) — F(x)] = o(F(x)), kai  — o0, tolygiai, kai |y| < h(z).
y|<h(z
I$ apibrézimo aisku, kad F' € £ ir atvirksc¢iai, kad visos Sios klasés funkcijos yra h-nejautrios
bet kuriai funkcijai h. Si savybe palengvina kai kuriy teoremy jrodyma, nes leidzia sumazinti

operacijy skaic¢iy ir pati iSraiska yra paprastesné ir aiskesné.

5.1.2 Kitos savybés
[11] Tarkime, kad funkcijos Fi, ..., F, priklauso klasei £. Tada
(i) Konstantoms ¢; ir ¢g, kur ¢3 > 0, funkcija Fi(c; + cox) € L
(ii) Jeigu F' ~ > 1, cxFy, kur ¢p,...,¢, > 0, tada F € L
(iii) Sandaugy funkcija Fy - Fy- ... - F, € L
(iv) Funkcija min(Fy,..., F,) € L

(v) Funkcija max(Fy,..., F,) € L

6 S klase

Praktikoje taikomi sunkiauodegiai skirstiniai dazniausiai priklauso ne tik £ klasei, bet
ir jos poklasiui S. I8 esmés, tai reikalinga norint gauti geidziama uodegos elgesj atliekant
sasukos operacijas [2]. Nors ir i§ pradziy néra akivaizdu i Sios klasés apibrézimo, bet subeks-
ponentiskumas yra skirstinio uodegos savybé. Nors Siame darbe to detaliau ir neaptarsime,
taciau verta paminéti, kad §i klasé turi daznai naudojama poklasj, Zymima S&* ir vadinama
stipriu subeksponentiniu. Praktikoje daznai naudojami skirstiniai priklauso ir Siam pokla-
siui.

[12|S klasés skirstiniai dazniausiai naudojami draudimo nuo gamtos stichijy modeliuose.
Tokie draudiminiai jvykiai gali buti atsakingi uz didelj viso jmonés protfelio svyravima, di-
dindami to portfelio rizika. Dél to tikslus modeliai tokiems jvykiams yra ypac svarbus. Tokie
skirstiniai taip pat taikomi eiliy teorijoje. Situacijos, kai aptarnavimo laikas yra pasiskirstes
pagal subeksponentinj skirstinj, krastutiniais atvejais turi jtakos dideliems laukimo laikams

sistemoje.

10



6.1 Savybes
6.1.1 Uodega leidZiasi lé¢iau nei bet kokios eksponentés uodega
[12] I8 Sios savybeés ir kyla Sios klasés pavadinimas. Tokia savybe galime uzrasyti taip:
F(x)
— =00, Ve>0

67633

6.1.2 Neturi eksponentiniy momenty

[12] Si savybe neleidzia taikyti metody, kurie reikalauja eksponentinio momento egzis-

tavimo. Ja uzraSome taip:
J e dF(x) =00, Ve>0

6.1.3 Kitos savybés

7]
(i) Jeigu F' € S, tai tolygiai pagal y visuose uzdaruose intervaluose
Flr —
T )

(ii) Jeigu (i) teisinga, tada Ve > 0,
e“F(r) — oo, kai 2 — oo,

(iii) Jeigu F' € S ir € > 0, egzistuoja baigtiné konstanta K tokia, kad Vn > 2 turime

F*n
F(z)

7 D klase

D skirstiniy klasé praktiniuose pritaikimuose yra naudojama reciau negu anksc¢iau minetos
klasés. Sios klasés pavadinimas kiles nuo anglisko pavadinimo ,,Dominatedly varying“, tac¢iau
kituose Saltiniuose galima rasti ir pavadinima ,JO-regularly varying“ ir Zymima OR [8]. To-
kie skirstiniai buvo tiriami ir aprasyti jau XX a. 4 des. (Avakumovi¢ (1936), Karamata
(1936)), bet tolimesni tyrimai tesési tik nuo to paties amziau 7 des. (Matuszewska (1965),
Feller(1969), Seneta (1976), Aljanci¢ ir Arandelovi¢(1977), Maller (1977)).

7.1 Savybeés
7.1.1 Tolygus konvergavimas

|8] Jeigu F' € D, tada yra teisinga
0<1/¥ (AF)<VY(AF)<oo, VA>1
kur U(A, F') = limsup,_,, sup,ep 4 F'(pz)/F ()
it (A, F) = W(A,1/F).

11



7.1.2 Kitos savybés

8]
(i) Jeigu tenkinama [8] 2.0.1 ir F,()\g) > 0 kai kuriems X\q > a2, tada F € D ir
MN/C < F(x)/F(z) <CX (A >1,2 > x¢) kai kurioms konstantoms C' > 1, ¢, d, zo.
Cia F.(\o) = liminf, o F(Xoz)/F(z), (Ao > 0).

(ii) Jeigu (teigiama) F' yra nedidéjanti, Fi()\g) teigiamumas taske Ao > 1 reiskia, kad
FeD.
Cia F,(\o) = liminf,_,o F(Noz)/F(z).

(iii) Jeigu F € D, tai
F.(\) < X0 <\l < F*()), VA>1
kur a(f), B(f) - Matuszewska indeksai.

8 (C klasé

C yra D klasés poklasis, todél jos dalinasi dauguma ty paciy savybiy bei jos taikomos
tose paciose srityse. Sios klasés pavadinimas kiles nuo anglisko pavadinimo ,Consistently
varying“, bet galima rasti ir pavadinima ,Intermediate regular varying“ bei zZyméjima [ R
[13]. Si klasé buvo naudojama tiriant nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sandaugas Cline
ir Samorodnitsky darbe, taip pat tiriant didelius nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumy ir

maksimumy nukrypimus Cline ir Hsing darbe.

8.1 Savybeés
2]

(i) F' € C tada ir tik tada, kai bet kuriai teigiamai funkcijai h tokiai, kad h(z) = o(z), kai

T — 00,

F(z + h(z)) ~ F(x),
t.y. tada ir tik tada, kai F' yra o(z)-nejautri.

(ii) F € C tadair tik tada, kai bet kokia nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy

dydziy &, &, . .. su baigtiniu teigiamu vidurkiu seka,
F(Sn)

F(nE&)

su tikimybe 1, kur S, =& + ... + &,

— 1, kai n — o0

9 Skirstiniy pavyzdziai

Siame skyrelyje pateiksime keleta pasirinkty skirstiniy pavyzdziy ir bandysime jas pri-
skirti klasei, kuriai jie priklauso. Pradésim nuo H klasés ir tikrinsim pagal apibrézimus tol,

kol pasieks maziausia i§ anksc¢iau aptarty klasiy.
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9.1 Pareto skirstinys
Pareto skirstinio tankio funkcija:

ENE

pasiskirstymo funkcija:

A\
Flz) = 1—(;) ,ka1:z:>)\’
0 ykai v < A

pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:
A .
Fz) = (5) ,kai x> A
1 ykai x < A

9.1.1 H klasé

T—00 r—00 \ T

o A k ox
lim F(z)e® = lim (—) &7 =\ lim & = o0

Tai priklauso H klasei.

9.1.2 L klasé

(5)
lim F(;E+y):lim Ty =

/ — tim <_

T
X

1 k
lim :(—) =1F=1
X
X X

Tai priklauso £ klasei.

9.1.3 7D klasé

F(xy)

()
lim sup ——== = lim sup Y

Tai priklauso D klasei.
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9.1.4 C(C klasé

F(xy) (%) k

k
1 1
lim lim sup ——+ = lim lim sup ——*5- = lim lim sup ( ’ ) =lim—=—=1
¥l z—o0 F(SL’) ¥l 200 ()\ ¥l 200 Ty ytl y 1

Tai priklauso C klasei.

9.1.5 S klasé

Kadangi F' € LN D, tada F € S, tai Pareto skirstinys priklauso S klasei.

9.2 Diskretusis Weibull skirstinys

Diskretaus Weibull skirstinio tankio funkcija:
f@)=1=-p —(1=p)= kaiz=0,1,...;0<p<1,3>0,
pasiskirstymo funkcija:
F(z)=1— (1 —p)EtY kur [.. ] yra sveikoji dalis,
pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:
F(z) = (1 —p)lti,

9.2.1 H klasé

— a+1)8
lim F(z)e’® = lim (1 — p)[x“]ﬁe‘sx > lim (1 — p)(”l)ﬁe‘h = lim eln<(1_p)( w )65” =

T—00 T—r00 T—00 T—00

hmz_mo(l (1=p) D7) +62) _ plima oo (@+1)2 In((1-p))+8(2+1)—8) _
(¢

hmT_>Oo (z+1) (6—4— :13+16 Hn(1— p)) 6)

(

00, kai <1

oo, kai f=11ird > —In(1 —p)
e kaif=1ird=—1In(1-p)
0,kai f=1ird < —In(1 — p)

[ 0, kai 8 >1

Tai priklauso H klasei, kai g < 1.

9.2.2 [ klasé

¥l B
Pty o (-p)ltlt (1 p)etert
AT w) e AP e

T—00 (1—p)[x+1]
—1\ B
L (L=p)I =\ -1)" _ (v-1)p
(s ) = () =0 < b1 —p <

Tai nepriklauso £ klasei.
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9.2.3 7D klasé

F(xy)

(1— p)[xy+1]" ( .

I I ! (1 —p)lvtN?
1M Sup — = limsu imsup —————
e M el ) o R i )

1 — p)av+2\ 7P B
<lim sup %) = (lim sup(l — p)“”y“_m) =
J— p €T

T—00 T—00

T—00

B
(hm sup(l — p)’”(y_l)H) =oo,nesl—p<l,y—1<0
Tai nepriklauso D klasei.

9.2.4 C(C klasé

F 1 — p)lzy+11?
lim lim sup (zy) = lim lim sup % =
¥l 200 F(l‘) ¥l 2500 (1 — p)[x‘f‘l]

B
(hm lim sup(1 — p)[($+1)y—y+1}—[x+1}) _

¥l 200

B
(1 — p)levttl B
B e )

B
lim lim sup(1 p)(f‘“)y—y“—(”ﬁ“)(l _ p)<$+1>—<(w+1)y—y+1>) _

T—r00

T—00

B
lim lim sup(1 — p)@D@=D-v+1(] _ p)(x+1>—((x+1)y—y+1>) _

— p)EFDE=1)

(o
( B
< m lim sup (1 — (1— p)<$+1>—<(w+1)y—y+1>> —

T—r00

hmyTl hm Supx%oo(l - p>:p+1>y !

B
lim lim sup(1 — p)@t—(@E+Dy—y+1) | —
hmyTl(]‘ - p)y ! yT1 a:—>oop( p)

limy+ (0

B
lim lim sup (1 — p) @tV {@Hy—y+1) | —
hmyTl 1 - y— vl 200

B
<1 lim lim sup(1 — p)<”+1>_<(’”+1)y_y+1>) =((1 —p)_l)ﬁ > 1, ¢ia (...)yra liekana.

¥t 2o

Tai nepriklauso C klasei.
9.2.5 S klaseé

Kadangi S C Lir F' ¢ L, tai F nepriklauso S.

9.3 Cauchy skirstinys

Cauchy skirstinio tankio funkcija:

Y
pasiskirstymo funkcija:

1 T — To 1
F = —arct -
(x) 7Tarc an( " )—1—2,

f(z) = s kai w € Ry 4 > 0, 2o — vietos parametras,
T — 2o
my | 1+ < ) >

15



pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

— 1 1 —
F(r) = 5 arctan (x o
@ v

9.3.1 H klasé

(1 1 (x—xo))’
— — — arctan
2w ¥

_ 1 1 _
lim F(z)e’® = lim | = — — arctan T7200) ) efe = fim =
T—00 z—00 \ 2 T ¥ Z—300 (675:1:)/
1
r — 29 2
1
T < v ) 1 e’
lim = lim =
Ty z—00 g0z Ty z—00 . <x — xo)
v
1 ’ eéaz
; _
Y0 a—oo 2% — 2xwe + X3
2

Tai priklauso H klasei.

9.3.2 L klasé

(1 1 . <x+y—x0)>’
— — — — arctan _—
F

limM—lim 2 7 gl

5> - arctan

™ Y

R (e :
’ y , V2 4 22 — 2zw) + 22
1m = 11 =
x—>ool+<x+y_x0)2 m—)oo')/2_|_$2_|_2(l}y—|—y2—21}I0-2y$0+$%
Y
72 2zg  xl
Stl-—+>
lim — L — 44 -1
T—00 7y 2y Yy 21‘0 nyg Ty
AT T A A U 20
x2 Tt T + x2 T x? 2

Tai priklauso £ klasei.
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9.3.3 7D klasé

/
— — — — arctan
F 2
lim sup __(acy) = lim sup i i

X o F xX o 1 1 - ! xX (o]
— (SC) — (5 _ 2 arctan (iL‘ xo)) —

™ Y

y(y* + 2% — 2wm0 + xf)

lim su = limsu =
x—)oop 14 (l’y — $0>2 a:—)oop 72 + 372:[/2 - Qxy:L‘o + .Z'(Z)
Y
2 2x x2
% +y— <oy + L2y y
lim sup -5 L L == =<
e 1 2w @y
2 T 2
Tai priklauso D klasei.
9.3.4 C klasé
(1 1 (xy — ))
— — — —arctan
o Flzy) .. m gl
lim lim sup ——= = lim lim sup =
Yl 00 F(ZL') yT1

Y 2
_ 2 T —x
lim lim sup 7 = lim lim sup 5 =
vl 200 1 vl 2500 Y — o
2 1+
v
2 2
vy 2wy | 2y
oyt —2mmtad) o T YT Ay
lim lim sup 5 = lim lim sup =
U oo V2 H 22y — 220yxo + 25 vt 2oe Y 5 2Yyxo | T
Ry T T
x x x
.1
lim= =lim—-=1
yr1 Yy ytl y

Tai priklauso C klasei.

9.3.5 S klasé

Kadangi F' € L ir F € D, todél skirstinys priklauso S klasei.
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9.4 Lognormalusis skirstinys

Lognormaliojo skirstinio tankio funkcija:

1 (lnx — u) ?
) =
flz) = e 2\ 7 ) kiz>0,0>0 pueR,
roV 2T
pasiskirstymo funkcija:
1 1 Inx —
F(x) = 3 + 3 erf < ne M), kur erf yra error funkcija,

pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:
— 1 1 Inx —
Flx)==——er .

(1)= 5~ serf ( = )

9.4.1 H klasé

G2 (5)

_ 1 1 Inz —p
. F T L4 or _ 1 _
i P = i (5= gers (M50 ) ) = i ey
(Inz —p)?
V2 lim 2 ° 20 V2 i e 200z +Inz(2p — 20) — (Inx)? — p?
exX =
2\/0\/TH w00 g9z 2\/_\/_5 aron P 20
_ VT . 2 — 21) 20 —
2\/5\/%5 (;}Lm exp {200z + Inz(2p — 20) — (Inx) }) o
V2 —'LL—Q 200x + Inz(2p — 20) — (Inx)? %
——— ¢ 20 (exp{ lim (Inz)? =
2/o\/T0 T 00 (Inz)?
Le_u_j ex 200 lim O + lim =20 lim 1) lim (Inz)? % =
2\/5\/%5 P T—00 ((hl x)Q)/ z—oo  Ingx T—00 T—00 o
1
2
o 20
V2 o= 1
e 20 |expg | 206 lim +0—1] lim (Inz)? =
2\/o\/7d T 51 1 T—00
x
2 1
L il
2 el /
Le 20 [exp< (206 lim () 1) lim (Inz)? 20
Qﬁﬁ5 T—00 (2 In :L’)’ x—>oo
1
) il
o 20
V2 o= 1
Ve 9 et : 2 _
NN bl , 1 L) Jim (Inz)
x
ik :
el " —
2 im = — i 28)20 —
sy 2 (o { (200 Jim 5 - 1) Jim (n2)?} )
2 2
W 1 W 1
2 -0 — 2 = —
W\/\_/%(Se 20 (exp{oo.oo})QJ:W\/\_/ﬂe 20 (600)20:00

Tai priklauso H klasei.
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9.4.2 L klasé

1 2
(1 lerf(ln(ijy)—u)), | —<n(“2§) )
— —_ — = _ e
lim F(_a; y)—hm 2 2 V20 ~— = lim rTrY 5
2 27 V20 —e 20
x
(Inz—p)?
lim ve 20 1-lim e ! (Inz — p)? — (In(z +y) — p)*)
- . X —_— — — — =
(z+y)e 20
1
Jim exp { (I o~ e -+) + ) (i = o+ o+ 9) = ) =
1
:}Lrgoexp {% <ln (x —i—y) (nz(z+y) — 2u)>} =
lim e ! In [ — Inz(x + y) 2'uln -
X — —_—— pu—
oo P 24 T+y Y5 Tty
) 1 T I T
1 9 1 _ -
xl—gloeXp{2an<x—|—y> ne(z+y) 2 n<x+y)}
I Ly (2 )
Jim exp ¢ 5—In e nz(xr +y)
) 1
xll_gloexp {% (Inz —In(z +y)) (Inz + In(x }
. 1 Inx Inx
limexpy — | ————— —1
z—00 20 \In(z +y) In(z +y)

:}Lrlgoexp{% ((m(lj—iy))z - 12>} - exp{Qi(l - 1)} & =1

Tai priklauso £ klasei.
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9.4.3 7D klasé

_ (5 gorr (Mt —“))'
lim sup }i(:vy) = lim sup 2 2 V20 =

e (M%)

(In(zy) — p)?

lim sup € 20 — (lim sup e(lnz—y)2—(lnzy—u)2) 20 _
T—00 (IDZE - M)Z T—00
e_ 20’
1 1
a_ Inx—2 Py
(hgi)solip elnx(lnx—Qu)—ln xy(lna:y—Qu)) 20 — (h?l_)sololp ;nmy;;) 20 —
1
) l,lnx72u %
<hin_>sogp xln T—2/ xlny yln :vy—Zp,) -
1
li ; 2 = 0,1),1 0
1£S£p Ty e =o0,nes y € (0,1), Iny <

Tai nepriklauso D klasei.
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9.4.4 C(C klasé

1 1 In(zy) — 1\
Flay) é“”f Vo
lim lim sup Y — lim lim sup g — =
YTl 200 F(ZL‘) (7 S (1 e?"f (lnx - ,u))
2 V20

~(In(zy) — p)?

20 5=
lim lim sup ¢ . lim lim sup e!™*~ w2 —(nzy—p)? | 20 _
vl o0 (Ina —p) i -
e 20
1 1
a - Inz—2pu a_
lim lim sup e @(n =20 -Inzy(nzy =2y 20 lim lim sup T 20
¥l 2500 Yt z—oco xlnmy72u
1
lnx 2p %
<1;%111 hIzn—)Sup Ilnx 21 $1ny yln:vy 2/.1,) -
1 1
1 2 _ y* 20
lim lim sup ———— : limlimsup ———— =
ytl oo MY ylnfy 2p Ul oo XY ylnxylny
1 1
y* 1 20 Y2 1 2%
lim lim sup 1 _ lim limsup =————— =
vt g0 YRV gy ylne UM pmo YV Y gny
1 1
1\ 2y 2% 2 1\ 2y %
llm = llm sup ( ) = | lim —— <lim sup —) =
yt y T—00 x yt1 ymy z—o0 L
1
21 o
lim 2 (0)>™Y 20 _ o0, nes Iny < 0
YTl ylny

Tai nepriklauso C klasei.

9.4.5 S klasé

|2] parodyta, kad Sis skirstinys tenkina 3.30 teoremos salygas ir priklauso klasei S*.
Kadangi §* C §, tai skirstinys priklauso S.

9.5 Generalizuoto Peter and Paul skirstinys

Generalizuoto Peter and Paul skirstinio pasiskirstymo funkcija:
F(z) =1— (5%)~Mma/m2"] "kyy [, ] yra sveikoji dalis, > 1, a > 0,
pasiskirstymo funkcijos uodegos funkcija:

F(x) — (5&)—[lnx/ln2a].
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9.5.1 H klasé

{lnx] (lnx) (1111:)
lim F(Z,)e&v — lim (5(1) In 2¢ eéx > lim (5(1) In 2@ 66:(3 — lim (5(1) aln?2 66:(3 —
T—00 T—>00 r—00 T—00
Inz\’
(ln x) 5 In2
. \In2/ s , In5 o In5 o
o ¢ P (e=9z)’ 020 omo 2 simz/In2 12§ a—oo x exp {In 5ne/In2}
Inb i ede B Inb I e B
1112535220 Inz —ln25xl—>lgo Inb -
rexps —1Ind rexps —Inx
In2 In2
In5 . ede _ In5 ede In5 . e

126 200 2 exp {Inzm5/n2} " In2§ eoo 25/ 2 In2§ i 25/ —

Tai priklauso H klasei.

9.5.2 L klasé

1
_[nlx;y] [lnx] [lnx—i—y}
F a n —| - -
lim M = lim (5 ) — lim (511) In2 In2 _
v—o0  [(x) T-r00 Inx 00
59) “|In2e
Inx lnx—i—y < > <nx—|—y>
lim (5%)In 2a  In2a In 22 In 27 _
T—00
1 <lnx+y> <ln9:> <lnx+y> <lnx>
lim (5%)In 20 x+y poy\ In2 m2e /iy g5\ 2 In 20
( <lnx + y> < Inx >
lim sup(5) In 2 In 2¢
- e Inz 4y , Gia (...)yra liekana.
lim inf(5“)< In2e > <1n 2“>
\ Tr—00

Riba neegzistuoja, tai nepriklauso L.
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9.5.3 7D klasé

In xy
g 2e Inx In zy
. F(azy) . (57) " . In2e| |In2a
lim sup — = lim sup ————— = lim sup(H* =
(5CL) hl 20'

{lnx} [lnx—i—lny} (
lim sup(5%) In 20 In 20 < lim sup(5%) In 20

T—00 T—00

Inx —lnx —Iny )
+1

(—lny )
m2e
lim sup(5) \ ™ < o0

T—00

Tai priklauso D klasei.

9.5.4 C(C klasé

1
- lnzy [lnx} {lnxy]
F ay [m2¢ ~ |- -
lim lim sup _(my) = lim lim sup()— = lim lim sup(5%) In 2 In2*| _
¥l 200 F.CL’) ytl 2500 [lnl’} vl oo
(5(1) ].n2a
{lnx} [lnx—i—lny]
lim lim sup(5) In2¢ In2¢ =

ytl 2500

Inz lnz+Iny _<lnx>+<lnx+lny>
limlimsup(59)In2¢  In2e  (59) \In2° In2e / _

ytl 2500

Iny /x Inx+Iny - Inx
. ayIn 2@ ln(;) a In 2¢ In2e¢ /
lim lim sup(5“) (5%) =

ytl 2500

lny (ZU) <lnx+lny> <1H$>
In[ — o - "
1 lim lim sup(5“)1n 20 \x (5%) In 2 In2¢/ _

ytl 200

Inzx+1Iny Inx
- 3 a ln 20, - ln 2(1 _ a v .
lim lim sup(5“) =5%>1, ¢ia (...)yra liekana.

¥l 2500

Tai nepriklauso C.

9.5.5 S klasé

Kadangi S C Lir F' ¢ L, tai F nepriklauso S.

10 ISvados

Siame darbe atskleidéme, kad sunkiauodegiai skirstiniai yra tinkami modeliuoti jvykius

srityse, kur rizikos valdymas yra vienas i§ esminiy prioritety. Taciau deél savo matematiniy
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iSraisky, su jais atlikti veiksmus gali buti gana sudétinga. Visgi musy pasirinktus skirstinius
pavyko priskirsti atitinkamoms klaséms. Taip pat aptarémé skirtingas klases ir jrodémé jy
tarpusavio jdéjimus.

Pareto skirstinys atitiko visus musy pasirinkty klasiy apibrézimus, todél jis priklauso
visoms joms. Maziausia i$ jy yra klasé C. Sio skirstinio israiska yra gana paprasta, todél ir
skai¢iavimai nebuvo sudétingi.

Diskretusis Weibull skirstinys atitiko tik H klasés apibrézima su parametru 5 < 1. Nors
kitoms klaséms ji ir nepriklauso, taciau tai jrdoyti buvo gana paprasta.

Cauchy skirstinio tyrimas taip pat nebuvo sudétingas ir jis, kaip ir Pareto, priklauso
klasems H, L, D, C, §, i§ kuriy maziausia yra C klasé.

Lognormaliojo skirstinio tyrimas buvo kiek sudétingesnis. Sis skirstinys priklauso tik 7,
L ir S klaséms.

Generalizuotas Peter and Paul sudétingas savo israiska, nes laipsnyje yra sveika trupme-
nos dalis. Taciau jj iStyrus paaiskéjo, kad jis priklauso H ir D klaséms.

Tesiant §j darba buty galima patikrinti ir kitus skirstinius ar jtraukti kitas sunkiauodegiy

skirstiniy klases, praple¢iant tyrima ir iSsamiau aprasant skirstiniy savybes.
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