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Disertacinio darbo aprašymas

1 Problema ir tyrimo objektas

Analiziniu↪ funkciju↪ aproksimavimas paprastesnėmis ar bend-

resnio tipo funkcijomis yra aktualus matematinis uždavinys,

kuriam nuolat ieškoma nauju↪ sprendiniu↪. Vienas ǐs dažniau

sutinkamu↪ tokiu↪ sprendimu↪ pavyzdžiu↪ – S. Mergelyan’o pa-

siūlytas funkciju↪ aproksimavimas polinomais. Mergelyano teore-

ma teigia, kad kiekvien ↪a kompleksinio kintamojo s = σ+it ∈ C
funkcij ↪a f(s), kuri yra tolydi tam tikroje kompaktinėje aibėje

K ⊂ C bei analizinė jos viduje, galima šioje srityje norimu

tikslumu aproksimuoti polinomais.

Kitas ne mažiau i↪domus aproksimavimo būdas teigia,

jog galima rasti toki ↪a funkcij ↪a, kurios postūmiais i↪manoma

aproksimuoti vis ↪a klas ↪e analiziniu↪ funkciju↪. Tokios funkcijos

buvo pavadintos universaliomis funkcijomis. Pirm ↪aj ↪a univer-

sali ↪a funkcij ↪a 1975 m. aptiko S.M. Voronin’as nagrinėdamas

Riemann’o dzeta funkcij ↪a ζ(s), kuri pusplokštumėje σ > 1 yra

apibrėžiama Dirichlet eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
,

ir yra analizǐskai prat ↪esiama i↪ vis ↪a kompleksiniu↪ skaičiu↪ plo-

kštum ↪a ǐsskyrus paprast ↪aji↪ poliu↪ taške s = 1. Jis i↪rodė, kad

postūmiais ζ(s+ iτ), τ ∈ R, galima norimu tikslumu aproksi-

muoti vis ↪a klas ↪e analiziniu↪ funkciju↪ ir, maža to, tokiu↪ postūmiu↪
kiekvienai aproksimuojamai funkcijai yra be galo daug. Šiuo-

laikinė Voronin’o universalumo teorema formuluojama taip:
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Teorema A Tarkime, jog K yra kompaktinė kompleksinės plokštu-
mos juostos {s ∈ C : 1/2 < σ < 1} aibė su jungiu papildiniu, o
f(s) – nulių neturinti funkcija, kuri yra tolydi srityje K ir analizinė
jos viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygybė

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)|< ε

}
> 0.

Čia measA žymi mačios aibės A ⊂ R Lebego mat ↪a.

Voronin’o rezultatai vėliau buvo ǐsplėsti ir platesnei kla-

sei dzeta ir L funkciju↪ bei tam tikrai klasei Dirichlet eilučiu↪.

Analizinės skaičiu↪ teorijos kūrėjai intensyviai nagrinėja ir kitas

universalumo teoremu↪ formas bei apibendrinimus, tokius kaip

diskretus, jungtinis ar mǐsrus universalumas bei apibendrintos

postūmiu↪ klasės.

Ši disertacija yra skirta universalumo teoremoms paraboli-

niu↪ formu↪ dzeta funkcijai.

Tegul

SL(2,Z) :=

{
γ =

(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}

yra pilnoji modulinė grupė. Kompleksinio kintamojo funkci-

ja F (z), z ∈ C, yra vadinama holomorfine svorio κ ∈ 2N
paraboline forma, jei ji tenkina s ↪alygas:

1. F(z) yra holomorfinė pusplokštumėje Im(z) > 0,

2. F
(
az+b
cz+d

)
= (cz+d)κF (z), κ ∈ 2N, su visais γ ∈ SL(2,Z),

3. F yra ǐskleidžiama Fourier eilute F (z) =
∑∞

m=1 c(m)e2πimz.

2



Tegul Tm, m ∈ N, žymi Hecke’s operatoriu↪, apibrėžiam ↪a formule

TmF (z) = mκ−1
∑
a,d>0
ad=m

1

dκ

∑
b (mod d)

F

(
az + b

d

)
, m ∈ N.

Tuomet nenulinė modulinė forma F (z) yra vadinama Hecke’s

operatoriaus Tm tikrine forma, jei egzistuoja toks λ(m) ∈ C,

su kuriuo

TmF = λ(m)F.

Jei F (z) yra tikrinė forma visiems operatoriams Tm, m ∈ N, ji

vadinama vienalaike forma. Šiuo atveju funkcijos F (z) koefi-

cientas c(1) yra nelygus nuliui, ir galime ši ↪a eilut ↪e normalizuoti,

t.y., gauti c(1) = 1.

Tegul F (z) yra normalizuota vienalaikė tikrinė Hecke’s

parabolinė forma. Su funkcija F (z) susieta dzeta funkcija

ζ(s, F ) pusplokštumėje σ > (κ + 1)/2 yra apibrėžiama abso-

liučiai konverguojančia Dirichlet eilute

ζ(s, F ) =
∞∑
m=1

c(m)

ms
,

ir yra analizǐskai prat ↪esiama i↪ sveik ↪aj ↪a funkcij ↪a visoje kompleksi-

niu↪ skaičiu↪ plokštumoje. Toliau trumpumo dėlei ši ↪a funkcij ↪a

vadinsime tiesiog paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkcija.

Paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkcijos universalum ↪a pirm ↪a

kart ↪a i↪rodė A. Laurinčikas ir K. Matsumoto 2001 m. Jie at-

rado, jog funkcijai ζ(s, F ) galioja Voronino tipo universalumo

nelygybė.

Disertacijoje yra nagrinėjami trys šios teoremos apibend-

rinimai paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkcijai naudojant netiesinius
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postūmius – tolydus, diskretus bei jungtinis diskretus atvejai.

Visose disertacijos teoremose F suprantama kaip normalizuota

vienalaikė tikrinė Hecke’s parabolinė forma.

2 Tikslas ir uždaviniai

Disertacijos tikslas – apibendrinti universalumo teorem ↪a parabo-

liniu↪ formu↪ dzeta funkcijai ζ(s, F ) naudojant netiesinius postū-

mius. Disertacija siekia ǐsspr ↪esti tris pagrindinius uždavinius:

1. Apibrėžti netiesiniu↪ postūmiu↪ aib ↪e bei s ↪alygas, su kurio-

mis funkcija ζ(s, F ) yra tolydžiai universali;

2. Apibrėžti netiesiniu↪ postūmiu↪ aib ↪e bei s ↪alygas, su kurio-

mis funkcija ζ(s, F ) yra diskrečiai universali;

3. Apibrėžti netiesiniu↪ postūmiu↪ aib ↪e bei s ↪alygas, su kurio-

mis funkcija ζ(s, F ) tenkina jungtinio diskretaus univer-

salumo savyb ↪e.

3 Aktualumas ir naujumas

Universalumo savybė yra vienas ǐs itin svarbiu↪ ir aktualiu↪
analizinės skaičiu↪ teorijos uždaviniu↪, turinčiu↪ plačias pritaiky-

mo galimybes. Pirmiausia i↪domus ir daug žadantis yra pats

analiziniu↪ funkciju↪ aproksimavimo uždavinys. Tačiau jo nag-

rinėjimas atveria ir kitas galimybes. Universalumo tyrimai

stipriai prisideda prie nauju↪ analizinės skaičiu↪ teorijos metodu↪
vystymo, o taip pat yra taikomi ir kitoms problemoms spr ↪es-

ti. Voronin’o tipo teoremos yra naudojamos dzeta funkciju↪
reikšmiu↪ pasiskirstymo tyrimams. Dzeta funkcijos ζ(s) univer-

salumas taip pat naudojamas hypertranscendentalumo savybei
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tirti – jis galėtu↪ padėti i↪rodyti, jog ζ(s) negali būti jokios ne-

trivialios algebrinės diferencialinės lygties sprendiniu. Taip

pat yra žinoma, jog Riemann’o hipotezė, viena ǐs neǐsspr ↪estu↪
Tūkstantmečio problemu↪, teigianti, jog Riemann’o dzeta funk-

cija ζ(s) neturi nuliu↪ pusplokštumėje σ > 1/2, yra ekvivalenti

teiginiui, jog funkcij ↪a ζ(s) galima aproksimuoti ja pačia juostoje

1/2 < σ < 1.

Universalumo tyrimu↪ aktualumas nemenksta jau dau-

giau kaip keturis dešimtmečius. Ši ↪a sriti↪ yra nagrinėj ↪e tokie

mokslininkai kaip B. Bagchi’s, R. Garunkštis, J. Genys, S.M.

Gonek’as, R. Kačinskaitė, J. Kaczorowski’s, A. Laurinčikas, Y.

Lee, R. Macaitienė, K. Matsumoto, H. Mishou, H. Nagoshi’s,

T. Nakamura,  L. Pánkowski’s, A. Reich’as, J. Sander’is, W.

Schwarz’as, J. Steuding’as, R. Steuding’as, D. Šiaučiūnas ir

kiti. Nepaisant intensyviu↪ tyrimu↪, šis tyrimu↪ laukas vis dar

turi neatsakytu↪ klausimu↪.

Paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkcija pasirinkta dėl jos aktu-

alumo. Funkcijos ζ(s, F ) (kai kuriuose šaltiniuose dar žymima

L(s, F )) tyrimus itin paskatino 1995 metu↪ A. Wiles’o rezultatai,

kai šis pritaikė j ↪a paskutiniosios Fermat teoremos i↪rodymui.

Ji taip pat gali būti pritaikyta moduliniu↪ formu↪ analizei bei

kitiems algebros bei grupiu↪ teorijos uždaviniams spr ↪esti.

Netiesiniu↪ postūmiu↪ atvejis buvo pasirinktas kaip vi-

sǐskai nauja tyrimu↪ kryptis, 2016 m.  L. Pánkowski’o pasiūlyta

priklausomu↪ L funkciju↪ analizei.

Disertacijoje pristatomi nauji teoriniai rezultatai, pirm ↪a

kart ↪a pristatyti publikacijose bei konferencijose jos rengimo

metu.
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4 Tyrimų metodika

Visi disertacijos rezultatai yra teoriniai, paremti analizinės

skaičiu↪ teorijos metodais. I↪rodymuose galima ǐsskirti du pag-

rindinius žingsnius – ribines teoremas funkcijai ζ(s, F ) bei teo-

remas apie tikimybiniu↪ matu↪ atramas. I↪rodymai yra paremti

Euler’io sandaugos savybėmis, Mergelyan’o teorema, aproksi-

mavimu pagal vidurki↪ bei silpnojo matu↪ konvergavimo teorija.

Diskrečiu↪ atveju↪ nagrinėjimui naudojamas Weyl’o kriterijus

bei Gallagher’io lema. Modifikuotu↪ universalumo teoremu↪
i↪rodymui naudojamas L. Meškos ir A. Laurinčiko pasiūlytas

metodas, kai taikomas silpnojo mato konvergavimo ekvivalentas

tolydumo aibiu↪ terminais.

5 Darbo struktūra

Disertacija parašyta anglu↪ kalba. J ↪a sudaro i↪vadas, trys sky-

riai, ǐsvados, literatūros s ↪arašas bei žymėjimai. Kiekvienas

universalumo apibendrinimo atvejis yra nagrinėjamas atskira-

me skyriuje, kur pateikta tiksli formuluotė bei detalūs teoremu↪
i↪rodymai. I↪vade pristatyta istorinė universalumo teorijos vys-

tymosi bei paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkcijos universalumo

savybės analizės apžvalga. Bendra disertacijos apimtis – 78

puslapiai.

6 Problemos istorija

Disertacijoje trumpai apžvelgiami pagrindinai tyrimai, i↪kvėp ↪e

joje pristatomus rezultatus.

Tolydaus universalumo teoremos kildinamos ǐs Voronin’o
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teoremos (Teorema A). Tuo tarpu diskretaus tolydumo idėj ↪a

1980 m. pasiūlė A. Reich’as. Šiuo atveju postūmiai, kuriais

aproksimuojamos funkcijos, imamos jau ne ǐs tolydžios, bet ǐs

diskrečios aibės, ir tiriamas tokios aibės tankis. Reich’as savo

darbe i↪rodė diskretaus tolydumo teorem ↪a Dedekindo dzeta

funkcijai. Jis savo teoremoje postūmius τ ėmė ǐs aritmetinės

progresijos {kh : k ∈ N0}.
Tegul #A žymi diskrečios aibės A gali ↪a (elementu↪ skaičiu↪).

M žymėsime skaičiu↪ kūn ↪a, dM = [M : Q], o ζM (s) – su M

susiet ↪a Dedekindo dzeta funkcij ↪a.

Teorema B Tegul K yra kompaktinė aibė su jungiu papildiniu iš
kompleksinės plokštumos juostos {s ∈ C : 1− (max{2, dM})−1 <
σ < 1}, o f(s) – nuliu nevirstanti funkcija, tolydi aibėje K ir ana-
lizinė jos viduje. Tada kiekvienam realiajam h 6= 0 ir kiekvienam
ε > 0 galioja nelygybė

lim inf
N→∞

1

N
#

{
0 6 k 6 N : sup

s∈K
|ζM (s+ ikh)− f(s)|< ε

}
> 0.

Analizinės skaičiu↪ teorijos tyrėjai pastebėjo, jog kai kurios dze-

ta ir L funkcijos pasižymi jungtinio universalumo savybe, t.y.,

kad vienu metu galima kelet ↪a analiziniu↪ funkciju↪ aproksimuoti

rinkiniu dzeta ar L funkciju↪. Pirmasis jungtinio universalu-

mo rezultatas taip pat priklauso Voroninui, kuris i↪rodė ši ↪a

savyb ↪e Dirichlet L funkcijoms L(s, χ1), ..., L(s, χr) su poromis

neekvivalenčiai Dirichlet charakteriais. Moderni šios teoremos

formuluotė skamba taip:

Teorema C Tegul K1, ...,Kr yra kompaktinės juostos {s ∈ C :

1/2 < σ < 1} aibės su jungiaisiais papildiniais, fj , j = 1, ..., r,
– nuliu nevirstančios funkcijos, tolydžios atitinkamose aibėse Kj ir
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anlizinės jų viduje. Tegul χ1, ..., χr yra poromis neekvivalentūs Di-
richlet charakteriai, o L(s, χ1), ..., L(s, χr) – juos atitinkančios Di-
richlet L funkcijos. Tada kiekvienam ε > 0 yra teisinga nelygybė

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

16j6r
sup
s∈Kj

|L(s+ iτ, χj)

−fj(s)|< ε
}
> 0.

Pirmoji diskreti jungtinio universalumo teorema buvo i↪rodyta

B. Baghi’o. Joje taip pat buvo naudojama Dirichlet L funkcija

bei postūmiai ǐs aritmetinės progresijos.

Nagrinėjant skirtingo tipo dzeta ir L funkcijas, diskre-

taus universalumo rezultatai dažnai yra priklausomi ir nuo

parametro h aritmetinės prigimties. Iššūkiu↪ kelia ir mėginimas

apibendrinti diskreči ↪asias teoremas kitoms postūmiu↪ sekoms

nei tiesinė aibė {kh : k ∈ N0}. Pirmieji tokius rezultatus 2016

m. pademonstravo A. Dubickas ir A. Laurinčikas. Jie nagrinėjo

Riemann’o dzeta funkcij ↪a ir aib ↪e {k
αh : k ∈ N0} su fiksuotu

parametru α, 0 < α < 1.  L. Pánkowski’s praplėtė minėt ↪a re-

zultat ↪a visiems ne sveikiesiems skaičiams α > 0 bei bendresnio

pobūdžio aibėms {hkα logβ k : k = 2, 3, . . .}, čia

β ∈

R, kai α /∈ Z,

(−∞, 0] ∪ (1,∞), kai α ∈ N.

Disertacijoje nagrinėjamas tam tikras  L. Pánkowski’o pasiūlytos

postūmiu↪ aibės apibendrinimas.

Visais anksčiau minėtais atvejais universalumo teore-

mos buvo formuluojamos naudojant apatin ↪e rib ↪a. Tokio tipo

teiginiai yra gan stiprūs, nes leidžia tvirtinti, jog apatinis aprok-
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simacijai naudojamu↪ postūmiu↪ tankis yra teigiamas. Ilg ↪a laik ↪a

buvo abejojama, ar toki↪ tvirtinim ↪a galima sustiprinti apatin ↪e

rib ↪a pakeičiant i↪ rib ↪a. 2012 m. pats S.M. Voronin’as paminėjo,

jog šis perėjimas yra galimas beveik visiems ε > 0. 2014 m. ši↪
teigini↪ pagrindė L. Meška ir A. Laurinčikas Riemann’o dzeta

funkcijai. Jie i↪rodė toki ↪a teorem ↪a:

Teorema D Tarkime, jog K yra kompaktinė kompleksinės plokštu-
mos juostos {s ∈ C : 1/2 < σ < 1} aibė su jungiu papildiniu, o
f(s) – nulių neturinti funkcija, kuri yra tolydi srityje K ir analizinė
jos viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0 nelygybė

lim
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)|< ε

}
> 0

galioja visiems ε > 0, galbūt išskyrus skaitų jų skaičių.

Savo i↪rodyme L. Meška ir A. Laurinčikas silpn ↪aji↪ mato

konvergavim ↪a atviru↪ju↪ aibiu↪ terminais pakeitė ekvivalentu to-

lydumo aibiu↪ terminais ir taip gavo norim ↪a rezultat ↪a. Nors

šis i↪rodymas galioja ne visiems ε > 0, tačiau jie i↪rodė, jog

toks teiginys gali būti pritaikytas ir kitoms dzeta funkcijoms,

apibrėžtoms Dirichlet eilutėmis ir tenkinančioms tam tikras au-

gimo s ↪alygas. Disertacijoje i↪rodomos Voronin’o tipo teoremos

ir kiekvienos ju↪ modifikacijos, kai apatinė riba yra pakeičiama

i↪ rib ↪a.
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7 Pagrindiniai disertacijos rezultatai

7.1 Tolydi universalumo teorema

Pažymėkime kompleksinės plokštumos juost ↪a D = {s ∈ C :

κ/2 < σ < (κ+1)/2}, K = KF – klas ↪e šios juostos kompaktiniu↪
poaibiu↪ su jungiaisiais papildiniais, H0(K), K ∈ K, – klas ↪e

nuliu nevirstančiu↪ funkciju↪, tolydžiu↪ aibėje K ir analiziniu↪ jos

viduje. Tuomet A. Laurinčikas ir K. Matsumoto 2001 m. i↪rodė

toki↪ teigini↪:

Teorema E (Laurinčiko-Matsumoto universalumo teorema).

Tegul K ∈ K, f(s) ∈ H0(K). Tuomet kiekvienam ε > 0, yra
teisinga nelygybė

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, F )− f(s)|< ε

}
> 0.

Ši teorema, kaip ir jos pirmtakė Voronin’o teorema, skirta

funkciju↪ aproksimavimui Riemann’o dzeta funkcijos postūmiais,

i↪rodo, jog nuliu nevirstančias analizines funkcijas galima norimu

tikslumu aproksimuoti funkcijos ζ(s, F ) postūmiais, be to, tokiu↪
postūmiu↪ yra be galo daug (jie turi teigiam ↪a apatini↪ tanki↪).

Laurinčiko-Matsumoto teoremoje analiziniu↪ funkciju↪ ap-

roksimavimui yra naudojami tiesiniai tolydūs funkcijos ζ(s+

iτ, F ) postūmiai. Vėliau gauta ir kitu↪ šios teoremos modifikaciju↪.

Disertacijoje i↪rodoma universalumo teorema naudojant netiesi-

nius funkcijos ζ(s, F ) postūmius.

Sakysime, jog realaus kintamojo funkcija ϕ(τ) priklauso

klasei U(τ0), τ0 > 0, jei ji tenkina šias s ↪alygas:

1. ϕ(τ) intervale [τ0,∞) yra reali, diferencijuojama, teigia-
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ma ir didėjanti,

2. ǐsvestinė ϕ′(τ) intervale [τ0,∞) yra monotonǐska ir tei-

giama bei tenkina s ↪alyg ↪a
1

ϕ′(τ)
= o(τ), τ →∞,

3. galioja i↪vertis ϕ(2τ) max
τ6t62τ

1

ϕ′(t)
� τ, τ →∞.

Tuomet pirmajame disertacijos skyriuje yra i↪rodoma ši teorema.

Teorema 1.1 Tegul ϕ(τ) ∈ U(τ0), K ∈ K, f(s) ∈ H0(K).
Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra teisinga nelygybė

lim inf
T→∞

1

T − τ0
meas

{
τ ∈ [τ0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iϕ(τ), F )

−f(s)|< ε
}
> 0.

Disertacijoje taip pat i↪rodoma ir šios teoremos modifikacija,

kai apatinė riba pakeičiama i↪ rib ↪a.

Teorema 1.2 Tegul ϕ(τ) ∈ U(τ0), K ∈ K, f(s) ∈ H0(K).
Tuomet nelygybė

lim
T→∞

1

T − τ0
meas

{
τ ∈ [τ0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iϕ(τ), F )

−f(s)|< ε
}
> 0

galioja su visai ε > 0, galbūt išskyrus skaitų jų skaičių.

7.2 Diskreti universalumo teorema

Pirmuosius diskretaus universalumo rezultatus paraboliniu↪
formu↪ dzeta funkcijoms i↪rodė A. Laurinčikas, K. Matsumo-

to ir J. Steuding’as 2005 m. Jie nagrinėjo nauj ↪asias formas F̂ ,
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apibrėžtas Hecke’s pogrupyje

Γ0(q) :=

{
M =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z) : c ≡ 0 (mod q)

}
,

čia q ∈ Z, bei su jomis susietas dzeta funkcijas ζ(s, F̂ ). Ju↪
teoremoje buvo reikalaujama, jog žingsnis h tenkintu↪ s ↪alyg ↪a,

jog kiekvienam k 6= 0 skaičius exp(2πk/h) būtu↪ iracionalus.

2016 m. tie patys autoriai pasiekė rezultatau↪ jau be minėto

apribojimo.

Teorema F Tegul K ∈ K, f(s) ∈ H0(K), o h > 0 yra fiksuotas
skaičius. Tuomet kiekvienam ε > 0 galioja nelygybė

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
s∈K
|ζ(s+ ikh, F̂ )

−f(s)|< ε
}
> 0.

Disertacijoje i↪rodomas šios teoremos apibendrinimas netiesi-

niams postūmiams. Šiuo atveju mums prireiks tolygaus pasi-

skirstymo moduliu 1 s ↪avokos.

Skaičiaus u ∈ R trupmenin ↪e dali↪ pažymėkime {u} ir

imkime aibės I indikatoriaus funkcij ↪a χI . Sakome, jog seka

{xk : k ∈ N} ⊂ R yra tolygiai pasiskirsčiusi moduliu 1, jei

kiekvienam intervalui I = [a, b) ⊂ [0, 1) galioja lygybė

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

χI({xk}) = b− a.

Tegu k0 ∈ N. Sakysime, jog realaus kintamojo funkcija ϕ(τ)

priklauso klasei U(k0), k0 > 0, jei ji tenkina šias s ↪alygas:
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1. ϕ(τ) intervale [k0 − 1
2 ,∞) yra reali, diferencijuojama,

teigiama ir didėjanti,

2. ǐsvestinė ϕ′(τ) intervale τ ∈ [k0 − 1
2 ,∞) tenkina s ↪alyg ↪a

ϕ(2τ)

(
max
τ6t62τ

1

ϕ′(t)
+ max
τ6t62τ

ϕ′(t)

)
� τ, τ →∞,

3. seka {aϕ(k) : k > k0} ⊂ R yra tolygiai pasiskirsčiusi

moduliu 1 su kiekvienu a ∈ R \ {0}.

Antrajame disertacijos skyriuje yra i↪rodoma ši teorema.

Teorema 2.1 Tegul ϕ ∈ U(k0), K ∈ K, f(s) ∈ H0(K). Tuo-
met kiekvienam ε > 0 yra teisinga nelygybė

lim inf
N→∞

1

N − k0 + 1
#
{
k0 6 k 6 N : sup

s∈K
|ζ(s+ iϕ(k), F )

−f(s)|< ε
}
> 0.

Kaip ir tolydžiu atveju, i↪rodoma ir šios teoremos modifikuota

versija.

Teorema 2.2 Tegul ϕ ∈ U(k0), K ∈ K, f(s) ∈ H0(K). Tuo-
met nelygybė

lim
N→∞

1

N − k0 + 1
#
{
k0 6 k 6 N : sup

s∈K
|ζ(s+ iϕ(k), F )

−f(s)|< ε
}
> 0

galioja su visai ε > 0, galbūt išskyrus skaitų jų skaičių.
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7.3 Jungtinė diskreti universalumo teorema

Jungtinio universalumo savyb ↪e paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkciju↪
porai i↪rodė H. Mishou. Tegul F1 ir F2 yra dvi skirtingos normali-

zuotos Hecke’s tikrinės parabolinės formos, apibrėžtos pilnojoje

modulinėje grupėje, ju↪ svoriai yra κ1 ir κ2, o c1(m) ir c2(m) –

atitinkami Fourier koeficientai. Apibrėžkime

ĉj(m) = cj(m)m−(κj−1)/2, j = 1, 2,

ir

ζ̂(s, Fj) =

∞∑
m=1

ĉj(m)

ms
, σ > 1, j = 1, 2.

Tuomet Mishou teorema formuluojama taip.

Teorema G Imkime kompleksinės plokštumos juostos {s ∈ C :

1/2 < σ < 1} kompaktines aibes Kj , j = 1, 2, su jungiaisiais
papildiniais ir funkcijas fj(s), j = 1, 2, kurios yra tolydžios aibėse
Kj bei analizinės jų viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0 galioja
nelygybė

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

16j62
sup
s∈Kj

|ζ̂(s+ iτ, Fj)

−fj(s)|< ε
}
> 0.

Diskretu↪ jungtini↪ paraboliniu↪ formu↪ dzeta funkciju↪ universalu-

m ↪a A. Laurinčikas i↪rodė 2020 m. Tegul F1, ..., Fr yra skirtingos

normalizuotos Hecke’s tikrinės parabolinės formos su svoriais

κ1, ..., κr ir Fourier koeficientais c1(m), ..., cr(m). Jas atitinka-
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nčias dzeta funkcijas žymėsime

ζ(s, Fj) =

∞∑
m=1

cj(m)

ms
, σ > (κj + 1)/2, j = 1, . . . , r.

Teigiamiems hj , j = 1, ..., r, apibrėžkime aib ↪e

L(P;h1, ..., hr;π) = {(h1 log p : p ∈ P), ..., (hr log p : p ∈ P), 2π} .

Tegul Dj =
{
s ∈ C : κj/2 < σ < (κj + 1)/2

}
, Kj – klasė Dj

kompaktiniu↪ aibiu↪ su jungiaisiais papildiniais, o H0(Kj),Kj ∈
Kj , žymi klas ↪e nuliu nevirstančiu↪ funkciju↪, tolydžiu↪ aibėse Kj ,

j = 1, ..., r, ir analiziniu↪ ju↪ viduje. Tuomet A. Laurinčikas i↪rodė

toki ↪a teorem ↪a.

Teorema H Tarkime, kad aibė L(P;h1, ..., hr;π) yra tiesiškai ne-
priklausoma virš racionaliųjų skaičių kūno Q. Kiekvienam j =

1, ..., r imkime Kj ∈ Kj ir fj(s) ∈ H0(Kj). Tuomet kiekvienam
ε > 0 galioja nelygybė

lim inf
N→∞

1

N + 1
#
{

0 6 k 6 N : sup
16j6r

sup
s∈Kj

|ζ(s+ ikhj , Fj)

−fj(s)|< ε
}
> 0.

Disertacijos rezultatai gauti naudojant funkciju↪ klas ↪e Ur(k0),

k0 ∈ N. Sakysime, jog funkcijos ϕ1(τ), . . . , ϕr(τ) priklauso

klasei Ur(k0), jei jos tenkina šias s ↪alygas:

1. funkcijos ϕ1, . . . , ϕr intervale [k0 − 1
2 ,∞) yra realios, tei-

giamos, didėjančios ir tolydžiai diferencijuojamos,

2. ǐsvestinės ϕ′1(τ), . . . , ϕ′r(τ) intervale [k0− 1
2 ,∞) tenkina
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s ↪alyg ↪a

ϕj(2τ)

(
max
τ6t62τ

1

ϕ′j(t)
+ max
τ6t62τ

ϕ′j(t)

)
� τ, τ →∞,

j = 1, . . . , r,

3. seka {a1ϕ1(k) + . . .+ arϕr(k) : k > k0} ⊂ R yra tolygiai

pasiskirsčiusi moduliu 1 su kiekvienu a1, . . . , ar ∈ R, kur

nors vienas ǐs aj , j = 1, . . . , r, nėra lygus nuliui.

Tegul Dj =
{
s ∈ C : κj/2 < σ < (κj + 1)/2

}
, j = 1, . . . , r, Kj

– klasė juostos Dj kompaktiniu↪ poaibiu↪ su jungiaisiais papil-

diniais, H0(Kj),Kj ∈ Kj , – klasė nuliu nevirstančiu↪ funkciju↪,

tolydžiu↪ aibėje Kj ir analiziniu↪ jos viduje.

Tuomet trečiasis disertacijos skyrius yra skirtas šiai teo-

remai i↪rodyti:

Teorema 3.1 Tegul (ϕ1, . . . , ϕr) ∈ Ur(k0). Kiekvienam j = 1, . . . , r,
tegul Kj ∈ Kj ir fj(s) ∈ H0(Kj). Tuomet su kiekvienu ε > 0 yra
teisinga nelygybė

lim inf
N→∞

1

N − k0 + 1
#
{
k0 6 k 6 N : sup

16j6r
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iϕj(k), Fj)

−fj(s)|< ε
}
> 0.

Disertacijoje i↪rodoma ir tokia šios teoremos modifikacija:
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Teorema 3.2 Tegul galioja 3.1 teoremos sąlygos. Tuomet nelygybė

lim
N→∞

1

N − k0 + 1
#
{
k0 6 k 6 N : sup

16j6r
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iϕj(k), Fj)

−fj(s)|< ε
}
> 0

galioja su visai ε > 0, galbūt išskyrus skaitų jų skaičių.

Šios teoremos gali būti laikomos vienmatės diskrečio-

sios teoremos apibendrinimu. Svarbu paminėti, jog, kitaip

nei dažnai reikalinga kitose jungtinio universalumo teoremose,

parabolinės formos F1, . . . , Fr yra nebūtinai skirtingos.

8 Išvados

Disertacijoje i↪rodoma, jog dzeta funkcijai ζ(s, F ), susietai su

normalizuota vienalaike Hecke’s tikrine svorio κ paraboline

forma F (z), galima apibrėžti netiesiniu↪ postūmiu↪ aib ↪e taip, jog

jai galiotu↪ šios universalumo savybės:

1. Imant realias funkcijas ϕ ∈ U(τ0), tenkinančias tam tik-

ras augimo s ↪alygas, ir tolydžius postūmius ζ(s+ iϕ(τ), F )

galima norimu tikslumu tolygiai aproksimuoti nuliu ne-

virstančias analizines funkcijas;

2. Imant realias funkcijas ϕ ∈ U(k0), tenkinančias tam tik-

ras augimo s ↪alygas bei tolygiai pasiskirsčiusias moduliu

1, ir diskrečius postūmius ζ(s + iϕ(k), F ) galima nori-

mu tikslumu tolygiai aproksimuoti nuliu nevirstančias

analizines funkcijas;
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3. Imant realias funkcijas (ϕ1, . . . , ϕr) ∈ Ur(k0), tenkina-

nčias tam tikras augimo s ↪alygas bei tolygiai pasiskirsčiu-

sias moduliu 1, ir diskrečius postūmius ζ(s+ iϕj(k), Fj),

j = 1, . . . , r, galima norimu tikslumu tolygiai aproksimuo-

ti aib ↪e nuliu nevirstančiu↪ analiziniu↪ funkciju↪ f1(s), . . . , fr(s).

Parabolinės formos F1, . . . , Fr neprivalo būti skirtingos.
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9 Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti šešiuose pranešimuose
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3. A. Vaiginytė. Viena seku↪ klasė paraboliniu↪ formu↪ teori-

joje, Lietuvos matematiku↪ draugijos 59-oji konferencija,

Kaunas, 2018-06-18.

4. A. Vaiginytė. On some properties of zeta-function of

certain cusp forms, International conference on Number

Theory dedicated to the 70th birthdays of professors An-

tanas Laurinčikas and Eugenijus Manstavičius, Palanga,

2018-09-13.

5. A. Vaiginytė. A short review on the universality for

zeta-function of certain cusp forms, The Sixth Internatio-

nal Conference on Analytic Number Theory and Spatial

Tessellations, Kijevas, Ukraina, 2018-09-25.

6. A. Vaiginytė, A. Laurinčikas, D. Šiaučiūnas. On joint

universality of zeta-functions of certain cusp forms, Value

distribution of zeta and L-functions and related topics
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(stendinis pranešimas), Tokijas, Japonija, 2019-03-21 –

2019-03-27.
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Disertacijos rezultatai yra pristatomi trijose pagrindinėse pub-
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2. A. Vaiginytė, Extension of the Laurinčikas-Matsumoto

theorem, Chebyshevskii Sbornik, 20(1), 2019, 82–93.
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approximation of analytic functions by non-linear shifts
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modelling and control, 25(1), 2020, 108-125.
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11 Summary

In 1975, S.M. Voronin proved a wondrous property of universa-

lity for the Riemann zeta function ζ(s), which is defined, for

σ > 1, by the Dirichlet series

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
,

and is analytically continued to the whole complex plane except

for the simple pole at s = 1. He showed that any analytic

function in the complex plane can be approximated with a

given accuracy by shifts ζ(s+ iτ), τ ∈ R. Voronin’s discovery

inspired further investigations in the field. It turned out that

some other zeta and L-functions as well as certain classes

of Dirichlet series, such as Dirichlet L-functions, Dedekind,

Hurwitz, Lerch zeta-functions and others, are universal in the

Voronin sense.

During several decades of research, other types of univer-

sality were introduced, such as continuous, discrete, weighted,

joint and others, when the composition or different combina-

tions of functions are taken for the approximation of analytic

functions. In some cases, shifts can be taken from different

types of sets, such as subsets of the real numbers, arithmetic

progressions or non linear sequences. In each case, there are

still numerous limitations that prevent from extension of the

universality property for more general function classes.

In 2001, A. Laurinčikas and K. Matsumoto obtained

the universality for zeta-functions ζ(s, F ) attached to certain

cusp forms F (z). Let F (z) be the Hecke-eigen cusp form, i.e.,

F (z) is a holomorphic cusp form of weight κ ∈ 2N and it is
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a simultaneous Hecke-eigen form. Let c(m),m ∈ N, be the

Fourier series coefficients of F (z). Then ζ(s, F ) is defined by

the series

ζ(s, F ) =

∞∑
m=1

c(m)

ms
, σ > (κ+ 1)/2,

and by analytic continuation elsewhere. With such conditions,

the universality theorem for ζ(s, F ) is stated as follows.

Theorem A (Laurinčikas-Matsumoto universality theorem).

Suppose that K is a compact subset of a strip {s ∈ C : κ/2 < σ <

(κ + 1)/2} with connected complement and f(s) is a continuous
non-vanishing function on K which is analytic in its interior. Then,
for every ε > 0, the following inequality holds

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, F )− f(s)|< ε

}
> 0.

This thesis is devoted to the extension of Laurinčikas-Matsumoto

theorem and different modifications of the universality theo-

rems for approximation of analytic functions taking non-linear

shifts ζ(s + iϕ(τ), F ), where function ϕ satisfies some natu-

ral growth conditions. In particular, continuous universality,

discrete universality and joint discrete universality cases are

considered.
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2016 – Seimo rinkimu↪ Rinkiminės komisijos narė
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