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Disertacinio darbo apraSymas

1 Problema ir tyrimo objektas

Analiziniy funkcijy aproksimavimas paprastesnémis ar bend-
resnio tipo funkcijomis yra aktualus matematinis uzdavinys,
kuriam nuolat ieSkoma nauju sprendiniy. Vienas i§ dazniau
sutinkamy tokiu sprendimy pavyzdziy — S. Mergelyan’o pa-
sitlytas funkcijuy aproksimavimas polinomais. Mergelyano teore-
ma teigia, kad kiekviena kompleksinio kintamojo s = o+it € C
funkeija f(s), kuri yra tolydi tam tikroje kompaktingje aibéje
K C C bei analiziné jos viduje, galima 8ioje srityje norimu
tikslumu aproksimuoti polinomais.

Kitas ne maziau jdomus aproksimavimo budas teigia,
jog galima rasti tokia funkcija, kurios postumiais jmanoma
aproksimuoti visa klase analiziniy funkcijy. Tokios funkcijos
buvo pavadintos universaliomis funkcijomis. Pirmaja univer-
salia funkcija 1975 m. aptiko S.M. Voronin’as nagrinédamas
Riemann’o dzeta funkcija ((s), kuri pusplokstuméje o > 1 yra
apibréziama Dirichlet eilute

=1
C(s) = Z vl
m=1
ir yra analiziSkai pratesiama i visa kompleksiniy skaic¢iy plo-
kstuma isskyrus paprastaji poliy taske s = 1. Jis irode, kad
postumiais ((s +i7), 7 € R, galima norimu tikslumu aproksi-
muoti visa klase analiziniy funkcijy ir, maza to, tokiy postumiy
kiekvienai aproksimuojamai funkcijai yra be galo daug. Siuo-

laikiné Voronin’o universalumo teorema formuluojama taip:



Teorema A Tarkime, jog K yra kompaktiné kompleksinés plokstu-
mos juostos {s € C : 1/2 < o < 1} aibé su jungiu papildiniu, o
f(s) — nuliy neturinti funkcija, kuri yra tolydi srityje K ir analiziné
jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

liminflmeas {T € [0,7] : sup|((s +iT) — f(s)|< E} > 0.
T—oo T sE€K
Cia meas A zymi macios aibés A C R Lebego mata,.

Voronin’o rezultatai véliau buvo isplésti ir platesnei kla-
sei dzeta ir L funkciju bei tam tikrai klasei Dirichlet eiluciy.
Analizinés skaiCiy teorijos kuréjai intensyviai nagrinéja ir kitas
universalumo teoremuy formas bei apibendrinimus, tokius kaip
diskretus, jungtinis ar misrus universalumas bei apibendrintos
postiimiy klasés.

Si disertacija yra skirta universalumo teoremoms paraboli-
niy formy dzeta funkcijai.

Tegul

b
SL(2,Z) = {7: (a d) :a,b,c,deZ,ad—bc:l}
C

yra pilnoji moduliné grupé. Kompleksinio kintamojo funkci-
ja F(z), =z € C, yra vadinama holomorfine svorio k € 2N

paraboline forma, jei ji tenkina salygas:

1. F(z) yra holomorfiné pusplokstuméje Im(z) > 0,

2. F (ZZZIS) = (cz+d)"F(z),k € 2N, suvisaisy € SL(2,Z),

3. F yraigkleidziama Fourier eilute F(2) = Y ov_, c(m)e?™m=.



Tegul T},,, m € N, zymi Hecke’s operatoriy, apibréziama formule

e =ntt Y g X (). men

a d>0 b (mod d)
ad=m

Tuomet nenuliné moduliné forma F(z) yra vadinama Hecke’s
operatoriaus T, tikrine forma, jei egzistuoja toks A\(m) € C,
su kuriuo

T F = X(m)F.

Jei F(z) yra tikriné forma visiems operatoriams T,,, m € N, ji
vadinama vienalaike forma. Siuo atveju funkcijos F(z) koefi-
cientas ¢(1) yra nelygus nuliui, ir galime $ia eilute normalizuoti,
t.y., gauti ¢(1) = 1.

Tegul F(z) yra normalizuota vienalaiké tikriné Hecke’s
paraboliné forma. Su funkcija F(z) susieta dzeta funkcija
((s, F') pusplokstuméje o > (k + 1)/2 yra apibréziama abso-
liuciai konverguojancia Dirichlet eilute

C(S7F> = Z 67(7:2);

m=1

ir yra analiziskai pratesiama i sveikaja funkcija visoje kompleksi-
niy skai¢iy plokstumoje. Toliau trumpumo délei sia funkcija
vadinsime tiesiog paraboliniy formy dzeta funkcija.

Paraboliniy formu dzeta funkcijos universaluma pirma
kartg jrodé A. Laurinc¢ikas ir K. Matsumoto 2001 m. Jie at-
rado, jog funkcijai ((s, F') galioja Voronino tipo universalumo
nelygybé.

Disertacijoje yra nagrinéjami trys §ios teoremos apibend-
rinimai paraboliniy formy dzeta funkcijai naudojant netiesinius



postumius — tolydus, diskretus bei jungtinis diskretus atvejai.
Visose disertacijos teoremose F' suprantama kaip normalizuota
vienalaiké tikriné Hecke’s paraboliné forma.

2 Tikslas 1ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — apibendrinti universalumo teorema parabo-
liniy formy dzeta funkcijai ((s, F') naudojant netiesinius posti-

mius. Disertacija siekia iSspresti tris pagrindinius uzdavinius:

1. Apibrézti netiesiniy postumiu aibe bei salygas, su kurio-
mis funkcija ((s, F') yra tolydziai universali;

2. Apibrézti netiesiniy postumiy aibe bei salygas, su kurio-
mis funkcija (s, F) yra diskreciai universali;

3. Apibreézti netiesiniy postumiy aibe bei salygas, su kurio-
mis funkcija ((s, F') tenkina jungtinio diskretaus univer-
salumo savybe.

3 Aktualumas ir naujumas

Universalumo savybé yra vienas i$ itin svarbiy ir aktualiuy
analizinés skaiciy teorijos uzdaviniy, turin¢iy placias pritaiky-
mo galimybes. Pirmiausia idomus ir daug zadantis yra pats
analiziniy funkcijy aproksimavimo uzdavinys. Taciau jo nag-
rinéjimas atveria ir kitas galimybes. Universalumo tyrimai
stipriai prisideda prie naujuy analizinés skaiCiy teorijos metody
vystymo, o taip pat yra taikomi ir kitoms problemoms spres-
ti. Voronin’o tipo teoremos yra naudojamos dzeta funkciju
reiksmiy pasiskirstymo tyrimams. Dzeta funkcijos ¢(s) univer-
salumas taip pat naudojamas hypertranscendentalumo savybei



tirti — jis galéty padéti irodyti, jog ((s) negali buti jokios ne-
trivialios algebrinés diferencialinés lygties sprendiniu. Taip
pat yra zinoma, jog Riemann’o hipotezeé, viena i§ neiSsprestuy
Tukstantmecio problemuy, teigianti, jog Riemann’o dzeta funk-
cija ((s) neturi nuliy pusplokstuméje o > 1/2, yra ekvivalenti
1/2<o0<1.

Universalumo tyrimu aktualumas nemenksta jau dau-
giau kaip keturis desimtmecius. Sia sritj yra nagrinéje tokie
mokslininkai kaip B. Bagchi’s, R. Garunkstis, J. Genys, S.M.
Gonek’as, R. Kacinskaité, J. Kaczorowski’s, A. Laurincikas, Y.
Lee, R. Macaitiené, K. Matsumoto, H. Mishou, H. Nagoshi’s,
T. Nakamura, L. Pankowski’s, A. Reich’as, J. Sander’is, W.
Schwarz’as, J. Steuding’as, R. Steuding’as, D. Siaucitinas ir
kiti. Nepaisant intensyviy tyrimu, Sis tyrimy laukas vis dar
turi neatsakyty klausimuy.

Paraboliniy formy dzeta funkcija pasirinkta dél jos aktu-
alumo. Funkcijos ((s, F) (kai kuriuose Saltiniuose dar zymima
L(s, F)) tyrimus itin paskatino 1995 metu A. Wiles’o rezultatai,
kai §is pritaiké ja paskutiniosios Fermat teoremos jrodymui.
Ji taip pat gali buti pritaikyta moduliniy formy analizei bei
kitiems algebros bei grupiy teorijos uzdaviniams spresti.

Netiesiniy postiimiy atvejis buvo pasirinktas kaip vi-
siSkai nauja tyrimu kryptis, 2016 m. L. Pankowski’o pasitulyta
priklausomuy L funkciju analizei.

Disertacijoje pristatomi nauji teoriniai rezultatai, pirma
karta pristatyti publikacijose bei konferencijose jos rengimo

metu.



4 Tyrimy metodika

Visi disertacijos rezultatai yra teoriniai, paremti analizinés
skai¢iy teorijos metodais. Irodymuose galima isskirti du pag-
rindinius zingsnius — ribines teoremas funkcijai (s, F) bei teo-
remas apie tikimybiniy maty atramas. Irodymai yra paremti
FEuler’io sandaugos savybémis, Mergelyan’o teorema, aproksi-
mavimu pagal vidurkj bei silpnojo maty konvergavimo teorija.
Diskreciy atvejuy nagrinéjimui naudojamas Weyl'o kriterijus
bei Gallagher’io lema. Modifikuoty universalumo teoremuy
irodymui naudojamas L. Meskos ir A. Laurin¢iko pasiulytas
metodas, kai taikomas silpnojo mato konvergavimo ekvivalentas

tolydumo aibiy terminais.

5 Darbo struktura

Disertacija parasyta anglu kalba. Ja sudaro jvadas, trys sky-
riai, iSvados, literatiiros saraSas bei zZymeéjimai. Kiekvienas
universalumo apibendrinimo atvejis yra nagrinéjamas atskira-
me skyriuje, kur pateikta tiksli formuluoté bei detalus teoremy
irodymai. Ivade pristatyta istoriné universalumo teorijos vys-
tymosi bei paraboliniy formuy dzeta funkcijos universalumo
savybés analizés apzvalga. Bendra disertacijos apimtis — 78

puslapiai.

6 Problemos istorija

Disertacijoje trumpai apzvelgiami pagrindinai tyrimai, jkvépe
joje pristatomus rezultatus.

Tolydaus universalumo teoremos kildinamos i§ Voronin’o



teoremos (Teorema . Tuo tarpu diskretaus tolydumo idéja
1980 m. pasiiile A. Reich’as. Siuo atveju postiimiai, kuriais
aproksimuojamos funkcijos, imamos jau ne i$ tolydzios, bet i$
diskrecios aibés, ir tiriamas tokios aibés tankis. Reich’as savo
darbe jrodé diskretaus tolydumo teorema Dedekindo dzeta
funkcijai. Jis savo teoremoje postumius 7 émé i§ aritmetinés
progresijos {kh : k € Ng}.

Tegul # A zymi diskrecios aibés A galia (elementu skaic¢iu).
M zymésime skaiciuy kuna, dyy = [M : QJ, o Car(s) —su M
susieta Dedekindo dzeta funkcija.

Teorema B Tegul K yra kompaktiné aibé su jungiu papildiniu is
kompleksinés plokstumos juostos {s € C : 1 — (max{2,dp})~! <
o < 1}, o f(s) — nuliu nevirstanti funkcija, tolydi aibéje K ir ana-
liziné jos viduje. Tada kiekvienam realiajam h # 0 ir kiekvienam
€ > 0 galioja nelygybé

liminfi# {O <k < N :sup|Cu(s+ikh) — f(s)|< 6} > 0.
N—oo N scK

Analizinés skaiCiy teorijos tyréjai pastebéjo, jog kai kurios dze-
ta ir L funkcijos pasizymi jungtinio universalumo savybe, t.y.,
kad vienu metu galima keleta analiziniy funkcijy aproksimuoti
rinkiniu dzeta ar L funkcijy. Pirmasis jungtinio universalu-
mo rezultatas taip pat priklauso Voroninui, kuris jrodeé Sia
savybe Dirichlet L funkcijoms L(s, x1), ..., L(s, xr) su poromis
neekvivalenciai Dirichlet charakteriais. Moderni Sios teoremos
formuluoté skamba taip:

Teorema C Tegul K1, ..., K, yra kompaktinés juostos {s € C :
1/2 < o < 1} aibés su jungiaisiais papildiniais, f;, j = 1,...,r,
— nuliu nevirstancios funkcijos, tolydZios atitinkamose aibése K ir



anlizinés jy viduje. Tegul x1, ..., Xr Yra poromis neekvivalentiis Di-
richlet charakteriai, o L(s,x1), ..., L(s, xr) — juos atitinkancios Di-

richlet L funkcijos. Tada kiekvienam ¢ > 0 yra teisinga nelygybé

1
lim inf — meas {7‘ € [0,7): sup sup|L(s+ir,x;)
T—oo T 1<j<r s€Kj

—fi(s)|< 5} > 0.

Pirmoji diskreti jungtinio universalumo teorema buvo irodyta
B. Baghi’o. Joje taip pat buvo naudojama Dirichlet L funkcija
bei postiimiai i§ aritmetinés progresijos.

Nagrinéjant skirtingo tipo dzeta ir L funkcijas, diskre-
taus universalumo rezultatai daznai yra priklausomi ir nuo
parametro h aritmetinés prigimties. ISsiikiy kelia ir méginimas
apibendrinti diskreciasias teoremas kitoms postiimiy sekoms
nei tiesiné aibé {kh : k € Np}. Pirmieji tokius rezultatus 2016
m. pademonstravo A. Dubickas ir A. Lauriné¢ikas. Jie nagrinéjo
Riemann’o dzeta funkcija ir aibe {k%h : k € Np} su fiksuotu
parametru a, 0 < a < 1. L. Pankowski’s praplété minéta re-
zultata visiems ne sveikiesiems skai¢iams « > 0 bei bendresnio
pobiidzio aibéms {hk*log? k : k =2,3,...}, cia

R, kai adZ,
(—00,0]U (1,00), kai «a€N.

b€

Disertacijoje nagrinéjamas tam tikras L. Pankowski’o pasitlytos
postiimiy aibés apibendrinimas.

Visais anks¢iau minétais atvejais universalumo teore-
mos buvo formuluojamos naudojant apatine riba. Tokio tipo
teiginiai yra gan stipris, nes leidzia tvirtinti, jog apatinis aprok-



simacijai naudojamuy postumiy tankis yra teigiamas. Ilga laika,
buvo abejojama, ar tokj tvirtinima galima sustiprinti apatine
riba pakei¢iant i riba. 2012 m. pats S.M. Voronin’as paminéjo,
jog §is peréjimas yra galimas beveik visiems € > 0. 2014 m. §j
teigini pagrindé L. Meska ir A. Laurin¢ikas Riemann’o dzeta
funkcijai. Jie jrodé tokia teorema;:

Teorema D Tarkime, jog K yra kompaktiné kompleksinés plokstu-
mos juostos {s € C : 1/2 < o < 1} aibé su jungiu papildiniu, o
f(s) — nuliy neturinti funkcija, kuri yra tolydi srityje K ir analiziné
Jjos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0 nelygybé

1
lim — meas {T € 10,7 : sup|¢(s+iT) — f(s)|< 5} >0
T—oo T scK

galioja visiems € > 0, galbiit iSskyrus skaity ju skaiciy.

Savo irodyme L. Megka ir A. Laurin¢ikas silpnaji mato
konvergavima, atviryjuy aibiy terminais pakeité ekvivalentu to-
lydumo aibiy terminais ir taip gavo norima rezultata. Nors
§is jrodymas galioja ne visiems € > 0, taciau jie irodé, jog
toks teiginys gali buti pritaikytas ir kitoms dzeta funkcijoms,
apibréztoms Dirichlet eilutémis ir tenkinanc¢ioms tam tikras au-
gimo salygas. Disertacijoje irodomos Voronin’o tipo teoremos
ir kiekvienos ju modifikacijos, kai apatiné riba yra pakei¢iama
i riba.



7 Pagrindiniai disertacijos rezultatai
7.1 Tolydi universalumo teorema

Pazymékime kompleksinés plokstumos juosta D = {s € C :
k/2 <o < (k+1)/2}, K = Kr — klase 8ios juostos kompaktiniy
poaibiu su jungiaisiais papildiniais, Hy(K), K € K, — klase
nuliu nevirstanciy funkciju, tolydziy aibéje K ir analiziniy jos
viduje. Tuomet A. Laurinc¢ikas ir K. Matsumoto 2001 m. irodé
toki teigini:

Teorema E (Laurinc¢iko-Matsumoto universalumo teorema).
Tegul K € K, f(s) € Ho(K). Tuomet kiekvienam € > 0, yra
teisinga nelygybé

lim inf 1 meas {T € 0,77 : sup|((s + i1, F) — f(s)|< 5} > 0.
T—oo T seK
Si teorema, kaip ir jos pirmtaké Voronin’o teorema, skirta
funkciju aproksimavimui Riemann’o dzeta funkcijos postumiais,
irodo, jog nuliu nevirstancias analizines funkcijas galima norimu
tikslumu aproksimuoti funkcijos (s, F') postumiais, be to, tokiuy
postumiu yra be galo daug (jie turi teigiama apatinj tanki).

Laurinc¢iko-Matsumoto teoremoje analiziniy funkcijy ap-
roksimavimui yra naudojami tiesiniai tolydus funkcijos (s +
it, F') postumiai. Véliau gauta ir kitu sios teoremos modifikacijy.
Disertacijoje irodoma universalumo teorema naudojant netiesi-
nius funkcijos ((s, F') postumius.

Sakysime, jog realaus kintamojo funkcija ¢(7) priklauso
klasei U(m), 70 > 0, jei ji tenkina Sias salygas:

1. ¢(7) intervale [y, 00) yra reali, diferencijuojama, teigia-

10



ma ir didéjanti,

2. isvestiné ¢/(7) intervale [1p, 00) yra monotoniska ir tei-

giama bei tenkina salyga —— = o(1), T — 0,

@ (1)

3. galioja ivertis ¢(27) _max go’l(t)

LT, T— 0.
Tuomet pirmajame disertacijos skyriuje yra irodoma §i teorema.

Teorema 1.1 Tegul (1) € U(mn), K € K, f(s) € Ho(K).
Tuomet su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf
T—o00 — 70

meas {T € [10,T) : sup|C(s + ip(T), F)
seEK

—f(s)l< g} > 0.

Disertacijoje taip pat jrodoma ir Sios teoremos modifikacija,

kai apatiné riba pakei¢iama i riba.

Teorema 1.2 Tegul o(7) € U(mn), K € K, f(s) € Hyo(K).
Tuomet nelygybé

lim
T—oo T — 79

meas {’7’ € [10,T] : sup|((s +ip(T), F)
seK

—f(s)|< 5} >0

galioja su visai € > 0, galbut isskyrus skaity ju skaiciy.

7.2 Diskreti universalumo teorema

Pirmuosius diskretaus universalumo rezultatus paraboliniy
formy dzeta funkcijoms jrodé A. Laurinc¢ikas, K. Matsumo-
to ir J. Steuding’as 2005 m. Jie nagrinéjo naujasias formas F,

11



apibréztas Hecke’s pogrupyje

To(q) :== {M = (a Z) € SL(2,Z) : ¢=0 (mod q)},

C

¢ia q¢ € Z, bei su jomis susietas dzeta funkcijas C(s,ﬁ’). Ju
teoremoje buvo reikalaujama, jog zingsnis h tenkinty salyga,
jog kiekvienam k # 0 skai¢ius exp(27k/h) butu iracionalus.
2016 m. tie patys autoriai pasieké rezultatay jau be minéto

apribojimo.

Teorema F Tegul K € K, f(s) € Ho(K), o h > 0 yra fiksuotas
skaicius. Tuomet kiekvienam € > 0 galioja nelygybé

lim inf 1#{0 <k <N suplC(s +ikh, F)
—f(s)|< 5} > 0.

Disertacijoje irodomas Sios teoremos apibendrinimas netiesi-
niams postimiams. Siuo atveju mums prireiks tolygaus pasi-
skirstymo moduliu 1 savokos.

Skaiciaus u € R trupmenine dali pazymékime {u} ir
imkime aibés I indikatoriaus funkcija y;. Sakome, jog seka
{z : k € N} C R yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1, jei
kiekvienam intervalui I = [a,b) C [0, 1) galioja lygybé

1l
nlggon;xz({xk}) =b—a.

Tegu ko € N. Sakysime, jog realaus kintamojo funkcija o (7)
priklauso klasei U(kg), ko > 0, jei ji tenkina Sias salygas:
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1

1. o(7) intervale [kg — 5,00) yra reali, diferencijuojama,

teigiama ir didéjanti,

2. igvestiné ¢'(7) intervale 7 € [kg — %, 00) tenkina salyga

1 /
p(27) (Tg%g ) T e (t>> <71, T 00,

3. seka {ap(k) : k > ko} C R yra tolygiai pasiskirsciusi
moduliu 1 su kiekvienu a € R\ {0}.

Antrajame disertacijos skyriuje yra irodoma §i teorema.

Teorema 2.1 Tegul p € U(ko), K €K, f(s)€ Ho(K). Tuo-

met kiekvienam ¢ > 0 yra teisinga nelygybé

1
iminf ———— <k<N: )
lim inf ——— 1#{ko S k<N supl(s +ip(k), F)

—f(s)l< g} > 0.

Kaip ir tolydziu atveju, irodoma ir Sios teoremos modifikuota

versija.

Teorema 2.2 Tegul p € U(ko), K €K, f(s)€ Ho(K). Tuo-
met nelygybé

1
li _ <k<N: ) JF
N1—r>I<1>oN—k0+1#{k0 kSN suplC(s + i (k). F)
—f(s)|<s}>0

galioja su visai € > 0, galbut isskyrus skaity jy skaiciy.
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7.3 Jungtiné diskreti universalumo teorema

Jungtinio universalumo savybe paraboliniy formuy dzeta funkciju
porai irodé H. Mishou. Tegul F} ir F5 yra dvi skirtingos normali-
zuotos Hecke’s tikrinés parabolinés formos, apibréztos pilnojoje
modulinéje grupéje, ju svoriai yra k; ir kg, o ¢1(m) ir ca(m) —
atitinkami Fourier koeficientai. Apibrézkime

¢j(m) = cj(m)m_(”]'_l)/z, j=12,

ir

Tuomet Mishou teorema formuluojama taip.

Teorema G Imkime kompleksinés plokstumos juostos {s € C :
1/2 < o < 1} kompaktines aibes K;, j = 1,2, su jungiaisiais
papildiniais ir funkcijas f;(s), j = 1,2, kurios yra tolydZios aibése
K; bei analizinés ju viduje. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0 galioja
nelygybé

1 .
lim inf — meas {7’ € [0,7): sup sup|((s+ iT, Fj)
T—oo T 1<j<2 seK;
—fi(s)|< 5} > 0.
Diskretu jungtinj paraboliniy formy dzeta funkcijuy universalu-
ma A. Laurinc¢ikas irodé 2020 m. Tegul F1, ..., F,. yra skirtingos

normalizuotos Hecke’s tikrinés parabolinés formos su svoriais

K1, ..., iy ir Fourier koeficientais ¢1(m), ..., ¢, (m). Jas atitinka-
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ncias dzeta funkcijas zZymésime

(s, F) =Y alm (k;+1)/2, j=1,....m

Teigiamiems h;, j = 1,...,r, apibrézkime aibe
L(P;h1,...;hp;m) ={(hilogp:p €P),...,(h.logp:p € P),2n}.

Tegul D; = {s € C: 1;/2 < o < (1 + 1)/2}, K — Klasé D
kompaktiniy aibiy su jungiaisiais papildiniais, o Ho(K}), K; €
Kj, zymi klase nuliu nevirstanciy funkciju, tolydziy aibése Kj,
j =1,...,r, ir analiziniy jy viduje. Tuomet A. Laurin¢ikas jrodé

tokia teorema.

Teorema H Tarkime, kad aibé L(P;hy, ..., hy; ) yra tiesiskai ne-
priklausoma virs racionaliyjy skaiciy kiino Q. Kiekvienam j =
1,...,r imkime K; € K; ir fj(s) € Ho(K;). Tuomet kiekvienam
e > 0 galioja nelygybé

lim inf

<k<N: ikh;, F
im in N+1#{0 k sup sup [((s + ikhj, F})

1<j<rsEKj
—fi(s)|< 5} > 0.

Disertacijos rezultatai gauti naudojant funkciju klase U, (ko),
ko € N. Sakysime, jog funkcijos ¢1(7),...,@-(7) priklauso
klasei U, (ko), jei jos tenkina Sias salygas:

1
2
giamos, didéjancios ir tolydziai diferencijuojamos,

1. funkcijos @1, ..., @, intervale [ky — 5,00) yra realios, tei-

2. iSvestinés ¢'|(7),..., ¢/.(7) intervale [ko — %, 00) tenkina

15



salyga

1 /
©;(27) <Tgeg2(T m + max_ o; (t)) LT, T— 00,

7=1,...,n7

3. seka {a1p1(k) + ...+ arpr(k) 1 k > ko} C R yra tolygiai
pasiskirs¢iusi moduliu 1 su kiekvienu aq,...,a, € R, kur

nors vienas is aj,j = 1,..., 7, néra lygus nuliui.

Tegul D; = {36@:/@-/2 <o< (@—1—1)/2},]': L...,r, Kj
— klasé juostos D; kompaktiniy poaibiy su jungiaisiais papil-
diniais, Ho(Kj), K; € K;, — klasé nuliu nevirstanciy funkcijy,
tolydziy aibé¢je K ir analiziniy jos viduje.

Tuomet treciasis disertacijos skyrius yra skirtas Siai teo-

remai jrodyti:

Teorema 3.1 Tegul (¢1,...,¢r) € Ur(ko). Kiekvienamj =1,...,r,
tegul K; € Kjir fj(s) € Ho(K;). Tuomet su kiekvienu € > 0 yra
teisinga nelygybé

1
liminfi#{k <k<N: sup su s+ipi(k), F;
N—ooco N —ko+1 0 1<j27"s€[1()j’C( ij( ) ])

—fi(s)|< 5} > 0.

Disertacijoje irodoma ir tokia Sios teoremos modifikacija:
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Teorema 3.2 Tegul galioja teoremos sqlygos. Tuomet nelygybé
1
1

Ni_ffloo m#{ko S k<N : sup sup|((s+ip;(k), Fj)

1<j<r s€ K

~Ji(s)l<ep >0
galioja su visai ¢ > 0, galbit isskyrus skaity ju skaiciy.

Sios teoremos gali buti laikomos vienmatés diskrecio-
sios teoremos apibendrinimu. Svarbu paminéti, jog, kitaip
nei daznai reikalinga kitose jungtinio universalumo teoremose,

parabolinés formos F1, ..., F, yra nebutinai skirtingos.

8 ISvados

Disertacijoje irodoma, jog dzeta funkcijai (s, F'), susietai su
normalizuota vienalaike Hecke’s tikrine svorio x paraboline
forma F(z), galima apibrézti netiesiniuy postiimiy aibe taip, jog
jai galioty Sios universalumo savybés:

1. Imant realias funkcijas ¢ € U(7p), tenkinancias tam tik-
ras augimo salygas, ir tolydzius postumius ((s+ip(7), F)
galima norimu tikslumu tolygiai aproksimuoti nuliu ne-

virstancias analizines funkcijas;

2. Imant realias funkcijas ¢ € U(kp), tenkinancias tam tik-
ras augimo salygas bei tolygiai pasiskirsciusias moduliu
1, ir diskrecius postumius ((s + ip(k), F') galima nori-
mu tikslumu tolygiai aproksimuoti nuliu nevirstanc¢ias

analizines funkcijas;
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3. Imant realias funkcijas (p1,...,¢,) € U,(kg), tenkina-
ncias tam tikras augimo salygas bei tolygiai pasiskirs¢iu-
sias moduliu 1, ir diskre¢ius postumius ¢(s + ip;(k), Fj),

7 =1,...,r, galima norimu tikslumu tolygiai aproksimuo-
ti aibe nuliu nevirstanc¢iy analiziniu funkciju f1(s), ..., fr(s).
Parabolinés formos Fi, ..., F, neprivalo buti skirtingos.
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9 Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti SeSiuose pranesimuose
— 5 konferencijose bei Vilniaus universiteto Matematikos ir
informatikos fakulteto seminare:

1. A. Vaiginyté. Apie paraboliniy formy dzeta funkcijy uni-
versaluma, VU MIF Tikimybiy teorijos ir skai¢iy teorijos
katedros seminaras, Vilnius, 2018-05-28.

2. A. Vaiginyté. On the extension of universality for zeta-
function of certain cusp forms, The 23th International
Conference on Mathematical Modelling and Analysis
(MMA2018), Sigulda, Latvija, 2018-05-31.

3. A. Vaiginyté. Viena seky klasé paraboliniy formy teori-
joje, Lietuvos matematiky draugijos 59-0ji konferencija,
Kaunas, 2018-06-18.

4. A. Vaiginyté. On some properties of zeta-function of
certain cusp forms, International conference on Number
Theory dedicated to the 70th birthdays of professors An-
tanas Laurinc¢ikas and Eugenijus Manstavicius, Palanga,
2018-09-13.

5. A. Vaiginyté. A short review on the universality for
zeta-function of certain cusp forms, The Sixth Internatio-
nal Conference on Analytic Number Theory and Spatial
Tessellations, Kijevas, Ukraina, 2018-09-25.

6. A. Vaiginyte, A. Laurinéikas, D. Siaucitinas. On joint
universality of zeta-functions of certain cusp forms, Value
distribution of zeta and L-functions and related topics
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(stendinis pranesimas), Tokijas, Japonija, 2019-03-21 —
2019-03-27.

10 Publikacijos

Disertacijos rezultatai yra pristatomi trijose pagrindinése pub-

likacijose:

1. A. Laurincikas, D. Siauciunas, A. Vaiginytée, Extension
of the discrete universality theorem for zeta-functions
of certain cusp forms, Non-linear analysis: modelling and
control, 23(6), 2018, 961-973.

2. A. Vaiginyté, Extension of the Laurin¢ikas-Matsumoto
theorem, Chebyshevskii Sbornik, 20(1), 2019, 82-93.

3. A. Laurinéikas, D. Siaucitnas, A. Vaiginyté, On joint
approximation of analytic functions by non-linear shifts
of zeta-functions of certain cusp forms, Non-linear analysis:
modelling and control, 25(1), 2020, 108-125.
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11 Summary

In 1975, S.M. Voronin proved a wondrous property of universa-
lity for the Riemann zeta function ((s), which is defined, for
o > 1, by the Dirichlet series

=1
C(s) = Z o
m=1

and is analytically continued to the whole complex plane except
for the simple pole at s = 1. He showed that any analytic
function in the complex plane can be approximated with a
given accuracy by shifts (s +i7),7 € R. Voronin’s discovery
inspired further investigations in the field. It turned out that
some other zeta and L-functions as well as certain classes
of Dirichlet series, such as Dirichlet L-functions, Dedekind,
Hurwitz, Lerch zeta-functions and others, are universal in the
Voronin sense.

During several decades of research, other types of univer-
sality were introduced, such as continuous, discrete, weighted,
joint and others, when the composition or different combina-
tions of functions are taken for the approximation of analytic
functions. In some cases, shifts can be taken from different
types of sets, such as subsets of the real numbers, arithmetic
progressions or non linear sequences. In each case, there are
still numerous limitations that prevent from extension of the
universality property for more general function classes.

In 2001, A. Laurin¢ikas and K. Matsumoto obtained
the universality for zeta-functions ((s, F) attached to certain
cusp forms F(z). Let F(z) be the Hecke-eigen cusp form, i.e.,
F(z) is a holomorphic cusp form of weight x € 2N and it is
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a simultaneous Hecke-eigen form. Let c¢(m),m € N, be the
Fourier series coefficients of F'(z). Then ((s, F') is defined by
the series

(s, F) = E Cf:;), o> (k+1)/2,
m=1

and by analytic continuation elsewhere. With such conditions,
the universality theorem for ((s, F') is stated as follows.

Theorem A (Laurincikas-Matsumoto universality theorem).
Suppose that K is a compact subset of a strip {s € C : k/2 < 0 <
(k 4+ 1)/2} with connected complement and f(s) is a continuous
non-vanishing function on K which is analytic in its interior. Then,
for every € > 0, the following inequality holds

lim inf 1 meas {7‘ €10,T) : sup|¢(s+ir, F) — f(s)|< E} > 0.
T—oo T scK

This thesis is devoted to the extension of Laurin¢ikas-Matsumoto
theorem and different modifications of the universality theo-
rems for approximation of analytic functions taking non-linear
shifts ((s + i¢(7), F'), where function ¢ satisfies some natu-
ral growth conditions. In particular, continuous universality,
discrete universality and joint discrete universality cases are
considered.
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12 Trumpos Zinios apie disertantg
ISsilavinimas

1998-2010 — Vilniaus 8v. Kristoforo gimnazija

2010-2014 — Vilniaus universitetas, matematikos bakalauras
(Matematika ir matematikos taikymai)

2014-2016 — Vilniaus universitetas, matematikos magistras
(Matematika)

Darbo patirtis

2014 — Lietuvos socialiniy tyrimy centras (praktikanté)

2016 — Seimo rinkimy Rinkiminés komisijos naré

2018 — Vilniaus universitetas (tyrimu asistenté)

2016-dabar — Baltijos pazangiu technologiju institutas (jaunes-
nioji mokslo darbuotoja, direktoriaus pavaduotoja, programos

vadove)

Kita patirtis

2011-2019 — Vilniaus universiteto folkloro ansamblio Ratilio
naré

2011-2015 — Vilniaus §v. Kryziaus atradimo baznycios §v.
Cecilijos ansamblio iktuiréja ir nare

2014-2017 — tradiciniy giesmiu (kanticku) grupés vadove
2015-dabar — sakralinés muzikos choro Adoramus naré
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