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Summary

In this thesis we analyze one particular mapping in the set of
bivariate copulas, which allows flexible construction of copulas.
In particular, in Chapter 3 of the thesis, we provide necessary
and sufficient conditions on a function f : [0,1] — R™ so that

Hi(O)(u,v) = C(u,v) f(1 —u—v+C(u,v)), (u,v) € [0,1]?

is a copula for any bivariate copula C. Then we discuss several
important bivariate copula properties preserved or not by the
mapping C +— Hy(C). The considered bivariate copula
construction unifies many examples found in the literature and
opens a qualitatively new way of obtaining new copulas by
simply using a function f which must satisfy a few easily
verifiable properties.

In Chapter 4 of the thesis we focus our attention on
conditionally eligible functions f, in particular, the case of
independence copula II, i.e. we try to characterize all functions
f such that

Cr(u,v) =wof((1—u)(1—-v)), (u,v)e€]l0, 1]?

is a bivariate copula. We provide a complete characterization
for the two cases: (i) when Cf is, in addition, totally positive of
order 2 (TP3) and (ii) when f is twice continuously
differentiable. In general, the function f need only be twice
differentiable Lebesgue almost everywhere, as shown by
investigation of necessary conditions for C'y to be a copula. The
Chapter 4 also contains numerous examples illustrating
obtained results and connections to known facts from the

literature. Moreover, several properties of such copulas are
described.






Santrauka

1 Tyrimo objektas ir aktualumas

Pastaraisiais metais kopulos (ypa¢ dvimateés kopulos, galbut
tikslinga jas vadinti jungtimis), susilaukia vis daugiau démesio
tiek literaturoje, tiek praktikoje. Toks susidoméjimas gali biiti
paaiskintas placiu jy taikymu. Kopulos naudojamos sprendziant
daugiamates statistines problemas, nes jos leidzia supaprastinti
atsitiktiniy vektoriy modeliavima, atskiriant marginaliuosius
skirstinius ir kopula. Tai leidzia padaryti turbut viena
svarbiausiy kopuly teorijos teoremy — Sklaro teorema.
Praktikoje kopulos daznai taikomos finansy matematikoje bei
draudime, modeliuojant finansiniy aktyvy priklausomybine
struktura. Dél Sios priezasties, yra reikalinga turéti kuo daugiau
ir kuo jvairesniy kopuly Seimy. Susidoméjimas kopulomis arba,
bendriau kvazikopulomis, ir jy konstravimo metodais auga ir
tarp mokslininky, dirbané¢iy su neryskiy aibiy teorija,
modeliuojant  pasirinkimus ir panasumus bei aprasant
agregacijos procesus. Daugiau informacijos Siomis temomis
galima rasti [10, [18 [17, 24, [ [1I], ir nuorodose siuose
saltiniuose. Bégant metams buvo pasitlyta daug parametriniy
kopuly Seimy, kuriy parametras (ar keli) daznai reguliuoja
tarpusavio priklausomybés stipruma, bei jvairiy kopuly
konstravimo budy. Pavyzdziy galima rasti Nelsen [25], Joe [15],
Durante ir Sempi [9] knygose. Kartais keli kopuly konstravimo
metodai gali buti sujungti ir apibendrinti, taip gaunant
bendresnius rezultatas. Sioje disertacijoje mes nagrinéjame
vieng tokj atveji t.y. gan bendra kopuly transformacijg, kuri
apibendrina keleta literaturoje jau nagrinéty bei situlyty
nagrinéjimui transformacijy [7, 10} 6] [13] bei kopuly Seimy. Si
transformacija apima didele dalj kopuly aibés ir daznai



supaprastina optimalios kopulos paieska iki vienmatés funkcijos
f, atitinkancios tam tikrus ir iS anksto nusakytus reikalavimus,
pasirinkimo. Sis atvaizdis taip pat leidzia, pasirenkant tam
tikras vienmaciy funkcijy Seimas, bet kuriai norimai kopulai
papildomai jvesti viena ar daugiau parametry.

Pazymékime C visy dvimaciy kopuly klase ir G visy tolydziy
funkciju f : [0,1] — R4 aibe. Imkime poaibius § # C' C C ir

() # G’ C G. Disertacijoje nagriné¢jamas atvaizdis
H(C)(u,v) = Clu, ) (T, ).

Cia C Zymi i$gyvenamumo funkcijg atitinkancig kopula C, t.y.

Cu,v) :=1—u—v+C(u,v).

Mus domina salygos, su kuriomis Hf(C) € C. Siuo tikslu
funkcijos f yra suskirstomos j tinkamas, sqlygiskai tinkamas ir

netinkamas funkcijas.
Apibrézimas 1. Sakome, kad funkcija f : [0,1] — R yra

o tinkama, jei H;(C) € C bet kuriai C' € C; tinkamy
funkcijy aibe zymésime Go;

o salygiskai tinkama, jei egzistuoja C1,Cy € C tokios, kad
Hf(Cl) € C, bet Hf(CQ) Q C;

« netinkama, jei H¢(C) ¢ C bet kuriai C € C.

2 Tikslai ir uzdaviniai

Disertacijoje sprendziami uzdaviniai susije su minétu atvaizdziu
C +— H¢(C). Pirmoje dalyje randamos butinos ir pakankamos
salygos tinkamai funkcijai f bei nagrinéjamos atvaizdzio
savybeés. Toliau teoremoje parodoma, kad minéta
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transformacija islaiko konkordacinés tvarkos sarysj, kas leidzia
nesunkiai rasti Kendall 7, Spearman p, ir Gini 7 (apibrézimus
galima rasti [25] 5.1 skyrelyje) priklausomybés maty rézius.
Taip pat randamos uodegy priklausomybés koeficienty israiskos
(su salyga, kad jie egzistuoja pasirinktai kopulai C' € C). Taip
pat parodome, kad atvaizdis neislaiko kai kuriy kopulos
savybiy, pvz. TPy savybés, ir atvaizdzio rezultatas bendru
atveju nebéra Archimedo kopula (zr. [l teiginj). Pirmojoje
dalyje taip pat parodoma, kad iteruojant atvaizdj C' — Hf(C),
bet kuria kopulai C € C, jis konverguoja, supremumo normos
prasme, ] vienintelj fiksuotg taska — kontramonotoniskumo
kopula
W(u,v) := max(u+ v — 1,0)

(zr. 4] teorema).

Kaip galima pastebéti pirmoje dalyje, apribojimai tinkamai
funkcijai f gali buti gan griezti. Kita vertus, fiksavus konkrecia
kopula C, apribojimai funkcijai f gali buti gerokai atlaisvinti.
Pavyzdziui, Durante ir bendraautoriai [7, [10] §i uzdavinj
iSsprendé komonotoniskumo kopulai

M (u,v) := min(u,v).

Motyvuoti Sio rezultato, antrojoje dalyje, nagrinéjame salyginj
tinkamuma kitai svarbiai kopulai, nepriklausomumo kopulai
II(u,v) = wv. Taip pat, pasirinkus atitinkama funkcija f,
galima gauti kelias gerai zinomas kopuly Seimas (Zr. |§| ir
pavyzdzius).



3 Naujumas

Visi disertacijoje skelbiami rezultatai, jeigu nenurodyta kitaip,
yra nauji. Atskiri apibendrinandiy teoremy atvejai buvo
nagrineti [7), [10, 6l [13].

4 Disertacijos gauty rezultaty apzvalga

Disertacijos rezultatai gali buti suskirstyti j dvi dalis. Pirmoje
dalyje randame butinas ir pakankamas salygas tinkamoms
funkcijoms bei nagrinéjame atvaizdzio C' — Hy(C) savybes.
Antrojoje dalyje nagrinéjame salyginio tinkamumo uzdavinj

kopulai IT(u, v).

Salygos tinkamoms funkcijoms

Siame skyrelyje pristatomos salygos tinkamai funkcijai, t.y.

nusakome funkcijas f, su kuriomis
Hf(C) (U, U) = C(ua U)f(é(l% U))> (uv U) € [07 1]2

yra dvimaté kopula bet kuriai C' € C. Taip pat, pateikiami tiek
zinomi pavyzdziai, kuriuos galime gauti pasinaudoti
nagrinéjamu atvaizdziu, tiek naujy kopuly Seimy pavyzdziai.
Toliau nagrinéjamos atvaizdzio savybés, aptariama daugiamacio
atvejo problematika bei literatiroje kity autoriy pasitlyti
atvaizdzio apibendrinimai.

Toliau pateikiame pagrinding disertacijos 3 skyriaus
teorema, kuri nusako butinas ir pakankamas salygas funkcijos f

tinkamumui.

Teorema 1. Funkcija f : [0,1] — Ry yra tinkama tada ir tik
tada, kai



(i) [ yra nedidéjanti,

(ii) f(0) =1,
(iii) f(x) > 1 — x visiems x € [0, 1], ir
(iv) f yra iskila Zemyn.

Zemiau pateiksime kelis funkcijos f pavyzdzius. Pradésime

nuo pavyzdzio |1 teoremos (iv) salygos butinumui.

Pavyzdys 1. Tarkime, f(t) = sin(n(1 — t)/2) (zr. [7,
5 pavyzdj]). Buvo parodyta, kad H;(M) yra kopula. Taciau f
yra iskila aukstyn ir todél netenkina |1 teoremos (iv) salygos ir
bendru atveju néra tinkama. I$ tiesy, imkime zy = 1/4,
Yo = 3/4, ng =3, v = 3/16, vy = T/16, a = 2/3, B = 14/9, ir

2t/3, jei 0 <t < 3/16;
sty =1 1/8, jei 3/16 < t < 7/16;
14 14(t —1)/9, jei 7/16 <t < 1.

Imdami O = [3/16,3/16] x [7/16,7/16] ir

d(u) 4+ 0(v) } ’

Cs(u,v) = min {u,v, 5

gauname, kad

1
Vi, (05 (0) = T (\/2 +V2—-2vV24+ /2 - \/§> ~ —0.01346

ir todél H¢(C5) néra kopula.

Kelios gerai zinomos kopuly Seimos gali buti gaunamos
pasinaudojant misy nagrinéjamu atvaizdziu. Toliau pateikiame
kelis pavyzdzius.



Pavyzdys 2. Tarkime, fp4(t) =14 0t + %qutQ, 0,0 € [-1,0].
Tada Hy, ,(II) yra zinoma kaip Lin iteruotos FGM kopuly Seimos
dalis

Hy, ,(I)(u,v)
=uv [14+60(1 —u)(l—0) {1 + %(1 —u)(1l— U)H .
Daugiau apie Lin iteruotas FGM kopulas galima rasti [21].
Tarkime, f,(t) = exp{((1 — t)* — 1)/a} su a > 0 (zr. [T,
4 pavyzdj]). Kaip jau minéjome, galima parodyti, kad Hy, (M)

yra kopula, taciau f, tenkina[I]teoremos savybes tada ir tik tada,
kai o > 1. Kai a € (0,1), funkcija f, yra salygiskai tinkama.

Toliau pateiksime kelis naujy kopuly Seimy pavyzdzius.

Pavyzdys 3. Tarkime, (a,b) € {(s,t) € [0,1]*: ¢t > 1 — s} ir

1-9b
f(a7b)(x) =bV (1 I w) ,
¢la z V y 1= max(z,y). Pazymékime Cpp := Hy, , (II). Tada

—2a-wi-v)]

_{ v (1-2L(1—w)(1-v)), 0<(1-u)(1-0v)

Cap(u,v) = uv [b Vv (1 -

IN A

a;
buv, a<(l—u)(1—v) <1

Pastebékime, kad parinkus a = 1, galime gauti dalj FGM kopuly
Seimos su parametru 8 =1 —b > 0.

Dabar pastebékime, kad H¢(IT) yra

M(u,v) =wv ir II(u,v) = (1 —u)(1—v)

funkcija. Todél galime gauti naujas kopuly Seimas, naudodami



kopulg II bei atvaizdziy Hjy ir H,; kompozicija skirtingoms
fv g e gO:

Pavyzdys 4. Tarkime, f,,(t) =1 — a;t, i = 1,2 ir oy € [0,1].
Tada

Casr (u,0) := (Hy,, o Hy,, ) (I1)(u,v)
= [Hy,, ()(1 — a1 Hy,, (I1))] (u, v)
=uv(l —az(l —u)(1 —v)
(

)
X [1—a1(1—u)(1—0)(1—auv).

Gauname iteruotos FGM kopulos forma, kuri skiriasi nuo (a)
Kotz ir Johnson [20] ir (b) Lin [21] pasiulyty:

(a) Cpg(u,v) =wv{l+6(1—u)(l—wv)l+ duv]};
(b) Cop(usv) = wo {1+ 6(1 — w)(1 — v)[1 + (1 — w)(1 — )]}
¢ia 0, ¢ € [—1,1].

Tarkime,
falx)=1—ax
ir
ga(@) = (1+ )7,
kai a,\ € [0,1], kurias nagrinéjo Dolati ir Ubeda-Flores [6].
Naudodami skirtingo eiliskumo siy funkcijy kompozicija galime

gauti:

o o)~ Hn M
Calu,v) = (Hy, o Hy,) (I)(u,v) = (1+ AHy, (ID))

_ wo(l —a(l —u)(1l —v))
1+ A1 —=uw)(1—2v)[1—auv]

(u, )




ir

Ca)\(u>v) = (Hfa ) (H)( )
]

= [Hy, (I)(1 — oy, (T))](u,

_ uw L (1—u)(1—v)[1+)\(1—u—v)]
1+ X1 —=u)(l—v)) 1+ A1 —u)(1—v)

:uv[1+(1—u)(l—v)[/\—a—/\a(l—u—v)]'

14+ 21 —u)(1 —v))?

Taip pat atkreipkime démesj, kad naudodami f,(z) galime
gauti

Hy, (C)(u,v) = —aC?(u,v) + aulC(u,v) + avC(u,v)
+ (1 —a)C(u,v),

kuri dalinai atkartoja rezultata, gauta [19] (su parametru d = 0
ju uzdavinio formoje).
Jei fy.(z) = (1 +Nz)" LA €[0,1] iri = 1,2, tada

C/\1,)\2 (u,v) = (Hg)\l © HQAQ) (H)(uav)
T M —u— )1+ A —u) (I —v) + Muv’

Atkreipkime démesj, kad Siuose pavyzdziuose visos dviejy
parametry kopulos yra polinominés arba racionalios II ir II
funkcijos, kadangi

1 —u—v=T(u,v) —(u,v).

Nagrinéjamas  atvaizdis ~ Hy(C)  pasizymi  keliomis
naudingomis savybémis. Toliau pateikiame keleta i jy.

Teorema 2. Bet kuriai f € Gy ir bet kurioms C,C1,Co € C,
atvaizdis C +— Hy(C)
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(i) turi vienintely nejudamg taskq, W, kai f # 1, tuy.
H¢(C) = C tada ir tik tada, kai C = W;

(it) yra injekcija, t.y. Hp(Cy) = H¢(C2) tada ir tik tada, kai
Cl = 02;

(iii) islaiko konkordacinés tvarkos sqrysi, t.y., jei visiems
(u,v) € [0,1]2, C1(u,v) < Co(u,v), tai ir

Hy(C1)(u,v) < Hy(C2)(u, v);

(iv) sumazina kairés ir desinés wodegos priklausomumo
indeksus (zZr. [25, 5.4.1. apibrézima]), kai jie egzistuoja,
ty., gjei kopula C turi kairés ir desinés wodegos

priklausomumo indeksus, Ay = Ay (C) ir A\, = Ap(C), tai

Au(Hyp(C)) = (1+ f(0+)Au(C) ir

(v) jei C € C yra simetriné (t.y., C(u,v) = C(v,u) bet kuriam
(u,v) € [0,1]%), tai Hy(C) yra taip pat simetriné;

(vi) jei C yra radialiai simetriné (t.y., C = C) ir C > 0, kai
(u,v) € (0,112, tai Hf(C) = H¢(C) tada ir tik tada, kai
ft)=1—at, a €[0,1].

Isvada 3. Bet kuriai f € Gy, C € C, ir bet kuriems atsitiktiniam
dydziam X ir'Y, susietiems kopulos H¢(C), galioja nelygybés:

1
1 <rxy (Hy(C)) < 4 / (1 2)f2(x)dz — 1,
—1<pxny <12/ 1—:1,’ dx—3

1/2
1 <yxy (H[(C <4/ 2) + f(1 =)+ f(2)) da — 2

11



Cia XY, PX,Y, VX,y atitinkamai Zymi Kendall 7, Spearman p,
ir Gini vy priklausomybés koeficientus (apibréZimus galima rasti
pvz. [25] 5.1 skyrelyje).

Toliau pateikiame savybes, kuriy, bendruoju atveju, atvaizdis
Hy, neislaiko.

Teiginys 1. AtvaizdzZiui Hy galioja:

(a) Imkime f € Go. Atvaizdis Hy : C — C nebutinai yra
sturjekcija.

(b) Imkime f € Gy ir kopulg C € C pasizyminciq TPy savybe,
t.y. visiems 0 <wu; <up <1, 0 < v <y <1,

C’(ul,vl)C(uQ,vg) — C(ul,’Uz)C(UQ,Ul) Z 0.

Tada Hy(C') nebutinai islaiko sig savybe.

(c) Imkime f € Gy ir Archimedo kopulg C € C. Tada Hy(C')

nebutinai bus Archimedo kopula.
Pazymeékime
H}) := id (tapatus atvaizdis aibéje C), H]’? = HfoHJ’f_l, k>1.

ISmetant trivialy atvejj f = 1, kuriuo H¥ = id su visais k > 0,

galime suformuluoti Sig teorema.

Teorema 4. Jei f yra tinkama ir f Z 1, tada kiekvienai kopulai
CcelcC,
lim |Hf(C)-w| =o0.

k—o0

Paskutiné savybé, kurig norime paminéti ir kuri daznai
reikalinga praktiniuose taikymuose, yra kopulos tankio

egzistavimas. Tankis naudojamas pritaikant kopula duomenims,

12



naudojant didziausio tikétinumo ar Bajeso metodus. Dél sios
priezasties iskyla klausimas, kaip keiciasi tankio funkcija
pritaikius atvaizdj C' +— Hy(C) absoliuciai tolydzioms kopuloms.

. L . 2
Toliau naudosime zyméjimus 0, = %, Oy = % ir 02, = 8381}‘

Teiginys 2. Jei f yra tinkama ir tokia, kad f" egzistuoja
intervale (0,1) bei C' yra absoliuciai tolydi dvimaté kopula, tada
H¢(C) tankis yra

0n,Hp(C) = f/(C) - [0uC - (0,C = 1) + 9,C - (8,C — 1)]
+C-f"(C) - (8,C —1)- (8,C = 1)
+02,C- [f@)+C-F(C)].

Dirbant su dvimatémis kopulomis, visada kyla noras gautus
rezultatus apibendrinti ir aukstesnio matavimo kopuloms. Siuo
atveju, deja, tai néra lengvas uzdavinys. Sekant galimg FGM
kopulos apibendrinima aukstesniems matavimams (zr. [9]
6.3. skyriy], [16]), t.y.

CQ(ula"wu’VL) = Hul <1+9H(1_UZ)> )
i=1 i=1
apibrézkime

HF(O)(u1, ...y un) = Cug, ooy un) f(C(u, .oy un)). (1)

Cia C yra nm-maté iSgyvenamumo funkcija, kuri apibréziama
taip. Tarkime, (Xi,...,X,) yra atsitiktinis vektorius kurio
koordinatés susietos kopula C ir kurio marginaliosios
pasiskirstymo funkcijos yra {F; : i =1,...,n}, tada
c = P(X; > B X, > F{

(Ui, ..., up) =P(X; > (1),..., X > F,7(xn)).
Nesunku parodyti, kad Hf (M) bus kopula tik trivialiu atveju,
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t.y. tada ir tik tada, kai f(z) = 1, = € [0,1]. Kitaip tariant,
tinkamy netrivialiy funkcijy aibé yra tuscia. Kita vertus,
salyginis tinkamumas (pvz., imant nepriklausomumo kopula IT)
islieka atvira problema. Taip pat, be abejo, galimi ir kitokie
atvaizdzio apibendrinimai n-matéms kopuloms.

Pagrindinj disertacijos 3 skyriaus rezultata bandé
apibendrinti S. Saminger-Platz, A. Kolesarova, R. Mesiar ir
E. P. Klement [26]. Jie pasiulé imti funkcija ¢ : [0,1] — [0, 1],
dvimate kopula D € C ir atvaizdj D(C,g(C*)) : [0,1]*> — [0,1]
apibrézta lygybe

D(C,g(C"))(u,v) = D(C(u,v),g(C*(u, v))).

Akivaizdu, kad $i konstrukcija apibendrina musy nagrinéta
atveji, nes, imdami D = IT ir g(¢t) = f(1 —t), gauname atvaizdj
H¢(C). Nurodytame saltinyje [26] yra suformuotos pakankamos
salygos “iSorinei” kopulai D (ultramoduliarumas ir Schur
iskilumas aukstyn) ir funkcijai f, kad kiekvienai kopulai C' € C,
D(C, f(C*)) taip pat butu kopula. Deja, Sios salygos néra
butinos (skirtingai nei musy rezultatai [1| teoremoje).

Salyginis tinkamumas

Siame skyrelyje nagrinéjame salyginj tinkamuma, vienai
svarbiai kopulai, t.y. nepriklausomumo kopulai II(u,v).
Teskosime funkcijy f, kurioms

Cr(u,v) =uwvf((1—u)(1—-v)), wu,vel0,1], (2)

yra dvimaté kopula. Tokia konstrukcija padengia nemazai
svarbiy  kopuly Seimy, pavyzdziui, FGM, AMH ir
Celebioglu—Cuadras.

Pradésime nuo butinyjy salygy funkcijai f. Toliau, Oy, Oy, - - -
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zymésime dalines iSvestines, atitinkamai pagal u, v, . ...
Teiginys 3. Tarkime, Cy apibréita yra dvimaté kopula. Tada
(i) f yra neneigiama, tolydi intervale [0,1) ir f(0) = 1;

(ii) f'(t) ir f"(t) egzistuoja beveik visur (Lebego prasme), kai
t€ (0,1);

(7ii) Funkcija t — (1—1t)f(t) yra nedidéjanti intervale [0,1). Be

to, f turi tenkinti sias nelygybes:

max{1 — 2v/¢,0} 1
1 Vi? <f(t) < —, telo1).

1t
Virsutinis rézis yra pasiekiamas.

(iv) Galioja tokia riba:

. 1—=(14t)f(t)
T 7 A 3
w v )
(v) Bet kuriam t € [0,1), pazymékime C;y diagonale &, t.y.
I(t) = Cf(t,t). Tada
61 —1t) 01 —t%,0)],_,

)= = @

(vi) Bet kuriam t € [0,1/4],

t£(t) :Cf<%+\/i—t,%— 1/% 1),

Pastaba 1. 18 antros lygybés, imdami 1 — 2 = s, gauname

sf(1—s) = 0,Cs(s,v)|,
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t.y., (ii) apriboja daling C' iSvesting tik ant vienetinio kvadrato
krasto. Kadangi kopulos dalinés iSvestinés (arba bendriau Dini
iSvestines; zr. [8, 2.3 teorema]) turi buti nedidéjancios ir kitiems
v, ne tik v = 0, tai parodo, kad [3| teiginio salyga (ii) negali buti
pakankama, kad C'y buty kopula.

Nors atrodo, kad yra gan ribojanti salyga funkcijai f, ji

néra pakankama, kad Cy buty kopula. Sj fakta iliustruosime
pora pavyzdziy.

Pavyzdys 5. Tarkime, kad f # 1 ir §(t) = t%, kai § € [1,2).
Tada egzistuoja Archimedo kopula su tokia diagonale, butent
kopula i§ Gumbel-Hougaard Seimos (zr. [25, (4.2.4) Seima]) su
generatoriumi ¢(s) = (—Ins)?, ¢a s € [0,1] ir § = In2/In j3:

C(u,v) = exp{ — ((=Inw)? + (—lnv)e)l/a}.

Visgi, tokiai diagonalei funkcija f, apibrézta , néra salygiskai
tinkama, t.y. funkcija
B—2
Cr(u,v) = zy(1 — /(1 —u)(1 —v))
. 02Cy (u,w) . URT
néra kopula, nes —5ls"= < 0, kai (u,v) salia (1,0) arba (0, 1).

Is tikryjy, imkime 0 < e < liru=¢,v=1—¢. Tada

(‘32C’f
Judv

_ )B4
LD 522 58)2% +(8-28)2+(28-4)].

(e,1—¢) =

¢ia z = /e(l —¢). Reiskinys akivaizdziai jgyja neigiamas
reiksmes, kai z | 0, 0 8 < 2.

Pavyzdys 6. Nagrinékime f(t) = 1 + ut?. Zinoma, kad (7r. [2];
arba (14| pavyzdj zemiau)

Cf(u,v) = wv(l + p(1 —u)*(1 —v)?), u,v e 0,1],
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yra dvimaté kopula bet kuriai p € [~1,3]. Cia nagrinésime tik
p € (0,3]. Tada diagonalé 6,(t) = Cr(t,t) = t3(1 + p(l — t)h)
tenkina [11, 5 isvados] (3.4) salyga, t.y.

5(t) < td'(t) < 260(t),

ir todél funkcija

Ss,, (u,v) = min{u, v} max{ ” .

— uv(l + (1 — max(u, ”))4)

taip pat yra kopula, kitokia nei C'y, kuri tenkina . Sis pavyzdys
parodo, kad net, jei tenkinama, kopula neturi buti formos.

Toliau pereisime prie pakankamy salygy — pagrindiniy Sio
skyrelio rezultaty.

Teorema 5. Tarkime, f : [0,1] — [1,400] yra tolydi intervale
[0,1) ir f(0) =1. Taip pat paZymékime

C¢(u,v) =wvf((1—u)(1—-v)), wu,vel01].
Tada sie teiginiai yra ekvivalentus:

(a) Funkcija Cy yra dvimaté kopula pasizyminti TPy savybe,
t.y.

Cr(x1,y1)Cf(@2,y2) — Cr(w1,52)Cy(22,91) = 0
vistems 0 < x1 <290 <1, 0<y; <y < 1.
(b) Funkcija f turi Sias dvi savybes:

(i) t — tf(1 —t) yra nedidéjanti intervale (0,1),
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(ii) f yra geometriskai Jensen prasme iskila Zemyn

intervale [0,1), t.y.

fWmy) <\ f()fly), x,ye]01).

Pasinaudodami [12] 3.5 iSvada], galime gauti tokia iSvada.

Isvada 6. Tarkime, f : [0,1] — Ry yra tolydi, geometriskai
Jensen prasme iskila Zemyn funkcija ir tokia, kad f(0) = 1.
Tarkime, v > 0 yra tokia, kad t — t'/7 f(1 — t) yra nemazéjanti
intervale (0,1]. Tada bet kuriam o > 0 funkcija

Coq(u,v) = uv(f((l —u*) (1 — vl/o‘))>m, u,v € [0,1], (5)
yra dvimaté kopula pasizyminti TPy savybe.

Zinoma, kad dviejy kopuly C ir Cy patagkinis maksimumas
C3(u,v) := max{C1(u,v),Ca(u,v)}, bendruoju atveju, neprivalo
buti kopula (bendruoju atveju jis yra tik kvazikopula; zr. [25]
6.3 pavyzdj ir 6.2.5 teorema)), bet, jei C; ir Co yra lygtimi
nusakytos formos ir turi TPy savybe, tada C3 visada bus kopula
su TP4 savybe. Tai nusako sekanti iSvada.

Isvada 7. Tarkime, C = {Cy, f € F} yra dvimaciy kopuly seima
kaip [3] teoremoje. Tada

Ciup(u,v) = sup C(u,v) = uv ]s;elgf((l —u)(1-v))

taip pat yra kopula su TPy savybe.
Pavyzdys 7. [7|iSvados iliustracijai, nagrinékime

Co.8(u,v) := max{AMH(S)(u,v), FGM(«)(u, v)}
= wv fa,s((1 —u)(1 —v)),
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v

Cla

foz,ﬁ(t) = max{(l_ﬁt)_l7 1+O¢t}, /8 € [Oa 1)? o< (57/3/(1_6))

Tokia « parinkta, kad abi funkcijos, kuriy maksimuma
nagrinéjame, kirstysi vienetiniame intervale. Tada C,g yra
kopuly Seima pasizyminti TPy savybe.

Norédami pristatyti antra pagrindinj disertacijos 4 skyriaus
rezultata, bet kuriai dukart diferencijuojamai funkcijai
g:10,1) — R4, apibrézkime

Ai(g) ={t € (0,1): (tg(t))" = 0, g(t) + (t — 1)g'(t) > 0},
Az(g) = {t € (0,1) : (tg(1))" <0,
g(t) + (1 = V(1 = 3Vt)g'(t) + t(1 = Vt)g"(t)) = 0}.

Atkreipkime démesj, kad Aq(g) N Aa(g) = 0.
Tada kita teorema nusako salygas du kartus diferencijuojamai
funkcijai f, kad Cy buty kopula.

Teorema 8. Tarkime, f : [0,1] — [0,400] yra du kartus
diferencijuojama funkcija, su absoliuciai tolydZia f’ intervale
(0,1) ir tokia, kad

f(0) =1, lgf(()ltfl(t) =0, ir (1—t)f(t) <1 visiemst € [0,1).

(6)
Tada C¢(u,v) = wof((1 —u)(1l —wv)), apibrézta visiems u,v €
[0, 1], yra dvimaté absoliuciai tolydi kopula, jei A1(f)U Aa(f) =
(0,1). Jeigu, be to, laikysime, kad f" yra absoliuciai tolydi, tada
auksciau gvardintos sglygos yra butinos.

Teiginys 4. Tarkime, f : [0,1] — [0,4+o0] yra du kartus
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diferencijuojama intervale (0,1) tokia, kad

JO)=1 i lmif(t) = 0. (7)

Tada
(i) jei A1(f) = (0,1), tai funkcija f yra nemazéjanti;
(ii) jei Aa(f) = (0,1), tai funkcija f yra maZéjants.

Atkreipkime démesj, kad f neprivalo buti iskila Zemyn arba
tenkinti apatinj rézj f(t) > 1 —t, ko reikalauja [1| teorema (zr.
ir (L5 pavyzdzius).

Pavyzdys 8. Tarkime, fs5(t) = e’ ir 6 > 0. Tada nesunku
parodyti, kad fs5 yra geometriskai Jensen prasme iskila zemyn
ir, kadangi ji taip pat yra tolydi, geometriskai iskila Zzemyn.
Vadinasi, [5| teoremos (b) dalies (i) salyga yra tenkinama, kai
0 < § < 1. Taigi, gavome gerai zinomg, fakta, kad

Cy,(u,v) = we® =AYy g e [0, 1]

yra dvimaté kopula. Ji taip pat zinoma kaip Celebioglu—Cuadras
kopula [4, 5]. Taip pat parodéme, kad 8i kopula turi TPs savybe.

Pavyzdys 9. Tarkime, kad f,(t) =1+ at, kai a € [0, 1]. Tada
nesunkiai galima parodyti, kad f, geometriskai iskila zemyn.
Velgi 5| teoremos (b) dalies (i) salyga yra tenkinama bet kuriai
a € (0,1]. Taigi, pasinaudojant [5| teorema,

Cr, (u,v) = zy(1 + a(l —u)(1 —v))

yra dvimaté kopula, zinoma kaip Farlie-Gumbel-Morgenstern
FGM(«) kopula, pasizyminti TP9 savybe.
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Jeiv € (0,1/a], tai t'/7(14+a(1—t)) yra nemazéjanti intervale
(0,1) ir todeél, pasinaudojant |§| iSvada,

B
Caﬁﬁ(uﬂ}) = uv(1+a(1_u1/ﬂ) (1_U1/B)) W» u,v € [Oa 1]; B >0

yra kopula, pasizyminti TPy savybe. Be to, jei v = 1, gauname
Durante ir bendraautoriu rezultata [12, 3.6 pavyzdys]. Kita
vertus, jei v = 1/a > 1/, gauname Huang ir Kotz [14]
nagrinétg kopuly Seima. Kai Sy € N, gauname Bekrizadeh ir
bendraautoriy [3] nagrinéta kopuly Seima.

Pavyzdys 10. Tarkime, fy(t) = (1 — M\)7!, &a X € [0,1].
Galima nesunkiai parodyti, kad f\ yra geometriskai iskila
zemyn. Todél [5| teoremos (b) dalies (i) salyga yra tenkinama,
kai A € (0,1]. Vélgi, pasinaudojant 5| teorema,

Ci9) = T3 )

yra dvimaté kopula, dar zinoma kaip Ali-Mikhail-Haq AMH(\)
kopula, pasizyminti TPo savybe.

Jei v € (0,1/)], tai t'/7/(1 — A(1 — t)) yra nemazéjanti
intervale (0,1), ir todél, pasinaudojant |§| isvada, kai 8 > 0

uv

(=A@ —wo)a—v2)”

Cxpy(u,v) = u,v € [0,1]

yra kopula, pasizyminti TPs savybe. Taigi gavome AMH kopuly

Seimos apibendrinima.

Pavyzdys 11. Nagrinékime funkcija f
f(z)=1+In(1+x).
Galima parodyti, kad ji geometriskai iskila zemyn Jensen prasme.
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Todél 5] teoremos (b) dalies (i) salyga yra tenkinama, nes
tf(1—t)=t(1+1In(2—1))

11—ty = 210

visiems ¢ € [0, 1]. Todél, pasinaudoje |5| teorema, gauname, kad

+1In(2-1t) >0,

Cr(u,v) =uwv(l+In(l + (1 —u)(1 —v))) (8)
yra dvimaté kopula, pasizyminti TPy savybe.
Tliustruoti 8] teoremai pateikiame kita pavyzdj.

Pavyzdys 12. Tarkime, funkcija f yra tokia, kad
f(t) =1+In(1+1).

Nesunku patikrinti, kad visiems ¢ € [0, 1],

21(t) + t£"(t) = (fjtt)? >0,

£+ (=D (@) = T +Inl1+1) 20,

t.y.,, Ai(f) = (0,1). Taigi, pasinaudojus [8| teorema, C't(u,v)
aprasyta lygtimi yra dvimaté kopula, ka gavome ir
[I1] pavyzdyje.

Kita vertus, jei imsime f(t) = 1 + sin(nt/4), tada visiems
t €10,1],

27 (0t £(8) = Toos (1) (2= tan (1)) = T2 (2-T) > 0
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FO) +(t—1)f(t) =1 +sin (%t) +(t— 1)% cos (%t)
t Tt

> sin (%) + T cos (%) > 0.

Taigi, velgi, A1(f) = (0,1) ir pasinaudojus teorema,
LT
Cy(u,v) = uv(l + sin (Z(l —u)(1-— ’U)))

yra dvimaté kopula. Atkreipkime démesj, kad §j kartg negalime
panaudoti |5 teoremos, nes

g(t) = (Inof o exp)(t) = In (1 + sin (we'/4))

yra iskila aukstyn bent jau, kai ¢ € [—0.05,0], t.y. f néra
geometriskai Jensen prasme iskila aukstyn.

Pavyzdys 13. Prisiminkime funkcija f i$ [0 pavyzdzio, t.y.
fa(t) =14 at, bet §j karta imkime « € [—1,0). Tada

2f'(t) +tf"(t) = 2a < 0

FO) + (1= VH((1 =3V [ (1) + (1 = Vi) (1))
=1+at+(1-Vt)(1-3Vt)a
=14 a—4a(vVt—t)>0.

Todél, Aa(f) = (0,1) ir, pasinaudojus teorema,
Cy(u,v) = uv(l +a(l —u)(l— v))

yra dvimaté kopula. Kartu su [9] pavyzdziu gauname pilng FGM
kopuly Seima.
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Panasiai galima parodyti, kad fs(t) = e i§ |8 pavyzdzio, kai
8 € [~1,0), ir fr(t) = (1 —\)~! i5[10] pavyzdzio, kai A € [~1,0),
yra tokios, kad As(f) = (0,1).

Pavyzdys 14. Nagrinékime f(t) = fu(t) = 1 + ut?
t € [0,1], p € R. Pritaikysime [§ teorema ir rasime kuriems p,
éfu (ir tuo paciu Cy,) yra dvimaté absoliuciai tolydi kopula.
Akivaizdu, kad

>0, jeip=>0;

20 +4f (t)_GMt{ <0, jeip<O.

Kai p > 0, norint parodyti, kad ¢ € A;(f), turime patikrinti
f)+ (= 1)f(t) =1 —2ut + 3ut> > 0.

Tai galioja visiems t € [0, 1] tada ir tik tada, kai p < 3.
Kita vertus, jei u < 0, tada, norint parodyti, kad ¢ € Aa(f),
reikia patikrinti

F(#) = (1= VO =3V (1) + (1 = V) (1))
=14 put?* + 4ut(1 — 3Vt +2t) > 0.

Tai galioja visiems ¢ € [0, 1] tada ir tik tada, kai u > —1.

Apjunge abu atvejus, gauname, kad p € [—1, 3], kas atkartoja
[2] rezultatus. IS tikryjy, u intervalas negali buti prapléstas, nes
jei u > 3 arba p < —1 tada yra bent vienas taskas ¢ € (0,1) \
(A1(f) U Aa(f)), kuris dél f”(t) = 2u tolydumo, pasinaudojus
|§| teorema, reiskia, kad C'y néra kopula.

Norint gauti funkcijos f, kad A;(f) # (0,1), kai i =1,2,
pavyzdj, nagrinékime

f)y=1—t/24+t3/2=0—1t)/2+ (1 +1})/2,
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t.y. dvieju galimy funkciju iskila kombinacija. Tokiai f(t),
2f'(t) + tf"(t) yra neneigiama, kai 0 < ¢t < a, ir neigiama, kai
a<t<1,kaia=~0.33.

Pavyzdys 15. Tarkime, f(t) =1—1t¢ — 12 + %. Tada
f)<1—t, =xe(0,1),

taigi, ji netenkina |1] teoremos (iii) salygos. Kita vertus, galima
parodyti, kad As(f) = (0,1), ir todél

cywﬂg:u¢1—u—uxy—m—%u—uﬁu—uﬁ
1

+Zu—uﬁu—uﬁ)

yra dvimaté kopula.

Dabar panagrinésime kai kurias C'y savybes. Pradésime nuo
dalinés  tvarkos sarysio, tada panagrinésime uodegy
priklausomybés matus, ir galiausiai panagrinésime simetriskumo

savybes.

Teiginys 5. Tarkime, Cy ir Cy kopulos, apibréztos (@) lygybe.
Tada Cy = Cy tada ir tik tada, kai f(t) < g(t) visiems t € [0, 1].

Reikty akcentuoti, kad, jei f(t) > 1,t € [0,1] (pvz., jei
Ai(f) = (0,1)), tai gauname, kad C; > II, ir panasiai, jei
g(t) <1,te|0,1], tai gauname, kad Cy < II.

Kitas teiginys nusako daznai kopuloms naudojamy
priklausomybés savybiy (LTD(Y|X), RTI(Y|X), RTI(Y|X),
SI(Y|X), LCSD(X,Y)) ir funkcijos f  sarysius.
Priklausomybés savybiu apibrézimus galima rasti [25, 5.2.
skyrelyje].

Teiginys 6. Tarkime, (X,Y) yra pora atsitiktiniy dydZiy susiety
kopula Cy. Tada
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(i) LTD(Y|X) tada ir tik tada, kai f(t) yra nemazéjanti
t €1[0,1) atzvilgiu;

(ii) RTI(Y|X) tada ir tik tada, kai

f(t) > 1+t(1 —t)max{f'(t),0}, bet kuriam t € (0,1);

(iii) SI(Y|X) tada ir tik tada jei bet kuriam a € [0, 1], funkcija
t—tf(a(l—1))

yra iskila aukstyn intervale [0, 1].

Pastaba 2. Pastebékime, kad, jei X ir Y yra tolydus
atsitiktiniai dydziai susieti kopula CY, tada, pasinaudoj¢ [25]
5.2.16 iSvadal, gauname, kad LCSD(X,Y) galioja tada ir tik
tada, kai Cy pasizymi TP savybe, ir todél butinos ir
pakankamos f salygos, kad galioty LC'SD(X,Y), yra nusakytos
teoremos.

Teiginys 7. Tarkime, (X,Y) yra atsitiktinis vektorius, kurio
koordinatés yra susietos kopula Cy. Tada

—0.8636 ~ C} < p < 4w% — 39 ~ 0.4784

i
212 — 21 1
”T+4(J2—J1)§T§§,

cia
11
. / / w203 (1 = w)(1— o) (F/(1 = w)(1 - v)))*dudv
0 Jo
1 1
Jo 1= / / Cr(u,v)[u+ v —2u] f'((1 — u)(1 — v))dudv.
0o Jo
Pastaba 3. Pristatytas [7] teiginys parodo nagrinéjamo kopuly
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konstravimo metodo trukumus. IS tiesy, naudodamiesi Siuo
konstravimo metodu, mnegalime modeliuoti labai stiprios

(teigiamos) priklausomybés.

Teiginys 8. Tarkime, Cy yra kopula apibréita lygybe. Tada
Cy desinés uodegos priklausomybés koeficientas lygus nuliui, t.y.

Ay =0, o kairés uodegos priklausomybés koeficientas
A = lim(1 — VO F(t) = ~lim(1 — £)£(t) € 0,1/2]
11 2 111 ’ ’

ir abi ribos egzistuoja.

Pavyzdys 16. Siuo pavyzdziu iliustruosime, kad galime
sukonstruoti Cy kopula fiksuotam Az, € [0,1/2]. Nagrinékime

1- Bt

fﬁ(t): 1_¢°

€[0,1), B €[0,1].

Norint jsitikinti, kad Cp,(u,v) = wvfs((1 — u)(1 — v)) yra
dvimaté kopula bet kuriam 8 € [0,1], uztenka parodyti, kad f3
yra geometriskai Jensen prasme iskila zemyn. Tam uztenka
parodyti, kad bet kuriems w,v € [0,1) ir g € [0, 1],

(1—6\/%>2< (1— Bu)(1 — Bv)
1—vav ) = (- wd—v)

arba

0 < (1= vuv)*(1 = Bu)(1 = fv) = (1 = Byaw)*(1 = u)(1 = v)
= (1= B)(Vu — V)’ (1 - Buv).

Akivaizdu, kad nelygybé galioja, kai u,v € [0,1) jei 8 € [0,1].
Dabar, pasinaudoj¢ [8| teiginiu, gauname, kad Cy, kairés
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uodegos priklausomybés koeficientas yra

1 1-8
= —lim(1 — = —
AL =5 im{1 =) fs(t) = ——,

kas leidzia gauti bet kuria reikSme i$ intervalo [0,1/2], nes § €

0, 1].

Teiginys 9. Tarkime, (X,Y) yra atsitiktinis vektorius, kurio

koordinatés yra susietos kopula Cf.

(i) Jei X yra simetriskai pasiskirstes apie taskq a ir Y yra
simetriskai pasiskirstes apie taskq b, tai (X,Y) yra radialiai
simetrings (Zr. [25, 2.7.1 apibrézimq]) apie taskq (a,b) tada
ir tik tada, kai

ft)=1—at, v € [-1,1].

(ii) Jei X yra simetriskai pasiskirstes apie taskq a ir' Y yra
simetriskai pasiskirstes apie taskq b, tai (X,Y) yra kaip
vektorius simetrinis apie taskq (a,b) tada ir tik tada, kai
ft)y=1, ty. Cy =11
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5 Rezultaty sklaida

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Siose mokslinése

konferencijose:

e Dvimaciy kopuly transformacijos. Lietuvos matematiky
draugijos 59-0ji konferencija, birzelio 18-19, 2018, Kaunas,
Lietuva.

e Dvimatés nepriklausomumo kopulos transformacijos,
Lietuvos matematiky draugijos 60-oji konferencija, birzelio
19-20 d., 2019, Vilnius, Lietuva.

e Some transformations of bivariate independence copula.
CFE-CMStatistics, gruodzio 14-16 d., 2019, Londonas,
Didzioji Britanija.

e Dvimatés nepriklausomumo kopulos transformacijos II.
Butinosios salygos, Lietuvos matematiky draugijos 61-oji
konferencija, gruodzio 4 d., 2020, Siauliai, Lietuva.

e Certain copula transformations: From 2D to 3D.
CFE-CMStatistics, gruodzio 19-21 d., 2020, Londonas,
Didzioji Britanija.

6 Publikacijos

Disertacijos rezultatai yra publikuoti Siuose straipsniuose:

e M. Manstavi¢ius and G. Bagdonas. A class of bivariate
copula mappings. Fuzzy Sets and Systems, 354:48-62, 2019

e M. Manstavi¢ius and G. Bagdonas. A class of bivariate
independence copula transformations. Fuzzy Sets and
Systems, 2021.
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7 ISvados

Disertacijoje pateikéme butinas ir pakankamas salygas tinkamai

funkcijai f, kad
H(C)(u,v) = Cu,v) f(C(u,v))

buty kopula bet kuriai C' € C. Daug nagrinéty pavyzdziy, ypac
naudojanciy kopulag C' = II, parodé, kad Hy(Cp) gali buti
kopula fiksuotai Cy € C net jei f néra tinkama, t.y. f yra
salygiskai tinkama. Todél véliau sutelkéme démesj j §j atvejj,
t.y.  bandéme nusakyti visas funkcijas f tokias, kad Cf,
apibrézta lygybe, biity kopula. Sioje aibéje yra ne tik
tinkamos funkcijos, bet ir daug sg¢lygiskai tinkamy funkcijy.
Uzdavinys pasirodé gerokai sunkesnis mnei Durante ir
bendraautoriy nagrinétas [7, [10] komonotoniskumo kopulos M
atveju. Mes pilnai nusakéme tokiy kopuly poaibj, konkreciau,
tas kopulas kurios pasizymi TP, savybe. Taip pat pilnai
nusakéme atveji, kai f yra du kartus tolydziai diferencijuojama.
Bendruoju atveju funkcija f yra du kartus diferencijuojama
beveik visur intervale (0,1), taigi musuy rezultatai neapima
pilnos siy funkcijy aibés. Tokio atvejo pavyzdys pateiktas
pavyzdyje, kuriame pateikta tik dalimis glodi funkcija f.
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