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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

1 Tyrimo objektas

Disertacijos tyrimo objektas yra pirmos ir antros eilés silpno-
sios éanofKarolyi’ofLongstafofSanderso (angl. Chan-Karolyi—
Longstaff-Sanders, CKLS) modelio [2]:

dX; = (0 — B Xy)dt +0X] dB;, Xo=x >0, (1.1)

¢ia parametrai (0, 8,0,7) € Ry x Rx Ry x [1/2,1), Ry := (0, 00)
ir R, := [0,00), B — standartinis Brauno judesys (Vynerio pro-
cesas), aproksimacijos. Sios lygties atskiri atvejai yra svarbus
finansy matematikos modeliai. Pavyzdziui, kai 8 = 0 ir 5 < 0,
gauname pastovaus variacijos elastingumo (angl. the constant
elasticity of variance, CEV) modelj [3]; kai v =1/2 ir 8 > 0, gau-
name gerai zinoma Kokso—Ingersolio-Roso (angl. Cox—Ingersoll-
Ross, CIR) modelj [4]; kai v = 0, gauname Vasi¢eko modelj; kai
v =0 ir § = 0, gauname geometrinj Brauno judesj.

Zinoma, kad (1.1) lygtis turi vienintelj neneigiama sprendinj
ir, jei « > 0 ir v > 1/2, tai Xy > 0 su visais ¢ > 0 beveik
tikrai [10].

2 Tyrimo tikslas ir problemos

Disertacijos tyrimo tikslas yra sukonstruoti paprastas ir efekty-
vias pirmos ir antros eiles CKLS lygties sprendinio aproksima-
cijas, kuriy suskaiciavimui kiekviename aproksimacijos zingsny-
je buty generuojami tik diskretus atsitiktiniai dydziai. Taip pat
svarbi 8io tikslo dalis yra jrodyti sukonstruoty aproksimacijy kon-
vergavimo eiles.

Pagrindiné problema kuriant skaitinius sprendimo metodus
Siems difuzijos modeliams yra tai, kad difuzijos koeficientas tu-



ri neapréztas iSvestines nulio aplinkoje. Tai neleidzia pritaikyti
klasikiniy metody, pavyzdziui, apraSyty Milsteino ir Tretjako-
vo knygoje [11]. Diskretizacijos schemos taikant minétus meto-
dus, kurie isreikstai ar neisreikstai naudoja koeficienty isvestines,
dazniausiai praranda aproksimavo tiksluma nulio aplinkoje, ypac
jei difuzijos koeficientas o yra didelis. CIR modeliui sprendziant
koeficienty problemg naudojamas diskretizacijos schemy keitimo
metodas: nulio aplinkoje naudojama aproksimacija, kuri yra pa-
kankamai reguliari ir priimtinos aproksimavimo eilés (Zr., pvz.,

straipsnius [1,8,9] ir literaturos nuorodas juose).

Lanas ir kt. [5] tyré CKLS ir CIR modeliy sarysj bei jrodé, kad
keiciant tikimybinj mata galima transformuoti CKLS modelj, kai
1/2 < < 1 arba y > 1, j atitinkama CIR modelj. Jiems netgi
pavyko gauti CKLS modelio su nauju tikimybiniu matu isreiksti-
nio pavidalo sprendinj ir pasiskirstymo funkcija bet kuriuo laiko
momentu t. Deja, tokia transformacija negali buti pritaikyta pa-
keiciant CKLS silpnaja aproksimacija CIR proceso aproksimacija.

3 Tyrimo metodai

Atliekant disertacijos tyrima buvo panaudoti jvairus tikimybiy
teorijos, matematinés, stochastinés ir funkcinés analizés metodai
bei rezultatai. Kompiuterinés simuliacijos atliktos programavi-
mo kalba C++. Paveiksléliai sugeneruoti naudojant skaic¢iavimo
paketa Maple. Sis paketas panaudotas ir spendziant lygtis bei
nelygybes.



4 Moksliniail rezultatai
Apibrézimai

Nagrinékime vienmate stochastine diferencialine lygti

t t
Xf:x+/b(xg)ds+/a(xg)d35, t>0, zeDCR;
0 0

(4.1)
¢ia B yra standartinis Brauno judesys (Vynerio procesas).

S iekiant iSvengti dviprasmybeés, difuzijos koeficients bendro-
joje (4.1) lygtyje zZymime simboliu &, o simboliu ¢ — konstanta
CKLS lygtyje (1.1).

Laikysime, kad lygtis turi vienintelj silpnajj sprendinj X} su
trajektorijomis intervale D, t.y. P(X}? € D, ¢ > 0) = 1 su visais
r € D. Pavyzdziui, (1.1) lygtyje galime laikyti, kad D = R,

Imkime fiksuoto laiko intervalo [0, T] pastovaus Zingsnio h =
T/n, n € N, diskretizacija A" = {ih,i = 0,1,...,|T/h],h €
(0,T)}; ¢ia |a| — sveikoji skaic¢iaus a dalis. (4.1) lygties diskre-
tizacijos schema laikome diskretaus laiko homogeniniy Markovo
procesy Seimg X" = {X"(z,t),z € D,t € A"} su pradine rei-
ksme Xh(:c, 0) = z ir vienazingsne peréjimo tikimybe p(z,dz),
z €D. Trumpumo délei kartais rasysime X7 ar X(x,t) vieto-
je X"(z,t). Pastebétina, kad dél markoviskumo diskretizacijos
schemos vienazingsné aproksimacija X i VisiSkai apibréZia visos
diskretizacijos schemos Xf tikimybinj pasiskirtyma, todél uzten-
ka konstruoti tik vienaZingsnes aproksimacijas.

Zymésime C5° (D) klase funkeijy f € C*°(D) su kompaktiska
atrama aibéje I, o ngl(]D)) — klase tokiy funkcijy f € C*°(D),
kad

[f" (@) < Ca(1+ Jzf*) 2 € Dyn € No:= {0,1,2,...},



su tam tikra seka (Cy, k) € Ry xNj. Vadovaudamiesi Alfonsi [1],
sakysime, kad {(C,,, kn),n € Ngo} yra gera seka funkcijai f.

Ragysime g(z, h) = O(h"), jei su tam tikrais C' > 0, k € N ir
hg > 0,

lg(z,h)| < C(A+ |z|*)h", x>0, 0<h< hg.

Atskiru atveju, kai funkcija g yra iSreiskiama kita funkcija
fe C;f;l(R) ir konstantos C, k ir hg priklauso tik nuo geros sekos

funkcijai f, rasysime g(x,h) = O(h"™).

4.1 apibrézimas. Sakoma, kad diskretizacijos schema Xh yra
silpnoji v-ios eilés (4.1) lygties sprendinio (X7,¢ € [0,7]) ap-
roksimacija, jei kiekvienai funkcijai f € C§°(ID) egzistuoja toks

C >0, kad
EF(XF) — Ef(XF)| < CHY, h >0,

4.2 apibrézimas. Tarkime, kad (4.1) lygties sprendinio gene-
ratorius yra Lf = bf' + 36%f" ir Lf € Co5(D) su kiekviena
funkcija f € ;21(]]])): t.y. b62 € bol(D).  Proceso Xi dis-
kretizacijos schemos X[ v-ios eilés liekana vadinsime operatoriy
Rl co(D) = C(D), apibréziama lygybe

14 k T
Rl f(z) := Bf(X}) — [f(a:) +> L ]";( )hk], ze€D, h>0.
k=1

(4.2)
Diskretizacijos schema Xf vadinsime lokalia v-ios eilés silpnaja

(4.1) lygties aproksimacija, jei
Rlf(z) = O(h"™), h—0,
su visomis f € Cpg)(D) ir visais z € D.
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4.3 apibrézimas. Diskretizacijos schema Xt”" vadinsime poten-
cialiaja v-ios eilés silpnaja (4.1) lygties aproksimacija, jei su kiek-
viena f € Cpo)(D)

IR f(x)| = O(h*T).

4.4 apibrézimas. Sakysime, kad diskretizacijos schemos Xtm =
Xh(x, t), h > 0, momentai yra tolygiai aprézti, jei egzistuoja toks
hg > 0, kad

sup sup E(|X"(x,t)[") < +o0, n €N, z € D.
0<h<hg te AP
Sakysime, kad potenciali v-ios eilés silpnoji aprokismacija yra
stipriai potenciali v-ios eilés silpnoji aprokismacija, jei jos mo-
mentai yra tolygiai aprézti.

Aproksimacijos

Mums pavyko sukonstruoti paprastas ir efektyvias pirmosios ir
antrosios eilés silpngsias CKLS lygties sprendinio aproksimaci-
jas. Siq aproksimacijy suskai¢iavimui kiekviename aproksimaci-
jos zingsnyje generuojami tik diskretieji atsitiktiniai dydziai. Ap-

roksimacijos apibréziamos zemiau pateiktomis teoremomis.

4.1 teorema. Tarkime, kad

pe P G(1—eP),  B#0,

(4.3)
x + 0t, 8 =0,

Df = D(x,t) := {

ir atsitiktinis dydis S’,f (5’2 = 0) jgyja reiksmes

z1 =z + 227 10%h — /(a2 + 222"Da2h)02h > 0, x >0,
zo =z + 227 0?h 4+ /(22 + 22 Do2h)o2h > 0, x>0,




su (atitinkamomis) tikimybémis

x

P{S}f =x192} = P12 = x> 0.

2212’
Tada vienazZingsné aproksimacija Xz , apibréziama kompozicija
X¥:=D(S%,h), >0, h>0,

yra stipriai potenciali pirmosios eilés CKLS lygties (1.1) spren-

dinio diskretizacijos schema.

4.2 teorema. Tarkime, kad D} = D(z,t) apibrézta (4.3) lygybe
ir atsitiktinis dydis S’,f = S(x,h) (5’2 = 0) jgyja reiksmes

15 =2+ (A+ 3)o*h F \/ (32 + (A + 3)202h) oM,
zo =x + Ao*h, Ac[3/4,3/2],

su (atitinkamomis) tikimybémis

miToTs3 — mz(wg + x3) + mg
z1(zg —x1) (22 — 1)
ma(T1 + x3) — M1T1X3 — M3
P2 = ( ) , (4.4)
xo(z2 — x1) (23 — 22)
miz1xe — ma(z1 + x2) + ms

x3(x3 — x2) (23 — 21)

p1 =

9

b3 =
Tarkime, kad vienaZingsné aproksimacija X apibréZiama kom-
pozicija

D(S(D(w,h/Q), h), h/2>, h >0,

T, h =0,

XMz, h) = {

Tada aproksimacija X,f yra stipriai potenciali antros eilés CIR
lygties sprendinio diskretizacijos schema.
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Mes taip pat sukonstravome vienazingsne S kuri igyja ketu-
rias reik8mes ir yra potencialioji treciosios eilés stochastinés lyg-
ties dSY = 0+/S7 dB; (CIR lygties stochastiné dalis) sprendinio
aproksimacija.

4.3 teorema. Tarkime, kad X » yra vienaZingsne diskretizacijos
schema su kompozicija (4.5); ¢ia DY = D(x,t) apibréziama (4.3)
lygybe. Tarkime, kad S’ﬁ igyja retksmes
v13 =z + 32" 20%h + L (0%h)?

T \/(3 232 + B yo2h + 1 21/2(02h)2 + 222 (02h)3) 0 2h,

To=z+ % 26%h + 18 (5%h)?,

jeiy =3/4, arba
w13 =2+ %$2/302h n %:EUS(O_%)Q 4 212608312 (02h)3

5/3 , 2077 .A/3 2 125695 ./ 2712 , 1162907 .2/3
F (B2 + o12 L/ 0 h + o6 ©(07h)” + 197568 ©

2;\3 | 815285 _1/3/ 2,74 , 2825761 ; 2535y 273\1/2
x (07h)” + gogo0s6 © / (0°h)” + 135500024 (0 )70 h) )

2 =z + La?Poh + 5B (0?h)? + L (0?h),

jei v = 5/6, su (atitinkamomis) tikimybémis p1, pa ir ps, api-
bréztomis (4.4) lygybémis (5*2 =0). Tada )A(}f yra stipriai poten-
ciali antrosios eiles CKLS lygties sprendinio diskretizacijos sche-
ma, kai atitinkamai v = 3/4 ar v =5/6.

5 Mokslinis aktualumas ir naujumas

CKLS modelio, kaip ir daugelio kity stochastiniy finansy mate-
matikos modeliy, sprendinys néra Zinomas iSreikstiniu pavidalu.
Todél yra svarbu kurti ir tobulinti skaitinius sprendimo metodus.
Klasikiniai skaitinio sprendimo metodai netinka dél neglodziy di-
fuzijos koeficienty; be to, juos naudojant, sukonstruotos aprok-
simacijos gali jgyti neigiamas reik8mes, nors procesas igyja tik

neneigiamas.



Dazniausiai pirmosios eilés silpnosios aproksimacijos nulio ap-
linkoje konstruojamos ieskant jy pirmyjy dviejy ar trijy momenty
sutapimo su lygties sprendinio atitinkamais momentais. Diser-
tacijoje apraSoma aproksimacijy radimo metodika nezinant Siy
momenty.

Panaudotas antrosios eilés silpnosios aproksimacijos radimo
kelias i$ esmeés skiriasi nuo naudoto ieSkant pirmosios eilés silpno-
sios aproksimacijos. Kita 8iy aproksimacijy ypatybeé yra tai, kad
skirtingai nuo |1, 9], iSvengta peréjimo prie kitos diskretizacijos
schemos nulio aplinkoje, o tai supaprastina konstrukcijos pritai-
kyma.

Disertacijoje naudota ir apraSyta aproksimacijy konstravimo
metodika gali buti pritaikyta konstruojant diskretizacijos sche-

mas ir kitiems modeliams su singuliarias difuzijos koeficientais.

6 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija sudaro tikslus ir uZdavinius apzvelgiantis jvadas (1
skyrius), trumpa susijusiy tyrimy apzvalga (2 skyrius), pagrindi-
niai apibrézimai, teoremos ir naudojamy metodiky apragymai (3
skyrius), disertacijos tyrimai (4 ir 5 skyriai), i§vados (6 skyrius),
priedas (7 skyrius) ir literaturos sarasas.

Disertacija parasyta angly kalba ir ja sudaro 104 puslapiai.



7 Publikacijos

Disertacijos rezultatai publikuoti Siuose moksliniuose straipsniuo-
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9 ISvados

Disertacijoje konstruojamos pirmosios ir antrosios eilées CKLS
lygties sprendinio silpnosios aproksimacijos, naudojant aproksi-
muojamos lygties iSskaidymo (angl. split-step), aproksimacijos ir
lygties sprendinio momenty sutapimo (angl. moment matching) ir
apytiksliy momenty sutapimo metodus. Lygties iSskaidymo me-
todas aproksimuojamai lygc¢iai priskiria vadinamasias stochastine
ir deterministine lygties dalis. Deterministinés dalies isreiksti-
nis sprendinys lengvai randamas naudojant diferencialiniy lygciy
sprendimo metodus, o stochastiné dalis aproksimuojama silpno-
siomis aproksimacijomis. Stochastinés dalies aproksimacijos konst-
ravimui, siekiant norimo tikslumo, naudojami aproksimacijos ir
lygties sprendinio momenty bei apytiksliy momenty sulyginimo
metodai. Tam tikra deterministinés ir stochastinés daliy aproksi-
macijy kompozicija sudaro pradinés lygties aproksimacija.
Pagrindiniai disertacijos rezultatai:

e Sukonstruota potencialioji pirmosios eilés dviejy reikSmiy
stochastinés dalies aproksimacija, kurios radimui nereikia

zinoti lygties sprendinio baigtiniy momenty.

e Sukonstruota stipriai potenciali pirmosios eilés CKLS lyg-
ties sprendinio aproksimacija.

e Sukurtas naujas antrosios eilés stochastinés dalies sprendi-
nio silpnosios aproksimacijos radimo metodas, kuriame nau-
dojama fiksuota diskreciojo atsitiktinio reikSmiy struktura
ir ieSkoma sprendinio bei aproksimacijos momenty sutap-

imo.

e Sukonstruota stipriai potenciali antrosios eilés CIR lygties
sprendinio aproksimacija be diskretizavimo schemy keitimo
nulio aplinkoje.

10



e Sukonstruota stipriai potenciali antrosios eilés CKLS lygties

sprendinio aproksimacija.

e Sukonstruota potencialioji treciosios eilés CIR lygties sto-
chastinés dalies sprendinio aproksimacija be diskretizavimo
schemy keitimo nulio aplinkoje.

Idéjos tolimesniems tyrimams:

o [stirti pirmosios eilés dviejy reikSmiy stochastinés dalies ap-
roksimacijos, kurios radimui nereikia zinoti lygties sprendi-
nio baigtiniy momenty, apribojimus ir apibendrinimo gali-

mybes bendry stochastiniy diferencialiniy lygéiy atveju.

e IStirti antrosios eilés stochastinés dalies aproksimacijos ra-
dimo metodo, kuriame naudojama fiksuota diskreciojo atsi-
tiktinio reik§miy struktura ir ieSkoma sprendinio bei aprok-
simacijos momenty sutapimo, apribojimus ir apibendrinimo

galimybes.

e Pritaikyti Hestono modeliui stipriai potencialia antrosios
eilés CIR lygties sprendinio aproksimacija be schemos kei-

timo.

e Pritaikyti kitoms stochastiniy diferencialiniy lyg¢iy klaséms
stipriai potencialios antrosios eilés CKLS lygties sprendinio
aproksimacijos konstravimo metodika.
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10 Summary

The aim of research was to construct simple and effective first-
and second-order weak approximations for the solution of the
CKLS model which would use only generation of discrete random
variables at each approximation step. Also, it was important to
provide proofs of accuracy order. The main results presented in
Chapters 4 and 5 were published in papers [6] and [7].

The main problem in developing numerical methods for such
a diffusion equation/model is that the diffusion coefficient has
unbounded derivatives near zero, and therefore standard methods
(see, e.g., Milstein and Tretyakov [11]) are not applicable: disc-
retization schemes that (explicitly or implicitly) involve the de-
rivatives of the coefficients usually lose their accuracy near zero,
especially, for large ¢. This problem for the CIR processes was
solved by modifying the scheme considered by switching near zero
to another scheme, which (i) is sufficiently regular and (ii) enough
accurate near zero; we refer, for example, to [1,8,9] and references
therein.

In Chapter 2, we give an overview of related results obtai-
ned by other authors. Preliminaries and definitions are provided
in Chapter 3. In Section 4.2, we discuss a general construction
for potential first-order approximations of the stochastic part. In
Section 4.3, we construct a strongly potential first-order weak
approximation of the CKLS model, and in Sections 5.2 and 5.4,
we construct a strongly potential second-order weak approxima-
tion of the CKLS model. We summarize the constructed algori-
thms of first- and second-order in Sections 4.4 and 5.5, respec-
tively. In Sections 4.5 and 5.6, we illustrate the accuracy of the
first- and second-order schemes by numerical simulation results.
We provide conclusions of the thesis in Chapter 6, and in the
Appendix 7, we provide additional calculations.

12
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