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Аннотация. Рассматривается ряд Дирихле, зависящий от параметра и абсолют-
но сходящийся в правой половине критической полосы. Доказано, что множество
сдвигов этого ряда, приближающих данную аналитическую и не имеющую нулей
функцию, имеет положительную плотность на промежутках типа [T, T + H], где
T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T . Приводится явный вид этой плотности.
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§ 1. Введение

Пусть s = σ+ it — комплексная переменная и P — множество всех простых
чисел. Один из важнейших объектов аналитической теории чисел — дзета-
функция Римана ζ(s) в полуплоскости σ > 1 — определяется рядом Дирихле
или эйлеровым произведением

ζ(s) =
∞∑

m=1

1
ms

=
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1

и мероморфно продолжается на всю комплексную плоскость с единственным
простым полюсом в точке s = 1 и вычетом 1. Знаменитое свойство универ-
сальности функции ζ(s), открытое С. М. Ворониным в [1], гласит, что всякая
аналитическая функция, не имеющая нулей в полосе D = {s ∈ C : 1/2 < σ < 1},
равномерно на компактных подмножествах K ⊂ D приближается сдвигами
ζ(s + iτ), τ ∈ R. Более точно, пусть K — класс компактных подмножеств
полосы D, обладающих связными дополнениями, а H0(K) с K ∈ K — класс
непрерывных, не имеющих нулей в K и аналитических внутри K функций.
Тогда по теореме Воронина для всяких K ∈ K , f(s) ∈ H0(K) и ε > 0

lim inf
T→∞

1
T

meas{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε} > 0.

Здесь measA — мера Лебега измеримого множества A ⊂ R.
При сравнении функций f(s) и ζ(s + iτ) приходится пользоваться инфор-

мацией о функции ζ(s + iτ), которая в полосе D определяется при помощи
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аналитического продолжения. Более удобно вместо сдвигов ζ(s + iτ) работать
со сдвигами функции, которая в полосе D задается абсолютно сходящимся ря-
дом. Такой подход к универсальности функции ζ(s) был предложен в [2]. Пусть
θ > 1/2 — фиксированное число и для u > 0

vu(m) = exp
{
−

(m
u

)θ}
, m ∈ N.

Тогда ряд

ζu(s) =
∞∑

m=1

vu(m)
ms

сходится абсолютно в полуплоскости σ > 1/2. Далее, пусть

� =
∏
p∈P

γp,

где γp = {s ∈ C : |s| = 1} для всех p ∈ P. С топологией произведения и
операцией поточечного умножения тор � является компактной топологической
абелевой группой. Через B(X) обозначим борелевское σ-поле пространства X.
Тогда на (�,B(�)) существует вероятностная мера Хаара mH и получаем ве-
роятностное пространство (�,B(�),mH). Через H(D) обозначим пространство
аналитических в полосе D функций, наделенное топологией равномерной схо-
димости на компактах, через ω(p) — p-ю компоненту элемента ω ∈ �, p ∈ P,
и на вероятностном пространстве (�,B(�),mH) определим H(D)-значный слу-
чайный элемент

ζ(s, ω) =
∏
p∈P

(
1− ω(p)

ps

)−1

.

В [2] было получено следующее утверждение.

Теорема 1.1. Предположим, что uT → ∞ и uT � T 2 при T → ∞. Пусть
K ∈ K и f(s) ∈ H0(K). Тогда, за исключением самое большее счетного мно-
жества значений ε > 0, существует предел

lim
T→∞

1
T

meas{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)| < ε}

= mH{ω ∈ � : sup
s∈K

|ζ(s, ω)− f(s)| < ε} > 0.

Неравенство теоремы 1.1 показывает, что существует T0 = T0(f,K, ε) > 0
такое, что при T ≥ T0 имеется бесконечно много сдвигов ζuT (s+ iτ), приближа-
ющих данную функцию f(s) ∈ H0(K).

Теорема 1.1, как и теорема Воронина, имеет тот недостаток, что неизвестны
значения τ в приближающих сдвигах ζuT (s+ iτ). Такие значения τ легче найти
в узких областях. Это замечание приводит к задаче переноса теоремы 1.1 на
случай короткого промежутка, т. е. к описанию плотности множества прибли-
жающих сдвигов на промежутках длины o(T ) при T → ∞. Между прочим, в
беседах с автором сам первооткрыватель универсальности дзета-функций Сер-
гей Михайлович Воронин настаивал на необходимости указать короткий про-
межуток, содержащий τ с приближающим свойством.
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Легко видеть, что в условиях теоремы 1.1, за исключением самое большее
счетного множества значений ε > 0, существует предел

lim
T→∞

1
T

meas{τ ∈ [T, 2T ] : sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)| < ε}

= mH{ω ∈ � : sup
s∈K

|ζ(s, ω)− f(s)| < ε} > 0.

В последнем неравенстве плотность множества приближающих сдвигов изуча-
ется на промежутке длины T . Имеет место более сильное следующее утвержде-
ние.

Теорема 1.2. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T , uT → ∞ и
uT � exp{o(T )} при T → ∞. Пусть K ∈ K и f(s) ∈ H0(K). Тогда, за
исключением самое большее счетного множества значений ε > 0, существует
предел

lim
T→∞

1
H

meas{τ ∈ [T, T +H] : sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)| < ε}

= mH{ω ∈ � : sup
s∈K

|ζ(s, ω)− f(s)| < ε} > 0.

Доказательство теоремы 1.2 основано на применении оценки для второго
момента дзета-функции Римана на коротких промежутках, а также на моди-
фикации теоремы универсальности в терминах плотности.

§ 2. Близость между ζ(s) и ζuT
(s)

Лемма 2.1. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T . Тогда при фик-
сированном σ ∈ (1/2, 1) равномерно по H имеет место оценка

T+H∫
T−H

|ζ(σ + it)|2 dt�σ H.

Лемма вытекает из общей оценки для второго момента в терминах экспо-
ненциальных пар, полученной в [3], и использовалась в [4].

Лемма 2.2. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T , uT →∞ и uT �
exp{o(T )} при T →∞. Тогда для всякого компактного множества K ⊂ D имеет
место равенство

lim
T→∞

1
H

T+H∫
T

sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− ζuT (s+ iτ)| dτ = 0.

Доказательство. Известно, что при фиксированном σ ∈ (1/2, 1)

T∫
−T

|ζ(σ + iτ)|2 dτ �σ T. (1)
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Пусть τ ∈ R. Если H + |τ | > T , то T + H + |τ | < 2(H + |τ |) и T − H − |τ | >
−2(H + |τ |). Тем самым в силу (1)

T+H∫
T−H

|ζ(σ + it+ iτ)|2 dt�
T+H+|τ |∫

T−H−|τ |

|ζ(σ + it)|2 dt

�
2(H+|τ |)∫

−2(H+|τ |)

|ζ(σ + it)|2 dt�σ H + |τ |. (2)

Если H + |τ | ≤ T , то из леммы 2.1 имеем

T+H+|τ |∫
T−H−|τ |

|ζ(σ + it)|2 dt�σ H + |τ |.

Отсюда и из (2) получаем, что для всех τ ∈ R и H ≥ 1

1
H

T+H∫
T

|ζ(σ + it+ iτ)| dt ≤

 1
H

T+H∫
T

|ζ(σ + it+ iτ)|2 dt

1/2

�σ 1 + |τ |. (3)

Пусть � (s) — гамма-функция Эйлера и

lu(s) =
s

θ
�

(
s

θ

)
us.

Тогда для функции ζuT (s), s ∈ D, имеет место интегральное представление [5]

ζuT (s) =
1

2πi

θ+i∞∫
θ−i∞

ζ(s+ z)luT (z)
dz

z
.

Отсюда и из теоремы о вычетах (полюса в точках z = 0 и z = 1 − s) находим,
что при θ1 < 0

ζuT (s)− ζ(s) =
1

2πi

θ1+i∞∫
θ1−i∞

ζ(s+ z)luT (z)
dz

z
+RuT (s), (4)

где RuT (s) = luT (1−s)
1−s . Фиксируем ε > 0 такое, чтобы для всех s = σ + it ∈ K

выполнялись неравенства 1/2 + 2ε ≤ σ ≤ 1− ε. Полагая

θ1 = 1/2 + ε− σ,

имеем θ1 < 0 для всех s ∈ K. Тогда из равенства (4) следует, что для всех s ∈ K

ζuT (s+ iτ)− ζ(s+ iτ)

=
1

2πi

∞∫
−∞

ζ(σ+ it−σ+1/2+ ε+ iτ + iv)
luT (1/2 + ε− σ + iv)

1/2 + ε− σ + iv
dv+RuT (s+ iτ).



1334 А. Лауринчикас

Отсюда, заменяя t+ v на v, получаем, что для всех s ∈ K

ζuT (s+ iτ)− ζ(s+ iτ)

=
1

2πi

∞∫
−∞

ζ(1/2 + ε+ iτ + iv)
luT (1/2 + ε− s+ iv)

1/2 + ε− s+ iv
dv +RuT (s+ iτ)

�
∞∫

−∞

|ζ(1/2 + ε+ iτ + iv)| sup
s∈K

∣∣∣∣ luT (1/2 + ε− s+ iv)
1/2 + ε− s+ iv

∣∣∣∣ dv + sup
s∈K

|RuT (s+ iτ)|.

Следовательно,

1
H

T+H∫
T

sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− ζuT (s+ iτ)| dτ

�
∞∫

−∞

 1
H

T+H∫
T

|ζ(1/2 + ε+ iτ + iv)| dτ

 sup
s∈K

∣∣∣∣ luT (1/2 + ε− s+ iv)
1/2 + ε− s+ iv

∣∣∣∣ dv
+

1
H

T+H∫
T

sup
s∈K

|RuT (s+ iτ)| dτ def= I1 + I2. (5)

Известно, что для гамма-функции имеет место оценка

� (σ + it) � exp{−c|t|}, c > 0,

равномерная в любой полосе σ1 ≤ σ ≤ σ2, поэтому из определения функции
luT (s) следует, что для s ∈ K

luT (1/2 + ε− s+ iv)
1/2 + ε− s+ iv

�θ u
1/2+ε−σ
T |� ((1/θ)(1/2 + ε− σ − it+ iv))|

�θ u
−ε
T exp{−(c/θ)|t− v|} �θ,K u−εT exp{−c1|v|}, c1 > 0. (6)

Аналогично находим, что для s ∈ K

luT (1− s− iτ)
1− s− iτ

�θ u
1−σ
T exp{−(c/θ)|t+ τ |} �θ,K u1/2−2ε

T exp{−c2|τ |}, c2 > 0.

(7)
Из оценок (3) и (6) получаем

I1 �ε,θ,K u−εT

∞∫
−∞

exp{−c1|v|}(1 + |v|) dv �ε,θ,K u−εT ,

а из (7) —

I2 �θ,K u1/2−2ε
T

1
H

T+H∫
T

exp{−c2|τ |} dτ �θ,K u1/2−2ε
T exp{−c2T}.

Поскольку uT � exp{o(T )}, последние две оценки и (5) дают утверждение лем-
мы.
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§ 3. Предельные теоремы

Пусть P и Pn, n ∈ N, — вероятностные меры на (X,B(X)). Напомним, что
Pn при n→∞ слабо сходится к P , если для всякой действительной непрерывной
ограниченной функции g на X имеет место равенство

lim
n→∞

∫
X

g dPn =
∫
X

g dP.

Также напомним одно полезное свойство слабой сходимости мер. Пусть P —
вероятностная мера на (X,B(X)) и h : X → X1 — (B(X),B(X1))-измеримое отоб-
ражение. Тогда мера P индуцирует единственную меру Ph−1 на (X1,B(X1)),
определяемую равенством

Ph−1(A) = P (h−1A), A ∈ B(X1).

Имеет место следующее утверждение [5].

Лемма 3.1. Пусть P и Pn, n ∈ N, — вероятностные меры на (X,B(X)), а
h : X → X1 — непрерывное отображение. Предположим, что Pn при n → ∞
слабо сходится к P . Тогда Pnh−1 при n→∞ слабо сходится к Ph−1.

Пусть P — вероятностная мера на (R,B(R)). Тогда соответствующая функ-
ция распределения F (x) определяется равенством

F (x) = P (−∞, x), x ∈ R.

Функция распределения Fn(x) при n→∞ слабо сходится к функции распреде-
ления F (x), если

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

для всех точек непрерывности x функции F (x). Известно, что слабая сходи-
мость вероятностных мер на (R,B(R)) эквивалентна слабой сходимости соот-
ветствующих функций распределения.

Для множеств A ∈ B(H(D)) определим

PT,H(A) =
1
H

meas{τ ∈ [T, T +H] : ζ(s+ iτ) ∈ A}.

Пусть Pζ — распределение случайного элемента ζ(s, ω), т. е.

Pζ(A) = mH{ω ∈ � : ζ(s, ω) ∈ A}, A ∈ B(H(D)).

В [4] была получена такая предельная теорема.

Лемма 3.2. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T . Тогда PT,H при
T →∞ слабо сходится к Pζ .

При применении предельных теорем в доказательстве универсальности так-
же требуется некоторая информация о предельной мере. Пусть X — сепара-
бельное пространство, а P — вероятностная мера на (X,B(X)). Напомним, что
носителем меры P называется минимальное замкнутое множество SP ⊂ X та-
кое, что P (SP ) = 1. Множество SP состоит из всех точек x ∈ X, для всякой
открытой окрестности G которых имеет место неравенство P (G) > 0.

Пусть S = {g ∈ H(D) : g(s) 6= 0 или g(s) ≡ 0}.

Лемма 3.3. Носителем меры Pζ является множество S.
Доказательство леммы можно найти, например, в [6].
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§ 4. Модификация универсальности функции ζ(s)

Для доказательства теоремы 1.2 нужна аналогичная теорема для самой
функции ζ(s). Такая теорема содержится в [4], но мы предложим новое простое
ее доказательство.

Теорема 4.1. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T . Пусть K ∈ K
и f(s) ∈ H0(K). Тогда, за исключением самое большее счетного множества
значений ε > 0, существует предел

lim
T→∞

1
H

meas{τ ∈ [T, T +H] : sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε}

= mH{ω ∈ � : sup
s∈K

|ζ(s, ω)− f(s)| < ε} > 0.

Доказательство. Положительность предела уже известна, можно вос-
пользоваться, например, теоремой 1.1, поэтому остается доказать только суще-
ствование этого предела.

Пусть отображение h : H(D) → R определено формулой

h(g) = sup
s∈K

|g(s)− f(s)|, g ∈ H(D).

Тогда h непрерывно, поэтому из лемм 3.2 и 3.1 следует, что PT,Hh−1 при T →∞
слабо сходится к Pζh−1. Однако выше мы заметили, что слабая сходимость
мер на (R,B(R)) эквивалентна слабой сходимости соответствующих функций
распределения, т. е. получаем равенство теоремы. Поскольку функция распре-
деления может иметь не более чем счетное множество точек разрыва, теорема
доказана.

При доказательстве положительности предела в теореме 4.1 используется
теорема Мергеляна о приближении аналитических функций многочленами [7],
из которой следует, что если K ⊂ C — компактное множество, обладающее
связным дополнением, а g(s) — непрерывная в K и аналитическая внутри K
функция, то для всякого ε > 0 существует многочлен pε(s) такой, что

sup
s∈K

|g(s)− pε(s)| < ε.

В теореме 4.1 рассматривается функция f(s) только на множестве K. Если
потребовать, чтобы функция f(s) была аналитической и не имела нулей в D, то
можно отказаться от принадлежности множества K классу K . Действительно,
в этом случае f(s) в силу леммы 3.3 является элементом носителя меры Pζ .
Следовательно, для любого компактного множества K ⊂ D множество

{g ∈ H(D) : sup
s∈K

|g(s)− f(s)| < ε}

является открытой окрестностью элемента носителя, поэтому

mH{ω ∈ � : sup
s∈K

|ζ(s, ω)− f(s)| < ε} > 0.

Таким образом, имеем следующую модификацию теоремы 4.1.

Теорема 4.2. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T . Пусть K ⊂
D — компактное подмножество, а f(s) — функция, аналитическая и не имеющая
нулей в D. Тогда имеет место утверждение теоремы 4.1.
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§ 5. Доказательство теоремы 1.2

Теорему 1.2 выведем из теоремы 4.1, используя при этом лемму 2.2. Для
этой цели применим метод характеристических функций. Напомним, что ха-
рактеристическая функция ϕ(v) функции распределения F (x) определяется ин-
тегралом

∞∫
−∞

eivx dF (x), v ∈ R.

Известна непрерывная связь между функциями распределения и соответствую-
щими характеристическими функциями. Более точно, имеет место следующее
хорошо известное утверждение. Характеристическую функцию функции рас-
пределения F (x) будем обозначать через ϕ(v).

Лемма 5.1. Предположим, что Fn(x) при n → ∞ слабо сходится к F (x).
Тогда ϕn(v) при n→∞ сходится к ϕ(v). Эта сходимость равномерна в каждом
конечном интервале.

Обратно, пусть ϕn(v) при n→∞ сходится к функции ϕ(v), непрерывной в
точке v = 0. Тогда существует такая функция распределения F (x), что Fn(x)
при n→∞ слабо сходится к F (x). В этом случае ϕ(v) является характеристи-
ческой функцией функции распределения F (x).

Доказательство теоремы 1.2. Определим функции распределения

FT,H(ε) =
1
H

meas{τ ∈ [T, T +H] : sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε},

F̂T,H(ε) =
1
H

meas{τ ∈ [T, T +H] : sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)| < ε},

F (ε) = mH{ω ∈ � : sup
s∈K

|ζ(s, ω)− f(s)| < ε}.

Тогда из теоремы 4.1 (и ее доказательства) имеем, что FT,H(ε) при T →∞ слабо
сходится к F (ε). Отсюда и леммы 5.1 следует, что

ϕT,H(v) = ϕ(v) + o(1), T →∞, (8)

равномерно для |v| ≤ C при любом 0 < C < ∞. Из определения функций
распределения FT,H(ε) и F̂T,H(ε) находим

ϕ̂T,H(v) =
∞∫

−∞

eiεv dFT,H(ε) =
1
H

T+H∫
T

exp{iv sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)|} dτ

и

ϕT,H(v) =
1
H

T+H∫
T

exp{iv sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)|} dτ.

Отсюда

ϕ̂T,H(v) = ϕT,H(v) +
1
H

T+H∫
T

(exp{iv sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)|}

− exp{iv sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)|}) dτ.
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Следовательно, в силу неравенства |eiv−1| ≤ |v|, справедливого для всех v ∈ R,

ϕ̂T,H(v)− ϕT,H(v)

≤ 1
H

T+H∫
T

| exp{iv(sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)| − sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)|)} − 1| dτ

≤ |v|
H

T+H∫
T

| sup
s∈K

|ζ(s+ iτ)− f(s)| − sup
s∈K

|ζuT (s+ iτ)− f(s)|| dτ.

Используя неравенство
∣∣sup |a| − sup |b|

∣∣ ≤ sup |a − b|, a, b ∈ C, и лемму 2.2,
отсюда получаем, что равномерно для |v| ≤ C

ϕ̂T,H(v) = ϕT,H(v) + o(1), T →∞,

что вместе с (8) доказывает, что

ϕ̂T,H(v) = ϕ(v) + o(1), T →∞,

равномерно для |v| ≤ C, поэтому лемма 5.1 показывает, что F̂T,H(ε) при T →∞
слабо сходится к F (ε). Теорема доказана.

Если вместо теоремы 4.1 воспользоваться теоремой 4.2, то получим следу-
ющий вариант теоремы 1.2.

Теорема 5.2. Предположим, что T 1/3(log T )26/15 ≤ H ≤ T , uT → ∞
и uT � exp{o(T )} при T → ∞. Пусть K ⊂ D — компактное подмножество,
а f(s) — функция, аналитическая и не имеющая нулей в D. Тогда имеет место
утверждение теоремы 1.2.

ЛИТЕРАТУРА

1. Воронин С. М. Теорема об «универсальности» дзета-функции Римана // Изв. АН СССР.
Сер. мат.. 1975. Т. 39, № 3. С. 475–486.
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