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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

1 Tyrimo objektas

Pagrindinés Sios disertacijos temos yra:

1. Lengvai realizuojamos Wright-Fisher (WF) modelio
t
X/ —x—i—/ (a —bXY) ds—l—a/ X*(1— X7)dB,,
0

€[0,1], (1.1)

pirmosios ir antrosios eilés silpnosios aproksimacijos.
Cia parametrai 0 < a < b ir ¢ > 0, B — standar-
tinis Brauno judesys. Si lygtis turi vienintelj stipryjj
sprendinj X*, kuris islieka intervale [0, 1], t.y. P(X} €
[0,1],Vt > 0) =1 [3].

2. Atgalinés Kolmogorovo lygties, susijusios su WF bei
Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modeliu [4] ir Stratonovi-
Giaus lygtimis su kvadratinés Saknies difuzijos koefi-
cientu, sprendinio reguliarumo jrodymas. Sis regu-
liarumas yra reikalingas norint grieztai jrodyti, kad
potenciali (,kanditaté*) pirmosios arba antrosios eilés
aproksimacija is tikryjy yra atitinkamos eilés silpnoji
aproksimacija.

2 Tyrimo tikslas ir problemos

Disertacijos tyrimo tikslas yra sukurti paprastas ir efekty-
vias pirmosios ir antrosios eilés WF' lygties sprendinio silp-
nasias aproksimacijas, kuriy kiekviename iteracijos Zings-
nyje buty generuojami tik diskretieji atsitiktiniai dydziai.



Taip pat svarbi Sios disertacijos dalis yra atgalinés Kolmo-
gorovo lygties, susijusios su WF bei CIR ir Stratonoviciaus
lygtimis su kvadratinés Ssaknies difuzijos koeficientu, spren-
dinio reguliarumo jrodymas. Sis faktas yra esminis grieztai
irodant stochastiniy diferencialiniy lyg¢iy (SDL) silpnyju
aproksimacijy konvergavimo greitj.

Pagrindiné problema kuriant skaitinius sprendimo me-
todus kvadratinés Saknies difuzijos modeliams yra ta, kad
difuzijos koeficientas turi neapréztas iSvestines singuliaru-
mo tasky aplinkoje (WF modelio atveju 0 ir 1). Tai ne-
leidzia pritaikyti klasikiniy aproksimacijos metody, pvz.,
apraSyty Milstein ir Tretyakov knygoje [10]). Diskretiza-
cijos schemos taikant minétus metodus, kurie iSreikStai ar
neiSreikstai naudoja koeficienty iSvestines, dazniausiai pra-
randa aproksimavo tiksluma singuliarumo tasky aplinkoje,
ypac jei difuzijos koeficientas o yra didelis.

Alfonsi [3, Chap. 6] sukonstravo silpnaja antros eilés
aproksimacija WF procesui pasinaudodamas jo sarysiu su
CIR [4] procesu bei anks¢iau sukonstruotomis aproksima-
cijomis pastarajam (Alfonsi [2|). Palyginus su Alfonsi al-
goritmais [3, Tg. 6.1.13, Alg. 6.1 ir 6.2], musy sukonstruo-
tas algoritmas yra tiesioginis ir, beje, gerokai lengviau rea-
lizuojamas. Konstruojant WF' silpnasias aproksimacijas,
mes panaudojame kai kurias Lileikos ir Mackevi¢iaus [6, 7]
idéjas, taciau WF proceso atveju kyla rimta papildoma
problema (palyginus su CIR ar Chan—Karolyi-Longstaff—
Sanders (CKLS) procesais): difuzijos koeficientas turi du
singuliarumo taskus 0 ir 1, kurie trukdo islaikyti aproksi-
macija intervale [0, 1] (vietoje [0, +00) kaip [6,7]).



3 Tyrimo metodai

Atliekant disertacijos tyrima buvo panaudoti jvairus inte-
gralinio ir diferencialinio skaiciavimo, tikimybiy teorijos,
statistikos, matematinés, stochastinés ir funkcinés analizés
metodai bei rezultatai. Kompiuterinés simuliacijos atlik-
tos programavimo kalba Python. Grafikai sugeneruoti nau-
dojant Python bei skaic¢iavimo paketa Maple. Sis paketas
panaudotas ir spendziant lygtis bei nelygybes.

4 Moksliniai rezultatai
Apibrézimai
Nagrinékime vienmate stochastine diferencialine lygtj

¢ ¢
Xf::c+/b(X§)ds+ 6(X7)dBs, t>0, xzeDCR;

0 0
(4.1)

¢ia B yra standartinis Brauno judesys (Vynerio procesas).

Siekiant i§vengti dviprasmybes, difuzijos koeficientg bend-
rojoje (4.1) lygtyje Zymime simboliu &, o simboliu o — kons-
tanta WF lygtyje (1.1).

Laikysime, kad lygtis turi vienintelj silpnaji sprendinj
X} su trajektorijomis intervale D, t.y. P(X? € D, t > 0) =
1 su visais z € D. Pavyzdziui, (1.1) lygtyje galime laikyti,
kad D = [0, 1].

Imkime fiksuoto laiko intervalo [0, T'] pastovaus Zingsnio
h =T/n,n € N, diskretizacija A" = {ih,i =0,1,...,|T/h],
h € (0,T]}; ¢ia |a] — sveikoji skai¢iaus a dalis. (4.1) lygties
diskretizacijos schema laikome diskretaus laiko homogeniniy
Markovo procesy Seimg X" = {X"(z,t),z € D, t € A"} su



pradine reiksme Xh(x, 0) = z ir vienazingsne peréjimo ti-
kimybe p”(z,dz), z € D. Trumpumo délei kartais rasysime
X7 ar X(x,t) vietoje X"(x,t). Pastebétina, kad dél mar-
koviskumo diskretizacijos schemos vienazingsné aproksima-
cija X i VisiSkai apibrézia visos diskretizacijos schemos Xf
tikimybinj pasiskirtyma, todeél uztenka konstruoti tik vie-
nazingsnes aproksimacijas.

Zymésime C$°(D) klase funkeijy f € C°°(D) su kom-
paktiska atrama aibéje D, o Cpg)(D) — klase tokiy funkeijy
f e C>®(D), kad

1F™ ()] < Cu(1 + |z[*), zeD,neNy:={0,1,2,...},

su tam tikra seka (Cp, ky) € Ry x Ny. Sekdami Alfonsi [2],
sakysime, kad {(C), k,),n € Ng} yra gera seka funkcijai f.
Galiausiai zymeésime Ch, (D) klase tokiy funkeijy f € C(D),
kad

[f(@)] < C(1+z]), zeD.
Rasysime g(z,h) = O(h™), jei su tam tikrais C > 0,
keNir hg>0,
lg(z,h)| < C(A+ |z|/F)h™, >0, 0<h<hg.

Atskiru atveju, kai funkcija g yra iSreiskiama kita funk-
cija f € C'gf)l(]R) ir konstantos C, k ir hgy priklauso tik nuo
geros sekos funkcijai f, raSysime g(x,h) = O(h").

Paraboliné diferencialiné lygtis dalinémis iSvestinémis

su pradine salyga

duult, ) = Au(t,x), =>0, te0,T], (4.2)
u(0,2) = f(x), z 20,

yra vadinama atgaline Kolmogorovo lygtimi; ¢ia Af = bf'+
%52 1" yra (4.1) lygties sprendinio generatorius.
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4.1 apibrézimas. Sakoma, kad diskretizacijos schema Xh
yra silpnoji v-ios eilés (4.1) lygties sprendinio (X[, ¢t € [0,7)
aproksimacija, jei kiekvienai funkcijai f € C§°(ID) egzistuo-
ja toks C' > 0, kad
[Ef(XF) —Ef(XF)| < ChY, h > 0.

4.2 apibrézimas. Tarkime, kad Af € ggl(}D)) su kiek-
viena funkcija f € Sgl(]D),At.y. b,52 € Cha(D). Proceso
X} diskretizacijos schemos X}* v-ios eilés liekana vadinsime
operatoriy R : 1;’gl(]D)) — C(D), apibréziama lygybe

Rl f(z) :==Ef(XT)— [f(:c)—i—i: Akj;(”:)hk], zeb, h>0.
k=1

(4.3)
Diskretizacijos schema Xf vadinsime lokalia v-ios eilés silp-
naja (4.1) lygties aproksimacija, jei

Ry f(z) = O(A"*Y), h =0,

su visomis f € Cpoy(D) ir visais « € D.

Aproksimacijos

Mums pavyko sukonstruoti paprastai realizuojamas ir efek-
tyvias pirmosios ir antrosios eilés silpnasias WF lygties spren-
dinio aproksimacijas. Siose aproksimacijose kiekviename
zingsnyje generuojami tik diskretieji atsitiktiniai dydziai.
Aproksimacijos apibréziamos Zemiau pateiktose teoremose

bei iliustruojamos simuliacijy pavyzdZziais.
4.1 teorema. Tarkime, kad

e 4 a(1—e ), 0<a<b#0,
Df = D(x,t) =" i ), 0sasbz

x, a=b=0,

(4.4)



i apibrézkime atsitikting dyds Sz sgyjanty retksmes

z12(z, h) su tik. p1o = Wa

R T € [O, 1/2]7
L1,2 = . 1-z
L —212(1 —x,h) su tik. p1o= 2z12(1—=,h)’
x e (1/2,1];
(4.5)
cia

z12(x,h) =2+ (1 —2)o®hF /(z+ (1 —x)02h)(1 — 2)o2h.

Tada vienaZingsné aproksimacija X, apibréZiama kompo-

zicija
X7 := D(S%,h), z €0,1], h > 0,
yra pirmosios eilés WF lygties (1.1) silpnoji aproksimacija.

4.2 teorema. Tarkime, kad

3(1 —2)o?h  2x0%h

= h =
x1 =x1(z,h) =z + 1 + 3
—/3z(1 —x)o2h,
17x0%h
x9 = x9(x,h) = + TR
3(1—z)o®h  2z0%h
x3 =x3(x,h) =z + ( 43;)0 + xg

++/3z(1 — x)o2h,
Y12 =y12(x,h) =z + (1 —2)0’h
TV(z+ (1 —2z)02h)(1 — z)02h




i apibrézkime atsitikting dydg
x1,23(x, h) su tikimybémis py 2 3(x,h) ir

0 su tikimybe

po(z,h) =1— (p1 +p2 +p3)(z,h),
o 1
T e (Ta §]a

1 —2123(1 —x,h) su tik. p123(1 —x,h) ir
N 1 su tikimybe

Sy =
pO(:I:)h) =1- (pl +p2 +p3)(]— -, h)7
1 2h
T e (f? 1- %)7
y1,2(z, h) su tikimybémis p1 2(x, h) = m,
€ (0,7,
1 —y12(1 =z, h) su tikimybémis p12(1 — x, h),
2
x€[1— % ;
(4.6)
cia
M1TaT3 — MaT2 — Max3 + M3
p1($7 h) =
x1(z1 — 3) (1 — T2)
M1T1T3 — MaT1 — M3 + M3
x,h)=— , 4.7
p2(, h) 22 (01— 22) (72 — 3) (4.7)
M1T1T2 — MaT1 — MaTs + M3
p3(x, h) =
x3(xy — x3) (1 — T3)
sU
Thl =,

e = 2% + 0*ha(l — z)(1 — 2o2h),

s = 2% + 32(0?h)*(32% — 42 + 1) — 3z0’h(z® — 7).
Tada vienaZingsné aproksimacija X‘”, apibréZiama kompo-
zicy)a

A~

X? = D(S(D(x,h/2),h),h/2), z€[0,1], h>0, (4.8)
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yra antrosios eilés WF lygties (1.1) silpnoji aproksimacija.

Simuliacijy pavyzdziai

Sukonstruotas aproksimacijas pailiustruosime su testuoja-
néia funkcija f(z) = 2. 1-2 grafikuose lyginami momentai
Ef(X?)ir Ef(X?) absoliudia bei santykine reikéme, kintant
t (virSutiniai grafikai, h = 0,01) ir diskretizacijos Zingsniui
h (apatiniai grafikai, t = 1).
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1 pav.: Ef(X?) ir Ef(X¥) palyginimas, kintant ¢ ir h, su
f(x) = 2% 2 = 0,24, 02 =0,6, a = 0,8, b= 5, iteracijy
skai¢ius N = 100 000. Virsuje: h = 0,01; apacioje: santy-
kiné paklaida, kai ¢t = 1.
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o o
=) o
= N
L N

0.00
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h

2 pav.: Ef(Xf) ir Ef(X}) palyginimas, kintant ¢ ir h,
su f(z) = 2% x = 0,83, 02 =2, a=4, b=5, iteracijy
skaic¢ius N = 100000. Virsuje: h = 0,01; apacioje: santy-
kiné paklaida, kai ¢t = 1.

Atgalinés Kolmogorovo lygties sprendinio
reguliarumas

Sioje disertacijoje jrodomas atgalinés Kolmogorovo lygties,
susijusios su WF procesu ir taip pat CIR procesu bei Stra-
tonovic¢iaus SDL su kvadratinés Ssaknies difuzijos koeficien-
tu, sprendinio reguliarumas. Sis faktas yra esminis norint
grieztai jrodyti, kad potenciali (,kandidaté®) silpnoji aprok-
simacija i$ tiesy yra atitinkamos eilés silpnoji aproksimaci-

ja.



4.3 teorema. Pazymckime

1
C®0,1] := { f € C®[0,1] : li = — 0,
0,1] == {f 0,1] + lim sup - xrg[gﬁ]!f )(z)] = 0}

ir tarkime, kad X7 yra WF procesas. Jei f € C°[0,1], tai
u(t,z) = Ef(X7), (t,x) € Ry x[0,1],
yra C° funkcija ir
Oyu(t,x) = Au(t, x). (4.9)

4.3 teorema klasei C'*°[0, 1] jrodé Epstein ir Mazzeo [5]
diferen-cialiniy lyg¢iy dalinémis iSvestinémis teorijos meto-
dais. Disertacijoje pateiktas jrodymas yra grynai tikimybi-
nis ir Zymiai paprastesnis.

4.4 teorema. Tarkime, kad

t t
Xi(z) Xf:at:—l—/é,«;—X“’C ds+/0\/Xi§st
0 0

yra CIR procesas su koeficientais, tenkinanciais salygg o® <
40k ir prasidedantis taske x > 0. Tarkime, kad f € Cg oa(Ry)
su kokiu mors q > 4. Tada funkcija

u(t,z) :=Ef(X(z)), =>0,tel0,T],

yra | karty tolydziai diferencijuojama pagal x > 0 irl’ karty
tolydZiai diferencijuojama pagal t € [0,T], su l,I' € N to-
kiais, kad 21 + 41" < q. Be to, egzistuoja tokios konstantos
C > 0irk € N, priklausancios tik nuo geros sekos {(Cj, ki),
i=0,1,...,q} funkcijai f, kad

0i0fu(t,z)| < C(1+2%), z>0,te(0,T); (4.10)
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¢iaj =0,1,...,1, i =0,1,...,I'. Be to, u(t,z), (t,x) €
[0, 7] x Ry, yra (klasikinis) atgalinés Kolmogorovo lygties

sprendinys.

00
pol

lo daug karty diferencijuojama aibéje [0, T] x Ry ir jvertis

Atskiru atveju, jei f € (Ry), tai u(t,x) yra be ga-
(4.10) galioja su visais i,j € N, o konstantos C ir k priklau-
so tik nuo (3, j) ir geros sekos {(Cj, k;), i € No} funkcijai f.

4.4 teorema yra Zinomas rezultatas, kurj jrodé Alfonsi
[1], panaudojes Zinoma gana sudétinga CIR proceso peréjimo
tankio israiska. Sio je disertacijoje pateiktas tiesioginis jirody-
mas nesinaudojant peréjimo tankiu. Toks metodas leido is-
plésti rezultata bendroms Stratonoviciaus lygtims su kvad-
ratinés Saknies difuzijos koeficientu:

4.5 teorema. Tegul Xi(x) = X7, t > 0, yra procesas,

tenkinantis Stratonoviciaus SDL

dX, = VXa(Xy) 0odB;,  Xo=x>0. (4.11)

Tariame, kad funkcija a € Cgél_l(@” N Cin(Ry) su kokiu
norsl > 1ir0< Cy<a(x), z>0. Jei f € Cgol(RJr) su
kokiu nors q > 4, tai funkcija

u(t,z) :=Ef(Xy(x)), x>0, tel0,T],

yra | karty tolydZiai diferencijuojama pagal x > 0 ir 1’ karty
tolydZiai diferencijuojama pagal t € [0,T] su tokiais 1,1 €
N, kad 21 + 41" < q. Be to, egzistuoja tokios konstantos
C > 0rk €N, priklausancios tik nuo geros sekos {(C;, k;),
i=0,1,...,q} funkcijai f, kad

}8£8Zu(t,x)} <C(1+2%, z>o0; (4.12)

11



¢iaj =0,1,...,1, i =0,1,...,I'. Be to, u(t,z), (t,x) €
[0, 7] x Ry, yra (klasikinis) atgalinés Kolmogorovo lygties

sprendinys.

00
pol

daug karty diferencijuojamas aibéje [0,T] x Ry ir jvertis

Atskiru atveju, jei f € (Ry), tai u(t,z) yra be galo
(4.10) galioja su visais i,j € N, o C ir k priklauso tik nuo
(i,7) ir geros sekos {(Cj, k;), i € No} funkeijai f.

5 Mokslinis aktualumas ir naujumas

Wright—Fisher procesas pradzioje naudotas modeliuoti geny
dreifg, t.y. geny proporcija populiacijoje. Pastaraisias me-
tais 8is procesas pradétas naudoti ir finansy matematikoje.
Pagrindiné to priezastis yra tai, jog WF procesas yra api-
bréztas uzdarame intervale ir tai lemia jo pritaikomuma mo-
deliuojant dinaminius apréztus kintamuosius, pavyzdziui
rezimo ar bankroto tikimybe. Deja, WF procesas neturi
sprendinio iSreikstiniu pavidalu. Todél yra didelis poreikis
tureti tikslias jo aproksimacijas.

Egzistuojandios antros eilés WF proceso aproksimaci-
jos [3] yra sukonstruotos pasinaudojant WF proceso sarysiu
su CIR procesu bei anks¢iau sukonstruotomis aproksima-
cijomis pastarajam. Disertacijoje pasiulytos schemos, ku-
rios yra sukonstruotos tiesiogiai bei yra lengvai realizuoja-
mos. Aproksimacijy tiksluma ne tik jrodome grieztai, bet
ir iliustruojame jtikinamais simuliacijy pavyzdziais.

Kalbant apie atgalinés Kolmogorovo lygties sprendinio
reguliaruma, Zinomi rezultatai buvo gauti naudojant diferen-
cialiniy lyg¢iy dalinémis iSvestinémis teorijos metodus [5]
(WF lygeiai) arba peréjimo tankio iSreikstine formule [1]
(CIR lygdiai). Sioje disertacijoje atgalinés Kolmogorovo

lygties, susijusios su WF ar CIR procesais, sprendinio regu-
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liarumas jrodomas naudojant tikimybinius metodus ir ne-
sinaudojant peréjimo tankio formule. Pastaruoju atveju
tai leido iSpléti metoda Stratonovi¢iaus pavidalo lygciai su
kvadratinés Saknies difuzijos koeficientu.

6 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija sudaro tikslus ir uzdavinius apzvelgiantis jvadas
(1 skyrius), trumpa susijusiy tyrimy apzvalga (2 skyrius),
pagrindiniai apibrézimai, teoremos ir naudojamy metodiky
aprasSymai (3 skyrius), disertacijos tyrimai (4 ir 5 skyriai),
isvados (6 skyrius), priedas (7 skyrius) ir literaturos sarasas.

Disertacija parasyta angly kalba ir ja sudaro 95 pusla-
piai.
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e 62-0ji LMD konferencija, Vilnius, 2021-06-16.
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9 IsSvados

Disertacijoje konstruojamos pirmosios ir antrosios eilés WF
lygties sprendinio silpnosios aproksimacijos, naudojant ap-
roksimuojamos lygties iSskaidymo (angl. split-step), aprok-
simacijos ir lygties sprendinio momenty sutapimo (angl.
moment matching) ir apytiksliy momenty sutapimo meto-
dus. Lygties iSskaidymo metodas aproksimuojamai lygé¢iai
priskiria vadinamasias stochastineg ir deterministine lygties
dalis. Deterministinés dalies iSreikstinis sprendinys lengvai
randamas naudojant diferencialiniy lyg¢iy sprendimo me-
todus, o stochastiné dalis aproksimuojama silpnosiomis ap-
roksimacijomis. Stochastinés dalies aproksimacijos konst-
ravimui, siekiant norimo tikslumo, naudojami aproksimaci-
jos ir lygties sprendinio momenty bei apytiksliy momenty
sulyginimo metodai.

Taip pat tikimybiniais metodais jrodomas atgalinés Kol-
mogorovo lygties, susijusios su WF procesu bei CIR proce-
su ir Stratonovic¢iaus SDL su kvadratinés Saknies difuzijos
koeficientu, sprendinio reguliarumas, nenaudojant peréjimo
tankio israisky. Sis faktas yra esminis jrodant, kad poten-
ciali (,kandidaté®) silpnoji aproksimacija i§ tiesy yra atitin-
kamos eilés silpnoji aproksimacija.

Pagrindiniai disertacijos rezultatai:

e Sukonstruota pirmosios eilés silpnoji aproksimacija
WF lygciai.

e Sukonstruota antrosios eilés silpnoji aproksimacija WF
lygciai.

o Pateikti simuliacijy pavyzdziai, iliustruojantys pirmo-
sios bei antrosios eilés silpnyjy WF lygéties aproksima-

cijy tiksluma.
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e Pateiktas tikimybinis atgalinés Kolmogorovo lygties,
susijusios su WF procesu, sprendinio reguliarumo jro-

dymas.

o Pateiktas atgalinés Kolmogorovo lygties, susijusios su
CIR procesu, sprendinio reguliarumo jrodymas, nesi-
naudojant Zinoma tankio formule. Toks metodas lei-
do iSplésti rezultata Stratonoviciaus lygtims su kvad-

ratinés Saknies difuzijos koeficientu.
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10 Summary

The aim of the thesis is to construct simple, yet effective
first- and second-order weak approximations for the solu-
tion of the WF model that use only generation of discrete
random variables at each approximation step. In addition,
we prove the regularity of solutions of the backward Kol-
mogorov equations for the WF equation as well as for the
CIR and general Stratonovich equations with square-root
diffusion coefficient. This fact is essential in rigorous proofs
of the convergence rates of weak approximations of SDEs.
The main results presented in Chapters 4 and 5 were pub-
lished in papers [8] and [9].

The main problem in developing numerical methods for
“square-root” diffusions is that the diffusion coefficient has
unbounded derivatives near “singular” points (in our case, 0
and 1), and therefore standard methods (see, e.g., Milstein
and Tretyakov [10]) are not applicable; typically, discreti-
zation schemes involving (explicitly or implicitly) the deri-
vatives of the coefficients usually lose their accuracy near
singular points, especially for large o.

When it comes to the regularity of solutions of the back-
ward Kolmogorov equations, known results rely on explicit
formulas of density [1] or partial differential equation the-
ory [5]. In this thesis, we give probabilistic proofs of the
regularity of solutions for the WF equation and for the CIR
equation without relying on existing transition density for-
mulas. This enabled us to extend our method to general
Stratonovich equations with square-root diffusion coeffici-
ent.

In Chapter 2, we give an overview of related results
obtained by other authors. Preliminaries and definitions
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are provided in Chapter 3. In Section 4.1, we construct a
first-order weak approximation of the WF model, and in
Section 4.2, we construct a second-order one. In the same
sections, we summarize the constructed first- and second-
order algorithms and illustrate them by numerical simula-
tion results. In Section 5, we prove the regularity of so-
lutions of backward Kolmogorov equations for SDEs with
square-root diffusion coefficients: for WF, CIR, and general
Stratonovich square-root diffusions (Sections 5.1, 5.2, and
5.3, respectively). We provide conclusions of the thesis in
Chapter 6, and in the Appendix (Chapter 7), we provide

additional calculations.
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