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DISERTACINIO DARBO APRAŠYMAS

1 Tyrimo objektas

Pagrindinės šios disertacijos temos yra:

1. Lengvai realizuojamos Wright–Fisher (WF) modelio

Xx
t = x+

t∫
0

(a− bXx
s ) ds+ σ

t∫
0

√
Xx

s (1−Xx
s ) dBs,

x ∈ [0, 1], (1.1)

pirmosios ir antrosios eilės silpnosios aproksimacijos.
Čia parametrai 0 ≤ a ≤ b ir σ > 0, B – standar-
tinis Brauno judesys. Ši lygtis turi vienintelį stiprųjį
sprendinį Xx, kuris išlieka intervale [0, 1], t.y. P(Xx

t ∈
[0, 1], ∀t ⩾ 0) = 1 [3].

2. Atgalinės Kolmogorovo lygties, susijusios su WF bei
Cox–Ingersoll–Ross (CIR) modeliu [4] ir Stratonovi-
čiaus lygtimis su kvadratinės šaknies difuzijos koefi-
cientu, sprendinio reguliarumo įrodymas. Šis regu-
liarumas yra reikalingas norint griežtai įrodyti, kad
potenciali („kanditatė“) pirmosios arba antrosios eilės
aproksimacija iš tikrųjų yra atitinkamos eilės silpnoji
aproksimacija.

2 Tyrimo tikslas ir problemos

Disertacijos tyrimo tikslas yra sukurti paprastas ir efekty-
vias pirmosios ir antrosios eilės WF lygties sprendinio silp-
nąsias aproksimacijas, kurių kiekviename iteracijos žings-
nyje būtų generuojami tik diskretieji atsitiktiniai dydžiai.
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Taip pat svarbi šios disertacijos dalis yra atgalinės Kolmo-
gorovo lygties, susijusios su WF bei CIR ir Stratonovičiaus
lygtimis su kvadratinės šaknies difuzijos koeficientu, spren-
dinio reguliarumo įrodymas. Šis faktas yra esminis griežtai
įrodant stochastinių diferencialinių lygčių (SDL) silpnųjų
aproksimacijų konvergavimo greitį.

Pagrindinė problema kuriant skaitinius sprendimo me-
todus kvadratinės šaknies difuzijos modeliams yra ta, kad
difuzijos koeficientas turi neaprėžtas išvestines singuliaru-
mo taškų aplinkoje (WF modelio atveju 0 ir 1). Tai ne-
leidžia pritaikyti klasikinių aproksimacijos metodų, pvz.,
aprašytų Milstein ir Tretyakov knygoje [10]). Diskretiza-
cijos schemos taikant minėtus metodus, kurie išreikštai ar
neišreikštai naudoja koeficientų išvestines, dažniausiai pra-
randa aproksimavo tikslumą singuliarumo taškų aplinkoje,
ypač jei difuzijos koeficientas σ yra didelis.

Alfonsi [3, Chap. 6] sukonstravo silpnąją antros eilės
aproksimaciją WF procesui pasinaudodamas jo sąryšiu su
CIR [4] procesu bei anksčiau sukonstruotomis aproksima-
cijomis pastarajam (Alfonsi [2]). Palyginus su Alfonsi al-
goritmais [3, Tg. 6.1.13, Alg. 6.1 ir 6.2], mūsų sukonstruo-
tas algoritmas yra tiesioginis ir, beje, gerokai lengviau rea-
lizuojamas. Konstruojant WF silpnąsias aproksimacijas,
mes panaudojame kai kurias Lileikos ir Mackevičiaus [6, 7]
idėjas, tačiau WF proceso atveju kyla rimta papildoma
problema (palyginus su CIR ar Chan–Karolyi–Longstaff–
Sanders (CKLS) procesais): difuzijos koeficientas turi du
singuliarumo taškus 0 ir 1, kurie trukdo išlaikyti aproksi-
maciją intervale [0, 1] (vietoje [0,+∞) kaip [6, 7]).
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3 Tyrimo metodai

Atliekant disertacijos tyrimą buvo panaudoti įvairūs inte-
gralinio ir diferencialinio skaičiavimo, tikimybių teorijos,
statistikos, matematinės, stochastinės ir funkcinės analizės
metodai bei rezultatai. Kompiuterinės simuliacijos atlik-
tos programavimo kalba Python. Grafikai sugeneruoti nau-
dojant Python bei skaičiavimo paketą Maple. Šis paketas
panaudotas ir spendžiant lygtis bei nelygybes.

4 Moksliniai rezultatai

Apibrėžimai

Nagrinėkime vienmatę stochastinę diferencialinę lygtį

Xx
t = x+

t∫
0

b(Xx
s ) ds+

t∫
0

σ̃(Xx
s ) dBs, t ≥ 0, x ∈ D ⊂ R;

(4.1)
čia B yra standartinis Brauno judesys (Vynerio procesas).

Siekiant išvengti dviprasmybės, difuzijos koeficientą bend-
rojoje (4.1) lygtyje žymime simboliu σ̃, o simboliu σ – kons-
tantą WF lygtyje (1.1).

Laikysime, kad lygtis turi vienintelį silpnąjį sprendinį
Xx

t su trajektorijomis intervale D, t.y. P(Xx
t ∈ D, t ≥ 0) =

1 su visais x ∈ D. Pavyzdžiui, (1.1) lygtyje galime laikyti,
kad D = [0, 1].

Imkime fiksuoto laiko intervalo [0, T ] pastovaus žingsnio
h = T/n, n ∈ N, diskretizaciją ∆h = {ih, i = 0, 1, . . . , ⌊T/h⌋,
h ∈ (0, T ]}; čia ⌊a⌋ – sveikoji skaičiaus a dalis. (4.1) lygties
diskretizacijos schema laikome diskretaus laiko homogeninių
Markovo procesų šeimą X̂h = {X̂h(x, t), x ∈ D, t ∈ ∆h} su
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pradine reikšme X̂h(x, 0) = x ir vienažingsne perėjimo ti-
kimybe ph(x,dz), x ∈ D. Trumpumo dėlei kartais rašysime
X̂x

t ar X̂(x, t) vietoje X̂h(x, t). Pastebėtina, kad dėl mar-
koviškumo diskretizacijos schemos vienažingsnė aproksima-
cija X̂x

h visiškai apibrėžia visos diskretizacijos schemos X̂x
t

tikimybinį pasiskirtymą, todėl užtenka konstruoti tik vie-
nažingsnes aproksimacijas.

Žymėsime C∞
0 (D) klasę funkcijų f ∈ C∞(D) su kom-

paktiška atrama aibėje D, o C∞
pol(D) – klasę tokių funkcijų

f ∈ C∞(D), kad

|f (n)(x)| ≤ Cn(1 + |x|kn), x ∈ D, n ∈ N0 := {0, 1, 2, . . . },

su tam tikra seka (Cn, kn) ∈ R+×N0. Sekdami Alfonsi [2],
sakysime, kad {(Cn, kn), n ∈ N0} yra gera seka funkcijai f .
Galiausiai žymėsime Clin(D) klasę tokių funkcijų f ∈ C(D),
kad

|f(x)| ⩽ C(1 + |x|), x ∈ D.

Rašysime g(x, h) = O(hn), jei su tam tikrais C > 0,
k ∈ N ir h0 > 0,

|g(x, h)| ≤ C(1 + |x|k)hn, x ≥ 0, 0 < h ≤ h0.

Atskiru atveju, kai funkcija g yra išreiškiama kita funk-
cija f ∈ C∞

pol(R) ir konstantos C, k ir h0 priklauso tik nuo
geros sekos funkcijai f , rašysime g(x, h) = O(hn).

Parabolinė diferencialinė lygtis dalinėmis išvestinėmis
su pradine sąlyga∂tu(t, x) = Au(t, x), x ≥ 0, t ∈ [0, T ],

u(0, x) = f(x), x ≥ 0,
(4.2)

yra vadinama atgaline Kolmogorovo lygtimi; čia Af = bf ′+
1
2 σ̃

2f ′′ yra (4.1) lygties sprendinio generatorius.
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4.1 apibrėžimas. Sakoma, kad diskretizacijos schema X̂h

yra silpnoji ν-ios eilės (4.1) lygties sprendinio (Xx
t , t ∈ [0, T ])

aproksimacija, jei kiekvienai funkcijai f ∈ C∞
0 (D) egzistuo-

ja toks C > 0, kad

|Ef(Xx
T )− Ef(X̂x

T )| ≤ Chν , h > 0.

4.2 apibrėžimas. Tarkime, kad Af ∈ C∞
pol(D) su kiek-

viena funkcija f ∈ C∞
pol(D), t. y. b, σ̃2 ∈ C∞

pol(D). Proceso
Xx

t diskretizacijos schemos X̂x
t ν-ios eilės liekana vadinsime

operatorių Rh
ν : C∞

pol(D) → C(D), apibrėžiamą lygybe

Rh
νf(x) := Ef(X̂x

h)−
[
f(x)+

ν∑
k=1

Akf(x)

k!
hk

]
, x ∈ D, h > 0.

(4.3)
Diskretizacijos schemą X̂x

t vadinsime lokalia ν-ios eilės silp-
nąja (4.1) lygties aproksimacija, jei

Rh
νf(x) = O(hν+1), h → 0,

su visomis f ∈ C∞
pol(D) ir visais x ∈ D.

Aproksimacijos

Mums pavyko sukonstruoti paprastai realizuojamas ir efek-
tyvias pirmosios ir antrosios eilės silpnąsias WF lygties spren-
dinio aproksimacijas. Šiose aproksimacijose kiekviename
žingsnyje generuojami tik diskretieji atsitiktiniai dydžiai.
Aproksimacijos apibrėžiamos žemiau pateiktose teoremose
bei iliustruojamos simuliacijų pavyzdžiais.

4.1 teorema. Tarkime, kad

Dx
t = D(x, t) =

xe−bt + a
b

(
1− e−bt

)
, 0 ≤ a ≤ b ̸= 0,

x, a = b = 0,

(4.4)
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ir apibrėžkime atsitiktinį dydį Ŝx
h , įgyjantį reikšmes

x̂1,2 :=



x1,2(x, h) su tik. p1,2 =
x

2x1,2(x,h)
,

x ∈ [0, 1/2],

1− x1,2(1− x, h) su tik. p1,2 =
1−x

2x1,2(1−x,h) ,

x ∈ (1/2, 1];

(4.5)

čia

x1,2(x, h) = x+ (1− x)σ2h∓
√
(x+ (1− x)σ2h)(1− x)σ2h.

Tada vienažingsnė aproksimacija X̂x
h , apibrėžiama kompo-

zicija

X̂x
h := D(Ŝx

h , h), x ∈ [0, 1], h > 0,

yra pirmosios eilės WF lygties (1.1) silpnoji aproksimacija.

4.2 teorema. Tarkime, kad

x1 = x1(x, h) = x+
3(1− x)σ2h

4
+

2xσ2h

3

−
√

3x(1− x)σ2h,

x2 = x2(x, h) = x+
17xσ2h

12
,

x3 = x3(x, h) = x+
3(1− x)σ2h

4
+

2xσ2h

3

+
√

3x(1− x)σ2h,

y1,2 = y1,2(x, h) = x+ (1− x)σ2h

∓
√

(x+ (1− x)σ2h)(1− x)σ2h
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ir apibrėžkime atsitiktinį dydį

Ŝx
h :=



x1,2,3(x, h) su tikimybėmis p1,2,3(x, h) ir

0 su tikimybe

p0(x, h) = 1− (p1 + p2 + p3)(x, h),

x ∈ (σ
2h
3 , 12 ],

1− x1,2,3(1− x, h) su tik. p1,2,3(1− x, h) ir

1 su tikimybe

p0(x, h) = 1− (p1 + p2 + p3)(1− x, h),

x ∈ (12 , 1−
σ2h
3 ),

y1,2(x, h) su tikimybėmis p̃1,2(x, h) :=
x

2y1,2(x,h)
,

x ∈ [0, σ
2h
3 ],

1− y1,2(1− x, h) su tikimybėmis p̃1,2(1− x, h),

x ∈ [1− σ2h
3 , 1];

(4.6)

čia

p1(x, h) =
m̂1x2x3 − m̂2x2 − m̂2x3 + m̂3

x1(x1 − x3)(x1 − x2)
,

p2(x, h) = −m̂1x1x3 − m̂2x1 − m̂2x3 + m̂3

x2(x1 − x2)(x2 − x3)
, (4.7)

p3(x, h) =
m̂1x1x2 − m̂2x1 − m̂2x2 + m̂3

x3(x2 − x3)(x1 − x3)

su

m̂1 = x,

m̂2 = x2 + σ2hx(1− x)(1− 1
2σ

2h),

m̂3 = x3 + 3
2x(σ

2h)2(3x2 − 4x+ 1)− 3xσ2h(x2 − x).

Tada vienažingsnė aproksimacija X̂x
h , apibrėžiama kompo-

zicija

X̂x
h = D(Ŝ(D(x, h/2), h), h/2), x ∈ [0, 1], h > 0, (4.8)
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yra antrosios eilės WF lygties (1.1) silpnoji aproksimacija.

Simuliacijų pavyzdžiai

Sukonstruotas aproksimacijas pailiustruosime su testuoja-
nčia funkcija f(x) = x5. 1–2 grafikuose lyginami momentai
Ef(X̂x

t ) ir Ef(Xx
t ) absoliučia bei santykine reikšme, kintant

t (viršutiniai grafikai, h = 0,01) ir diskretizacijos žingsniui
h (apatiniai grafikai, t = 1).
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t
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0.0009
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EX
^5

pirmosios eilės aproksimacija
antrosios eilės aproksimacija
tikroji reikšmė

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16
h

0.0
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0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

sa
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ė 
pa

kl
ai

da
, t

=1

pirmosios eilės aproksimacija
antrosios eilės aproksimacija

1 pav.: Ef(X̂x
t ) ir Ef(Xx

t ) palyginimas, kintant t ir h, su
f(x) = x5: x = 0,24, σ2 = 0,6, a = 0, 8, b = 5, iteracijų
skaičius N = 100 000. Viršuje: h = 0,01; apačioje: santy-
kinė paklaida, kai t = 1.
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pirmosios eilės aproksimacija
antrosios eilės aproksimacija

2 pav.: Ef(X̂x
t ) ir Ef(Xx

t ) palyginimas, kintant t ir h,
su f(x) = x5: x = 0,83, σ2 = 2, a = 4, b = 5, iteracijų
skaičius N = 100 000. Viršuje: h = 0,01; apačioje: santy-
kinė paklaida, kai t = 1.

Atgalinės Kolmogorovo lygties sprendinio
reguliarumas

Šioje disertacijoje įrodomas atgalinės Kolmogorovo lygties,
susijusios su WF procesu ir taip pat CIR procesu bei Stra-
tonovičiaus SDL su kvadratinės šaknies difuzijos koeficien-
tu, sprendinio reguliarumas. Šis faktas yra esminis norint
griežtai įrodyti, kad potenciali („kandidatė“) silpnoji aprok-
simacija iš tiesų yra atitinkamos eilės silpnoji aproksimaci-
ja.
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4.3 teorema. Pažymėkime

C∞
∗ [0, 1] :=

{
f ∈ C∞[0, 1] : lim sup

k→∞

1

k!
max
x∈[0,1]

|f (k)(x)| = 0
}
,

ir tarkime, kad Xx
t yra WF procesas. Jei f ∈ C∞

∗ [0, 1], tai

u(t, x) := Ef(Xx
t ), (t, x) ∈ R+ × [0, 1],

yra C∞ funkcija ir

∂tu(t, x) = Au(t, x). (4.9)

4.3 teoremą klasei C∞[0, 1] įrodė Epstein ir Mazzeo [5]
diferen-cialinių lygčių dalinėmis išvestinėmis teorijos meto-
dais. Disertacijoje pateiktas įrodymas yra grynai tikimybi-
nis ir žymiai paprastesnis.

4.4 teorema. Tarkime, kad

Xt(x) = Xx
t = x+

t∫
0

θ(κ−Xx
s ) ds+

t∫
0

σ
√

Xx
s dBs

yra CIR procesas su koeficientais, tenkinančiais sąlygą σ2 ≤
4θκ ir prasidedantis taške x ≥ 0. Tarkime, kad f ∈ Cq

pol(R+)

su kokiu nors q ≥ 4. Tada funkcija

u(t, x) := Ef(Xt(x)), x ≥ 0, t ∈ [0, T ],

yra l kartų tolydžiai diferencijuojama pagal x ≥ 0 ir l′ kartų
tolydžiai diferencijuojama pagal t ∈ [0, T ], su l, l′ ∈ N to-
kiais, kad 2l + 4l′ ≤ q. Be to, egzistuoja tokios konstantos
C ≥ 0 ir k ∈ N, priklausančios tik nuo geros sekos {(Ci, ki),
i = 0, 1, . . . , q} funkcijai f , kad∣∣∂j

x∂
i
tu(t, x)

∣∣ ⩽ C(1 + xk), x ≥ 0, t ∈ [0, T ]; (4.10)
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čia j = 0, 1, . . . , l, i = 0, 1, . . . , l′. Be to, u(t, x), (t, x) ∈
[0, T ] × R+, yra (klasikinis) atgalinės Kolmogorovo lygties
sprendinys.

Atskiru atveju, jei f ∈ C∞
pol(R+), tai u(t, x) yra be ga-

lo daug kartų diferencijuojama aibėje [0, T ]× R+ ir įvertis
(4.10) galioja su visais i, j ∈ N, o konstantos C ir k priklau-
so tik nuo (i, j) ir geros sekos {(Ci, ki), i ∈ N0} funkcijai f .

4.4 teorema yra žinomas rezultatas, kurį įrodė Alfonsi
[1], panaudojęs žinomą gana sudėtingą CIR proceso perėjimo
tankio išraišką. Šioje disertacijoje pateiktas tiesioginis įrody-
mas nesinaudojant perėjimo tankiu. Toks metodas leido iš-
plėsti rezultatą bendroms Stratonovičiaus lygtims su kvad-
ratinės šaknies difuzijos koeficientu:

4.5 teorema. Tegul Xt(x) = Xx
t , t ≥ 0, yra procesas,

tenkinantis Stratonovičiaus SDL

dXt =
√
Xta(Xt) ◦ dBt, X0 = x ≥ 0. (4.11)

Tariame, kad funkcija a ∈ C2l−1
pol (R+) ∩ Clin(R+) su kokiu

nors l ⩾ 1 ir 0 < C0 ⩽ a(x), x ⩾ 0. Jei f ∈ Cq
pol(R+) su

kokiu nors q ⩾ 4, tai funkcija

u(t, x) := Ef(Xt(x)), x ⩾ 0, t ∈ [0, T ],

yra l kartų tolydžiai diferencijuojama pagal x ≥ 0 ir l′ kartų
tolydžiai diferencijuojama pagal t ∈ [0, T ] su tokiais l, l′ ∈
N, kad 2l + 4l′ ≤ q. Be to, egzistuoja tokios konstantos
C ≥ 0 ir k ∈ N, priklausančios tik nuo geros sekos {(Ci, ki),
i = 0, 1, . . . , q} funkcijai f , kad

∣∣∂j
x∂

i
tu(t, x)

∣∣ ⩽ C(1 + xk), x ≥ 0; (4.12)
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čia j = 0, 1, . . . , l, i = 0, 1, . . . , l′. Be to, u(t, x), (t, x) ∈
[0, T ] × R+, yra (klasikinis) atgalinės Kolmogorovo lygties
sprendinys.

Atskiru atveju, jei f ∈ C∞
pol(R+), tai u(t, x) yra be galo

daug kartų diferencijuojamas aibėje [0, T ] × R+ ir įvertis
(4.10) galioja su visais i, j ∈ N, o C ir k priklauso tik nuo
(i, j) ir geros sekos {(Ci, ki), i ∈ N0} funkcijai f .

5 Mokslinis aktualumas ir naujumas

Wright–Fisher procesas pradžioje naudotas modeliuoti genų
dreifą, t.y. genų proporciją populiacijoje. Pastaraisias me-
tais šis procesas pradėtas naudoti ir finansų matematikoje.
Pagrindinė to priežastis yra tai, jog WF procesas yra api-
brėžtas uždarame intervale ir tai lemia jo pritaikomumą mo-
deliuojant dinaminius aprėžtus kintamuosius, pavyzdžiui
režimo ar bankroto tikimybę. Deja, WF procesas neturi
sprendinio išreikštiniu pavidalu. Todėl yra didelis poreikis
turėti tikslias jo aproksimacijas.

Egzistuojančios antros eilės WF proceso aproksimaci-
jos [3] yra sukonstruotos pasinaudojant WF proceso sąryšiu
su CIR procesu bei anksčiau sukonstruotomis aproksima-
cijomis pastarajam. Disertacijoje pasiūlytos schemos, ku-
rios yra sukonstruotos tiesiogiai bei yra lengvai realizuoja-
mos. Aproksimacijų tikslumą ne tik įrodome griežtai, bet
ir iliustruojame įtikinamais simuliacijų pavyzdžiais.

Kalbant apie atgalinės Kolmogorovo lygties sprendinio
reguliarumą, žinomi rezultatai buvo gauti naudojant diferen-
cialinių lygčių dalinėmis išvestinėmis teorijos metodus [5]
(WF lygčiai) arba perėjimo tankio išreikštinę formulę [1]
(CIR lygčiai). Šioje disertacijoje atgalinės Kolmogorovo
lygties, susijusios su WF ar CIR procesais, sprendinio regu-
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liarumas įrodomas naudojant tikimybinius metodus ir ne-
sinaudojant perėjimo tankio formule. Pastaruoju atveju
tai leido išplėti metodą Stratonovičiaus pavidalo lygčiai su
kvadratinės šaknies difuzijos koeficientu.

6 Darbo struktūra ir apimtis

Disertaciją sudaro tikslus ir uždavinius apžvelgiantis įvadas
(1 skyrius), trumpa susijusių tyrimų apžvalga (2 skyrius),
pagrindiniai apibrėžimai, teoremos ir naudojamų metodikų
aprašymai (3 skyrius), disertacijos tyrimai (4 ir 5 skyriai),
išvados (6 skyrius), priedas (7 skyrius) ir literatūros sąrašas.

Disertacija parašyta anglų kalba ir ją sudaro 95 pusla-
piai.
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9 Išvados

Disertacijoje konstruojamos pirmosios ir antrosios eilės WF
lygties sprendinio silpnosios aproksimacijos, naudojant ap-
roksimuojamos lygties išskaidymo (angl. split-step), aprok-
simacijos ir lygties sprendinio momentų sutapimo (angl.
moment matching) ir apytikslių momentų sutapimo meto-
dus. Lygties išskaidymo metodas aproksimuojamai lygčiai
priskiria vadinamąsias stochastinę ir deterministinę lygties
dalis. Deterministinės dalies išreikštinis sprendinys lengvai
randamas naudojant diferencialinių lygčių sprendimo me-
todus, o stochastinė dalis aproksimuojama silpnosiomis ap-
roksimacijomis. Stochastinės dalies aproksimacijos konst-
ravimui, siekiant norimo tikslumo, naudojami aproksimaci-
jos ir lygties sprendinio momentų bei apytikslių momentų
sulyginimo metodai.

Taip pat tikimybiniais metodais įrodomas atgalinės Kol-
mogorovo lygties, susijusios su WF procesu bei CIR proce-
su ir Stratonovičiaus SDL su kvadratinės šaknies difuzijos
koeficientu, sprendinio reguliarumas, nenaudojant perėjimo
tankio išraiškų. Šis faktas yra esminis įrodant, kad poten-
ciali („kandidatė“) silpnoji aproksimacija iš tiesų yra atitin-
kamos eilės silpnoji aproksimacija.

Pagrindiniai disertacijos rezultatai:

• Sukonstruota pirmosios eilės silpnoji aproksimacija
WF lygčiai.

• Sukonstruota antrosios eilės silpnoji aproksimacija WF
lygčiai.

• Pateikti simuliacijų pavyzdžiai, iliustruojantys pirmo-
sios bei antrosios eilės silpnųjų WF lygčties aproksima-
cijų tikslumą.
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• Pateiktas tikimybinis atgalinės Kolmogorovo lygties,
susijusios su WF procesu, sprendinio reguliarumo įro-
dymas.

• Pateiktas atgalinės Kolmogorovo lygties, susijusios su
CIR procesu, sprendinio reguliarumo įrodymas, nesi-
naudojant žinoma tankio formule. Toks metodas lei-
do išplėsti rezultatą Stratonovičiaus lygtims su kvad-
ratinės šaknies difuzijos koeficientu.
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10 Summary

The aim of the thesis is to construct simple, yet effective
first- and second-order weak approximations for the solu-
tion of the WF model that use only generation of discrete
random variables at each approximation step. In addition,
we prove the regularity of solutions of the backward Kol-
mogorov equations for the WF equation as well as for the
CIR and general Stratonovich equations with square-root
diffusion coefficient. This fact is essential in rigorous proofs
of the convergence rates of weak approximations of SDEs.
The main results presented in Chapters 4 and 5 were pub-
lished in papers [8] and [9].

The main problem in developing numerical methods for
“square-root” diffusions is that the diffusion coefficient has
unbounded derivatives near “singular” points (in our case, 0
and 1), and therefore standard methods (see, e.g., Milstein
and Tretyakov [10]) are not applicable; typically, discreti-
zation schemes involving (explicitly or implicitly) the deri-
vatives of the coefficients usually lose their accuracy near
singular points, especially for large σ.

When it comes to the regularity of solutions of the back-
ward Kolmogorov equations, known results rely on explicit
formulas of density [1] or partial differential equation the-
ory [5]. In this thesis, we give probabilistic proofs of the
regularity of solutions for the WF equation and for the CIR
equation without relying on existing transition density for-
mulas. This enabled us to extend our method to general
Stratonovich equations with square-root diffusion coeffici-
ent.

In Chapter 2, we give an overview of related results
obtained by other authors. Preliminaries and definitions
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are provided in Chapter 3. In Section 4.1, we construct a
first-order weak approximation of the WF model, and in
Section 4.2, we construct a second-order one. In the same
sections, we summarize the constructed first- and second-
order algorithms and illustrate them by numerical simula-
tion results. In Section 5, we prove the regularity of so-
lutions of backward Kolmogorov equations for SDEs with
square-root diffusion coefficients: for WF, CIR, and general
Stratonovich square-root diffusions (Sections 5.1, 5.2, and
5.3, respectively). We provide conclusions of the thesis in
Chapter 6, and in the Appendix (Chapter 7), we provide
additional calculations.
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mations of the wright–fisher process. Mathematics,
10(125), 2022.

[10] G. Milstein and M. V. Tretyakov. Stochastic Nume-
rics for Mathematical Physics. Scientific Computation.
Springer-Verlag, 1 edition, 2004.

20



Trumpai apie disertantą

Gimimo data ir vieta:
1991–12–15 Vilniuje.

Išsilavinimas:
2006–2010 Molėtų gimnazija
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