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Tyrimo objektas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Disertacijoje nagrinéjamos Dirichlé L funkcijos L(s, x),
Hurvico ((s,a) ir periodinés Hurvico dzeta funkcijos ((s,;a), kurios pusplok§tuméje o > 1 yra

apibréziamos Dirichlé eilutémis

ir
[e%S) am,
oo = 0 oGy

0

Cia X yra Dirichlé charakteris moduliu ¢ € N, «, 0 < o < 1, yra fiksuotas parametras, o a = {a, :
m € Ng = NU{0}} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliu periodu k& € N. Visos $ios
funkcijos yra analizingkai pratesiamos j visa kompleksine plokstuma, i§skyrus paprastaji poliy taske

s = 1. Jei x yra nepagrindinis charakteris, o

tai funkcijos L(s, x) ir {(s, a; a) yra sveikosios funkcijos.
Funkcija L(s, x) iSsiskiria i§ 8iy trijy funkcijy Oilerio sandauga
-1
L(s, x) :H (1— X}E?) ,o>1,
P
pagal pirminius skai¢ius. I§ apibrézimo matome, kad ((s,1) yra Rymano dzeta funkcija {(s) ir

1

5) = (27 = 1)¢(s).

(s

Kadangi puplokstumeéje o > 1

c@H@;):

tai Hurvico dzeta funkcija (s, a) turi Oilerio sandauga tiktai parametro reiksmeéms o = 1 ir o = %

Aigku, kad {(s, o, {1}) = {(s,a). Taigi, ((s,«) yra Rymano dzeta funkcijos, o {(s,a;a) yra Hurvico
dzeta funkcijos apibendrinimas.
Disertacijoje yra nagrinéjami rinkiniai, sudaryti i§ Dirichlé L funkcijy ir Hurvico arba periodiniy

Hurvico dzeta funkcijy.

Darbo tikslai ir uzdaviniai

Darbo tikslas yra misrios jungtinés universalumo teoremos Dirichlé L funkcijoms ir Hurvico tipo dzeta

funkcijoms, t.y., teoremos apie duoty analiziniy funkcijy rinkinio vienalaikj aproksimavimg Dirichlé L



funkcijy, kurios turi Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius, ir Hurvico tipo dzety funkcijy, kurios
neturi Oilerio sandaugos, postumiais.

Uzdaviniai yra Sie:
1. Misri jungtiné universalumo teorema Dirichlé L funkcijoms ir Hurvico dzeta funkcijoms.

2. Misri jungtiné universalumo teorema Dirichlé L funkcijoms ir periodinéms Hurvico dzeta funkci-

joms.
3. Dirichlé L funkcijy ir Hurvico dzeta funkcijy rinkinio sudétiniy funkcijy universalumas.

4. Dirichlé L funkcijy ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy rinkinio sudétiniy funkcijy univer-

salumas.

Aktualumas

Dzeta ir L funkcijos yra pagrindiniai analiziniai analizinés skai¢iy teorijos objektai. Jos yra nau-
dojamos ne tik daugeliui problemy spresti, bet ir pacios yra placiai nagrinéjamos. 1975 m. S. M.
Voronino atrastas dzeta funkcijy universalumas yra labai jdomus ir naudingas reiskinys, turintis visa,
eile teoriniy ir praktiniy taikymy. I§ universalumo teoremy iSplaukia dzeta funkcijy hipertranscende-
tumas, kurj dar 1900 m. numaté garsus matematikas D. Hilbertas. Funkcijos ((s) atveju, tai reiskia,
kad, jei ne visos tolydzios funkcijos Fy, F1,. .., Fy : C*! — C yra tapatingai lygios nuliui, tai tuomet
ir

N
D ST ER(C(5),¢ (5), .-, ¢ (s) £ 0
m=0

su kuriuo nors s € C. Dzeta funkcijy be Oilerio sandaugos universalumas gali buty taikomas ty
funkcijy nuliy pasiskirstymo tyrimui, egzistuoja rySys tarp kartotiniy dzeta funkcijy universalumo ir
nuliy. Primename, kad kvadratinio skai¢iy kuno Q(v/d),d < 0, klasiy skai¢ius h(d) yra lygus diskrim-
inanto d redukuoty binariyjy kvadratiniy formy skai¢iui. Tegul A~! yra neigiamy diskriminanty aibé.
Tuomet yra zinoma, kad i universalumo rezultaty iSplaukia aibés {L\/%) :d € A7t} tirtumas aibéje
R,. Praktiski universalumo taikymai yra tiesiogiai susije su sudétingy analiziniy funkcijy aproksimav-
imu. PavyzdZziui, funkcijos ((s) universalumas buvo pritaikytas [2] kvantinéje mechanikoje sutinkamy
integraly pagal analizines kreives jvertinimui. Universalumas yra glaudziai susijes su saviaproksimav-
imu, taigi ir su Rymano hipoteze (RH). Yra Zinoma [25], kad RH yra ekvivalenti tvirtinimui, kad
funkcija ((s) gali buti aproksimuojama jos pacios postumiais (s + i7). Gilius tokio tipo rezultatus
gavo T. Nakamura, T. Nakamura ir L. Pankovskis, bei Lietuvos matematikai R. Garunkstis ir E.
Karikovas. Sie ir kiti pavyzdziai rodo, jog démesys dzeta funkcijy universalumui turi gilia motyvacija.
Susikure jvairiose 8alyse (Lietuvoje, Japonijoje, Vokietijoje, Kanadoje, Piety Koréjoje, Prancuzijoje)
universalumo mokyklos taip pat patvirtina dzeta funkcijy universalumo savybés svarba. Taigi, dzeta

ir L funkcijy universalumo tyrimas yra svarbi Siuolaikinés skai¢iy teorijos problema.



Metodai

Disertacijoje gauty universalumo teoremy jrodymui yra i§vystytas tikimybinis metodas, besiremiantis
ribinémis teoremomis apie silpnajj tikimybiniy maty konvergavima. Sis metodas apjungia mato ir
ergodinés teorijy elementus. Be to, yra naudojami analiziniy funkcijy aproksimavimo rezultatai, ypac

Mergeliano teorema.

Naujumas

Visi disertacijos rezultatai yra nauji. MiSrus jungtiné universalumo teoremos Dirichlé L funkcijoms ir

Hurvico tipo dzeta funkcijoms iki §iol nebuvo nagrinétas.

Problemos istorija ir rezultatai

Nuo seny laiky matematikus (ir ne tik!) domino piminiy skai¢iy i§sidéstymo naturaliyjy skaiciy aibéje
problema. Remdamiesi Rymano idéjomis ir funkcijos ((s) savybémis, de la Valé Pusenas ir Adamaras

nepriklausomai jrodé, kad

w(z) =Y 1= /2 1j;u(1 +0(1)),z — 0.

p<z
Analogiska problema apie pirminiy skai¢iy pasiskirstyma artimetinéje progresijoje sprendé L. Dirichlé,

t.y., jis nagrinéjo funkcijos

p<z
p=a(modl)

asimptotika, kai (a,l) = 1 ir x — oo. Siam tikslui jam prireiké naujy matematiniy objekty —
charakteriy ir L funkcijy, kurias jis apibrézé 1937 m. Pasirodé, jog tai yra labai naudingi, taciau
sudétingi objektai.

Hurvico dzeta funkcija ((s, ) 1887 m. apibrézé ir pradéjo nagrinéti A. Hurvicas. Funkcija ((s, )
néra tiesiogiai susijusi su pirminiais skai¢iais, tac¢iau ji yra gana jdomus analizinis objektas, priklau-
santis nuo parametro, ir yra sutinkama jvairiausiuose uzdaviniuose, pavyzdziui, Dirichlé L funkcijy
teorijoje, algebrinéje skaiciy teorijoje.

Periodine Hurvico dzeta funkcija 2006 m. pradéjo nagrinéti A. Laurincikas.

Grjztame prie pagrindinés disertacijos problemos — dzeta ir L funkcijy universalumo. Kaip jau
minéjome, iy funkeijy universaluma atrado S. M. Voroninas. Jis jrodé [26] tokia teorema funkcijai
(o).

A teorema. Tarkime, kad 0 < r < 1

1, 0 funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui skritulyje |s| <r

bei analiziné Sio skritulio viduje. Tuoment kiekvieng € > 0 atitinka toks T = 7(¢) € R, kad

mg}:|§(s—|— Z +it) — f(s)| <e.

Is]



Taigi, funkcija ((s) yra vadinama universali, nes atitinamai parinkti jos postumiai ((s + 3 + ir)
norimu tikslumu aproksimuoja bet kurig duota analizine funkcija, tenkinancia A teoremos salygas.

Ivairus autoriai §iek tiek sustiprino Voronino teorema. Tegul D = {s € C : % <o < 1hLK
yra juostos D kompaktiniy poaibiy, turin¢iy jungyjj papildinj, klasé, o Ho(K), K € K, yra tolydziy,
nevirstan¢iy nuliumi aibéjé K ir analiziniy aibés K viduje klasé. Be to, simboliu measA Zymime
maciy aibiy A C R Lebego mata. Tuomet paskutiné Voronino teoremos versija turi tokj pavidala [10].

B teorema. Tarkime, kad K € K, o f(s) € Ho(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

liTrgioréf %meas{T €0;T]: Ssg};; IC(s+iT) — f(s)| < e} >0.

Matome, kad B teorema iSplecia A teoremg dviem kryptimis. Pirma, analizinés funkcijos yra
aproksimuojamos postumiais ((s + i7) ne tik skritulyje, bet ir bendresnése kompaktinése aibése i3
klasés K. Be to, B teorema rodo, jog yra be galo daug postumiy ((s + i7), aproksimuojan¢iy duota
analizine funkcija, tokiy postumiy aibé turi teigiama apatinj tankj.

Be funkcijos ((s), ir kai kurios kitos dzeta ir L funkcijos taip pat yra universalios Voronino prasme.
Pats Voroninas pastebéjo [26], kad ir visos Dirichlé L funkcijos yra universalios. Taigi, turime tokj
tvirtinimg.

C teorema. Turkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tuoment su kiekvienu € > 0

1

liminf —meas{r € [0;T] : sup |L(s +i1,x) — f(s)| < e} > 0.
T— 00 T scK

Siuo metu yra zinoma, jog placios klasés dzeta ir L funkcijy, turin¢iy Oilerio sandauga pagal

pirminius skai¢ius, yra universalios musy nagrinéjama prasme. Pavyzdziui, yra jrodytas [22] kai kuriy

Dirichlé eiluciy

i a(m)

"
su multiplikatyviais koeficientais (a(mn) = a(m)a(n) su visais m,n € N, (m,n) = 1) klasiy univer-
salumas. Darbe [18] buvo gautas kai kuriy paraboliniy formy dzeta funkcijy universalumas. Mono-
grafoje [23] universalumo savybé buvo iSplésta garsiosios Selbergo klasés L funkcijoms.

Kai kurios dzeta funkcijos, neturin¢ios Oilerio sandaugos pagal pirminius skaicius, taip pat yra
universalios panasia prasme. Tegul H(K), K € K, yra funkcijy, tolydziy aibéje K ir analiziniy aibés
K viduje, klasé. Paprasciausia ir svarbiausia i§ dzeta funkcijy be Oilerio sandaugos yra Hurvico dzeta
funkcija ¢(s, ). Siuo metu yra zinomas toks rezultatas.

D teorema. Tarkime, kad parametras o yra transcendentus arba racionalus skaicius # 1, % Tegul

K e K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{r € [0;T] : sup |((s +iT,a) — f(s)| < e} > 0.
T—oo T s€eK



Racianaliuoju atveju, D teorema Siek tiek kitokioje formoje nepriklausomai jrodé S. M. Gonekas
[4] ir B. Baggis [1]. Transcendenciojo parametro o atvejj galima rasti [19] monografijoje.

D teoremos universalumo savybé daZnai yra vadinama stipriuoju universalumu, nes postumiais
¢(s + i, ) yra aproksimuojamos funkcijos i§ platesnés klasés H(K) D Ho(K) negu B teoremoje.

Hurvico dzeta funkcijos apibendrinimas yra Lercho dzeta funkcija L(A, «, s), kuri pusplokstuméje
o > 1 yra apibréziama eilute
p2miAm

L\ a,8) = Z T o)

m=0
ir yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma su kiekvienu fiksuotu A € R. Funkcijos
L(\, a, s) universalumas buvo gautas [19] monografijoje. Kitas funkcijos ((s,a) apibendrinimas yra
periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, «; a), kuri buvo pradéta nagrinéti [11] darbe. Jos universalumas
su transcendenc¢iuoju parametru o buvo jrodytas [7] straipsnyje.

Zymiai jidomesnis, taciau sudétingesnis, yra jungtinis dzeta ir L funkcijy universalumas, kuomet
duotas analiziniy dunkcijy rinkinys tuo paciu metu yra aproksimuojamas dzeta arba L funkcijy
postumiais. Pirmasis §ios krypties rezultatas taip pat priklauso S. M. Voroninui. Nagrinédamas
Dirichlée L funkcijy funkcinj nepriklausomuma, jis neiSreikstiniu pavidalu gavo [22] ir ty funkcijy
jungtinj universaluma. Voronino teoremos formulavimui reikalingos kai kurios sgvokos.

Primename, kad nepagrindinis Dirichlé charakteris x(m) moduliu ¢ yra vadinamas primityviuoju,
jei ¢ yra maziausias x(m) periodas su visais (m,q) = 1. Jei charakteris x(m) moduliu ¢ néra primi-
tyvus, tada egzistuoja toks ¢1,q1 < ¢, ir primityvus charakteris x;(m) moduliu ¢;, kad

xi1(m) , kai (m,q) =1,
x(m) =
0 , kai (m,q) > 1.
Siuo atveju yra sakoma, kad primityvus charakteris y1 (m) generuoja charakterj x(m). Dirichlé charak-
teriai yra vadinami ekvivalenciais, jei juos generuoja tas pats primityvusis charakteris.

Dabar formuluojame jungtine universalumo teorema Dirichlé L funkcijoms [14].

E teorema. Tarkime, kad x1,...,xr yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai. Kai j =
1,...,7, tequl K; € K ir f;(s) € Hyo(K;). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

1
liminf —meas{r € [0;T]: sup sup |L(s+i7,Xx;)— fi(s)| <e} >0.
T—oo T 1<j<rseK;

B. Bagcio ir S. M. Goneko darbuose buvo gautas silpnesnis E teoremos variantas. Aisku, kad
jungtinése universalumo teoremose funkcijos, kuriy pastumiais yra aproksimuojamos duotos anal-
izinés funkcijos, turi buti tam tikra prasme nepriklausomos. E teoremoje §is nepriklausomumas yra

realizuojamas Dirichlé charakteriy neekvivalentiskumu.



Hurvico dzeta funkcijy jungtinis universalumas buvo nagrinéjamas keliuose darbuose. Tegul 0 <

a; <1lsuvisais j=1,...,r,
L(o,...,ap) ={log(m+a;) :meNg,j=1,...,7}

Formuluojame jungtine universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijoms, irodyta [12] straipsnyje.
F teorema. Tarkime, kad aibé L(aq, . .., o, ) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Kaij=1,...,r,
tequl K; € K ir f;(s) € H(K;). Tuomet su kievienu € > 0

1
liminf —meas{T € [0;T]: sup sup |((s+iT,a;) — f;i(s)] <e} > 0.
T—oo T 1<j<r sek;

Primename, kad skaiciai aq, ..., «, yra vadinami algebriskai nepriklausomais vir§ Q, jei néra jokio
polinomo p # 0 su racionaliaisiais koeficientais, kad p(a1,...,a.) = 0. F teorema su stipresne salyga,
kad aq,...,q, yra algebriskai nepriklausomi vir§ @, buvo jrodyta T. Nakamuros darbe [24]. A.
Dubickas igplété [3] F teorema kitokiems parametrams asq, ..., q;.

Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy jungtiniam unuviversalumui yra skirta daug darby, o pirmieji

rezultatai buvo gauti [11] straipsnyje, kuriame buvo nagrinéjamas atvejis a3 = ... = a, = «. [8] darbe
buvo gauta bendresné teorema. Tegul su visais j = 1,...,r turime, kad 0 < a; < 1, a; = {a,, : m €
No} periodiné komplesksiniy skai¢iy seka su maziausiu periodu k;, o k; = [kj1,. .., kj;] yra bendras

maziausias kartotinis ir

a1r e a1r
A =
ag1 - Gk
G teorema. Tarkime, kad skaiiai oy, ..., «, yra algebriskai nepriklausomi virs Q, rank(A) =r.

Tegul K; € K ir f;j(s) € H(K;) su visais j = 1,...,r. Tuoment su kiekvienu ¢ > 0

1
liminf —meas{T € [0;T]: sup sup |((s+iT,a;;a;) — f;(s)| <e} > 0.
T—oo 1 1<j<r s€K;

[20] straipsnyje pavyko atsikratyti rango salygos.

Bendriausias rezultatas gautas [21] darbe. Cia yra nagrinéjamos ispléstas periodiniy Hurvico dzeta
funkcijy rinkinys. Tegul su visais j = 1,...,7, a;, 0 < a; < 1, yra fiksuotas parametras, [; € N, o
aj; = {am; i : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliu periodu kj;, [ =1,...,1[;.

Tuomet galima nagrinéti rinkinio

C(&al; all), LR C(sval; alll)v ) C(Sv Qp; arl)v cee 74(87 Oy arlr) (O]-)

jungtinj universalumg. Tegul k; = [k;1, ..., kj;,]| yra periody kj1, ..., kj; bendras maziausias kartoti-

10



nis ir

aij1 Q152 a1j1;
azj1 a252 a2;1; .

AJ = , J= ]-a , T
Ok;51  Qkjj2 0 Okl

Tuomet [21] yra teisingas toks bendras tvirtinimas.

H teorema. Tarkime, kad aibé L(a, ..., o) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q ir rank(A;) =1,
suvisais j =1,....r. Tegul K;; € K ir fj(s) € H(Kj;) su visais j =1,...,r, 1l =1,...,1;. Tuomet
su kiekvienu € > 0,

1
liminf —meas{r € [0;T]: sup sup sup |{(s+iT,c ;a;) — fu(s)] <e} >0.
T—oo T 1<j<r 1<I<1; s€K

M. Misu pradéjo nagrinéti jungtinj dzeta funkcijy, turin¢iy Oilerio sandaugg ir jos neturinéiy,
universaluma. Jis jrodé jungtine universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai ir Hurvico dzeta
funkcijai ((s, @) su transcendenciuoju parametru «. Tokios rusies jungtinis universalumas dabar
vadinamas misriuoju jungtiniu universalumu. MiSu teorema turi tokj pavidala [23].

I teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tegqul K1, Ko € IC, 0 f1(s) € Ho(K1),
fa(s) € H(K3). Tuomet su kiekvienu & > 0

1
liminf —meas{r € [0;T] : sup |C(s+iT) — f1(s)| < e
T—oo T sEK

sup [{(s+iT,a) — fa(s)] < e} > 0.
seEKo

Tegul a = {l,,, : m € N} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka. Primename, kad periodiné dzeta
funkcija (s, ) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

oo

C(S;a):Z%

m=1
ir yra moromorfiskai pratesiama j visg kompleksine plok§tumg su paprastu poliumi taske s = 1. Migu
teorema buvo apibendrinta [9] periodinei dzeta funkcijai ir periodinei Hurvico dzeta funkcijai.
Serijoje darby prie (0.1) rinkinio buvo pridedama dzeta funkcija, turinti Oilerio sandauga, ir buvo
nagrinéjamas misrus gauto rinkinio universalumas. Pirmiausia prie (0.1) rinkinio buvo pridedama
funkcija (), véliau 8i funkcija buvo kei¢iama jvairiausiomis dzeta funkcijomis, susijusiomis su paraboli-
némis formomis.
Dabar formuluosime disertacijos rezultatus. Disertacijos 1 skyrius yra skirtas Dirichlé L funkcijy
ir Hurvico dzeta funkcijy misriam jungtiniam universalumui. Pagrindinis skyriaus rezultatas yra toks

tvirtinimas.

11



1.1 teorema. Tarkime, kad x1, ..., Xr, yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai,o skaiciai
a1, .., 0, algebriskai nepriklausomi virs Q. Su visais j =1,...,71, teqgul K; € K ir f;(s) € Ho(K;),0
su visais j = 1,...,ro, tequl IA{]- e ir f;(s) € H(IA{]) Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{r € [0;T]: sup sup |L(s+i7,x;) — f;(s)] <e,
T—oo T 1<j<ri s€K;

sup sup |C(s +iT, ;) — fi(s)| < e} > 0.
1<j<rs SE[?]'

Matome, kad 1.1 teoremoje, skirtingai nuo G teoremos, jokia rango salyga yra nereikalinga.
1.1 teoremos jrodymas yra tikimybinis. Tegul G yra sritis kompleksinéje plokstumoje, H(G) yra
analiziniy srityje G funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija, o B(X)

yra erdvés X Borelio o kunas. Taigi, 1.1 teoremos jrodymas remiasi mato

%meaS{T €[0;T): E(s +i1) € A}, A € B(H" (D)),

(1]

(5> = (L(87X1)a = '7L(S>XT1)7C(S’O‘1>7 s ,C(Svarz))v

siplnuoju konvergavimu, kai T' — co.

Disertacijos 2 skyriuje yra nagrinéjamos Dirichlé L funkcijy ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy
misrus jungtinis universalumas, ir yra jrodyta tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, kad x1,...,Xxq yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai, skaiciai
ai,...,ap algebriskai nepriklausomi virs Q ir rank(A;) = l; su visais j = 1,....r. Su visais j =
1,...,d, teqgul K; € K ir f;j(s) € Ho(K;), o su visais j = 1,...,r, 1 =1,...,1;, tegul K;; € K ir
fu(s) € H(Kj ;). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{T € [0;T] : sup sup |L(s+i7,x;)— fi(s)] <e,
Tooo T 1<j<d seK;

sup sup sup |((s+iT, a;;a5) — fiu(s)| <e} > 0.
1<j<r1<I<l; s€ Ky

2.1 teoremos, kaip ir 1.1 teoremos, jrodymas yra tikimybinis ir remiasi daugiamate ribine toerema
funkcijy rinkiniui
L(S, X1)7 ey L(S7 Xd)7 C(Sa Qaq; all), sy C<57 Qaq; alll)a ey C(Sa Qp; a’r1>7 e 74-(57 (675 arl,,.)~

Santraukos pradzioje jau minéjome, kad dzeta funkcijy universalumas vaidina svarby vaidmenj
analizinéje skaiCiy teorijoje ir analiziniy funkcijy aproksimavimo teorijoje. Todél yra svarbu iSplésti

universaliy funkcijy klase. Tai galima padaryti nagrinéjant sudétiniy funkcijy klases. Pirmieji tokio
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tipo rezultatai buvo gauti [13] darbe, kuriame buvo nagrinéjamas funkcijy F(¢(s)) universalumas kai

kuriems operatoriams F : H(D) — H(D). PavyzdZiui, yra teisinga tokia teorema. Tegul

S={ge H(D):g(s) #0or g(s) =0}.

J teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena
atvirgja aibe G C H(D), aibé (F7'G) N S yra netuscia. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su
kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{r € [0;T] : sup |F(¢(s+i71)) — f(s)| <&} > 0.
T—o0 T seK

Straipsnio [13] idéjos buvo pritaikytos Hurvico dzeta funkcijai [17]. PavyzdZziui, turime tokj D teo-
remos apibendrinima.

K teorema. Tarkime, kad « yra transcendentusis skaicius, o F : H(D) — H(D) yra toks
tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé F~*{p} yra netus¢ia. Tegul K € K ir
f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{r € [0;T] : sup |F(¢(s +i1,a)) — f(s)| < e} > 0.
T—o0 T seK

Straipsnyje |15] yra nagrinéjamas sudétineés funkcijos F'(¢(s),((s,«)) universalumas kai kurioms
operatoriy F': H?(D) — H(D) klaséms. Pateikiame viena tokj pavyzdj.

L teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o F : H*>(D) — H(D) yra toks tolydus
operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé (F~'{p}) N (S x H(D)) yra netuscia. Tequl
K e K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{r € [0;T] : sup |F({(s +i7),{(s +iT,0)) —
T—oo T sEK

—f(s)| <e}>0.
Pagaliau, [16] darbe buvo nagrinéjamas sudétiniy funkcijy F(¢(s, 1), . .., ¢(s, a;)) universalumas.
Formuluojame vieng tokio tipo teorema.
M teorema Tarkime, kad aibé L(aq, ..., «;) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H"(D) —

H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé F~'G yra netuicia.
Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

1
liminf —meas{T € [0;T] : sup |F(¢(s + iT,1),...,{(s + iT,))
T—o0 T seK

—f(s)] <e}>0.
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Disertacijos 3 skyrius yra skirtas 1.1 teoremos apibendrinimui. Jame yra nagrinéjamos sudétinés
funkcijos F(L(s,x1), .-, L(s,Xr ), C(s,a1),...,{(s, ar,)) ir ivairioms operatoriy F klaséms yra jrodomos
tokios universalumo teoremos.

3.1. teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1, ..., Xr,, skaiCiai oy, .. ., o, tenkina 1.1 teo-
remos sglygas, o F' : H"V"2(D) — H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena atvira aibe
G C H(D) aibé (F71G) N (S™ x H™ (D)) yra netuicia. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su
kiekvienu € > 0,

1
lim inf Tmeas{r €[0;T] : sup |F(L(s+i1,x1),- -, L(s+ i1, Xr )5

T—o0 s€K

C(s+imay),..., (s+it,an)) — f(s)] <e} > 0.

3.1 teorema yra teorinio pobudzio, jos salyga sunku patikrinti. Paprasta 3.1 teoremos modifikacija
yra tokia teorema.

3.2. teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1, ..., Xr,, skaiciai aq, ..., ar, tenkina 1.1 teo-
remos sqlygas, o F : H"' "2(D) — H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu
p = p(s) aibé (F~1{p}) N (S™ x H™(D)) yra netuscia. Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet yra
teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

3.2 teoremos taikymo pavyzdys yra pateiktas iSvadoje.

3.3 iSvada. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1,...,Xr,, skaiCiai o, ..., ., tenkina 1.1 teo-
remos sqlygas. Tegul {j1,...,Jr} # & yra bet koks aibés {1,...,r1} poaibis ir {l1,...,lx} # D yra bet
koks aibés {1, ... 72} poaibis. Tegqul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet du kiekvienu € > 0

lim inf %meas{T €0;17: su};; |L(s +iT,x5,) - .- L(s +iT, x;,) %
s€

T—o0
xC(s+ir,aq,) ... C(s+im,aq,) — f(s)| <e} >0.

Polinomo nevirtimas nuliumi apréztoje srityje gali buti kontroliuojamas jo laisvuoju nariu. Todél
kai kuriais atvejais yra patogiau nagrinéti analiziniy funkcijy apréztoje srityje erdve. Tegul Dy =

{seC:i<o<1t|<V}ir

Sy ={g9€ H(Dv):g(s) #0or g(s) =0}

su V > 0. Tuomet turime tokia 3.2 teoremos modifikacija.
3.4 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1, ..., Xr,, skaiciai aq, ..., ar, tenkina 1.1 teo-

remos sglygas, K € K ir f(s) € H(K), o V > 0 yra toks, kad K C Dy. Tegul F : H™(Dy) x
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H™(D) — H(Dy) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé (F~*{p}) N
(Sy} x H™(D)) yra netudcia. Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.
Likusiuose dviejuose skyriaus teoremose yra aproksimuojamos funkcijos i§ erdvés H (D) poklasiy.

Su bet kuriais skirtingais kompleksiniais skai¢iais a1, ..., a; apibréziame seka
Hy(D)={g€ HD): (g(s) —a;)"t € H(D),j=1,...,k}.

3.5 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai xi,...,Xr, # skaidiai aq,...,or, tenkina
1.1 teoremos salygas, o F : H™"2(D) — H(D) yra toks tolydus operatorius, kad F(S™ x H™(D)) D
Hy(D). Jeik =1, teqgul K € K, f(s) € H(K) ir f(s) # a1 aibéje K. Jei k > 2, tequl K C D yra bet
kuri kompaktiné aibé, o f(s) € H.(D). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

Pavyzdziui, 3.5 teorema duoda funkcijy sin(L(s, x1)+ L(s, x2) +{(s,a1)+((s, as2)) ir cos(L(s, x1)+
L(s,x2) + ¢(s,a1) + (s, a2)) universaluma su neekvivalenciais charakteriais y; ir xo ir algebrigkai
nepriklausomais ay ir as.

Dar vienoje skyriaus teoremoje yra aproksimuojamos funkcijos i§ aibés F/(S™ x H"2(D)).

3.6 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai xi,...,Xr, i skai¢iai aq,...,or, tenkina
1.1. teoremos sqlygas, o F : H"1"2(D) — H(D) yra tolydus operatorius. Tegul K yra bet koks
kompaktinés juostos D poaibis, o f(s) € F(S™ x H™(D)). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvir-
tinimas.

3 skyriaus rezultatai buvo gauti [5] ir [6] darbuose.

Disertacijos 4 skyriuje yra nagrinéjamas sudétiniy funkcijy F(L(s, x1),.- -, L(8,xd), ¢(s,a1;0a11)
s C(syansan), ., C(s,ar;a01), ..., C(8, p; aypy,.)) universalumas kai kurioms operatoriy F' klaséms.
Pirmiausia yra aptariamos funkcijy is erdvés H (D) aproksimavimas. Tegul v = d+I11+. . .+[,.. Sakome,
kad operatorius F : HY(D) — H(D) priklauso klasei Lip(B1,...,0,), 1 > 0,..., 58, > 0, jeigu yra
i8pildytos tokios salygos:

1° Kiekviena polinoma p = p(s) ir aibes Ki,..., Ky € K atitinka toks elementas (g1, ..., 94,
11y s Glias Gris- -5 grt.) € F7H{p} C HY(D), kad g;(s) # 0 aibéje K, su visais j = 1,...,d;

2° Kiekvieng K € K atitinka tokia konstanta ¢ > 0 ir aibés K1,..., K, € K, kad

sup [F(911(5), -+, 910(8)) = F(g21(5), - -, gau(s)] <

¢ sup sup |gi;(s) — g2;(s)|”
1<j<v s€K;
su visais (gj1,...,95v) € HY(D),j =1,2.
4.1 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1,. .., Xd, skaiciai a1, ..., ir sekosaiy, ..., a1,

ceyOp1y ..., Qpp, tenkina 2.1 teoremos sglygas, o F € Lip(B1,...,0,). Tequl K € K ir f(s) € H(K).
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Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{r € [0;T] : sup |F(L(s +iT,x1),- - -, L(s + iT, Xa),
T—oo T seK

C(S +7;Ta051; C111)7 s ,C(S +i7—aal; all1)’ LR}

C(s+imarian), ... (s +imariap,)) — f(s)| <e} > 0.

Tegul f yra n- oji funkcijos f iSvestiné. PavyzdZiui, operatorius F(g1,---,9ds 911, -+ 9101

GriserrGrl,) = clg§n1)+. ) .+cdg((ind)+. .+ ey

(n11) (n11,1)

(nr1) (i)
+...+clllgul +"'+CT19T1H +"'+c”rgrlr7 ”
SU Clyevy Cdy Clly ey CliyyevsCrly ooy Crp, € C\ {0} ir my, ... ng,N11, oo, Ry ooy Rty e v oy Mg, €N
priklauso klasei Lip(1,...,1).

Kitos 4 skyriaus teoremos yra 3 skyriaus teoremy analogai. Tegul

™
v = E lj.
j=1

4.3 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1,.-.,Xd, skaiciai aq, ..., a, ir sekos a1, ...,
A1lyy -y Oply - .-, O, tenkina 2.1 teoremos sglygas, o F : HY(D) — H(D) yra toks tolydus operatorius,
kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé (F~1G) N (S? x H" (D)) yra netuscia. Tequl K € K ir
f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos tvirtinimas.

Is 4.3 teoremos isplaukia tokia 4.1 teoremos modifikacija.

4.4 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1,...,xdq, skaiciai aq,...,q, ir sekos ajq,
ey 010y ey Oy ..., O, tenkina 2.1 teoremos sglygas, o F': HY(D) — H(D) yra toks tolydus opera-
torius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aibé (F~*{p})N(S? x H"*(D)) yra netuicia. Tegul K € K
ir f(s) € H(K). Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos tvirtinimas.

Nesunku matyti, kad i§ klasés Lip(B1,...,3,) 2° salygos idplaukia operatoriaus F tolydumas.
Taciau tos klasés 19 salyga yra silpnesné uz reikalavima, kad (F~'{p}) N (S¢ x H"*(D)) # @.

Kaip ir 3.4 teoremoje, 4.4 teoremoje daznai patogu vietoje erdves H"(D) nagrinéti erdve H"(Dy, D)
= H%(Dy) x H**(D). Su 3.4 teoremos Zymenimis, turime tokia 4.3 teoremos modifikacija.

4.5 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1,...,xq4, skaiciai aq,...,q, ir sekos ajq,
ce s Qe ey 1y e, Oy, tenkina 2.1 teoremos sglygas, K € K ir f(s) € H(K), o V > 0 yra toks
skaicius, kad K C Dy . Tegul F : HY(Dy, D) — H(Dy) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekvienu
polinomu p = p(s) aibé (F~1{p}) N (S¢& x H"' (D)) yra netuscia. Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos
tvirtinimas.

PavyzdZziui, 4.4 teorema gali buti pritaikyta operatoriui

F(g1,.--ygv) =191 + ...+ cagd, c1,...,cq € C\{0}.
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Kitos 4 skyriaus teoremos yra skirtos analiziniy funkcijy i§ operatoriaus F' : HY(D) — H(D) aibés
S x H"1(D) vaizdo aproksimavimui.

4.8 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakterias x1,...,Xd, skaiciat o, ..., «, ir sekos ajq, ...,
A1lyy -ovs Oply ..., Opy,. tenkina 2.1 teoremos sqlygas, o F : HY(D) — H(D) yra tolydus operatorius.
Tegul K C D kompaktiné aibé ir f(s) € F(S¢ x H*(D)). Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos tvirtini-
mas.

Aprasyti aibe F(S? x H"*(D)) néra lengva. Paskutiné 4 skyriaus teorema duoda gana paprastos
aibés, priklausancios aibei F(S? x HV1(D)), pavyzdj. Gautas toks tvirtinimas.

4.9 teorema. Tarkime, kad Dirichlé charakteriai x1,...,xd, skaiciai aq,...,q, ir sekos ajq,
ey 01y ey Oy .., Oy, tenkina 2.1 teoremos sglygas, o F' : HY(D) — H(D) yra toks tolydus oper-
atorius, kad F(S? x H*(D)) D Hi(D). Jei k = 1, tequl K € K, f(s) € H(K) ir f(s) # a1 aibéje
K. Jeik > 2, tegul K C D yra bet kuri kompaktiné aibé, o f(s) € Hp(D). Tuomet yra teisingas

4.1 teoremos tvirtinimas.
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Isvados

1. Rinkiniai, sudaryti i§ Dirichlé L funkcijy su poromis neekvivalenéiais charakteriais ir Hurvico

dzeta funkcijy su algebriskai nepriklausomais parametrais, turi jungtinio universalumo savybe.

2. Rinkiniai, sudaryti i§ Dirichlé L funkcijy su poromis neekvivalen¢iais charakteriais ir periodiniy
Hurvico dzeta funkcijy su algebrigkai nepriklausomais parametrais, turi jungtinio universalumo

savybe.
3. Kai kurios klasés sudétiniy funkcijy nuo rinkiniy aprasyty, 1 punkte, yra universalios.

4. Kai kurios klasés sudétiniy funkcijy nuo nuo rinkiniy aprasyty, 2 punkte, yra universalios.
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Summary

In the thesis, the mixed joint universality of Dirichlet L - functions and Hurwitz type zeta - functions
is studied.

Let s = o + it be a complex variable, x(m) be a Dirichlet character, ,0 < a < 1, be a fixed
parameter, and let a = {a,, : m € Ny = NU {0}} be a periodic sequence of complex numbers. Then
the Dirichlet L - function L(s, ), the Hurwitz zeta-function ((s,«) and the periodic Hurwitz zeta -

function ((s, «, a) are defined, for o > 1, by the series

L(S?X) = Z X(m),

m=1 me
()= 3 —
7 m=0 (m + a)9

and

C(S,OL,G) = i aim

o (m+a)°

and can be analytically continued to the whole complex plane, except for a possible simple pole at
the point s = 1. Moreover, the function L(s, x) has, for ¢ > 1, the Euler product over primes.

We consider the simultaneous approximation of a a collection of analytic functions on compact

subsets of the strip D = {s € C : 1 < 0 < 1} by shifts of the above functions. The following

universality result are obtained:

1. A mixed joint universality theorem for the collection of functions (L(s, x1), - - ., L(8, Xry ), C(8, 1)
yo,C(8,ap,)) with pairwise non-equivalent Dirichlet characters xi,...,xr,, and algebraically
independent numbers a;, ..., q;,.

2. A mixed joint universality theorem for the collection of functions L(s, x1),- .., L(s, xd), ¢(s, a;
arr), ..., C(s,ar;a11, )y, C(S, s ar1), ..., (8, ;A ) with pairwise non-equivalent Dirichlet
characters x1,...,Xr,, algebraically independent numbers ay,...,a,, and periodic sequences
i1,y 01y oo, Op1, ..., 0py, Satisfying a certain rank hypothesis.

Let H(D) be space of analytic functions on D equipped with the topology of uniform convergence

on compacta.

3. Universality theorem for composite functions F(L(s, x1),--., L(s, X ),C(s,01) ..., C(s, )
with some operator F': H"%"2(D) — H(D).

4. Universality theorem for composite functions F(L(s, x1), ..., L(s, xd), (s, a1;a11),...,C(s,as;

a1, ), -5 C(s, a5 001), ..., C(s, a5 a,,)) with some operator F': H4T"(D) — H(D).
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