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Tyrimo objektas

Tegul s = σ+ it yra kompleksinis kintamasis. Disertacijoje nagrin
ejamos Dirichl
e L funkcijos L(s, χ),

Hurvico ζ(s, α) ir periodin
es Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, α; a), kurios pusplok²tum
eje σ > 1 yra

apibr
eºiamos Dirichl
e eilut
emis

L(s, χ) =

∞∑
m=1

χ(m)

ms
,

ζ(s, α) =

∞∑
m=0

1

(m+ α)s

ir

ζ(s, α, a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

.

�ia χ yra Dirichl
e charakteris moduliu q ∈ N, α, 0 < α ≤ 1, yra �ksuotas parametras, o a = {am :

m ∈ N0 = N ∪ {0}} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliu periodu k ∈ N. Visos ²ios

funkcijos yra analizin²kai prat¦siamos i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus paprast¡ji� poliu� ta²ke

s = 1. Jei χ yra nepagrindinis charakteris, o

k−1∑
m=0

am = 0,

tai funkcijos L(s, χ) ir ζ(s, α; a) yra sveikosios funkcijos.

Funkcija L(s, χ) i²siskiria i² ²iu� triju� funkciju� Oilerio sandauga

L(s, χ) =
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1
, σ > 1,

pagal pirminius skai£ius. I² apibr
eºimo matome, kad ζ(s, 1) yra Rymano dzeta funkcija ζ(s) ir

ζ(s,
1

2
) = (2s − 1)ζ(s).

Kadangi puplok²tum
eje σ > 1

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1
,

tai Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α) turi Oilerio sandaug¡ tiktai parametro reik²m
ems α = 1 ir α = 1
2 .

Ai²ku, kad ζ(s, α, {1}) = ζ(s, α). Taigi, ζ(s, α) yra Rymano dzeta funkcijos, o ζ(s, α; a) yra Hurvico

dzeta funkcijos apibendrinimas.

Disertacijoje yra nagrin
ejami rinkiniai, sudaryti i² Dirichl
e L funkciju� ir Hurvico arba periodiniu�

Hurvico dzeta funkciju�.

Darbo tikslai ir uºdaviniai

Darbo tikslas yra mi²rios jungtin
es universalumo teoremos Dirichl
e L funkcijoms ir Hurvico tipo dzeta

funkcijoms, t.y., teoremos apie duotu� analiziniu� funkciju� rinkinio vienalaiki� aproksimavim¡ Dirichl
e L

5



funkciju�, kurios turi Oilerio sandaug¡ pagal pirminius skai£ius, ir Hurvico tipo dzetu� funkciju�, kurios

neturi Oilerio sandaugos, post	umiais.

Uºdaviniai yra ²ie:

1. Mi²ri jungtin
e universalumo teorema Dirichl
e L funkcijoms ir Hurvico dzeta funkcijoms.

2. Mi²ri jungtin
e universalumo teorema Dirichl
e L funkcijoms ir periodin
ems Hurvico dzeta funkci-

joms.

3. Dirichl
e L funkciju� ir Hurvico dzeta funkciju� rinkinio sud
etiniu� funkciju� universalumas.

4. Dirichl
e L funkciju� ir periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� rinkinio sud
etiniu� funkciju� univer-

salumas.

Aktualumas

Dzeta ir L funkcijos yra pagrindiniai analiziniai analizin
es skai£iu� teorijos objektai. Jos yra nau-

dojamos ne tik daugeliui problemu� spr¦sti, bet ir pa£ios yra pla£iai nagrin
ejamos. 1975 m. S. M.

Voronino atrastas dzeta funkciju� universalumas yra labai i�domus ir naudingas rei²kinys, turintis vis¡

eil¦ teoriniu� ir praktiniu� taikymu�. I² universalumo teoremu� i²plaukia dzeta funkciju� hipertranscende-

tumas, kuri� dar 1900 m. numat
e garsus matematikas D. Hilbertas. Funkcijos ζ(s) atveju, tai rei²kia,

kad, jei ne visos tolydºios funkcijos F0, F1, . . . , FN : Cn+1 → C yra tapatingai lygios nuliui, tai tuomet

ir
N∑
m=0

smFm(ζ(s), ζ
′
(s), . . . , ζ(n)(s) 6= 0

su kuriuo nors s ∈ C. Dzeta funkciju� be Oilerio sandaugos universalumas gali b	utu� taikomas tu�

funkciju� nuliu� pasiskirstymo tyrimui, egzistuoja ry²ys tarp kartotiniu� dzeta funkciju� universalumo ir

nuliu�. Primename, kad kvadratinio skai£iu� k	uno Q(
√
d), d < 0, klasiu� skai£ius h(d) yra lygus diskrim-

inanto d redukuotu� binariu�ju� kvadratiniu� formu� skai£iui. Tegul Λ−1 yra neigiamu� diskriminantu� aib
e.

Tuomet yra ºinoma, kad i² universalumo rezultatu� i²plaukia aib
es {h(d)√
d

: d ∈ Λ−1} tir²tumas aib
eje

R+. Prakti²ki universalumo taikymai yra tiesiogiai susij¦ su sud
etingu� analiziniu� funkciju� aproksimav-

imu. Pavyzdºiui, funkcijos ζ(s) universalumas buvo pritaikytas [2] kvantin
eje mechanikoje sutinkamu�

integralu� pagal analizines kreives i�vertinimui. Universalumas yra glaudºiai susij¦s su saviaproksimav-

imu, taigi ir su Rymano hipoteze (RH). Yra ºinoma [25], kad RH yra ekvivalenti tvirtinimui, kad

funkcija ζ(s) gali b	uti aproksimuojama jos pa£ios post	umiais ζ(s + iτ). Gilius tokio tipo rezultatus

gavo T. Nakamura, T. Nakamura ir L. Pankovskis, bei Lietuvos matematikai R. Garunk²tis ir E.

Karikovas. �ie ir kiti pavyzdºiai rodo, jog d
emesys dzeta funkciju� universalumui turi gili¡ motyvacij¡.

Susik	ur¦ i�vairiose ²alyse (Lietuvoje, Japonijoje, Vokietijoje, Kanadoje, Pietu� Kor
ejoje, Pranc	uzijoje)

universalumo mokyklos taip pat patvirtina dzeta funkciju� universalumo savyb
es svarb¡. Taigi, dzeta

ir L funkciju� universalumo tyrimas yra svarbi ²iuolaikin
es skai£iu� teorijos problema.
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Metodai

Disertacijoje gautu� universalumo teoremu� i�rodymui yra i²vystytas tikimybinis metodas, besiremiantis

ribin
emis teoremomis apie silpn¡ji� tikimybiniu� matu� konvergavim¡. �is metodas apjungia mato ir

ergodin
es teoriju� elementus. Be to, yra naudojami analiziniu� funkciju� aproksimavimo rezultatai, ypa£

Mergeliano teorema.

Naujumas

Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Mi²rus jungtin
e universalumo teoremos Dirichl
e L funkcijoms ir

Hurvico tipo dzeta funkcijoms iki ²iol nebuvo nagrin
etas.

Problemos istorija ir rezultatai

Nuo senu� laiku� matematikus (ir ne tik!) domino piminiu� skai£iu� i²sid
estymo naturaliu�ju� skai£iu� aib
eje

problema. Remdamiesi Rymano id
ejomis ir funkcijos ζ(s) savyb
emis, de la Val
e Pusenas ir Adamaras

nepriklausomai i�rod
e, kad

π(x) =
∑
p≤x

1 =

∫ x

2

du

log u
(1 + o(1)), x→∞.

Analogi²k¡ problem¡ apie pirminiu� skai£iu� pasiskirstym¡ artimetin
eje progresijoje sprend
e L. Dirichl
e,

t.y., jis nagrin
ejo funkcijos

π(x) =
∑
p≤x

p≡a(modl)

1

asimptotik¡, kai (a, l) = 1 ir x → ∞. �iam tikslui jam prireik
e nauju� matematiniu� objektu� �

charakteriu� ir L funkciju�, kurias jis apibr
eº
e 1937 m. Pasirod
e, jog tai yra labai naudingi, ta£iau

sud
etingi objektai.

Hurvico dzeta funkcij¡ ζ(s, α) 1887 m. apibr
eº
e ir prad
ejo nagrin
eti A. Hurvicas. Funkcija ζ(s, α)

n
era tiesiogiai susijusi su pirminiais skai£iais, ta£iau ji yra gana i�domus analizinis objektas, priklau-

santis nuo parametro, ir yra sutinkama i�vairiausiuose uºdaviniuose, pavyzdºiui, Dirichl
e L funkciju�

teorijoje, algebrin
eje skai£iu� teorijoje.

Periodin¦ Hurvico dzeta funkcij¡ 2006 m. prad
ejo nagrin
eti A. Laurin£ikas.

Gri�ºtame prie pagrindin
es disertacijos problemos � dzeta ir L funkciju� universalumo. Kaip jau

min
ejome, ²iu� funkciju� universalum¡ atrado S. M. Voroninas. Jis i�rod
e [26] toki¡ teorem¡ funkcijai

ζ(s).

A teorema. Tarkime, kad 0 < r < 1
4 , o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui skritulyje |s| ≤ r

bei analizin
e ²io skritulio viduje. Tuoment kiekvien¡ ε > 0 atitinka toks τ = τ(ε) ∈ R, kad

max
|s|≤r

|ζ(s+
3

4
+ iτ)− f(s)| < ε.
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Taigi, funkcija ζ(s) yra vadinama universali, nes atitinamai parinkti jos post	umiai ζ(s + 3
4 + iτ)

norimu tikslumu aproksimuoja bet kuri¡ duot¡ analizin¦ funkcij¡, tenkinan£i¡ A teoremos s¡lygas.

I�vair	us autoriai ²iek tiek sustiprino Voronino teorem¡. Tegul D = {s ∈ C : 1
2 < σ < 1},K

yra juostos D kompaktiniu� poaibiu�, turin£iu� jungu�ji� papildini�, klas
e, o H0(K),K ∈ K, yra tolydºiu�,

nevirstan£iu� nuliumi aib
ej
e K ir analiziniu� aib
es K viduje klas
e. Be to, simboliu measA ºymime

ma£iu� aibiu� A ⊂ R Lebego mat¡. Tuomet paskutin
e Voronino teoremos versija turi toki� pavidal¡ [10].

B teorema. Tarkime, kad K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε} > 0.

Matome, kad B teorema i²ple£ia A teorem¡ dviem kryptimis. Pirma, analizin
es funkcijos yra

aproksimuojamos post	umiais ζ(s + iτ) ne tik skritulyje, bet ir bendresn
ese kompaktin
ese aib
ese i²

klas
es K. Be to, B teorema rodo, jog yra be galo daug post	umiu� ζ(s + iτ), aproksimuojan£iu� duot¡

analizin¦ funkcij¡, tokiu� post	umiu� aib
e turi teigiam¡ apatini� tanki�.

Be funkcijos ζ(s), ir kai kurios kitos dzeta ir L funkcijos taip pat yra universalios Voronino prasme.

Pats Voroninas pasteb
ejo [26], kad ir visos Dirichl
e L funkcijos yra universalios. Taigi, turime toki�

tvirtinim¡.

C teorema. Tarkime, kad K ∈ K ir f(s) ∈ H0(K). Tuoment su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|L(s+ iτ, χ)− f(s)| < ε} > 0.

�iuo metu yra ºinoma, jog pla£ios klas
es dzeta ir L funkciju�, turin£iu� Oilerio sandaug¡ pagal

pirminius skai£ius, yra universalios m	usu� nagrin
ejama prasme. Pavyzdºiui, yra i�rodytas [22] kai kuriu�

Dirichl
e eilu£iu�
∞∑
m=1

a(m)

ns

su multiplikatyviais koe�cientais (a(mn) = a(m)a(n) su visais m,n ∈ N, (m,n) = 1) klasiu� univer-

salumas. Darbe [18] buvo gautas kai kuriu� paraboliniu� formu� dzeta funkciju� universalumas. Mono-

grafoje [23] universalumo savyb
e buvo i²pl
esta garsiosios Selbergo klas
es L funkcijoms.

Kai kurios dzeta funkcijos, neturin£ios Oilerio sandaugos pagal pirminius skai£ius, taip pat yra

universalios pana²ia prasme. Tegul H(K),K ∈ K, yra funkciju�, tolydºiu� aib
eje K ir analiziniu� aib
es

K viduje, klas
e. Papras£iausia ir svarbiausia i² dzeta funkciju� be Oilerio sandaugos yra Hurvico dzeta

funkcija ζ(s, α). �iuo metu yra ºinomas toks rezultatas.

D teorema. Tarkime, kad parametras α yra transcendentus arba racionalus skai£ius 6= 1, 12 . Tegul

K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, α)− f(s)| < ε} > 0.
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Racianaliuoju atveju, D teorem¡ ²iek tiek kitokioje formoje nepriklausomai i�rod
e S. M. Gonekas

[4] ir B. Bag£is [1]. Transcenden£iojo parametro α atveji� galima rasti [19] monogra�joje.

D teoremos universalumo savyb
e daºnai yra vadinama stipriuoju universalumu, nes post	umiais

ζ(s+ iτ, α) yra aproksimuojamos funkcijos i² platesn
es klas
es H(K) ⊃ H0(K) negu B teoremoje.

Hurvico dzeta funkcijos apibendrinimas yra Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s), kuri pusplok²tum
eje

σ > 1 yra apibr
eºiama eilute

L(λ, α, s) =

∞∑
m=0

e2πiλm

(m+ α)s
,

ir yra meromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ su kiekvienu �ksuotu λ ∈ R. Funkcijos

L(λ, α, s) universalumas buvo gautas [19] monogra�joje. Kitas funkcijos ζ(s, α) apibendrinimas yra

periodin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α; a), kuri buvo prad
eta nagrin
eti [11] darbe. Jos universalumas

su transcenden£iuoju parametru α buvo i�rodytas [7] straipsnyje.

�ymiai i�domesnis, ta£iau sud
etingesnis, yra jungtinis dzeta ir L funkciju� universalumas, kuomet

duotas analiziniu� dunkciju� rinkinys tuo pa£iu metu yra aproksimuojamas dzeta arba L funkciju�

post	umiais. Pirmasis ²ios krypties rezultatas taip pat priklauso S. M. Voroninui. Nagrin
edamas

Dirichl
e L funkciju� funkcini� nepriklausomum¡, jis nei²reik²tiniu pavidalu gavo [22] ir tu� funkciju�

jungtini� universalum¡. Voronino teoremos formulavimui reikalingos kai kurios s¡vokos.

Primename, kad nepagrindinis Dirichl
e charakteris χ(m) moduliu q yra vadinamas primityviuoju,

jei q yra maºiausias χ(m) periodas su visais (m, q) = 1. Jei charakteris χ(m) moduliu q n
era primi-

tyvus, tada egzistuoja toks q1, q1 < q, ir primityvus charakteris χ1(m) moduliu q1, kad

χ(m) =

χ1(m) , kai (m, q) = 1,

0 , kai (m, q) > 1.

�iuo atveju yra sakoma, kad primityvus charakteris χ1(m) generuoja charakteri� χ(m). Dirichl
e charak-

teriai yra vadinami ekvivalen£iais, jei juos generuoja tas pats primityvusis charakteris.

Dabar formuluojame jungtin¦ universalumo teorem¡ Dirichl
e L funkcijoms [14].

E teorema. Tarkime, kad χ1, . . . , χr yra poromis neekvivalent	us Dirichl
e charakteriai. Kai j =

1, . . . , r, tegul Kj ∈ K ir fj(s) ∈ H0(Kj). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

|L(s+ iτ, χj)− fj(s)| < ε} > 0.

B. Bag£io ir S. M. Goneko darbuose buvo gautas silpnesnis E teoremos variantas. Ai²ku, kad

jungtin
ese universalumo teoremose funkcijos, kuriu� past	umiais yra aproksimuojamos duotos anal-

izin
es funkcijos, turi b	uti tam tikra prasme nepriklausomos. E teoremoje ²is nepriklausomumas yra

realizuojamas Dirichl
e charakteriu� neekvivalenti²kumu.

9



Hurvico dzeta funkciju� jungtinis universalumas buvo nagrin
ejamas keliuose darbuose. Tegul 0 <

αj ≤ 1 su visais j = 1, . . . , r,

L(α1, . . . , αr) = {log(m+ αj) : m ∈ N0, j = 1, . . . , r}.

Formuluojame jungtin¦ universalumo teorem¡ Hurvico dzeta funkcijoms, i�rodyt¡ [12] straipsnyje.

F teorema. Tarkime, kad aib
e L(α1, . . . , αr) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Kai j = 1, . . . , r,

tegul Kj ∈ K ir fj(s) ∈ H(Kj). Tuomet su kievienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ, αj)− fj(s)| < ε} > 0.

Primename, kad skai£iai α1, . . . , αr yra vadinami algebri²kai nepriklausomais vir² Q, jei n
era jokio

polinomo p 6≡ 0 su racionaliaisiais koe�cientais, kad p(α1, . . . , αr) = 0. F teorema su stipresne s¡lyga,

kad α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, buvo i�rodyta T. Nakamuros darbe [24]. A.

Dubickas i²pl
et
e [3] F teorem¡ kitokiems parametrams α1, . . . , αr.

Periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� jungtiniam unuviversalumui yra skirta daug darbu�, o pirmieji

rezultatai buvo gauti [11] straipsnyje, kuriame buvo nagrin
ejamas atvejis α1 = . . . = αr = α. [8] darbe

buvo gauta bendresn
e teorema. Tegul su visais j = 1, . . . , r turime, kad 0 < αj ≤ 1, aj = {am : m ∈

N0} periodin
e komplesksiniu� skai£iu� seka su maºiausiu periodu kj , o kj = [kj1, . . . , kjlj ] yra bendras

maºiausias kartotinis ir

A =


a1r · · · a1r
...

. . .
...

ak1 · · · akr

 .

G teorema. Tarkime, kad skai£iai α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, rank(A) = r.

Tegul Kj ∈ K ir fj(s) ∈ H(Kj) su visais j = 1, . . . , r. Tuoment su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ, αj ; aj)− fj(s)| < ε} > 0.

[20] straipsnyje pavyko atsikratyti rango s¡lygos.

Bendriausias rezultatas gautas [21] darbe. �ia yra nagrin
ejamos i²pl
estas periodiniu� Hurvico dzeta

funkciju� rinkinys. Tegul su visais j = 1, . . . , r, αj , 0 < αj ≤ 1, yra �ksuotas parametras, lj ∈ N, o

ajl = {amjl : m ∈ N0} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliu periodu kjl, l = 1, . . . , lj .

Tuomet galima nagrin
eti rinkinio

ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) (0.1)

jungtini� universalum¡. Tegul kj = [kj1, . . . , kjlj ] yra periodu� kj1, . . . , kjlj bendras maºiausias kartoti-
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nis ir

Aj =


a1j1 a1j2 · · · a1jlj

a2j1 a2j2 · · · a2jlj
...

...
. . .

...

akjj1 akjj2 · · · akjjlj

 , j = 1, . . . , r.

Tuomet [21] yra teisingas toks bendras tvirtinimas.

H teorema. Tarkime, kad aib
e L(α1, . . . , αr) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q ir rank(Aj) = lj

su visais j = 1, . . . .r. Tegul Kjl ∈ K ir fjl(s) ∈ H(Kjl) su visais j = 1, . . . , r, l = 1, . . . , lj. Tuomet

su kiekvienu ε > 0,

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

1≤j≤r
sup

1≤l≤lj
sup
s∈Kjl

|ζ(s+ iτ, αj ; ajl)− fjl(s)| < ε} > 0.

M. Mi²u prad
ejo nagrin
eti jungtini� dzeta funkciju�, turin£iu� Oilerio sandaug¡ ir jos neturin£iu�,

universalum¡. Jis i�rod
e jungtin¦ universalumo teorem¡ Rymano dzeta funkcijai ir Hurvico dzeta

funkcijai ζ(s, α) su transcenden£iuoju parametru α. Tokios r	u²ies jungtinis universalumas dabar

vadinamas mi²riuoju jungtiniu universalumu. Mi²u teorema turi toki� pavidal¡ [23].

I teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius. Tegul K1,K2 ∈ K, o f1(s) ∈ H0(K1),

f2(s) ∈ H(K2). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K1

|ζ(s+ iτ)− f1(s)| < ε

sup
s∈K2

|ζ(s+ iτ, α)− f2(s)| < ε} > 0.

Tegul a = {lm : m ∈ N} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka. Primename, kad periodin
e dzeta

funkcija ζ(s, α) pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s; a) =

∞∑
m=1

am
ms

ir yra moromor�²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ su paprastu poliumi ta²ke s = 1. Mi²u

teorema buvo apibendrinta [9] periodinei dzeta funkcijai ir periodinei Hurvico dzeta funkcijai.

Serijoje darbu� prie (0.1) rinkinio buvo pridedama dzeta funkcija, turinti Oilerio sandaug¡, ir buvo

nagrin
ejamas mi²rus gauto rinkinio universalumas. Pirmiausia prie (0.1) rinkinio buvo pridedama

funkcija ζ(s), v
eliau ²i funkcija buvo kei£iama i�vairiausiomis dzeta funkcijomis, susijusiomis su paraboli-

n
emis formomis.

Dabar formuluosime disertacijos rezultatus. Disertacijos 1 skyrius yra skirtas Dirichl
e L funkciju�

ir Hurvico dzeta funkciju� mi²riam jungtiniam universalumui. Pagrindinis skyriaus rezultatas yra toks

tvirtinimas.
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1.1 teorema. Tarkime, kad χ1, . . . , χr1 yra poromis neekvivalent	us Dirichl
e charakteriai,o skai£iai

α1, . . . , αr2 algebri²kai nepriklausomi vir² Q. Su visais j = 1, . . . , r1, tegul Kj ∈ K ir fj(s) ∈ H0(Kj),o

su visais j = 1, . . . , r2, tegul K̂j ∈ K ir f̂j(s) ∈ H(K̂j). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

1≤j≤r1
sup
s∈Kj

|L(s+ iτ, χj)− fj(s)| < ε,

sup
1≤j≤r2

sup
s∈K̂j

|ζ(s+ iτ, αj)− f̂j(s)| < ε} > 0.

Matome, kad 1.1 teoremoje, skirtingai nuo G teoremos, jokia rango s¡lyga yra nereikalinga.

1.1 teoremos i�rodymas yra tikimybinis. Tegul G yra sritis kompleksin
eje plok²tumoje, H(G) yra

analiziniu� srityje G funkciju� erdv
e su tolygaus konvergavimo kompaktin
ese aib
ese topologija, o B(X)

yra erdv
es X Borelio σ k	unas. Taigi, 1.1 teoremos i�rodymas remiasi mato

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : Ξ(s+ iτ) ∈ A}, A ∈ B(Hr1+r2(D)),

Ξ(s) = (L(s, χ1), . . . , L(s, χr1), ζ(s, α1), . . . , ζ(s, αr2)),

siplnuoju konvergavimu, kai T →∞.

Disertacijos 2 skyriuje yra nagrin
ejamos Dirichl
e L funkciju� ir periodiniu� Hurvico dzeta funkciju�

mi²rus jungtinis universalumas, ir yra i�rodyta tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, kad χ1, . . . , χd yra poromis neekvivalent	us Dirichl
e charakteriai, skai£iai

α1, . . . , αr algebri²kai nepriklausomi vir² Q ir rank(Aj) = lj su visais j = 1, . . . .r. Su visais j =

1, . . . , d, tegul Kj ∈ K ir fj(s) ∈ H0(Kj), o su visais j = 1, . . . , r, l = 1, . . . , lj, tegul Kjl ∈ K ir

fjl(s) ∈ H(Kjl). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

1≤j≤d
sup
s∈Kj

|L(s+ iτ, χj)− fj(s)| < ε,

sup
1≤j≤r

sup
1≤l≤lj

sup
s∈Kjl

|ζ(s+ iτ, αj ; ajl)− fjl(s)| < ε} > 0.

2.1 teoremos, kaip ir 1.1 teoremos, i�rodymas yra tikimybinis ir remiasi daugiamate ribine toerema

funkciju� rinkiniui

L(s, χ1), . . . , L(s, χd), ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ).

Santraukos pradºioje jau min
ejome, kad dzeta funkciju� universalumas vaidina svarbu� vaidmeni�

analizin
eje skai£iu� teorijoje ir analiziniu� funkciju� aproksimavimo teorijoje. Tod
el yra svarbu i²pl
esti

universaliu� funkciju� klas¦. Tai galima padaryti nagrin
ejant sud
etiniu� funkciju� klases. Pirmieji tokio
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tipo rezultatai buvo gauti [13] darbe, kuriame buvo nagrin
ejamas funkciju� F (ζ(s)) universalumas kai

kuriems operatoriams F : H(D)→ H(D). Pavyzdºiui, yra teisinga tokia teorema. Tegul

S = {g ∈ H(D) : g(s) 6= 0 or g(s) ≡ 0}.

J teorema. Tarkime, kad F : H(D) → H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena

atvir¡ja aibe G ⊂ H(D), aib
e (F−1G) ∩ S yra netu²£ia. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su

kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ))− f(s)| < ε} > 0.

Straipsnio [13] id
ejos buvo pritaikytos Hurvico dzeta funkcijai [17]. Pavyzdºiui, turime toki� D teo-

remos apibendrinim¡.

K teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o F : H(D) → H(D) yra toks

tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aib
e F−1{p} yra netu²£ia. Tegul K ∈ K ir

f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε} > 0.

Straipsnyje [15] yra nagrin
ejamas sud
etin
es funkcijos F (ζ(s), ζ(s, α)) universalumas kai kurioms

operatoriu� F : H2(D)→ H(D) klas
ems. Pateikiame vien¡ toki� pavyzdi�.

L teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o F : H2(D)→ H(D) yra toks tolydus

operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aib
e (F−1{p}) ∩ (S × H(D)) yra netu²£ia. Tegul

K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))−

−f(s)| < ε} > 0.

Pagaliau, [16] darbe buvo nagrin
ejamas sud
etiniu� funkciju� F (ζ(s, α1), . . . , ζ(s, αr)) universalumas.

Formuluojame vien¡ tokio tipo teorem¡.

M teorema Tarkime, kad aib
e L(α1, . . . , αr) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o F : Hr(D)→

H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena atvira aibe G ⊂ H(D) aib
e F−1G yra netu²£ia.

Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ, α1), . . . , ζ(s+ iτ, αr))

−f(s)| < ε} > 0.
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Disertacijos 3 skyrius yra skirtas 1.1 teoremos apibendrinimui. Jame yra nagrin
ejamos sud
etin
es

funkcijos F (L(s, χ1), . . . , L(s, χr1), ζ(s, α1), . . . , ζ(s, αr2)) ir i�vairioms operatoriu� F klas
ems yra i�rodomos

tokios universalumo teoremos.

3.1. teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χr1 , skai£iai α1, . . . , αr2 tenkina 1.1 teo-

remos s¡lygas, o F : Hr1+r2(D) → H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekviena atvira aibe

G ⊂ H(D) aib
e (F−1G) ∩ (Sr1 × Hr2(D)) yra netu²£ia. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet su

kiekvienu ε > 0,

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|F (L(s+ iτ, χ1), . . . , L(s+ iτ, χr1),

ζ(s+ iτ, α1), . . . , ζ(s+ iτ, αr2))− f(s)| < ε} > 0.

3.1 teorema yra teorinio pob	udºio, jos s¡lyg¡ sunku patikrinti. Paprasta 3.1 teoremos modi�kacija

yra tokia teorema.

3.2. teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χr1 , skai£iai α1, . . . , αr2 tenkina 1.1 teo-

remos s¡lygas, o F : Hr1+r2(D) → H(D) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu

p = p(s) aib
e (F−1{p}) ∩ (Sr1 × Hr2(D)) yra netu²£ia. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet yra

teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

3.2 teoremos taikymo pavyzdys yra pateiktas i²vadoje.

3.3 i²vada. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χr1 , skai£iai α1, . . . , αr2 tenkina 1.1 teo-

remos s¡lygas. Tegul {j1, . . . , jr} 6= ∅ yra bet koks aib
es {1, . . . , r1} poaibis ir {l1, . . . , lk} 6= ∅ yra bet

koks aib
es {1, . . . , r2} poaibis. Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K). Tuomet du kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|L(s+ iτ, χj1) . . . L(s+ iτ, χjr )×

×ζ(s+ iτ, αl1) . . . ζ(s+ iτ, αlk)− f(s)| < ε} > 0.

Polinomo nevirtimas nuliumi apr
eºtoje srityje gali b	uti kontroliuojamas jo laisvuoju nariu. Tod
el

kai kuriais atvejais yra patogiau nagrin
eti analiziniu� funkciju� apr
eºtoje srityje erdv¦. Tegul DV =

{s ∈ C : 1
2 < σ < 1, |t| < V } ir

SV = {g ∈ H(DV ) : g(s) 6= 0 or g(s) ≡ 0}.

su V > 0. Tuomet turime toki¡ 3.2 teoremos modi�kacij¡.

3.4 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χr1 , skai£iai α1, . . . , αr2 tenkina 1.1 teo-

remos s¡lygas, K ∈ K ir f(s) ∈ H(K), o V > 0 yra toks, kad K ⊂ DV . Tegul F : Hr1(DV ) ×
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Hr2(D)→ H(DV ) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aib
e (F−1{p}) ∩

(Sr1V ×Hr2(D)) yra netu²£ia. Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

Likusiuose dviejuose skyriaus teoremose yra aproksimuojamos funkcijos i² erdv
es H(D) poklasiu�.

Su bet kuriais skirtingais kompleksiniais skai£iais a1, . . . , ak apibr
eºiame sek¡

Hk(D) = {g ∈ H(D) : (g(s)− aj)−1 ∈ H(D), j = 1, . . . , k}.

3.5 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χr1 ir skai£iai α1, . . . , αr2 tenkina

1.1 teoremos s¡lygas, o F : Hr1+r2(D)→ H(D) yra toks tolydus operatorius, kad F (Sr1 ×Hr2(D)) ⊃

Hk(D). Jei k = 1, tegul K ∈ K, f(s) ∈ H(K) ir f(s) 6= a1 aib
eje K. Jei k ≥ 2, tegul K ⊂ D yra bet

kuri kompaktin
e aib
e, o f(s) ∈ Hr(D). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvirtinimas.

Pavyzdºiui, 3.5 teorema duoda funkciju� sin(L(s, χ1)+L(s, χ2)+ζ(s, α1)+ζ(s, α2)) ir cos(L(s, χ1)+

L(s, χ2) + ζ(s, α1) + ζ(s, α2)) universalum¡ su neekvivalen£iais charakteriais χ1 ir χ2 ir algebri²kai

nepriklausomais α1 ir α2.

Dar vienoje skyriaus teoremoje yra aproksimuojamos funkcijos i² aib
es F (Sr1 ×Hr2(D)).

3.6 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χr1 ir skai£iai α1, . . . , αr2 tenkina

1.1. teoremos s¡lygas, o F : Hr1+r2(D) → H(D) yra tolydus operatorius. Tegul K yra bet koks

kompaktin
es juostos D poaibis, o f(s) ∈ F (Sr1 × Hr2(D)). Tuomet yra teisingas 3.1 teoremos tvir-

tinimas.

3 skyriaus rezultatai buvo gauti [5] ir [6] darbuose.

Disertacijos 4 skyriuje yra nagrin
ejamas sud
etiniu� funkciju� F (L(s, χ1), . . . , L(s, χd), ζ(s, α1; a11)

, . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr )) universalumas kai kurioms operatoriu� F klas
ems.

Pirmiausia yra aptariamos funkciju� i² erdv
esH(D) aproksimavimas. Tegul v = d+l1+. . .+lr. Sakome,

kad operatorius F : Hv(D) → H(D) priklauso klasei Lip(β1, . . . , βv), β1 > 0, . . . , βv > 0, jeigu yra

i²pildytos tokios s¡lygos:

1o Kiekvien¡ polinom¡ p = p(s) ir aibes K1, . . . ,Kd ∈ K atitinka toks elementas (g1, . . . , gd,

g11, . . . , g1l1 , gr1, . . . , grlr ) ∈ F−1{p} ⊂ Hv(D), kad gj(s) 6= 0 aib
eje Kj su visais j = 1, . . . , d;

2o Kiekvien¡ K ∈ K atitinka tokia konstanta c > 0 ir aib
es K1, . . . ,Kv ∈ K, kad

sup
s∈K
|F (g11(s), . . . , g1v(s))− F (g21(s), . . . , g2v(s)| ≤

c sup
1≤j≤v

sup
s∈Kj

|g1j(s)− g2j(s)|βj

su visais (gj1, . . . , gjv) ∈ Hv(D), j = 1, 2.

4.1 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χd, skai£iai α1, . . . , αr ir sekos a11, . . . , a1l1 ,

. . . , ar1, . . . , arlr tenkina 2.1 teoremos s¡lygas, o F ∈ Lip(β1, . . . , βv). Tegul K ∈ K ir f(s) ∈ H(K).
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Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : sup

s∈K
|F (L(s+ iτ, χ1), . . . , L(s+ iτ, χd),

ζ(s+ iτ, α1; a11), . . . , ζ(s+ iτ, α1; a1l1), . . . ,

ζ(s+ iτ, αr; ar1), . . . , ζ(s+ iτ, αr; arlr ))− f(s)| < ε} > 0.

Tegul f (n) yra n- oji funkcijos f i²vestin
e. Pavyzdºiui, operatorius F (g1, . . . , gd, g11, . . . , g1l1 ,

gr1, . . . , grlr ) = c1g
(n1)
1 +. . .+cdg

(nd)
d +. . .+ c11g

(n11)
11 +. . . +c1l1g

(n1l1
)

1l1
+. . .+cr1g

(nr1)
r1 + . . .+crlrg

(nrlr )
rlr

su c1, . . . , cd, c11, . . . , c1l1 , . . . , cr1, . . . , crlr ∈ C \ {0} ir n1, . . . , nd, n11, . . . , n1l1 , . . . , nr1, . . . , nrlr ∈ N

priklauso klasei Lip(1, . . . , 1).

Kitos 4 skyriaus teoremos yra 3 skyriaus teoremu� analogai. Tegul

v1 =

r∑
j=1

lj .

4.3 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χd, skai£iai α1, . . . , αr ir sekos a11, . . . ,

a1l1 , . . . , ar1, . . . , arlr tenkina 2.1 teoremos s¡lygas, o F : Hv(D)→ H(D) yra toks tolydus operatorius,

kad su kiekviena atvira aibe G ⊂ H(D) aib
e (F−1G) ∩ (Sd ×Hv1(D)) yra netu²£ia. Tegul K ∈ K ir

f(s) ∈ H(K). Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos tvirtinimas.

I² 4.3 teoremos i²plaukia tokia 4.1 teoremos modi�kacija.

4.4 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χd, skai£iai α1, . . . , αr ir sekos a11,

. . . , a1l1 , . . . , ar1, . . . , arlr tenkina 2.1 teoremos s¡lygas, o F : Hv(D)→ H(D) yra toks tolydus opera-

torius, kad su kiekvienu polinomu p = p(s) aib
e (F−1{p})∩ (Sd×Hv1(D)) yra netu²£ia. Tegul K ∈ K

ir f(s) ∈ H(K). Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos tvirtinimas.

Nesunku matyti, kad i² klas
es Lip(β1, . . . , βv) 20 s¡lygos i²plaukia operatoriaus F tolydumas.

Ta£iau tos klas
es 10 s¡lyga yra silpnesn
e uº reikalavim¡, kad (F−1{p}) ∩ (Sd ×Hv1(D)) 6= ∅.

Kaip ir 3.4 teoremoje, 4.4 teoremoje daºnai patogu vietoje erdv
esHv(D) nagrin
eti erdv¦Hv(DV , D)

= Hd(DV )×Hv1(D). Su 3.4 teoremos ºymenimis, turime toki¡ 4.3 teoremos modi�kacij¡.

4.5 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χd, skai£iai α1, . . . , αr ir sekos a11,

. . . , a1l1 , . . . , ar1, . . . , arlr tenkina 2.1 teoremos s¡lygas, K ∈ K ir f(s) ∈ H(K), o V > 0 yra toks

skai£ius, kad K ⊂ DV . Tegul F : Hv(DV , D)→ H(DV ) yra toks tolydus operatorius, kad su kiekvienu

polinomu p = p(s) aib
e (F−1{p}) ∩ (SdV ×Hv1(D)) yra netu²£ia. Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos

tvirtinimas.

Pavyzdºiui, 4.4 teorema gali b	uti pritaikyta operatoriui

F (g1, . . . , gv) = c1g1 + . . .+ cdgd, c1, . . . , cd ∈ C \ {0}.
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Kitos 4 skyriaus teoremos yra skirtos analiziniu� funkciju� i² operatoriaus F : Hv(D)→ H(D) aib
es

Sd ×Hv1(D) vaizdo aproksimavimui.

4.8 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χd, skai£iai α1, . . . , αr ir sekos a11, . . . ,

a1l1 , . . . , ar1, . . . , arlr tenkina 2.1 teoremos s¡lygas, o F : Hv(D) → H(D) yra tolydus operatorius.

Tegul K ⊂ D kompaktin
e aib
e ir f(s) ∈ F (Sd ×Hu(D)). Tuomet yra teisingas 4.1 teoremos tvirtini-

mas.

Apra²yti aib¦ F (Sd ×Hv1(D)) n
era lengva. Paskutin
e 4 skyriaus teorema duoda gana paprastos

aib
es, priklausan£ios aibei F (Sd ×Hv1(D)), pavyzdi�. Gautas toks tvirtinimas.

4.9 teorema. Tarkime, kad Dirichl
e charakteriai χ1, . . . , χd, skai£iai α1, . . . , αr ir sekos a11,

. . . , a1l1 , . . . , ar1, . . . , arlr tenkina 2.1 teoremos s¡lygas, o F : Hv(D) → H(D) yra toks tolydus oper-

atorius, kad F (Sd × Hu(D)) ⊃ Hk(D). Jei k = 1, tegul K ∈ K, f(s) ∈ H(K) ir f(s) 6= a1 aib
eje

K. Jei k ≥ 2, tegul K ⊂ D yra bet kuri kompaktin
e aib
e, o f(s) ∈ Hk(D). Tuomet yra teisingas

4.1 teoremos tvirtinimas.
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I²vados

1. Rinkiniai, sudaryti i² Dirichl
e L funkciju� su poromis neekvivalen£iais charakteriais ir Hurvico

dzeta funkciju� su algebri²kai nepriklausomais parametrais, turi jungtinio universalumo savyb¦.

2. Rinkiniai, sudaryti i² Dirichl
e L funkciju� su poromis neekvivalen£iais charakteriais ir periodiniu�

Hurvico dzeta funkciju� su algebri²kai nepriklausomais parametrais, turi jungtinio universalumo

savyb¦.

3. Kai kurios klas
es sud
etiniu� funkciju� nuo rinkiniu� apra²ytu�, 1 punkte, yra universalios.

4. Kai kurios klas
es sud
etiniu� funkciju� nuo nuo rinkiniu� apra²ytu�, 2 punkte, yra universalios.
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Summary

In the thesis, the mixed joint universality of Dirichlet L - functions and Hurwitz type zeta - functions

is studied.

Let s = σ + it be a complex variable, χ(m) be a Dirichlet character, α, 0 < α ≤ 1, be a �xed

parameter, and let a = {am : m ∈ N0 = N ∪ {0}} be a periodic sequence of complex numbers. Then

the Dirichlet L - function L(s, χ), the Hurwitz zeta-function ζ(s, α) and the periodic Hurwitz zeta -

function ζ(s, α, a) are de�ned, for σ > 1, by the series

L(s, χ) =

∞∑
m=1

χ(m)

ms
,

ζ(s, α) =

∞∑
m=0

1

(m+ α)s
,

and

ζ(s, α, a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

,

and can be analytically continued to the whole complex plane, except for a possible simple pole at

the point s = 1. Moreover, the function L(s, χ) has, for σ > 1, the Euler product over primes.

We consider the simultaneous approximation of a a collection of analytic functions on compact

subsets of the strip D = {s ∈ C : 1
2 < σ < 1} by shifts of the above functions. The following

universality result are obtained:

1. A mixed joint universality theorem for the collection of functions (L(s, χ1), . . . , L(s, χr1), ζ(s, α1)

, . . . , ζ(s, αr2)) with pairwise non-equivalent Dirichlet characters χ1, . . . , χr1 and algebraically

independent numbers α1, . . . , αr2 .

2. A mixed joint universality theorem for the collection of functions L(s, χ1), . . . , L(s, χd), ζ(s, α1;

a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) with pairwise non-equivalent Dirichlet

characters χ1, . . . , χr1 , algebraically independent numbers α1, . . . , αr2 and periodic sequences

a11, . . . , a1l1 , . . . , ar1, . . . , arlr satisfying a certain rank hypothesis.

LetH(D) be space of analytic functions onD equipped with the topology of uniform convergence

on compacta.

3. Universality theorem for composite functions F (L(s, χ1), . . . , L(s, χr1), ζ(s, α1) , . . . , ζ(s, αr2))

with some operator F : Hr1+r2(D)→ H(D).

4. Universality theorem for composite functions F (L(s, χ1), . . . , L(s, χd), ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1;

a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr )) with some operator F : Hd+r(D)→ H(D).
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