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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas yra Rymano ir Hurvico dzeta funkci-
jos. Moksliné problema - siy funkcijy universalumas.

Rymano dzeta funkcja ((s), s = o + it, pusplokStumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute
— 1
C(s) = Z me
m=1

ir analiziskai pratesiama | visa kompleksine plokStuma, iSskyrus paprastaji poliy taske s = 1 su
reziduumu 1. Tegul o, 0 < a < 1, yra fiksuotas skaic¢ius. Hurvico dzeta funkcija su parametru «
pusplokstumeéje o > 1 taip pat yra apibréziama Dirichlé eilute

> 1
0= 2 Gvay

0

ir yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine ploksStuma, iSskyrus taska s = 1, kuris yra paprastasis
polius su reziduumu 1. IS 8iy apibrézimy matome, kad

C(s,1) = C(s) (1)

(sg) == e ©)

Taigi, Hurvico dzeta funkcija yra Rymano dzeta funkcijos apibendrinimas.

Nors funkciju ¢(s) ir {(s,a) apibrézimai yra panasus, tadiau jos yra gana skirtingi analiziniai
objektai. Vienas svarbiausiy skirtumy yra tas, kad funkcija ((s) srityje o > 1 yra uzrasoma Oilerio
sandauga

-T2

p

pagal pirminius skaic¢ius p, o funkcija (s, @), isskyrus (1) ir (2) atvejus, tokios sandaugos neturi. Sis
skirtumas turi didele jtaka funkciju ((s) ir (s, @) analizinéms savybéms.

18 a. viduryje funkcija ((s) jau doméjosi L. Oileris, taciau jis laikeé, kad s yra realusis kintamasis.
19 a. antrojoje puséje B. Rymanas pastebéjo, kad funkcija ((s) su kompleksiniu kintamuoju gali buti
taikoma pirminiy skaiciy pasiskirstymui aibéje N tirti. Jis pasiulé originaly buda funkcijos

m(z) = Zl

p<z

asimptotinei formulei, kai x — oo, gauti, taciau iki galo problemos neiSsprendé. Funkcija 7 (x)
nagrinéjo daugelis to meto zZymiy matematiky, jai nemazai démesio skyré net matematikos "tévas'
K. Gausas, tac¢iau buvo apsiribojama empiriniais skaic¢iavimais. Tikslia funkcijos 7(z) augimo eile,
kai x — oo, pavyko nustatyti P. CebySevui. Jis grieztai jrodé, kad 7(x), kai  — oo, elgiasi mazdaug
kaip z/log . Taciau pilnai pirminiy skaic¢iy pasiskirstymo problema, remdamiesi B. Rymano idéjomis,
nepriklausomai vienas nuo kito 1896 m. issprendé S. de la Valé Pusenas ir Z. Adamaras. Remdamiesi
funkcijos ((s) savybeémis, jie jrodé, jog

w(z):/ W14 o1)), @ oo (3)



Funkcija ¢(s,a) 1882 m. apibrézé A. Hurvicas. Ji néra tiesiogiai taikoma pirminiams skai¢iams
tirti, taciau atlieka svarby vaidmenj Dirichlé L funkcijy teorijoje, kurios yra naudojamos nagrinéjant
pirminiy skaic¢iy pasiskirstyma aritmetinése progresijose. Funkcija ((s, ) yra sutinkama ir algebringje
skaiiy teorijoje. Didele jtaka funkcijos ((s,a) analizinéms savybéms turi parametro « aritmetiné
prigimtis.

Apskritai, funkcijos ((s) ir {(s, @) yra gana jdomus ir svarbus matematiniai objektai, jie naudojami
sprendziant jvairius ne tik matematikos, bet ir kity gamtos moksly, pavyzdziui, fizikos, uzdavinius.

Dabar keletas zodziy apie universaluma. Matematikoje universalumas suprantamas panasiai kaip ir
kasdieniniame gyvenime. Turima galvoje, kad kuris nors vienas objektas turi jtaka placiai kity objekty
klasei. Analizéje §i jtaka daznai pasireiskia jvairiy tipy aproksimacija. Negrieztai kalbant, pavyzdziai,
funkcijos ((s) universalumas reiskia, kad placios klasés analizinés funkcijos norimu tikslumu gali buti
aproksimuojamos postumiais (s + i7), kai 7 perbéga kuria nors realiyju skai¢iy aibe. Jei 7 gali jgyti
bet kurias realigsias reikSmes, tai turime tolydyji universaluma, o kai 7 perbéga kuria nors diskreciaja
aibe, tarkime, aibe {kh : k € Ny} su fiksuotu h > 0, tai universalumas yra vadinamas diskre¢iuoju.

Tikslas ir uzdaviniai. Disertacijos tikslas yra funkciju ((s) ir {(s,a) diskre¢iojo universalumo
tyrimas. Uzdaviniai yra Sie:

1. Irodyti diskreciagsias universalumo teoremas Rymano dzeta funkcijos sudétinéms funkcijoms.
2. Irodyti diskreciasias universalumo teoremas Hurvico dzeta funkcijos sudétinéms funkcijoms.
3. Gauti nuliy skai¢iaus jvercius kai kurioms funkciju ¢(s) ir {(s, @) sudétinéms funkcijoms.

4. Jrodyti diskrecigja universalumo teorema naujai Hurvico dzeta funkcijy klasei.

Aktualumas. Dzeta funkcijy universalumas yra jdomus ir svarbus matematikos reiskinys. Dzeta
funkcijy universalumo teoremos turi visg eile teoriniy ir praktiniy taikymy. Universalumo teoremos
yra naudojamos jrodinéjant jvairius aibiy tirstumo rezultatus ir funkcinio nepriklausomumo tipo teo-
remas, i$ jy galima gauti informacija apie kai kuriy funkcijy, susijusiy su dzeta funkcijomis, nuliy
skaiciy, pagaliau, universalumas glaudziai siejasi su saviaproksimacija ir tuo paciu su Rymano tipo
hipotezémis. Praktiniai universalumo taikymai, zinoma, apima sudétingu analiziniy funkcijy aproksi-
mavimo problemas. Be to, praktiniuose taikymuose diskretusis universalumas yra patogesnis uz toly-
dujji universaluma, tai, pavyzdziui, matoma [2] straipsnyje. IS kitos pusés, diskre¢iajam universalumui
yra skirta gerokai maziau darby negu tolydziajam. Sios spragos tarp dzeta funkcijy dikrediojo ir
tolydziojo universalumo uzpildymui disertacijoje yra nagrinéjamos dzeta funkcijy diskretusis univer-
salumas. Jis yra zinomy autoriy B. Bagéio, R. Garunkscio, S. Goneko, A. Laurin¢iko, K. Matsumoto,
A. Reicho, J. Staudingo tyrimy tesinys.

Metodai. Diskreciyjy universalumo teoremy jrodymui yra taikomas tikimybinis metodas, pa-
gristas ribinémis teoremomis apie silpnai konverguojnacius tikimybinius matus analiziniy funkcijy
erdvéje. Sis metodas yra derinamas su tolydziyjy operatoriy teorija bei Mergeliano teorema apie
analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais.

Naujumas. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Diskreéiosios universalumo teoremos Rymano
ir Hurvico dzeta funkcijy sudétinéms funkcijoms niekda nebuvo nagrinétos. Sios teoremos pirmakart
yra taikomos nuliy pasiskirstymo charakterizavimui. Diskrecioji universalumo teorema Hurvico dzeta
funkcijai yra gauta naujai parametry klasei.

Problemos istorija ir rezultatai. Pirmajj universalumo rezultata analizéje gavo M. Fekete. Jis
irodé, jog egzistuoja tokia realioji laipsniné eiluté

oo
E amx™,
m=1

kad kiekviena tolydziaja funkcija g(x), « € [-1,1], g(0) = 0, atitinka tokia didéjanti seka {m;} C N,
kad daliné suma

m=1



kai k — oo, tolygiai intervale [—1, 1] konverguoja i g(x).

Idomia universalumo teoremsa sveikosioms funkcijoms 1929 m. jrodé G. Birkhofas. Jo teorema
tvirtina, kad egzistuoja tokia sveikoji funkcija f(s), kad kiekviena sveikaja funkcija g(s) atitinka tokia
kompleksiniy skaiciy seka {a, : n € N}, jog tolygiai kompleksinés plokstumos kompaktinése aibése

lim (s + an) = g(s).

n—oo

Véliau buvo atrasta visa eilé universaliy analiziniy objekty, tac¢iau ju isreikstinis pavidalas nebuvo
zinomas, buvo jrodomas tik juy egzistavimas. Tik 1975 m. S. Voroninas surado pirmajj jvardintg
analizinj objekta, ir §is objektas buvo garsioji Rymano dzeta funkcija {(s). Pradinis Voronino teoremos
formulavimas turi tokj pavidala.

A teorema. Tarkime, kad 0 < r < i. Tegul f(s) yra tolydi, nevirstanti nuliv skritulyje |s| < r
funkcija, kuri yra analiziné to skritulio viduje. Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks realusis skaicius
T=1(¢), kad

max < €.

s|<r

C<s+i+i7) — f(s)

A teorema rodo, kad funkcijos ((s) reikimiy aibé yra labai turtinga. Sig funkcijos ¢(s) savybe dar
1911 m. pastebéjo H. Boras. Jis jrodé, kad funkcija ((s) su kiekvienu & > 0 juostoje {s € C: 1< o <
1 + ¢} kiekvieng nenuline reikSme jgyja be galo daug karty. Dar jdomesnis ir svarbesnis yra H. Boro
ir R. Kuranto rezultatas [3], tvirtinantis, jog su kiekvienu o, 3 < o < 1, aibé {{(s +it) : t € R}
yra visur tirsta erdvéje C. Kadangi analiziniy funkcijy erdvé yra begaliniamaté, tai A teorema yra
Boro-Kuranto teoremos begaliniamatis apibendrinimas.

A teorema yra vienas i$ giliausiy funkcijos ((s) teorijos rezultaty. Todél nenuostabu, kad ji buvo
greitai pastebéta ir patikslinta. Pirma, skritulys |s|] < r buvo pakeistas kompaktinémis aibémis,
antra, buvo gauta, jog postumiuy ((s + i7), 7 € R, aproksimuojan¢iy duota analizine funkcija, aibé
yra begaliné. Paskutiniajam Voronino teoremos variantui formuluoti reikalingi papildomi zymenys.
Tegul D ={s e C: % < o < 1}. Simboliu K Zymime juostos D kompaktiniy aibiy, turinéiy junguji
papildinj, klase, o simboliu Hy(K), K € K, Zymime tolydZiy, nevirstanc¢iy nuliu aibé¢je K ir analiziniy
aibés K viduje funkcijy klase. Be to measA yra macios aibés A C R Lebego matas. Tuomet [7]
monografijoje randame tokia A teoremos versija

B teorema. Tegul K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su kiekvienu € > 0,

liminf%meas {’7’ € 10,7 : sup [C(s+ i) — f(s)] < E} > 0.

T—o00 seK

B teorema tvirtina, kad postumiy ((s + i7), aproksimuojanciy e tikslumu funkcija f(s), aibé turi
teigiama apatinj tankj, todél ji yra begaliné.

A ir B teoremos yra tolydaus tipo universalumo teoremos. Diskretusis B teoremos analogas yra
tokia teorema.

C teorema. Tegul K € K ir f(s) € Hyo(K), o h > 0 yra bet koks fiksuotas skaicius. Tuomet su
kiekvienu € > 0,

1
- Cch< N i .
1}\rfri>1£10fN+1#{0kN §g£|<(8+zkh) f(s)<5}>0

Cia #A 7zymi aibés A elementy skai¢iy.
C teorema, su Siek tiek skirtingais reikalavimais aibei K savo disertacijoje [1] jrodé B. Bag¢is.

Nesunku matyti, kad kai kurios sudétinés funkcijos F({(s)) taip pat turi universalumo savybe.
Pateiksime pora pavyzdziy. Simboliu H(K), K € K, zymime tolydziy aibéje K ir analiziniy jos



viduje funkeijy klase. Tuomet tiesioginis Kosi integralinés formulés taikymas duoda iSvestinés ¢’(s)
universaluma su f(s) € H(K). AnalogiSskas tvirtinimas yra teisingas ir funkcijai log {(s), kuri juostoje
D yra apibréziama tolydaus kitimo pagalba i§ tasko log((2) € R isilgai lauzéiy, jungianciy taskus
[2,2 + it] ir [2 + it,0 + it], jei kitimo trajektorija neina per galimus nulius ir poliy taske s = 1.
Priesingu atveju naudojame formule

log ((o +it) = 51320 log ¢(o +i(t + ¢€)).

Tarp kitko, A teoremos jrodymui yra naudojamas funkcijos log {(s) universalumas.

Sie pavyzdziai rodo, kad egzistuoja problema aprasyti tokiy operatoriy F klases, su kuriais funkcija
F(¢(s)) islieka universali. TolydZiuoju atveju tai buvo parodyta [11] ir [12] straipsniuose. Tegul H(G)
yra analiziniy srityje G funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija, o
S ={ge H(D) : g(s) # 0arba g(s) = 0}. Pateikiame vieng pavyzdj is [11].

D teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad aibé (F~*G)( S
yra netuscia su kiekviena atvirgja atbe G C H(D). Tequl K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu
e>0

1
liminfmeas{T €10, T) :sup |F({(s +1i1)) — f(s)| < 5} > 0.
T—o0 T seK

Disertacijos 1 skyriuje yra gauti diskretieji D teoremos analogai ir kitos panasaus tipo teoremos.

1.1 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad sankirta
(F71G)YNS yra netuséia su kiekviena atvirgja aibe G C H(D). Tequl K € K ir f(s) € H(K).
Tuomet su visais € > 0 ir h >0

1
lim inf #{ng’SN:supF(((s+ikh))—f(s)|<5}>0.
N—00 ]. secK

1.1 teorema yra teorinio pobiidZio, nes sunku patikrinti jos salyga, kad (F~'G)S # @ su
kiekviena atviraja aibe G C H(D). Si salyga gali buti pakeista stipresne, bet paprastesne.

1.2 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad sankirta
(F~YpY) NS yra netuscia su kiekvienu polinomu p = p(s). Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet
yra teisingas 1.1 teoremos tvirtinimas.

Salyga (F~Y{p}) S # O siejasi su pirmavaizdzio F~{p} nevirtimu nuliu su kiekvienu polinomu
p = p(s). Aisku, kad jei polinomo laisvojo nario modulis yra pakankamai didelis, tai tas polinomas
neturi Sakny apréztoje srityje. Si pastaba supaprastina 1.2 teorema

Tegul V yra bet koks teigiamas skaicius,
1
Dv:{sGC:2<J<1, |t|<V}
ir
Sy ={g € H(Dy : g(s) # 0arba g(s) = 0)}.

Tuomet turime tokia teorema.

1.3 teorema. Tegul K € K ir f(s) € H(K), o V yra toks skaicius, kad K C Dy. Tarkime, kad
F : H(Dy) — H(Dy) yra toks tolydusis operatorius, kad sankirta (F~{p})( Sy yra netuséia su
kiekvienu polinomu p = p(s). Tuomet yra teisingas 1.1 teoremos tvirtinimas.

Nesunku pateikti operatoriaus 1.3 teoremoje pavyzdj. Tegul operatorius F' : H(Dy) — H(Dy)
yra apibréziamas formule

F(g) = clg/ +...+ crg(r), g € H(Dv), Cly.-.,Cr € C\{O}»



¢ia g(k) yra funkcijos g k eilés iSvestiné. IS Kosi integralinés formulés iSplaukia operatoriaus F tolydu-
mas. Be to, lengva patikrinti, kad kiekviena polinomg p = p(s) atitinka toks kitas polinomas ¢ = ¢(s),
priklausantis pirmavaizdziui F~1{p}, ir ¢(s) # 0 sta¢iakampyje Dy . Todél pagal 1.3 teorems funkcija

e l'(s) 4 ...+ e lM(s)

yra universali 1.1 teoremos prasme.

Disertacijos 1 skyriuje yra nagrinéjama dar viena operatoriu F' : H(D) — H(D) klasé. Tegul
ay,...,a. € Cir

HFﬂll,m,ar(D) = {g € H(D) : (g(s) - a’j)_l € H(D)a J=1.. .,7"} U{F(O)}

1.4 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad F(S) D
Hpg,,..0n (D). Atveju r = 1, tegul K € K, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi a; aibéje K bei
analiziné aibés K viduje. Atveju r > 2 tegul K yra bet kokia kompaktiné juostos D aibé, o funkcija
f(s) € Hp.a,,....a, (D). Tuomet yra teisingas 1.1 teoremos tvirtinimas.

I§ 1.4 teoremos igplaukia funkciju ¢V (s), N € N ir sin(¢(s)), cos(¢(s)), sinh(¢{(s)), cosh({(s))
diskretusis universalumas.

Pastebime, kad 1.1-1.4 teoremos yra atitinkamai diskretieji tolydziyju Rymano dzeta funkcijos
universalumo teoremy, gauty [11] ir [12] darbuose, analogai. 1.1-1.4 teoremos buvo jrodytos autorés
[19] darbe su salyga, kad su visais k € Z ~\ {0} skaicius exp {%} yra iracionalus. Disertacijoje Sio
reikalavimo atsisakoma, 1.1-1.4 teoremos galioja visiems h > 0.

1.1-1.4 teoremy jrodymai remiasi tikimybinémis ribinémis teoremomis apie tikimybiniy maty ana-
liziniy funkcijy erdvéje silpnajj konvergavima, naudoja C teorema ir Mergeliano teorema.
Po istorinio S. Voronino darbo [20] buvo pastebéta, kad universalumo savybe turi ne tik funkeijos

¢(s), bet ir kitos dzeta ir L funkcijos. Pats S. Voroninas jrodé visy Dirichlé L funkciju L(s, x), kurios
pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziamos Dirichlé eilute

L(&X) = Z X(m)a

m S

m=1

universaluma. Cia x yra Dirichlé charakteris, o funkcijos L(s, x) yra meromorfiskai pratesiamos i visa
kompleksing plokstuma. Universalios yra paraboliniy Hekes eigen formy F' svorio £ dzeta funkcijos
¢(s, F) [17]. Tai yra sveikosios funkcijos, pusplok$tumeéje o > ”‘T'H apibréziamos eilutémis

o ¢(m) yra formy F Furjé koeficientai. Universalios yra ir baigtiniy Abelio grupiu dzeta funkcijos [9].
Sie trys pavyzdziai yra i§ dzeta funkcijy, turin¢iy Oilerio sandaugg pagal pirminius skai¢ius, klases.

Kita klas¢ universaliy dzeta funkciju sudaro funkcijos be Oilerio sandaugos. PaprascCiausias tos
klasés elementas yra jau minéta Hurvico dzeta funkcija (s, a). Jos apibendrinimas yra Lercho dzeta
funkcija



¢ia a = {a;, : m € Ng = N{J{0}} yra periodiné kompleksiniy skaiCiy seka, o parametras « toks pat,
kaip ir funkciju (s, ) ir L(A, «, s) atveju.

Primename, kad skai¢ius « yra vadinamas transcendenciuoju, jei jis néra jokio polinomo p(s) # 0
su racionaliaisiais koeficientais Saknis. Tolydyji Hurvico dzeta funkcijos universaluma apraso tokia
teorema.

E teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, % Tequl K € K

ir f(s) € H(K). Tada su kiekvienu € > 0

liminf;meas{T €[0,T] : sup |[¢(s +iT,a) — f(s)| < 5} > 0.

T—o00 seK

E teorema, su racionaliuoju parametru « nepriklausomai vienas nuo kito skirtingais metodais jrodé
S. Voroninas [21], S. Gonekas [6] ir B. Bagg¢is [1]. Transcendenéiojo parametro « atvejis yra iSnagrinétas
[15] monografijoje. Funkcijos ((s,«) su algebriniu iracionaliuoju parametru « universalumas iki Siol
lieka atvira problema. Primename, kad skaiCius « yra vadinamas algebriniu, jei jis yra kurio nors
polinomo p(s) # 0 su racionaliaisiais keoficientais Saknis. Aisku, kad visi racionalieji skaifiai yra
algebriniai, o skai¢ius v/3 yra algebrinis iracionalusis skai¢ius.

Racionalaus parametro a atveju o = 1 ir a = % E teoremoje yra nenagrinéjami, kadangi galioja
(1) ir (2) lygybes. Ir siais atvejais funkcija ((s, «) iSlieka universali, tac¢iau aproksimuojamos funkcijos
turi priklausyti klasei Ho(K), K € K.

Yra zinomas ir diskretusis E teoremos variantas. Teisinga tokia teorema.

F teorema. Tarkime, kad parametras «, aibé K ir funkcija f(s) yra kaip teoremoje E. Racionalaus
parametro a atveju, tegul h > 0 yra bet koks skaicius, o transcendenciojo o atveju, tegul h > 0 yra
toks, kad skaicius exp {27”} yra racionalus. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf #{ng’SN:sup|§(s+ik’h,a)—f(s)|<€}>0.
N —o00 1 seK

F teorema su racionaliuoju « ir Siek tiek skiringais reikalavimais aibei K buvo gauta [1] di-
sertacijoje, taciau tuos reikalavimus galima susilpninti Mergeliano teoremos pagalba. Transcendenciojo
parametro « atvejis iSplaukia i$ bendresneés teoremos [16], jrodytos periodinei Hurvico dzeta funkcijai.

E teorema [13] straipsnyje buvo apibendrinta sudétinéms funkcijoms F'(((s,«)) kai kurioms ope-
ratoriy F': H(D) — H(D) klaséms. Pateikiame viena pavyzdj is [13].

G teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad aibé
(F~Yp}) N H(D) yra netuscia su kiekvienu polinomu p = p(s). Tegul parametras o, aibé K ir funkcija
f(s) tenkina E teoremos sqglygas. Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

1
liminfmeas{r € 10,7 : sup |[F(¢{(s +iT, ) — f(s)| < 5} > 0.
T—o0 T scK

Disertacijos 2 skyriuje yra gauti [13] darbo teoremy diskretieji analogai. Pakankamai placiai
operatoriy F klasei sudétinés funkcijos F({(s,«)) universalumas gali buti gaunamas tiesiogiai i F
teoremos. Sakoma, kad operatorius F' priklauso klasei Lip(8), 8 > 0, jei galioja tokios salygos:

1° kiekviena polinoma p = p(s) atitinka elementas g € F~{p} C H(D);
2° kiekvieng aibe K € I atitinka tokia teigiama konstanta c ir aibé Ky € IC, kad

sup |F(g1(s)) — F(g2(5))| < ¢ sup |g1(s) — g2(s)|”
seK seK,

su visomis funkcijomis g1, g2 € H(D).
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Pirmoji 2 skyriaus teorema turi tokj pavidala.

2.1 teorema. Tarkime, kad skaiciai o ir h, aibé K ir funkcija f(s) tenkina F teoremos sqlygas,
o F € Lip(B). Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf
N—oo

L 1#{0§ kE < N :sup|F({(s+ ikh,a)) — f(s)| < 6} > 0.
seK

Naudojant Kosi integraling formule, lengva matyti, kad operatorius F(g) = ¢’ priklauso klasei
Lip(1). Taigi, 2.1 teoremos tvirtinimas yra teisingas funkcijai ¢’(s, ).

Dabar formuluojame diskreciasias universalumo teoremas funkcijai F({(s,a)), kai operatorius F'
priklauso kitoms klaséms.

2.2 teorema. Tarkime, kad skaiciai o ir h, aibé K ir funkcija f(s) tenkina F teoremos sqlygas.
Tegqul F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad aibé F~*G yra netuscia su kickviena
atvirgja aibe G C H(D). Tuomet yra teisingas 2.1 teoremos tvirtinimas.

2.2 teoremos reikalavimai operatoriui F' gali buti pakeisti stipresniais, bet paprastesniais reikala-
vimais.

2.3 teorema. Tarkime, kad F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad aibé F~1{p}
yra netuscia su kiekviena polinomu p = p(s). Tuomet su o, h, K ir f(s), tenkinanciais F teoremos
salygas, yra teisingas 2.1 teoremos tvirtinimas.

Tarkime, kad su g € H(D)
Flg)=cgd +...+c9™, 1, e € T {0}

Tuomet kiekvienam polinomui p = p(s) galima rasti kita tokj polinoma ¢ = ¢(s), kad ¢ € F~1{p}.
Taigi, i$ 2.3 teoremos turime, kad funkcija

el (s,0) + -4 e, (s,a)

yra universali 2.1 teoremos prasme su racionaliuoju a # 1, % (8iuo atveju h > 0 yra bet koks skaicius)
ir transcendenciuoju « ($iuo atveju exp {Qf} turi buti racionalusis skaicius).

Kitoje 2 skyriaus teoremoje postumiais F({(s + ikh,«)) yra aproksimuojamos funkcijos i$ aibes
H(D) poaibiy. Tegul ay,...,a, € Cir Hy, o (D) = {g € H(D) : (9(s) —a;)~t € H(D), j =
1,...,r}

2.4 teorema. Tarkime, kad skaiciai o ir h tenkina F teoremos sglygas, o F : H(D) — H(D) yra
toks tolydusis operatorius, kad F(H(D)) D Hg,,... 4, (D). Atveju r =1, teqgul K € KC, o tolydi funkcija
f(s) # a1 aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Atveju r > 2, tequl K C D yra bet koks kompaktinis
poaibis,o f(s) € Hy, . . o, (D). Tuomet yra teisingas 2.1 teoremos tvirtinimas.

Pavyzdziui, kai r = 1 ir a = 0, gauname funkcijos (" (s, ), n € N universaluma. Kai r = 2 ir
a1 = —1, ay = 1, turime funkcijy sin(¢(s, ), cos(¢(s, «)), sinh(¢(s, a)), cosh({(s, @)) universaluma.

Paskutinioji 2 skyriaus teorema rodo, kad funkcijos i$ aibés F/(H (D)) visada yra aproksimuojamos
diskreciaisiais funkcijos F({(s, «)) postumiais.

2.5 teorema. Tarkime, kad skaiciai o ir h tenkina F teoremos sqlygas, o F' : H(D) — H(D) yra
bet koks tolydusis operatorius. Tegul K C D yra kompaktiné aibé, o f(s) € F(H(D)). Tuomet yra
teisingas 2.1 teoremos tvirtinimas.

Disertacijos 3 skyriuje yra trumpai palie¢iamas funkciju ((s) ir {(s, «) nuliy pasiskirstymo klausi-
mas.

Gerai zinoma, kad dzeta ir L funkcijy nuliy pasiskirstymas yra centriné analizinés skai¢iy teorijos
problema, o rezultatai apie ty funkcijy nuliy issidéstyma yra naudojami sprendziant kitus svarbius ir
sudétingus uzdavinius. Pavyzdziui, netrivialiyjy Rymano dzeta funkcijos nuliy iSsidéstymas tiesiogiai
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susijes su pirminiy skaic¢iy pasiskirstymu. Primename, kad nuliai s = —2m, m € N, yra vadinami
funkcijos ((s) trivialiaisiais nuliais, o ju egzistavimas isplaukia i$ funkcinés lygties

70 (5) ¢ =T (1 3 3) C(1—s),

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Trivialieji nuliai néra svarbus. Tacdiau yra zinoma, kad funkcija
¢(s) turi be galo daug netrivialiyju nuliy, kurie yra issidéste kritinéje juostoje {s € C: 0 < o < 1}.
Garsioji Rymano hypotezé (RH) tvirtina, kad visi netrivialieji funkcijos ¢(s) nuliai guli kritinéje tieséje
o= %, arba, kad ((s) # 0 pusplokStuméje o > %

(3) asimptotinés lygybeés jrodymui pakanka zinoti, kad ((s) # 0 tieséje o = 1. Yra Zinoma, kad
jvertis

x

du
2

su kiekvienu € > 0 yra teisingas tada ir tik tada, kai {(s) nevirsta nuliu srityje o > k. Atskiru atveju,
RH yra ekvivalenti [5] jver¢iui

x

ﬂ'(x):/ du + O(y/zlogz).

log u

Geriausias zinomas rezultatas apie funkcijos ((s) nuliy iSsidéstyma tvirtina, kad {(s) # 0 srityje

o>1— ¢ [t >t > 0,
(log [t])3 (log log [¢[)®

o ¢ > 0 yra absoliuti konstanta. A. Selbergas pirmasis jrodé, kad be galo daug netrivialiyjy funkcijos
¢(s) nuliy guli kritinéje ties¢je. Siuo metu yra zinoma, kad bent 41% netrivialiujy ¢(s) nuliy tankio
prasme yra iSsidéste tieséje o = % Kompiuteriniai skai¢iavimai taip pat remia RH.

Be jau minéto RH funkcijos 7(z) terminais yra zinomi ir kiti ekvivalentai. Vienas i$ ju yra formu-
luojamas saviaproksimavimo terminais ir todél yra susijes su funkcijos ((s) universalumu. B. Bagdéis
irodeé [1], kad RH yra ekvivalenti tvirtinimui, kad su kiekvienu ¢ > 0 ir kiekviena kompaktine aibe
KcD

lim inf %meas {T €10,T] : sup |¢(s +iT) — ((s)] < 6} > 0.

T—o0 seK

S. Voroninas pirmasis pastebéjo, kad dzeta funkcijy universalumas gali buti taikomas ty funkciju
nuliy skai¢iaus jver¢iams gauti. Jis [21] jrodé tokj tvirtinima.

H teorema. Tegul a,b € N, 1 < a < b, b # 2 ir (a,b) = 1. Tuomet bet kuriuos 01,09,
% < 01 < 09 < 1, atitinka tokia konstanta ¢ = c(a,b,01,02) > 0, kad pakankamai dideliems T
funkcija ¢ (57 %) turi daugiau negu cT' nuliy, gulinciy staciakampyje

{s€eC:01<0<o09, 0<t<T}.

H teoremos apibendrinimas jvairiy dzeta ir L funkciju tiesinéms kombinacijoms buvo gautas [§]
ir [18] darbuose. H teoremos analogas paraboliniy Hekes eigen formy dzeta funkeijy iSvestinei buvo
gautas [10] darbe. Funkcijos ((s) sudétiniy funkcijy nuliy skaiciaus jveréiai buvo nagrinéjami [14]
straipsnyje.

Disertacijos 3 skyriuje yra pateikiami diskretieji anksciau minéty rezultaty apie nuliy skaiciaus
ivercius variantai.
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3.1 teorema. Tarkime, kad operatorius F tenkina kurios nors is 1.1-1.8 teoremy sqglygas. Tuomet
bet kuriuos o1, 02, % < 01 < 09 < 1, atitinka tokia konstanta ¢ = c¢(o1,09,h, F) > 0, kad pakankamai
dideliems N funkcija F({(s + ikh)) su daugiau negu cN sveikyjy skaiciy k, 0 < k < N, turi nulj
skritulyje

=T @)

02 — 01

2

|s — o] <

Dabar aptarsime Hurvico dzeta funkcijos (s, a) nuliy pasiskirstyma, kuris priklauso nuo parametro
« aritmetinés prigimties. H. Davenportas ir H. Helbronas pastebéjo, kad funkeija (s, «), skirtingai
nuo funkcijos {(s), su transcendenéiuoju arba racionaliuoju parametru o # 1, %, turi nulius srityje
o > 1. J. Kaselsas §i rezultata iSplete [4] algebriniam iracionaliajam a. H teorema rodo, kad funkcija
((s,a) su racionaliuoju a # 1,1 turi nulius juostoje {s € C : £ < ¢ < 1}. PanaSus tvirtinimas
galioja [15] ir transcendenéiojo parametro o atveju. Sie rezultatai buvo i$plésti sudétinéms funkcijoms

F({(s,)) kai kuriems erdvés H (D) operatoriams F'.

Disertacijos 3 skyriuje yra gauta informacija apie funkcijos ((s + ikh,a) bei sudétiniu funkciju
F(¢(s + ikh, @)) nulius kai kurioms operatoriy F' klaséms.

3.3 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, % Racionalaus
a atveju, tegul h > 0 yra bet koks fiksuotas skaicius, o transcendenciojo o atveju , tequl h > 0 yra
toks, kad skaicius exp {27”} yra racionalus. Tada bet kurivos 01,09, % < 01 < 09 < 1, atitinka tokia
konstanta ¢ = ¢(o1,02,a,h) > 0, kad pakankamai dideliems N funkcija ((s + ikh, ) su daugiau negu
cN sveikyjy skaiciy k, 0 < k < N, turi nulj (4) skritulyje.

Kita 3 skyriaus teorema yra 3.3 teoremos analogas sudétinei funkcijai F'({(s, a)).

3.4 teorema. Tarkime, kad skaiciai o ir h tenkina 3.3 teoremos sglygas, o F': H(D) — H(D)
yra toks tolydusis operatorius, kad aibé F~*G yra netuscia su kiekviena atvirgja aibe G C H(D), arba
kad s —a € F(H(D)) su visais a € (%, 1). Tada bet kuriuos o1, 09, % < 01 < o < 1, atitinka tokia
konstanta ¢ = ¢(o1, 09, a, h, F') > 0, kad pakankamai dideliems N funkcija F(((s+ikh,a)) su daugiau
negu cN sveikyjy skaiciy k, 0 < k < N, turi nulj (4) skritulyje.

Tegul operatorius F : H(D) — H(D) yra duotas formule

F(g) = g9, g € H(D).
Tuomet nesunku matyti, kad s —a € F(H (D)) su visais a € (3,1).
Tegul Hy, .. 4, (D) yra ta pati aibé kaip ir 2.4 teoremoje.

3.5 teorema. Tarkime, kad skaiciai o ir h tenkina 3.3 teoremos sglygas, o F' : H(D) — H(D)
yra toks tolydusis operatorius, kad F(H(D)) D Hy,....a,(D) suRea; & (—3,%), j=1,...,r. Tuomet
teisingas 3.4 teoremos tvirtinimas.

Pavyzdziui, 3.5 teoremoje galime imti F'(g) = sing arba F(g) = cosg, g € H(D).
Disertacijos paskutinysis, 4 skyrius, yra skirtas F' ir 2.3 teoremy isplétimui.
Kaip jprasta, tegul Q yra visy racionaliyjy skaiciy kunas, o Qf yra teigiamy, nelygiy vienetui

racionaliyjy skai¢iy aibé. Elementams ¢ € Q] apibréziame aibe

L(a, q) = {(log(m + «) : m € Ny, logq)}

4.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(a, q) su visais q € (@f yra tiesiskai nepriklausoma virs kuno Q.
Tegul K € K ir f(s) € H(K). Tuomet su visais h > 0, kuriems exp { 2L } yra racionalusis skaicius, ir
visais € > 0

#{OS k <N :sup|((s+ikh,a) — f(s)| <€} > 0.

lim inf
N—o00 seK

+1
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Pastebime, kad jei « yra transcendentusis skaicius, tuomet aibé L(«, q) yra tiesiSkai nepriklausoma
virs Q. IS kitos pusés, jei o yra algebrinis iracionalusis skai¢ius, yra zinoma [4], kad bent 51% aibés

L(a) = {(log(m + «) : m € Ny}

elementy tankio prasme yra tiesiskai nepriklausomi virs Q. Todél yra tikétina, kad kuriems nors
algebriniams iracionaliems « aibé L(a,q), q € Qf, gali buti tiesiskai nepriklausoma virs Q. Taciau
kol kas algebriniy iracionaliyju « pavyzdZiai su tiesiSkai nepriklausomomis vir§ Q aibémis L(a) ir
L(a, ¢) néra zinomi.

4.1 teorema gali buti apibendrinta sudétinéms funkcijoms F({(s,«)) su kai kuriais operatoriais
F: H(D) — H(D). Disertacijoje yra pateikiamas vienas 2.3 teoremos apibendrinimas.

4.2 teorema. Tarkime, kad aibé L(c,q) su visais q € Qf yra tiesiskai nepriklausoma virs kuno
Q, o F : H(D) — H(D) yra toks tolydusis operatorius, kad pirmavaizdis F~*{p} néra tuicéia aibé
su kiekvienu polinomu p = p(s). Tegul K € K, o f(s) € H(D). Tuomet su visais h > 0, kuriems
exp {2%} yra racionalusis skaicius, ir visais € > 0

lim inf
N—oo

! 1#{0§k’§N:sup|F(§(s+ikh,a))—f(s)| <E} > 0.

seK

Visy universalumo teoremy, gauty disertacijoje, irodymai remiasi tikimybinémis ribinémis teore-
momis apie silpnajj tikimybiniy maty konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje H(D).
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Isvados

Disertacijoje gauti tokie diskretaus tipo tvirtinimai:

1.

Su kai kuriais operatoriais ' : H(D) — H(D) (D ={s € C: 3 <o <1}, H(D) yra analiziniy
juostoje D funkcijy erdvé) sudétinéms funkcijoms F(¢(s)) ({(s) yra Rymano dzeta funkcija,
s = o + 1it) yra teisingos diskre¢iosios universalumo teoremos apie placios analiziniy funkciju
klasés aproksimavima postumiais F(((s + ikh)), k € Ng, h > 0 yra fiksuotas skaiius.

. Su kai kuriais operatoriais F : H(D) — H(D) sudétinéms funkcijoms F((s,a)) (¢(s,a) yra

Hurvico dzeta funkcija) yra teisingos diskre¢iosios universalumo teoremos apie pladios klasés
analiziniy funkcijuy klasés aproksimavimg postumiais F({(s 4 ikh, «)) kai kuriems parametry
a, 0 < a <1, tipams.

. Sudétines funkcijos F(((s + ikh)) ir F(((s + ikh,a)) su visais 01,02, & < 01 < 02 < 1, ir

pakankamai dideliais N turi nulj skritulyje

02 — 01
- 2

_01+02
2

su daugiau negu c¢N skaiciy k, 0 < k < N, o ¢ = (01,09, F,h,a) yra teigiama konstanta
(¢ = (01,02, F, h) Rymano dzeta funkcijos atveju).

. Egzistuoja diskreciosios universalumo teoremos Hurvico dzeta funkcijai ((s, @) su transcenden-

¢iuoju parametru « plétinys.
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SUMMARY

In the thesis, the problems related to the discrete universality of the Riemann and Hurwitz zeta-
functions ((s) and {(s,«), s = 0 +it, 0 < o < 1, which are defined, for ¢ > 1, by the series

< s 1
(=30 md o) =30 o

and by analytic continuation elsewhere, are considered. Let D = {s € C: § < o < 1}, H(D) be the
space of analytic functions on D equipped with the topology of uniform convergence on compacta, K
be the class of compact subsets of the strip D with connected complements, and let H(K), K € K,
be the class of continuous functions on K which are analytic in the interior of K.

In Chapter 1, universality theorems on the uniform approximation on compact sets K € I of
functions f(s) € H(K) by shifts F({(s + ikh)), where F : H(D) — H(D) are certain continuous
operators, h > 0 is a fixed number, and k£ runs non-negative integers, are obtained.

Chapter 2 is devoted to the discrete universality of composite functions F'({(s, «)) for some classes
of operators F : H(D) — H(D) and transcendental or rational # 1, % parameters o. Here analogues
of theorems of Chapter 1 are proved for the Hurwitz zeta-function.

Chapter 3 contains the results of applications of discrete universality theorems from Chapters 1
and 2 to zero distribution of composite functions F'({(s)) and F'({(s, «)). Roughly speaking, theorems
of Chapter 3 assert that the functions F({(s+ kh)) and F({(s+ kh, a)), for some classes of operators
F : H(D) — H(D), have zeros in the strip D for infinitely many k € Ny.

In Chapter 4, a discrete universality theorem for ((s,a) with « from a new class is obtained.
This class is characterized by the linear independence over the field of rational numbers of the set
{log(m + «) : m € Ny, log ¢} for all positive rational ¢ # 1, and generalizes the case of transcendental
parameters «.

For proving of universality theorems, the probabilistic approach based on limit theorems for weakly
convergent probability measures in the space of analytic functions is applied. Also, the Mergelyan
theorem on the approximation of analytic functions by polynomials plays an important role.
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