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Neneigiamy atsitiktiniy dydziy Laplaso transformacijos

Santrauka

Magistro baigiamajame darbe nagrinéjamos sunkiauodegiy skirstiniy Laplaso transformacijos,
aprasomi jy aproksimavimo metodai, praktinio panaudojimo galimybés. Nagrinéjimui pasirinkti
neneigiami atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal Veibulo, Pareto ir lognormalyjj skirstinius, daz-
nai sutinkamus finansuose ir draudimo matematikoje. Pasinaudojus apibrézimu jsitikinama, kad
sie skirstiniai yra sunkiauodegiai. Véliau isreiskiamos jy Laplaso transformacijos, kurios neturi pa-
prastos analizinés iSraiSkos, todél remiantis literatura detaliai aprasomi jy aproksimavimo metodai.
Pateikiami konkreciy skirstiniy Laplaso transformacijy pavyzdziai. Taip pat naudojantis Matlab
programa nubraizomi jy bei atvirkstiniy transformacijy grafikai, pademonstruojamas principas,
kaip praktiskai sukonstruoti kopulas, indukuotas sunkiauodegiy skirstiniy Laplaso transformacijy.

Raktiniai zodziai: Laplaso transformacijos, sunkiauodegiai skirstiniai, Veibulo skirtinys, Pareto
skirstinys, Lognormalusis skirstinys, Archimedo kopulos.



Laplace transforms on non-negative random variables

Abstract

In the final master’s thesis we investigate Laplace transforms of heavy-tailed distributions,
also describe their approximation methods and their practical application options. We chose to
investigate non-negative random variables that are Weibull, Pareto or lognormal distributed. These
distributions are very popular in finance and actuarial mathematics. Using definition we assure
that these distributions are heav-tailed. Laplace transforms, which do not have a simple analytical
expression, are then expressed, and their approximation methods are described in detail according
to the literature. Examples of specific Laplace transforms are given. Also, using Matlab program,
graphs of them and inverse Laplase transforms are drawn. The principle of constructing copulas,
induced by Laplace transforms of heavy-tailed distributions, was demonstrated.

Key words: Laplace transforms, heavy-tailed distributions, Weibull distribution, Pareto distribu-
tion, Lognormal distribution, Archimedean copulas.
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1 Ivadas

Momentus generuojancios funkcijos, Furjé, Laplaso transformacijos yra naudingos ir placiai
naudojamos jvairiose srityse. Siame magistro darbe démesj skirsime Laplaso transformacijoms,
kurios pavadintos prancuzy matematiko ir astronomo — Pierre-Simon Laplace (1749-1827) garbei.
Laplaso transformacijy atsiradimo istorija siekia XIX a. [32]. Leonhard Euler 1744 m. [12] tyré
integralus

z(a) = /e“xX(x)dx, z(a) = /x“X(a:)dx,

kaip sprendinius diferencialinéms lygtims, taciau reikSmingy darby atlikti nepavyko. Véliau Joseph
Louis Lagrange [24], Euler’io pasekéjas, tesé darbus ir tyré siek tiek kitokios formos integralus

/ e X (x)dz.

Sie integralai 1782 m. atkreipé Pierre-Simon Laplace démesi, jis savo darbuose pradéjo taikyti
transformacijas diferencialiniy lygéiu sprendiniams rasti [18]. Véliau tesé transformacijy panaudo-
jima ir tolimesniuose savo darbuose.

1.1 Naudojimo sritys

Siais laikais Laplaso transformacijos toliau nagrinéjamos ir placiai taikomos inzinerijoje, fizikoje,
ivairiose srityse, pavyzdziui, elektros srovés grandinéje analizei ar vibruojancios stygos svyravimo
lygéiy sprendiniams rasti.

Laplaso transformacijos taip pat panaudojamos tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos
srityse, stochastiniuose procesuose. Jos tikimybiy teorijoje yra apibréziamos kaip e5X vidurkis,
kai X yra atsitiktinis dydis. Laplaso transformacijos taikomos skirstiniy tankio funkcijoms, pasi-
skirstymo funkcijoms bei pasiskirstymo funkcijy uodegoms. Placiai taikomas budas yra naudojant
atvirkstine Laplaso transformacija rasti atsitiktiniy dydziy sumos pasiskirstyma [32].

Laplaso transformacijy vienas i$ praktiniy panaudojimo budy yra Archimedo kopuly generavi-
mas. Kopuly funkcijos parodo rysj tarp atsitiktiniy dydziy. Generuojamos daugiamaciy skirstiniy
pasiskirstymo funkcijos su skirtingomis priklausomumo struktiromis. Kopulos naudojamos mode-
liuoti priklausomuma jvairiose srityse, tokiose kaip ekonometrija, finansai, draudimo matematika.
Pavyzdziui, kopulos generuojamos modeliuojant nuostoliy priklausomuma. Finansiniy vertybiniy
popieriy portfelio priklausomybés supratimas yra svarbus valdant, kontroliuojant portfelj, jo kai-
nodaroje bei hedzinge. Marshall ir Olkin [30] jrodé, kad Archimedo kopulos gali buti lengvai
sugeneruojamos pasinaudojus Laplaso transformacijomis. Kaip sukonstruoti tokias Laplaso trans-
formacijy indukuotas kopulas pademonstruosime ir siame darbe.

Taip pat svarbu paminéti, kad Laplaso transformacijos modifikacija dar vadinama Laplaso—
Stiltjeso transformacija taikoma draudime, ieSkant bankroto ir islikimo tikimybiy [9]. Sioms tiki-
mybéms apskaic¢iuoti Laplaso transformacija taikoma zalas aprasantiems skirstiniams, dazniausiai
sunkiauodegiams skirstiniams, kuriuos ir panagrinésime Siame darbe.

1.2 Transformacijy skaic¢iavimas

Kai kuriy skirstiniy Laplaso transformacijos turi gerai zinomas, lengvai skai¢iuojamas formas.
Taciau yra skirstiniy, tarp juy ir sunkiauodegiy, kuriy Laplaso transformacijg apraso sudétingos
funkcijos. Skirstiniai, turintys sunkias uodegas, kaip minéjome anksc¢iau naudojami draudime, ap-
rasant zalas, taip pat ir kitose jvairiose srityse: tokiose kaip rizikos teorija, finansy valdymas [34].



Jie naudojami tada, kai jvyksta mazai tikétinos labai didelés Zalos. Siais laikais sunkiauodegiy skirs-
tiniy tyrinéjimo intensyvumas neblésta, kadangi tai aktualu draudimo bendrovéms, patirianéioms
nuostolius dél zaly atsiradimo, pvz. stichiniy nelaimiy, taip pat aktualu bankams, siekiantiems
apsisaugoti nuo dideliy nuostoliy.

Kai kuriems skirstiniams, pavyzdziui, Pareto, Laplaso transformacija galima isreiksti naudojant
Gamg funkcijg arba pasitelkiant Vitakerio funkcija. Sie biidai aprasyti Nadarayah straipsnyje [33],
kurj plac¢iau panagrinésime 6.2 skyrelyje.

Taciau ne visas sunkiauodegiy skirstiniy Laplaso transformacijas galima aprasyti kitomis gerai
zinomomis funkcijomis, todél tokiy skirstiniy Laplaso transformacijoms taikomos aproksimacijos.
S. Asmussen, J. L. Jensen, L. Rojas—Nandayapa [2] taiké Siek tiek pakoreguota Laplaso metoda
lognormaliajam skirstiniui, kuris Siame darbe nagrinéjamas 6.3 skyrelyje. Véliau D. J. Gibbons [17]
metoda ispléteé ir kitiems skirstiniams, tokiems kaip Veibulo ir Fresé. Kaip aproksimuoti Veibulo
skirstinio Laplaso transformacijg nagrinésime 6.1 skyrelyje.

1.3 Darbo tikslas

Sio magistro darbo tikslas yra detaliai pateikti sunkiauodegiy skirstiniy, taikomy draudimo ma-
tematikoje, Laplaso transformacijy aproksimavimo metodus, juos pailiustruoti konkreciais pavyz-
dziais bei parodyti principa, kaip buty galima Sias Laplaso transformacijas pritaikyti konstruojant
Archimedo kopulas.

1.4 Darbo uzdaviniai

o Isitikinti, kad draudimo matematikoje naudojami skirstiniai tokie kaip Pareto, Veibulo ir
lognormalusis yra sunkiauodegiai.

o Uzrasyti siy skirstiniy Laplaso transformacijas bei pasinaudojant literatura iSreiksti jas gerai
zinomomis funkcijomis arba jomis aproksimuoti.

« Laplaso transformacijy aproksimacijas pailiustruoti konkreciais pavyzdziais.

e Aprasyti principa, kaip sugeneruojamos sunkiauodegiy skirstiniy Laplaso transformacijy in-
dukuotos Archimedo kopulos.

1.5 Darbo struktura ir taikyti metodai

I8 pradziy apsibrésime, kokius atsitiktinius dydzius nagrinésime, pateiksime darbe naudojamus
apibrézimus, glaustai aptarsime asimptotinés analizés zyméjimus, pristatysime teoremas, kuriomis
véliau remiamasi aproksimuojant Laplaso transformacijas. Véliau, 6 skyrelyje, aprasysime sun-
kiauodegius skirstinius, bei jsitikinsime jy sunkiauodegiskumu. Pavyzdziuose pateiksime konkreciy
skirstiniy Laplaso transformacijas, jas aproksimuosime. Pabandysime rasti atvirkstines Laplaso
transformacijas, grafiskai palyginsime su skirstiniy tankio funkcijomis. Paskutiniame, 7 skyrelyje
bandysime parodyti praktinj Laplaso transformacijy panaudojima, t.y., aprasysime kaip sugene-
ruoti Archimedo kopulas, indukuotas ankséiau pavyzdziuose nagrinéty sunkiauodegiy skirstiniy
Laplaso transformacijy. Pabandysime rasti kopula, indukuota Pareto Laplaso transformacijos.



2 Integralinés transformacijos

Siame magistro darbe nagrinésime tolydziuosius neneigiamus atsitiktinius dydzius X. Juos
apraso tankio funkcija (angl. probability density function) ir pasiskirstymo funkcija (angl. cumula-
tive distribution function) f(x) ir F'(x) atitinkamai, bei pasiskirstymo funkcijos uodega (angl. tail
probability function), kitaip dar vadiname isgyvenamumo funkcija (angl. survival function), kuri
apibréziama lygybe F(z) =1 — F(z). Kitaip tariant F(z) = P(X > z) = [° f(z)dz.

Pirmiausiai apibrézkime integralines transformacijas, kuomet taikant integravima vienos klasés
vieno kintamojo funkcija gali buti pakeista kitos klases kito kintamojo funkcija [32].

2.1 Apibrézimas. Integraliné transformacija .7{f}(k) — operatorius, kuris funkcija f(x),
apibrézta intervale [a,b] C (—o0, + 00) € R, keicia integraline funkcija

b
T = [ Kb @) (2.1)

¢ia f(z) vadinama funkcijos .7 {f}(k) pirmavaizdziu, 7 {f}(k) — funkcijos f(z) vaizdu, o K(z,k)

vadinsime integralinés transformacijos branduoliu, ¢ia k yra transformacijos kintamasis.
Pasirinkus skirtingus branduolius bei reiksmes a ir b, gaunamos skirtingos integralinés transfor-

macijos, tokios kaip Laplaso, Furjé, Melino, Hankelio ir kitos. Panagrinékime keleta is jy.

2.2 Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X, kurio tankis yra f(z), momentus generuojanti funk-
cija (angl. moment generating function) M (t) yra atsitiktinio dydzio €', ¢ € R vidurkis, t.y.

M(t) = Eet* = /OO et f(x)dx.

2.3 Apibrézimas. Funkcijos f(z) Laplaso transformacija Z{f}(t) su parametru ¢ € C, kai
realioji ¢ dalis yra teigiama, (zymésime (¢) > 0) vadinsime integrala

20 = [T e fw)da (2.2)

Akivaizdu, kad Laplaso transformacija yra integraliné transformacija intervale [0,00) su bran-
duoliu K (z,t) = e~**. Taip pat, jei f(z) =0, kai x <0, tai M(—t) = Ee™'X = Z{f}(t).

Verta paminéti, kad apibréztoje Laplaso transformacijoje pakeite f(z)dx i dF(z) gauname
Laplaso—Stiltjeso transformacija.

2.4 Apibrézimas. Laplaso—Stiltjeso transformacija neneigiamam atsitiktiniam dydziui X su
pasiskirstymo funkcija F'(z) apibréziama kaip

LHFME) = /O T mar(z), R(t) > 0.

Atskiru atveju, kai atsitiktinis dydis X turi tankj f(z), gauname tankio f(x) Laplaso transfor-
macija.
Kadangi funkcija F(x) gali buti iSreiksta kaip

F) = ["ap) = [ 1wy,

tada Laplaso—Stiltjeso transformacija galime apibrézti kaip

LHFM) = / Y e R () = / T e f(@)de = 2L, R(t) > 0.

0 0
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Akivaizdu, kad gauta tankio f(x) Laplaso transformacija.

Tikimybiy teorijoje daznai naudojamos skirtingos atsitiktinio dydzio X Laplaso transformacijos:
Laplaso transformacija tankio funkcijai, pasiskirstymo funkcijai ir pasiskirstymo funkcijos uodegai.
Sias transformacijas zymeésime .Zx {f}(t), Lx{F}(t) ir Lx{F}(t), be to jos yra glaudziai susijusios
[17].

2.5 Lema. ([17, 1.7 Lema]) Tegu X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, kurio pasiskirstymo
funkcija yra F', o tankio funkcija yra f. Tuomet

1-Zx{f}(t) _1

2l FHe) = — 2 - 2 (P, (2.3)

Jrodymas.

Pagal apibrézima turime

Lx{F}(t) —/OOO e F(z)dr = /Ooo e (1 — F(x))dx =

_/000 ey — gx{F}(t) = % - gX{F}(t)v

o vidurinei (2.3) formulés lygybei gauti pasinaudojame integravimo dalimis formule bei pasiskirs-
tymo funkcijos savybe, kad F'(0) = 0:

6_“) S - [ T i = LA

%—ZX{F}(t) :1+/OOOF(J:)d( :

Paminésime dar viena svarbia teorema, susijusia su tankio funkcijos Laplaso transformacija.
Ja Siame darbe véliau panaudosime generuojant Archimedo kopulas, kuriy generatoriams imsime
Laplaso transformacijy atvirkstines funkcijas.

2.6 Teorema. ([14, 1 Teoremal) Funkcija Zx{f}(t) yra tankio funkcijos f(z) Laplaso trans-
formacija, tada ir tik tada, jei

lim Zx {F}(1) = 1. (2.4)
be to ZLx{f}(t) yra be galo diferencijuojama ir tokia, kad
dTL
FU”@XX{JZ}(U >0, Vt>0, neN\{0}

Sia savybe tenkinancios funkcijos vadinamos visiskai monotonigkomis (angl. completely monotonic).

Pries generuojant Archimedo kopulas, aptarkime Laplaso transformacijy radimo budus. Deja,
bet skai¢iuoti Laplaso transformacijas pagal (2.2) formule ne visuomet yra paprasta. Kartais La-
plaso transformacijy ar charakteristiniy funkcijy apytiksliy reiksmiy radimui padeda Laplaso tipo
integralai, kurie apibréziami formule:

/b e M@ g () da. (2.5)

Véliau, 4 skyrelyje aptarsime daznai taikomas aproksimacijas Laplaso transformacijy skaiciavi-
mams, taciau pries tai pristatysime véliau naudojamus asimptotinés analizés zZyméjimus.



3 Asimptotiné analizé

Pristatysime asimptotinés analizés zyméjimus [29, 31], pirma karta apibréztus Bachmann—
Landau darbuose [3, 25].

3.1 Apibrézimas. Tegul f(z) ir £(z) bus tokios funkcijos, kad 34 > 0 3§ > 0: 0 < |z—x¢| < 4,
taip kad [g(x)] < A |{(z)|. Tada zymeésime

g9(x) = O((x)), = — zo. (3.1)

3.2 Apibrézimas. Tegul f(z) ir {(x) bus tokios funkcijos, kad VA > 030 > 0: 0 < |[x—xzg| < 4,
taip kad [g(x)] < AJ¢(x)|. Tada zymésime

g(x) = o(§(x)), = xo. (3.2)

Jei {(x) # 0, tuomet (3.2) ekvivalentus apibrézimas yra

lim 9% _ g, (3.3)

w350 (a)

3.3 Apibrézimas. Tegul f(z) ir {(x) bus tokios funkcijos, kad (z) néra lygi nuliui z¢ aplinkoje.
Be to

g@) _
Jim @) 1. (3.4)
Tada Zymésime
g9(x) ~ (). (3-5)

3.4 Apibrézimas. Tegul R(x) — tikroji funkcijos f(x) reiksmé taske x, o A(x) — aproksimuota
reiksmeé. Tada santykine paklaida (angl. relative error) taske x apibrésime kaip santykj:
|A(x) — R(x)|

(@) (3.6)

Verta pastebéti, kad asimptotinis ekvivalentumas yra glaudziai susijes su santykine paklaida.

3.5 Lema ([28, 1.1.1 Lema]). A(z) ir R(z) yra asimptotiskai ekvivalencios taske a tada ir tik
tada, kai santykiné paklaidos riba taske a yra O:

i [A(@) = R(@)

=0.
v=a |R(x)]

Irodymas.

Pasinaudoje santykinés paklaidos apibrézimu matome, kad

A@@) - R()| _ |Al) o
R(@)] “Rm 1’%0’ e
A(x)

tada ir tik tada, jei R()

— 1, z —a, ty. A(z) ~ R(z).



Siame darbe kitame skyrelyje pateiktame jrodyme naudojamos asimptotinio skleidinio sgvokos,
todeél pirmiausia jas apsibrésime [29].

3.6 Apibrézimas. Funkcijy seka {¢,(x)}>2, vadinama asimptotine seka, kai x — o, jei ¥n,
yra teisinga, kad
On+1(z) = o(pn()), = — wo.

3.7 Apibrézimas. Jei {¢,(x)}°2, yra asimptotiné funkciju seka, kai z — xg, 0 {an}72, yra
konstanty seka, tai funkcijos f(x), * — z¢ asimptotiniu skleidiniu (angl. asymptotic expansion)
vadinsime eilute

[e.@]
Z andn(z), T — 20,
n=1
jei VN € N teisinga, kad
N
f@) =3 andn(z) +o(dn(x)), @ — 0. (3.7)
n=1
Be to, asimptotinj skleidinj zymésime

f($) ~ Z an¢n($), xr — x.
n=1

3.8 Pastaba. Ekvivalenti (3.7) savybeé yra

N-1

f(z) = Z andn(z) + O(pn(2)), = — xo0. (3.8)

n=1



4 Aproksimacijos

Aproksimavimo metodai daznai naudojami isreiksti sudétingas funkcijas paprastesne forma arba
gerai zinomomis specialiomis funkcijomis. Nors aproksimavus ne visuomet visoje apibrézimo srityje
gauname tikslias turéty funkcijy reiksSmes, taciau galima plac¢iau panagrinéti aproksimuoty funkcijy
elgesj, pasinaudojus zinomomis savybémis. Be to, dél paprastesnés israiskos, jas lengviau pritaikyti
praktikoje. Tuo jsitikinsime ir Siame darbe, 7 skyrelyje. Tacdiau didziausias aproksimavimo metody
trukumas yra tas, kad ne visada visoje apibrézimo srityje aproksimuota funkcija yra artima tikrajai,
pavyzdziui, neretai pasitaiko, kad aproksimavimas tikslesnis, kuo kintamasis didesnis.

4.1 Laplaso aproksimacija

Laplaso aproksimacija yra klasikiné technika aproksimuoti Laplaso tipo integralus apibréztus
(2.5) formule. Sis metodas pirma karta aprasytas Pierre-Simon Laplace darbuose, 1774 m. [26].
Siame darbe pateiksime modifikuota Laplaso aproksimacija.

4.1.1 Teorema. ([40, 6.2(2) Teiginys])
Tegul —co < a < b < 00, 0 h(zx) apibrézta intervale (a,b). Tarkime,
o h(zx) diferencijuojama intervale (a,b);
o h(x) minimumas yra taske zg € (a,b);
o Egzistuoja h'"(zg) > 0;
b —th(z

o Integralas [, e~ g(z)dx konverguoja absoliuéiai;

e 3 >0, §>0: h(x)>h(xg)—p Ve (ad):|r—rx9|>9;
o ¢(z) yra tolydi intervale [a,b] ir q(zo) # 0.

Tada

b 27
—th(x —th(z
[ e atw)r ~ e ta)y st oo

4.2 Vatsono lema

Vatsono lemos technika yra glaudziai susijusi su Laplaso aproksimacija. Ji pirma karta paminéta
1950 m. [44]. Nuo tada $i lema placiai taikoma asimptotinéje analizéje. Taciau asimptotines eilutes
integruoti panariui ne visuomet galima, todél Vatsono lemos pritaikymas yra labai ribotas.

4.2.1 Lema.([17, 3.12 Lema))
(1) Tegul f: (0,00) — R yra tolydi funkcija;

(2) Tegu egzistuoja skaiciy seka {p;} tokia, kad 0 < py < p1 < p2 < --- su kuria teisinga

f(z) ~ Z arpxP 7l — 04 (4.1)
k=0
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(3) Kazkokiam fiksuotam ¢ > 0, |f(x)| < Me“, Vo > 0.

Tada turime

/Ooe_mf(x)d:nw iM7 t>0, t— oo, (4.2)
0

Pk
k=0 ¢

kur Gama funkcija apibrézta Eulerio integralu yra lygi

'(u) :/ e s tds.
0

Irodymas.

Vatsono lemos jrodymas remiasi tuo, kad isskaidzius integrala, mazame intervale turime susitel-
kusia didziaja funkcijos dalj, o likusiame integrale i funkcija yra nereikSmingai maza, t.y. o(t7PN).
Tai jrode, jsitikinsime lemos teisingumu [4].

Taigi, pirmiausiai iSskaidome (4.2) integrala i dvi dalis: vienas bus aplink taska = = 0, kur
asimptotinis skleidinys (4.1) galioja, o kitas — likusi integralo dalis. Parodysime, kad pirmoje
integralo dalyje funkcija yra didelé, o likusioje integralo dalyje funkcija yra labai maza, artima 0.

Taigi laisvai pasirenkame € > 0 ir iSskaidome integrala:

/OOO e " f(z)dx = /0E e " f(x)dw + /:o e f(x)da. (4.3)

Dabar jvertinkime lemoje apibréztos aproksimacijos paklaida. Pazymeékime ja Sy (t):

©0 N a, T
/0 e*mf(a:)d:c _ Z ktp(kpk) '

k=0

Sn(t) =

Norint jrodyti uzrasyto asimptotinio skleidinio teisinguma, reikés parodyti, kad Sy (t) = o(t7PV).
Daline eilutés suma galime iSreiksti kaip

N akr(pk) 0 . N .
— —tx Pi—
E e —/0 e g apxP* " de. (4.4)

k=0 k=0

Cia pasinaudojome, kad
o0 (A
/ e A dy = % (4.5)
0 t

Isitikinti, kad (4.5) lygybé teisinga, integralui naudojame keitinj v = tx:

) ) A—1
/ e Aty = 1/ e (u) du = Gy
0 t Jo t th

Taigi, pasinaudoje (4.3) bei (4.4) turime:
N
‘/ e f(x dm—i—/ e f(x)dx —/ et Zaka:pkflda:

k=0
/ e—ta:
0

0 N
= Zakmm 1)alx%—/ e T f(x )d:n—/ e_mZakxp’“_ldx.

k=0 € k=0
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Pritaike trikampio nelygybe, gauname
€ N o0 oo N
= ‘/ e (f(x) — Z apzP Y dx +/ e " f(z)dx —/ e Z apzP x| <
0 € € k=0
N
‘/ —tr( Zakxpk 1 )dx| + ’/ e f(x)dx| + *mZakxp’“*ld:c <
k=0 k 0
N
S/ —tm d.’E+/ —tm|f |dl’+‘/ tiﬂzakxpk ldﬂf
0

Z Pk~ 1
=: 51+ 55 + 55.

k=0

Irodysime visy Siy trijy sumy apréztuma:
Pritaike (3.8) savybe S7 pointegralinei funkcijai gauname

N

£@) = 3 a7 < Myfaval),
k=0

Istate Sia nelygybe, véliau pritaike Gama funkcijos apibrézima, turime

€ o0
S < Ml/ e PPNy < Ml/ e TgPN1 T gy = Mlm = Ot PNt — 0.

0 - 0 tPN+1
Norédami parodyti Sy apréztuma, pasinaudojame treciagja lemos salyga:

(e—t)e
¢ =0t e, t = oo

o0 o0
So </ e e Mda: :/ Mel D%y = M

t—c

Pritaike keitinj u = t(x — €) integralui S3, gauname

e—ct 00 N u pr—1
— e ap| €+ — du
t ‘/0 ,; k( t)

Paskutiné nelygybé galioja, kai t — oco. Gavome, kad S3 yra apréztas mazéjancia eksponentine
funkcija.

Taigi, parodéme, kad visi trys Sy nariai yra o(t V). Tai galioja visiems N > 0. Todél is ¢ia
isplaukia, kad

efet
< Msj

513_‘/ (z—e)— tezakxpk ldl‘

k=0

N
/O 7tmf( _ Zakr(pk) + (t pN) t = 0.

k=0
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5 Atvirkstinés Laplaso transformacijos

Siame skyrelyje aptarsime atvirkstines Laplaso transformacijas, aptarsime jy savybes. Laplaso
transformacija, apibrézta formule (2.2), paprastumo délei pazymékime Z{ f}(x) = L(t)

5.1 Apibrézimas. Jei L(t) yra funkcijos f(z) Laplaso transformacija, tada f(x) vadinsime
L(t) atvirkstine Laplaso transformacija (angl. inverse Laplace transform). Tai yra,

L7 HL}(z) = f(x).

Atvirkstiné Laplaso transformacija yra apibréziama formule:

1 o+t
-1 _ : st
L H{L}(x) = 9 Jim. e L(t)dt (5.1)
tokiam o, kad L(t) yra apibréztas ®(s) >0 >0kur s=o+ir, 0 € R, 7 € R.

Laplaso transformacijoms ir juy atvirkstinéms Laplaso transformacijoms literaturoje daznai pa-
teikiamos lentelés [32]. Pateikiame keleta pavyzdziu:

f(z) Lx{f}(t)
1 i
s ﬁ
sin(ax) Tenms
cos(ax) m#aQ

1 lentelé: Laplaso transformacijos

Aptarsime atvirkstiniy Laplaso transformacijy radimo budus. Atvirkstinés Laplaso transforma-
cijos gali buti randamos algebriskai arba pasitelkiant algoritmus randamos jy skaitinés reikSmeés.

Kai Laplaso transformacija isreiksta sudétinga trupmena, tuomet jg galime isreiksti paprastes-

niy trupmeny suma arba skirtumu ir panariui rasti atvirkstines Laplaso transformacijas, pasinau-
dojus Laplaso transformacijy tiesiskumo savybe, kad

Z{af +bg}(t) = aZ{f}(t) + bL{g} (1)

Sig savybe jrodyti galima pasinaudojus integraly tiesiskumu:
Llaf +bg}(t) = /0 T e (af(2) + bg(x))dz = a /0 T e f(w)de + b /0 T ety (x)da
= aZ{[}(t) +0L{g}(?).
5.2 Pavyzdys. Tarkime, Laplaso transformacija apskaiciave gavome

t+3
Lt)= —— .
(*) 13 + 8t2 + 12¢

13



Vardiklj prisilygine 0 ir i$sprende lygti gauname, kad lygties t> + 8t2 + 12t = 0 sprendiniai yra

t=0, t =—-2, t = —6. Taigi galime Laplaso transformacija isreiksti:
t+3 t+3 A A A
L(t) = . — =4 2 =
B+82+12t  t{t+2)(t+6) t  t+2  t+6

Cia A; reikia rasti.

Pirmiausiai abi puses pasidauginame is ¢, tuomet prilyginus ¢ = 0, gauname, kad A; = %
Padaugine is t 4+ 2 ir prisilygine t = —2, gauname Ay = —%. Ir galiausiai, kad gautume As

pasidauginame abi puses i$ ¢ + 6 ir jstate ¢ = —6, gauname A3z = —é.

Issprende ir rade koeficientus, Laplaso transformacija galime uzrasyti taip

3 1 1 1 1 1
Lit)=— --—=- - . .
12 ¢ 8 t+2 8 t+6

Pagal 1 lentele galime uzrasyti, kad

Taciau ne visuomet Laplaso transformacija isreiksta paprasta forma, tuomet naudojami skai-
tiniai metodai (angl. numerical algorithms). Populiariausi ju yra Furjé eilu¢iy metodas, Gaverio—
Stefesto bei Talboto metodai [10]. Siame darbe praktinéje dalyje bus naudojamas Gaverio-Stefesto
algoritmas, todél ji aptarsime kiek placiau [23].

Gaverio—Stefesto algoritmas aproksimuoja f(x) funkcijy seka

fn(z) = In(2)z~! in: ar(n)L(kIn(2)z™Y), n > 1, 2 >0, (5.2)
k=1

¢ia funkcija L(t) zymi Laplaso transformacija, o koeficientai ay(n) apibrézti kaip

_ 1\yn+k min(kn) . .
ar(n) = % Z Gt (n) (2'7) (k J ,), n>1 1<k<2n.
=t NMSANTSARTS

Koeficientai aj, priklauso tik nuo pasirinkto skaic¢iaus n. Skaitiniai metodai gali pagelbéti ran-
dant bankroto tikimybe, tuomet tikslumo ir laiko atzvilgiu dazniausiai imamas 2n = 7 ar 2n = 8
[27]. Tokj buda su pavyzdziais aprasé Usabel [43].
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6 Sunkiauodegiai skirstiniai

Siame skyrelyje apsibrésime sunkiauodegius skirstinius, taip pat panagrinésime keleta juy, kurie
sutinkami nagrinéjant draudimines zalas.

6.1 Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X skirstinys turi (desing) sunkia uodega (angl. heavy
tail) tada ir tik tada, jei jo momentus generuojanti funkcija yra begaliné visiems ¢:

/etxdF(x) =00, Vt>0. (6.1)

Kairioji sunkioji uodega apibréziama sunkios deSiniosios uodegos apibrézime pakeitus X j —X
[38].

6.2 Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X skirstinys turi lengva uodega (angl. light tail), tada
ir tik tada, jei jo momentus generuojanti funkcija yra baigtiné kokiam nors ¢t > 0:

/etxdF(x)da: < oo, t>0. (6.2)

Sunkiauodegio skirstinio apibrézime pateikta formulé (6.1) néra patogi taikyti praktikoje, todél
pateiksime ekvivalenty apibrézima, kuris teisingas skirstiniams, turintiems tiek kaire, tiek desine
sunkia uodega. Skirstinys bus sunkiauodegis tuo atveju, jei jo uodega néra aprézta mazéjancia
eksponentine funkcija.

6.3 Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X skirstinys turi sunkia uodega, tada ir tik tada, kai

limsup e F(z) = 0o, Vt > 0. (6.3)

T—00

Is apibrézimy matome, kad sunkiauodegiy skirstiniy pasiskirstymo funkcijy uodegos artés j nulj
léciau uz eksponentinés funkcijos ir, zinoma, lengvauodegiy skirstiniy pasiskirstymo funkcijas.

1

== Sunkiauodegis
=== Eksponentinis
— Lengvauodegis

1 pav.: Skirstiniy uodegy palyginimas

Populiariausia sunkiauodegiy skirstiniy klasé yra subeksponentiniai skirstiniai (angl. subexpo-
nential distributions).
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6.4 Apibrézimas. Neneigiamo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija F'(z) vadinama sub-
eksponentine, jei L
F*2

lim — () =2,

Ga F*2(z) = 1 — F*2(z), o F*%(z) = P(X; + X5 < ), tai yra pasiskirstymo funkcijos sgsuka su
pacia savimi.

Subeksponentiniy skirstiniy klasés kaip naudingos sunkiauodegiy skirstiniy klasés svarba tiki-
mybiy teorijoje bei draudimo matematikoje pabrézé Teugels [42]. Kiek véliau Embrechts ir kiti [11]
pademonstravo siy skirstiniy svarbg modeliuojant dideliy zaly skirstinius. Subeksponentinei klasei
priklauso gerai zinomi skirstiniai, tokie kaip Pareto, lognormalusis, Veibulo ir loggama. Trumpai
apzvelkime keleta ju [13].

6.1 Veibulo skirstinys

Veibulo atsitiktiniai dydziai yra neneigiami, absoliuciai tolydis su £ > 0 ir A > 0 parametrais.
Veibulo pasiskirstymas yra tinkamas modeliuoti duomenis su dideliu teigiamu asimetrijos koefici-
entu, o tai gali buti pritaikoma zalos dydziams. Skirstinys tinkamas, kai jvyksta mazai tikétinos
labai didelés zalos. Veibulo skirstinys naudojamas modeliuojant daugybe realaus pasaulio reiski-
niy, jskaitant véjo greic¢io pasiskirstyma, gedimy pasiskirstyma patikimumo inzinerijoje, taip pat
aprasyti potvyniy, sausry ir katastrofisky draudimo nuostoliy dydzius, rasti bankroto ir islikimo
tikimybes [9].

Veibulo atsitiktiniy dydziy tankio funkcija yra

e e @V ez,
0, x < 0.

flx) = (6.4)

Matome, kad esant skirtingiems Veibulo skirstinio parametrams, jo tankio funkcija jgauna skir-
tingas formas. Pavyzdziui, kai k = 1, tuomet turésime eksponentinj skirstinj. Kai & > 3, Veibulo
tankio funkcijos kreivé panaséja j varpo formos, kaip normaliojo skirstinio tankio, taciau priesingai
nei jis, Veibulo tankis yra asimetrinis.

—k=0.5
- k=1
k=3 ||

2 pav.: Veibulo tankio funkcijos skirtingoms k reikSméms
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Veibulo pasiskirstymo fukcija yra

1-— e_(”/)‘)]C x>0
F(z) = ’ - 6.5
(@) {O, x < 0. (6.5)

Pirmiausiai jrodykime, kad $is skirstinys yra sunkiauodegis. Taigi, turime

k
lim sup " F(x) = lim sup e
T—00 T—00

Nagrinéklme du atveJus, kai kK > 1ir k < 1. Jei k < 1, tai tx, esant dideliam =z, didés
greiciau nei 33, todel tx — 53 bus didelis ir teigiamas, todél riba bus begaliné, taigi ir skirstinys bus
sunkiauodegis.

Kita vertus, kai turime k£ > 1, tai esant dideliam =, f\—i didés greiciau nei tx, todél skirtumas
bus didelis ir neigiamas, todél virsutiné riba bus 0.

Isitikinome, kad Veibulo skirstinys yra sunkiauodegis, kai parametras 0 < k < 1.

Toliau laikykime, kad A = 1.
Veibulo skirstinio Laplaso transformacija:

LA = /0 T e b e g (6.6)

Sio integralo paprastai paskai¢iuoti negalime. Ta¢iau D. J. Gibbons aprasé kaip pasinaudojus
Vatsono lema Laplaso transformacija nuo Veibulo tankio funkcijos galime aproksimuoti [17].
Pirmiausiai i$skleisime Veibulo tankio funkcijos eksponentine dalj Teiloro eilute. Zinome, kad
Teiloro eilute galima aproksimuoti bet kuria tolydzia be galo diferencijuojama funkcija f(x), skai-
¢iaus a aplinkoje:
(n)

(x —a)™.

f(ZL‘) ~ f(a) + f’(a> (1‘ . a) + f’;('a) (l’ _ CL)2 4 f//;)('a) (."L‘ _ a)3 4= Z f
' ’ n=0

Kai a = 0, funkcijos e” Teiloro eiluté yra lygi

ey =1 + = Y + yf + . - ﬁ
1! 2! ! n!’
n—
Pazyméje y = —z*, gauname, kad
0o E\T o] n.kn
—zk (—.CC ) o ( 1) €
€ N Z n! - Z n!
n=0 n=0

Todél Veibulo tankio funkcija galime uzrasyti kaip

sk sks+k1

F@) = hat=le=o" = g1 Z - k:z | (6.7)

Matome, kad funkcija f(z) galime iSreiksti (4.1) lygybe su a5 = k= 1) ir ps = ks + k.
Laplaso transformacija jsistacius gauta (6.7) tankio f(x) 1sralskq atrodys:
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a ka—i—k 1

LA M) = / —S%Z EVr e (6.8)

Pagal Vatsono lema turime, kad

LAFHD = kS I ka+k)ti j,fl (t — o0). (6.9)
a=0

Pasinaudoje Matlab programa galime isskaic¢iuoti Veibulo Laplaso trasnformacijos reiksmes skir-
tingiems t.

6.1.1 Pavyzdys. Tarkime, kad Veibulo skirstinio koeficientas k = 0,5.
Apskaic¢iuojame Veibulo tankio funkcijos, apibréztos formule

F(z) = 0,52 %% 2 >0, (6.10)
Laplaso transformacija:
1 a
Lx{f}{#) 0521“05@—%05)% (t = 00). (6.11)

a=0
Pavyzdziui, paéme 4 Laplaso transformacijos sumos eilutés narius gauname
ro,5) 11 TI(,5) F(2)>

fx{f}<t):075( t0,75 gl + 115 3142

(6.12)

Pasinaudojant kompiuterine programa Matlab bréziame jx{ f1@):

0
-20 0 20 40 60 80 100

3 pav.: Aproksimuota Laplaso transformacija Veibulo tankio funkcijai, kai & = 0,5

Is grafiko matome, kad aproksimacija néra tiksli, kai ¢t — 0+.

Patikrinkime, ar Veibulo tankio funkcijos Laplaso transformacijos aproksimacija yra tiksli, kai
t — oo. Paskaiciuosime Sios aproksimacijos santykines paklaidas skirtingiems ¢, o rezultatus patei-
kiame 2 lenteléje.
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I+ 2@ At RE |
10 0,236502 0,236422  0,0338
50 0,115926  0,115926  0,0009
100  0,0838362 0,0838359 0,0004
1000 0,0275319 0,0275319 0

2 lentelé: Veibulo Laplaso transformacijos aproksimacijos santykinés paklaidos

Akivaizdu, kad aproksimacija tikslesné, kai t — oc.

Pabandysime rasti atvirkstine Veibulo skirstinio Laplaso transformacija. Sio tankio funkci-
jos ieskojimo pavyzdziy tikslas yra paziuréti, kiek aproksimacijos turi jtakos atvirkstiniy Laplaso
transformacijy radimui, tuo atveju, jei tankio funkcija nebuty zinoma is anksto. Taigi, pasinaudoje
kompiuterine programa Matlab su funkcija ilaplace lygybei (6.12) gauname, kad

7982422502469483 T 7982422502469483/x 1 (6.13)

ZHLY(2) = f(z) = 1 -
{Li() = flz) 0007109254740092/z/x 12 | 18014308500481084/x _ 2

—Tikroji tankio funkcija
- -Atvirkstiné Laplaso transformacija

4 pav.: Atvirkstiné Laplaso transformacija Veibulo tankio funkcijai, kai k = 0,5

Akivaizdu, kad rasta atvirkstiné Laplaso transformacija tikslesné, kai x artimas 0. Kaix > 2,55,
apskaic¢iuota atvirkstiné Laplaso transformacija tampa neigiama. Vadinasi, nezinant tikrosios tan-
kio funkcijos, ja suradus i$ aproksimuotos Laplaso transformacijos, x dideliam gautume labai ne-
tikslia, t.y. nebegauname sunkiauodegio skirstinio tankio.
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6.2 Pareto skirstinys

Pareto skirstinys plac¢iai naudojamas rizikos valdyme, taip pat apibudinti socialinius, kokybés
kontrolés, geofizinius bei aktuarinius procesus. Sis skirstinys pirma karta paminétas pajamy pasi-
skirstymui aprasyti (1895) [36]. Pareto skirstinys labai populiarus dél paprastos analizinés formos

[5].

Pareto skirstinio tankio funkcija yra

ab®
fz) = CEEaE (6.14)
¢iaa>0,b>0,z>0.
2
\ —a=1, b=2
| --a=4, b=2
| ~a=3, b=9
155\ .
X 1
x
5 pav.: Pareto tankio funkcija skirtingiems a ir b koeficientams
Pareto pasiskirstymo funkcija aprasoma formule:
b(l

Isitikinkime, kad Pareto skirstinys yra sunkiauodegis.
Taigi, turime
a tx

li "F(z) =1li e — = bl T
e ) = G e~ P G

Pasinaudojus Liopitalio taisykle, kad
/
@) S

@) P )

)

tiek karty, kad vardiklio (b + ) laipsnis a taptuy neigiamas. Tuomet

. tetm 0
limsup e®*F(z) = b%limsup —————— = .. = —
z—>oop ( ) ac—>oop (I(b + $)a_1 0

Taigi Pareto skirstinys yra sunkiauodegis.
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Paziurékime, kaip atrodys Pareto skirstinio Laplaso transformacija:

& TtV 6.16
t) = T —————dx. .
A1) = [T et e (6.16)
Kaip gauta integrala isreiksti paprastesne forma aprasé Nadarayah ir Kotz [33].
Pazymeéje u = t(b+ z), turime
oo a
— bt—u_ A0 u
ZX{f}(t) = /0 (& u(u)a—&-ld(t — b)
t
Kadangi x = 7 — b, tai dov = %du ir kai x = 0, gausime u = bt. Todél turime
% bt—u @b ot [ 1
Lx{f}t) = / et oy du = a(tb)%e / e “u " du.
bt (;)C‘Jr bt
Panaudoj¢ nupjauting Gama funkcija, apibrézta kaip
oo
I'a,x) = / et dt,
x
Pareto skirstinio Laplaso transformacija gali buti apibrézta kaip
Lx{f}(t) = a(th)e” T (—a,bt). (6.17)

6.2.1 Pavyzdys. Nagrinékime skirstinj, apibréztg tankio funkcija

3.23 24

flz) = 2tz 2ta)t

kurio Laplaso transformacija yra
LxlfIt) =3-(2t) - ¥ - T(=3,2t) = 24t> - 2 . T(—3,2t).

Pasinaudojus kompiuterine programa Matlab nubraizome Sia Laplaso transformacija.

0.8} i

0.6

L(t)

0.4 i

0 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t

6 pav.: Laplaso transformacija Pareto tankio funkcijai, kai a =3, b =2
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Kaip ir ankstesniame pavyzdyje, pabandysime surasti Pareto pasiskirstymo funkcijos atvirkstine
Laplaso transformacija. Pasinaudojus Matlab programa funkcija inverse kitaip nei ankstesniame
pavyzdyje, funkcijos neapskaiciuojame. Todél Pareto pasiskirstymo funkcijos atvirkstinei Lapla-
so transformacijai rasti naudosime Gaverio—Stefesto algoritma, kuris pagal funkciju seka f,(z),
apibrézta (5.2), aproksimuoja f(z).

Pasirenkame n = 4 ir pasinaudojame Matlab programa parasytu algoritmu [41], kuris sukurtas
remiantis 5 skyrelyje aprasytu Gaverio—Stefesto metodu.

1.5

—Tikroji tankio funkcija
- -Atvirkstiné Laplaso transformacija

35 4 4.5 5

7 pav.: Atvirkstiné Laplaso transformacija Pareto tankio funkcijai, kai a =3, b =2

Siame pavyzdyje Pareto Laplaso transformacija isreiksta ne aproksimuota, o tikslia reikime, ta-
Ciau rasti jos atvirkstinés Laplaso transformacijos negaléjome. Todél panaudojus Gaverio—Stefesto
metoda matome, kad atvirkstiné Laplaso transformacija siek tiek skiriasi nuo tikros Pareto tankio
funkcijos dél metodo paklaidy, taciau jy Siame darbe pla¢iau nenagrinésime.
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6.3 Lognormalusis skirstinys

Lognormalusis skirstinys yra plac¢iai naudojamas tikimybiy teorijoje ir statistikoje. Pavyzdziui,
iS centrinés ribinés teoremos isSplaukia, kad atsitiktiniy dydziy sandaugos skirstinj galima aproksi-
muoti naudojantis lognormaliuoju skirstiniu [2]. Sis skirstinys naudojamas jvairiose srityse, pavyz-
dziui, inzinerijoje, ekonomikoje, tiksliyjy moksly srityse, taip pat draudime ir finansuose.

Sakysime, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal lognormalyjj skirstinj, jei X = €Y, kur
Y ~ N(p,0?). Tuomet atsitiktinio dydzio X tankis apibréziamas kaip

1 _(nz— )2
flx) = o Tt zeRT (6.18)

25

1.5 ]

(x)

8 pav.: Lognormaliojo skirstinio tankio funkcijos

Lognormaliojo skirstinio tankis skirtingiems o. Kuo jis didesnis, tuo uodega sunkesné.
Pasiskirstymo funkcija lognormaliajam skirstiniui aprasoma formule

1L (o
Fla)=5+5 f( NG ) (6.19)

¢ia erf — paklaidos funkcija, apibréziama kaip
2 z 2
erf(x) = —/ e~ dt.
( ) \/77' 0

Isitikinkime, kad lognormalusis skirstinys turi sunkia uodega:

— 1 1 Inx —p
lm sup e F (x) = limsupet” (5 — Jert (271 )).
et =i T,

Kadangi Inx — oo, kai  — oo, tai pagal apskaiciuota Gauso integrala, apibrézta kaip

/ e dt = ﬁ,
0 2
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.. . . . Inz— NG
kurio jrodyma galima rasti [8], gausime, kad erf (”“) — -

NeP: , kai © — oo. IS ¢ia akivaizdu,
kad

g

lim sup e F(z) = oo.
T—r00

Taigi, lognormalusis skirstinys yra sunkiauodegis.
Atsitiktinio dydzio X, pasiskirs¢iusio pagal lognormalujj désnj, Laplaso transformacija yra [2]:
Elexp(—tX)] = Elexp(—t(Xo + u)] = e "E(exp(—tXo) = e *E(exp(—te¥?), Yy~ N(0,0?%).

Dél sio sarysio Laplaso transformacija gali buti apibréziama kaip:

Y, 0 1 _ln2z o y 1 _i
Lx{f}(t) = E(exp(—te™) = / e e 202 dx = / et~ eT2.2deY =
0 0

/210 eY\/ 2o

2
© 1 e a? (6:20)
:/ [ 202 dy
—00 V21O
Pazymeékime
y?
h =te¥ + 2.
Tada o 1
2l = | e MWy, (6.21)
-0 V21O

Lognormaliojo skirstinio uzdaros formos Laplaso transformacija, kaip ir kity sunkiauodegiy
skirstiniy, neegzistuoja. S. Assmusen, J. L. Jensen bei L. Rojas—Nandayapa straipsnyje [2] lygino
skirtingus metodus, nustaté ju tikslumus. Vienas i§ metody remiasi Laplaso metodu. Panagrinéki-
me jj placiau.

Pasinaudoje Laplaso aproksimacija ir apibréze, kad ¢(z) = 1, o h(z) = h(y) paskaic¢iuokime
hi(y) pirma ir antra iSvestines:

y
h'(y) = te¥ + =
(y) =te’ + =5,

1
Hi(y) = te! + —.

Pirmaja isvesting prisilyginame 0 ir gauname, kad

—ye Y = to?,
Yy = _W(taz)v
¢ia W (z) yra Lamberto W funkcija, apibréziama kaip lygties W (z)e"V (?) = z sprendinys.
Patikriname, ar teisinga, kad antroji iSvestiné yra teigiama. Pagal gauta iSraiska akivaizdu, kad
R"(y) > 0,Vy, nes o2 > 0 ir e¥ > 0,Yy, o t > 0. Todél ir
1 W(te?) 1

_ 2\\ __ —W (to? _
W' (y) = W' (=W (to?)) = te Vo) 4 5=t >0
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Taigi Laplaso transformacijos aproksimacija yra lygi

R 1 3 1 _ 2 W(t02)2 V2r
2 t :/ ——— e MWy ~ (—t W) _ >
x{f}() e \/ﬂae Yy V210 exp € 202 ij%
B 1 —ta2e W) W (to?)? (6.22)
SV T e

1 ~W(to?) W(ta?)?
] exp (

— >, teRT.
V1+ W(to?

o2 202
S. Asmusen, J. L. Jensen, L. Rojas—Nandayapa straipsnyje [2] palyginamos transformacijy ap-
roksimacijos pasirenkant skirtingas o ir ¢ reikSmes. Pastebéta, kad visiems teigiamiems ¢ Laplaso
transformacijos aproksimacija yra artima tikrajai. Taciau tikslesni rezultatai buvo gauti su mazes-
némis o reikSmeémis.

6.3.1 Pavyzdys. Nagrinésime skirstinj, kurio tankio funkcija yra

f( ) 1 7(1nz;#)2 €R+ (6 23)
r) = ——=¢ , T .
TV 2T
t.y. lognormalyjj skirstinj su pasirinktu parametru o = 1.
Bréziame Sio skirstinio aproksimuota Laplaso transformacija pagal (6.22) formule.

0.8 7

0.6

L(t)

0.4

0.2+ R

0 I I I I L I | I

t

9 pav.: Laplaso transformacija lognormaliojo tankio funkcijai, kai ¢ = 1

IS grafiko matome, kad Siuo atveju yra tenkinama (2.4) salyga, kad
lim Zx{}(t) = 1.

Kaip ir ankstesniuose pavyzdziuose nubrésime atvirkstine Laplaso transformacija.

25



—Tikroji tankio funkcija
- -Atvirkstiné Laplaso transformacijal|

10 pav.: Atvirkstiné Laplaso transformacija lognormaliojo tankio funkcijai, kai o = 1

Pasinaudojus Gaverio—Stefesto algoritmu su n = 4 randame atvirkstine Laplaso transformaci-
ja. Nors paklaidu grafike matosi, tac¢iau kitaip nei Veibulo skirstinio pavyzdyje, gauta f(z) yra
panasesné j tikraja tankio funkcija visoje apibrézimo srityje. Taip yra dél didesnio tikslumo pacios
Laplaso transformacijos visiems teigiamiems t.
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7 Archimedo kopulos

Siame skyrelyje nagrinésime, kaip kopulos susijusios su Laplaso transformacijomis. Pirmiau-
siai apsibrézkime, kas yra kopula ir kada jos taikomos [35]. Trumpai tariant, kopula yra daugia-
maté pasiskirstymo funkcija, parodanti priklausomumo struktiras. Daugiamacio priklausomumo
modeliavimas yra svarbi sritis aktuariniame moksle, finansuose, todél kopulos labai iSpopuliaréjo
(Cherubini [6], Salvadori [37], Frees ir Valdez [16]). Pries tai daugiamatis priklausomumas buvo mo-
deliuojamas pritaikant daugiamatj normalyjj skirstinj, taciau minétose srityse empiriniai duomenys
buna netinkami prielaidoms: néra simetriski, turi sunkias uodegas.

7.1 Apibrézimas. Kopula, vadinsime funkija C : [0,1]? — [0,1], kuri tenkina Sias savybes:

® C(u, 0) = C(O,U) =0, V(U,U) € [071]

e C(u,1)=u, C(lw)=wv, VY(uw)e]0,]

o Funkcija C' yra 2—nemazéjanti (angl. 2-increasing):

C(UQ,'UQ) - C(U’Qavl) - C(Ul,'UQ) + C(Ul,vl) Z 07 vu1,u27'l)1,'l)2 S [071]7 Uy S u2, U1 S V2.

Nagrinéjant kopuly teorija, viena svarbiausiy, jei ne pati svarbiausia teorema yra Sklaro teore-
ma, pirma kartg pasirodziusi 1959 m. [39]. Ji parodo rysj tarp daugiamadiy pasiskirstymo funkcijy
ir juy vienmaciy ribiniy skirstiniy.

7.2 Apibrézimas. Daugiamaté pasiskirstymo funkcija (angl. joint distribution) yra funkcija
F, su apibrézimo sritimi [—o00, 0o] X [—00, 00], tokia kad:

e I yra 2-nemazéjanti;

o F(z,—00)=F(—00,y) =0 ir F(oo,00) = 1.

Dél tokios apibrézimo srities daugiamatei pasiskirstymo funkcijai F' galime apibrézti tokius F} ir
Fy, kad Fy(x) = F(z,00) ir Fy(z) = F(00,y).

7.2 Teorema. (Sklaro) ([35, 2.3.3 Lema]) Tegul X — atsitiktinis dydis su pasiskirstymo
funkcija F, o F} bei F» vienmaciai ribiniai skirstiniai. Tada egzistuoja kopula C' tokia, kad

F(.’L’l,fL'Q) = C(Fl(wl),FQ(SCQ)).

Kopuly funkcijos isskiriamos i skirtingas klases bei Seimas. Joe [21] ir Nelsen [35] pateikia
iSsamig juy apzvalga. Viena placiausiai tirty kopuly klasiy yra Archimedo kopulos.

7.3 Apibrézimas. Kopula C'(u,v) vadinsime Archimedo kopula, jei ji apibrézta lygybe
Cluw) = o (o) + 9(v), 0<u, v<1. (7.1)

¢ia ¢ - Archimedo generatorius.

7.4 Apibrézimas. Archimedo generatoriumi vadinsime tolydzia, grieztai mazéjancia, iskila i
apacia funkcija ¢ : I = [0,1] — R, tokia, kad (1) = 0.

7.5 Apibrézimas. Tarkime, ¢ : I = [0,1] — R™ tolydi, grieztai mazéjanti funkcija. Tuomet ¢
pseudo-atvirkstine funkcija (angl. pseudo-inverse) vadinsime go[_”, apibrézta kaip

L1y Jet), 0
@ (t)—{()? #(0)

IA

t < ¢(0),
< 0.

;< (7.2)
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7.1 Archimedo kopulos ir Laplaso transformacijos

Archimedo kopulos gali buti lengvai generuojamos naudojant Laplaso transformacijos atvirks-
tine funkcija, kaip parodé Marshall ir Olkin [30]. Tai yra, jei F(s) yra pasiskirstymo funkcija su
F(0) =01ir L(¢) zymi jos Laplaso transformacija:

L(t) = / e~SdF(s), t>0,
0

tai o = L' yra Archimedo kopulos generatorius, o pa¢ia kopulg galima rasti pagal (7.1).
Tarkime, kad F(x) yra neneigiamo atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija. Tada egzistuoja
vienintelé pasiskirstymo funkcija G, su kuria

Fz) = /0 Y G (2)dH(2) = L(—nG(x)), (7.3)

¢ia L(—In G(z)) yra Laplaso transformacija pasiskirstymo funkcijai H(z), kurios teisingumu galima
jsitikinti pasinaudojus pagrindine logaritmy tapatybe al°8«® = b.
I$ (7.3) lygybes galime isreiksti G(z):

G(z) = exp(—L ™ (F(x))).
Dabar tegul F' — dvimaté pasiskirstymo funkcija. Pazymékime

Grlar) = exp(—L™ ' (Fy(zr))), k= {1,2}.

Tada

o0

F(z1,29) = ; (G1(21)Ga(x2))*dH (2) = L(— In(G1(z1)G2(x2))

= L(=In(G1(21) = Ga(22))) = L(L™H(Fi(21)) + L7 (Fa(2))).
Todél remiantis Sklaro teorema, kopula galime apibreézti kaip
C’(ul,uQ) = L(L_l(ul) + L_I(UQ)), 0<up, ug < 1. (7.4)

Taigi, Archimedo kopulas pilnai apibrézia jy generatoriaus funkcija. Svarbu paminéti, kad
Kimberling [22] pateiké butinaja ir pakankama salyga Archimedo generatoriui apibrézti [20].

7.1.6 Teorema. (Kimberlingo, [20, 2.2 Teorema|) Tegul ¢ : [0,00) — [0, 1] yra tolydi ir
grieztai mazéjanti su ¢(0) = 1 ir ¢(c0) = 0. Tada funkcija, apibrézta (7.1) formule, yra kopula
tada ir tik tada, kai ¢ yra visiskai monotoniska.

Taigi, kopuloms konstruoti galime imti visiSkai monotoniskas funkcijas, tenkinancias salygas
©(0) =1 ir p(o0) = 0. Tokiy funkcijy ir Laplaso—Stiltjeso transformaciju rysj apibrézia Bernsteino
teorema.

7.1.7 Teorema. (Bernsteino, [20, 2.3 Teorema]) Generatorius ¢ : [0,00) yra pasiskirsty-
mo funkcijos Laplaso—Stiltjeso transformacija tada ir tik tada, jei ¢ yra visiskai monotoniska ir
©(0) = L.

Populiariausios Archimedo kopuly Seimos yra Franko (Frank, 1979), Gumbelio (Gumbel, 1960)

ir Kleitono (Clayton, 1978). Ju kopuly funkcijos Zinomos iki vieno parametro, kuris apskaic¢iuojamas
pagal duomenis.
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Kleitono kopula gaunama panaudojus Gama skirstinio, kuris yra lengvauodegis, Laplaso trans-
formacija L(t) = (1 + t)_%. Taigi, kopulos generatorius bus lygus L' (t) = t= — 1, o pati kopula
apibréziama kaip C(up,ug) = (up? + uy? — 1)V%, 0> 0.

Gumbelio kopula gali buti gauta, kai turime Laplaso transformacija L(t) = exp(—t%). Si kopula
apibréziama kaip C(up,u2) = exp(—(—Inwu;)? + (—1In u2)9)5, 6 > 1, o kopulos generatorius lygus
L7Y(t) = (—Int)’.

Taciau ne visuomet Laplaso transformacijos turi paprastas isreikstines formas, tuo jsitikinome
ir praeitame skyrelyje. Kopuly taikymas draudimo srityje yra svarbus, nes yra jvykiy, kurie sukelia
kelis nuostolius vienu metu, todél reikalingas nuostoliy priklausomybés modeliavimas. Vienas is
varianty yra kopulos — technika, kuri buvo plac¢iai naudojama nuo 1990 mety. Svarbu istirti, kaip
susije nuostoliai. Teigiamas priklausomumas rodo, kad didelés (arba mazos) atsitiktiniy dydziy
reiksmeés pasirodo kartu, o neigiamas priklausomumas siejamas su tuo, kad didelé vieno atsitiktinio
dydzio reiksmeé pasirodo su kito atsitiktinio dydzio maza reiksme [35].

7.2 Kopuly generavimas

Dél minéto Archimedo kopulos generatoriaus rySio su Laplaso transformacija, galima sugene-
ruoti Sios kopulos imtj, zinant tik jos pasiskirstyma ir nezinant kopulos tankio. Tokj algoritma
pristaté Marshall, Olkin [30]. Sis algoritmas tinkamas generuoti ir dideléms dimensijoms d.

Marsalo—Olkino algoritmas.

« Sugeneruojame V ~ f = £ Y L}(x)

o Sugeneruojame d nepriklausomy atsitiktiniy dydziu X; ~ U[0,1],7 € {1,---d},
o Randame U; = ¢o(—log(X;)/V),i € {1, ...,d}.

Pabandysime sukonstruoti kopulas, indukuotas Laplaso transformacijomis, aptartomis 6 skyre-
lyje.

7.2.1 Pavyzdys. Anksc¢iau parodéme, kad Pareto skirstinio Laplaso transformacija galime
apibrézti kaip

x{f}¢t) = a(tb)“ebtf(—a,bt). (7.5)

Norint sugeneruoti kopula, reikia rasti jos generatoriy, kuris Siuo atveju yra lygus atvirkstinei
(7.5) funkcijai. Taciau dél sudétingos Sios funkceijos iSraiskos, tai néra paprasta. Jeigu pavykty tai
padaryti, buty galima nuo sudéty gauty atvirkstiniy funkcijy, kaip argumento, paskaiciuoti Pareto
Laplaso transformacijg ir gauti kopulos funkcija.

Pareto Laplaso transformacija nebuvo aproksimuota, tac¢iau pabandysime tai padaryti, kad
galétume rasti jos atvirkstine funkcija.

Aproksimuoti galime nupjautine Gama funkcija I'(—a,bt).

Placiai naudojama aproksimacija yra eiluté [1]:

a—1 (a—l)(a—2)+

I‘(a,x)%m“_le_x@%— . + 5 -~), T — 00.

x

Paémus 5 Sios eilutés narius, nubraizome grafika. Matome, kad aproksimacija yra tikslesné, kai
x didesnis, o kai x artimas 0, matome, kad aproksimuota Laplaso transformacija jgyja labai dideles
reikSmes ir yra netiksli.
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11 pav.: Aproksimuota Laplaso transformacija maziems t
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—Tikroji Laplaso transformacija
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12 pav.: Aproksimuota Laplaso transformacija, kai t € [5,15]

Surandame Sios aproksimuotos Laplaso transformacijos atvirkstine funkcija, kuri yra lygi

st t 37 \? 1331 37
Ly =1/ (= ( - ) —
(t) =1/ (15 T\ \15 " 3375) T 11300625 3375

11

2
15
3/t t 37 \2 1331 37
225\/15 + \/(T5 - ﬁ) + 11390625 ~ 3375
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Nubrézus grafika matome, kad Archimedo kopulos generatoriui Si funkcija néra tinkama, nes
netenkinama savybeé, kad ¢(0) = 1.

1600 [ b
1400 | J
1200 | b

1000 | b
600 | b

400 7
200 L .

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

13 pav.: Aproksimuotos Pareto Laplaso transformacijos atvirkstiné funkcija

Reikia rasti nupjautinés Gama funkcijos aproksimacija, kuri buty tinkama maziems z. Kitos
literatiiroje rastos pateiktos aproksimacijos reikalauja, kad parametras a buty teigiamas. Taciau
jei rastume buda tiksliau aproksimuoti funkcija, galétume rade atvirkstine funkcija, sukonstruoti
kopula. Kadangi siuo atveju aproksimavimas yra labai netikslus intervale [0, 1], todél sugeneruota
kopula buty taip pat labai netiksli.

Taigi, kadangi rasta aproksimuotos Laplaso transformacijos atvirkstiné funkcija néra tinkama,
rasime (7.5) funkcijos tikslius taskus sprendziant lygti Zx{f}(t) =y, y € [0,1].

Pasinaudojus Matlab programa, apskaiciuojame ir nubraizome grafika.

0.6 i

(y)

0.4 7

0 50 100 150
y

14 pav.: Pareto Laplaso transformacijos atvirkstiné funkcija
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Tuomet jsistacius j (7.4) formule, sugeneruojama kopula, kurios pasiskirstymo funkcija atrodo
taip:

15 pav.: Kopula

8 ISvados

Sunkiauodegiai skirstiniai naudojami mazai tikétiny dideliy zaly skirstiniams aprasyti, todél
dél didesnés rizikos, svarbu istirti jy priklausomuma. Tam naudojamos kopulos, kurios gali buti
konstruojamos naudojant Laplaso transformacijy atvirkstines funkcijas kaip kopuly generatorius.
Deja, bet sunkiauodegiy skirstiniy Laplaso tranformacijy israisky sudétingumas neleidzia papras-
tai sugeneruoti kopuly funkcijy. Tam gali pagelbéti aproksimavimo metodai. Siame darbe patei-
kéme literaturoje rastas sunkiauodegiy skirstiniy Laplaso transformacijy aproksimacijas: Veibulo
skirstinio, remiantis Vatsono lema, lognormaliojo skirstinio — Laplaso aproksimacijos metodu. Jas
apraséme, pateikéme konkreciy pavyzdziy, panagrinéjome ju tiksluma. Isitikinome, kad Veibulo
Laplaso transformacija tikslesné, kai jos argumentas ¢ — didesnis. Pateikéme buda, kaip Pareto
Laplaso transformacija isreiksti naudojant Gama funkcija. Véliau pritaikius nupjautinés Gama
funkcijos asimptotine eilute, gavome nauja aproksimuotg Pareto Laplaso transformacija. Nors ma-
ziems Laplaso transformacijy argumentams ¢ gaunamos didziulés paklaidos, taciau, kai ¢t didéja,
sios aproksimacijos tikslumas iSauga. Naudojant Sig aproksimacija, pademonstravome Archimedo
kopuly generavimo principa. Deja, bet dél aproksimacijos netikslumo rasta atvirkstiné Laplaso
transformacijos funkcija nebuvo tinkama sukonstruoti Archimedo kopula. Dél Sios priezasties tyri-
mas galéty buti tesiamas siekiant pagerinti rezultatus, ieSkant tinkamesnio aproksimavimo metodo,
kuris leisty sukonstruoti kopula.
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