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Santrauka/Abstract

Jungtinis dviejy zaly diskretaus laiko rizikos modelis su premija lygia dviem

Santrauka

Siame darbe nagrinéjamas jungtinis dviejy zaly diskretaus laiko rizikos modelis su premija lygia dviem.
Tiriamojo modelio zalos yra nepriklausomi ir neneigiami diskretieji sveikareikSmiai atsitiktiniai dydziai, pa-
sirodantys laike tokia tvarka: X, X +Y, X, X +VY, .... §j rizikos modelj, su premija lygia vienam, 2015
metais nagrinéjo ir A. Grigutis, A. Korvel bei J. Siaulys, o analogiska rizikos modelj, tik su kitokia zaly is-
sidéstymo tvarka X, Y, X, Y, ..., 2021 metais nagrinéjo A. Alencenovié¢ ir A. Grigutis. Sio darbo rezultatas
yra rekursinés formulés skirtos baigtinio ir begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybéms apskaiciuoti. Siame
darbe taip pat pateikiami pavyzdziai iliustruojantys iSvesty formuliy taikyma.

Raktiniai zodziai : jungtinis rizikos modelis; diskretaus laiko rizikos modelis; baigtinio laiko iSgyvenamumo
tikimybé; begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybé; rekursinés formulés.

Bi-risk discrete time risk model with premium rate two

Abstract

This work focuses on investigating the bi-risk discrete time risk model with premium rate two. The conside-
red risk model has claim amounts consisting of independent and nonnegative discrete integer valued random
variables which occur in such order: X, X +Y, X, X +7Y, .... The same model with income rate equal to
one was investigated in 2015 by A. Grigutis, A. Korvel and J. Siaulys. Furthermore, the same model but
with different order in which the random variables representing the claim amounts occur X, Y, X, Y, ... was
investigated in 2021 by A. Alencenovi¢ and A. Grigutis. In this article, a recursive formula for calculation
of both finite and ultimate time survival probabilities in the case of bi-risk model is presented. Additionally,
several numerical examples illustrating the application of the derived formulas are presented.

Key words : bi-risk risk model; discrete time risk model; finite time survival probability; ultimate time
survival probability; recursive formula.



1 Ivadas

Vienas is sio darbo siekiy yra susipazinimas su diskretaus laiko rizikos modeliais bei jy isgy-
venamumo tikimybiy iSvedimo budais, dél to, kaip tyrimo pagrindas paimti keli anks¢iau parasyti
darbai: 2015 mety A. Griguéio, A. Korvel ir J. Siaulio [2] bei 2021 mety A. Alencenovi¢ ir A. Gri-
gucio [3]. Siame darbe laikomés panasios struktiiros kaip A. Alencenovi¢ ir A. Griguéio straipsnis
[B], o idéjiskai tesiama jungtinio dvieju zaly diskretaus laiko rizikos modelio analizé pateikta A.
Griguéio, A. Korvel ir J. Siaulio parasytame straipsnyje [2]. Siame darbe tyrinéjamas minétuose
straipsniuose apibrézty diskretaus laiko rizikos modeliy atskiras atvejis, jam gaunamos naujos is-
gyvenamumo tikimybiy israiskos, taip siekiant patvirtinti naudoty metody teisinguma bei prisidéti
prie krypties ieskojimo norint tirti bendresnius modelius.

Diskretaus laiko ir panasiems rizikos modeliams aprasyti tipiskai naudojamas atsitiktinis klajo-
jimas, siekiant apskaiciuoti tikimybes, kad atsitiktinio klajojimo reiksmés virsys tam tikra slenkst;j.
Siame darbe toks slenkstis yra u + xt, o atsitiktinj klajojima apibréziame kaip atsitiktiniy dydziy
suma, Zle Z;, t € N. Tuomet, jungtinis dviejy zaly rizikos modelis W (t) su apibendrinta premija
apibréziamas taip

W(t)=u+nrt—> Z, (1)
=1

kai
e t,k e Nirue Ny:=NU{0},

o Zoi 1 4 X, Zy; 4 x + Y, visiems ¢ € N, ¢ia X,Y - nepriklausomi sveikieji neneigiami
atsitiktiniai dydziai.

Taip apibrézti bei kiti panasus ir nebutinai diskretus rizikos modeliai, pavyzdziui klasikinis Sparre
Andersen modelis [1], daznai naudojami draudime, kai W (¢) suprantamas kaip draudiko turtas mo-
mentu ¢, parametras v € Ny yra pradinis turtas, £ € N - premija arba kitaip pajamos, o atsitiktiniai
dydziai Z; laikomi atsitiktinai patiriamomis Zalomis momentais ¢ € N. Pagrindinis klausimas, ru-
pintis tiriant tokius atsitiktinius procesus, modeliuojamus pagal , tai ar deterministiné modelio
dalis u + st yra didesné uz atsitiktine dalj S i_, Z; visiems natiiraliesiems ¢ iki tam tikro T € N
arba net T — oo. Tam tikrame finansiniame kontekste tai gali buti suprantama, kaip vertinimas,
kokia tikimybeé, jog pradinio turto ir gaunamy premijy uzteks padengti patiriamoms zaloms. Tokias
tikimybes apibréziame taip

T t
o(u,T):=P <ﬂ {W(t) > O}) =P (121{52% {Z:(ZZ - K)} < u) , (2)

t=1 =1

o(u) =P (ﬁ{W(t) > 0}) =P <sup {Z(Zl- - /-f.-,)} < u) , (3)
t=1

=21 =1

kai pirmoji ¢(u,T) vadinama baigtinio laiko iSgyvenamumo tikimybe, o antroji ¢(u) begalinio
laiko iSgyvenamumo tikimybe. ISgyvenamumo tikimybés ¢(u,T’) apskaic¢iavimo budai yra daug
paprastesni nei ¢(u). Dél ¢(u) sudétingumo, kai x yra bet koks naturinis skai¢ius, nagrinésime
modelj , kai k = 2. Atvejis, kai kK = 1 buvo aprasytas [2], o atvejis K = 2, su kitokiu zaly
issidestymu, aprasytas [3]. Net tokie mazi pakeitimai gali turéti reikSminga poveikj begalinio laiko
iSgyvenamumo tikimybiy iSraiSkoms. Pavyzdziui, jau minétame darbe [2], kai k = 1, reikéjo tirti du
galimus zaly Z; pasiskirstymo atvejus, lemiancius begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybiy formas,
taciau, siame darbe, peréjus prie k = 2, tokiy atvejy skaic¢ius iSaugo iki 6. Didinant  toliau,



reikalingy tirti atveju skaicius reikSmingai auga, kas stipriai apsunkina apibendrinty ¢(u) formy
iSvedima visoms x € N.
Toliau parodysime i$ kur atsiranda skirtingos ¢(u) iSraiskos. Bet kokiam u € Ny apsibréziame
Ty =PX =u), yy =PY =u), s, =P(X+Y =u), ay, =P(X+ X +Y =u),
u u u u
X(u) := Zwi, Y(u) = Zyi, S(u) = Z‘Si’ A(u) := Zai,
=0 =0 =0 =0
X(u):=1-X(u), Y(u):=1-Y(u), S(u) :==1—8S(u), A(u) :=1— A(u).

Naudojantis formule P(A N B) = P(A) — P(A N B€), pertvarkymais ir kitais elementariais tiki-
mybiy teorijos metodais, diskreciam dviejy zaly rizikos modeliui su premija lygia dviem, gauname

w(@ﬂ(ﬁ{wﬁ_i@w}) :E»(ﬁ{wgt_imo},zﬁum)

t=1 =1 t=2 i=1
o0 t o0 t
:P(ﬂ {u+2t—ZZi>0}> —]P’(ﬂ {u+2t—ZZi>0},Z1>u—|—2>
t=2 =1 t=2 i=1
o0 t
_P<ﬂ {u+2t—Zl—Zg—ZZ¢>O},Z1+Z2<u+4>
t=3 1=3

(o) t
—P(ﬂ {u+2t—Z1—Z2—ZZi>O},Z1>u+2, Zl+Z2<u—|—4>
t=3 =3

u+3 o0 t—2
:ZP( N {u+2(t—2)+4—Zl—Z2—ZZi>0},Z1+Z2:k)
k=0 t

—2=1 i=1
00 t o] t
— ($u+380 + $u+281)P <ﬂ {1 + 2t — ZZi > O}) — Ty4250P (m {2 + 2t — Z Z; > 0})
t=1 i=1 t=1 i=1
u+3
= > o(u+4—k)ap — (Tur350 + Tur2s1)p(l) — Tur2s00(2)
k=0

+4
=Y p(k)ausak — (Tuy3so + Tuyas1)p(1) — Tur2s09(2).
k=1

Gauta lygybé

u+4
p(u) = o(k)aura—r — (Tutsso + ur2s1)@(1) — zur2500(2) (4)
k=1
yra vienas iS esminiy Sio darbo tyrinéjimo objekty. Irasydami v = 0,1,...,n —4 ] gauname

lygéiy sistema

aop(4) = ©(0) + (—az + w350 + w251)0(1) + (—az + r250)p(2) — a1(3),
app(5) = (1 — ag + w480 + x381)(1) + (—as + x350)p(2) — a2(3) — a1p(4),

n—1

app(n) = (Tp—150 + Tn—251)p(1) + Tp_250¢(2) + p(n — 4) — kz_:l o(k)an_k.




Gauta lygéiy sistema leidzia isreiksti ¢(n) per ¢(0),...,¢(3), kai n =4,5,.... Tad pagrindiné
uzduotis, su kuria susiduriame, yra pradiniy reikSmiu ¢(0),...,¢(3) radimas. Kadangi lygybes
(5) yra priklausomos nuo atsitiktiniy dydziy X ir Y sasukos A := X + X + Y skirstinio, tai ir
pradiniy ¢ reik§miy iSraiskos yra priklausomos nuo A struktiiros. Siame darbe nenagrinéjame
bendresniy modelio atvejuy nei pasirinktomis salygomis: k£ = 2 ir Zgi_liX , ZgiiX +Y, 1€
N. Neapsiribojus minétomis salygomis, begalino laiko iSgyvenamumo tikimybiy iSraisky iSvedimas
tampa labai abstraktus ir sudétingas. Tad §is ir [2] bei [3] darbai gali buti tik pradiniai zingsniai
patvirtinantys metodo teisinguma bei suteikiantys kryptj bandymams nagrinéti bendra modelio
atveji, kai k yra bet koks naturinis skaicius.

Kaip jau minéjome anksciau, norédami rasti ¢(n) iSraiska visiems n € Ny, visy pirma turime
rasti pradines reiksmes ¢(0),...,¢(3). Siy nezinomyjy skaic¢iy galime sumazinti vienu, pasinau-
dodami toliau pateikta begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybés savybe , kuri galioja, kuomet
tenkinama grynojo pelno salyga. Sakome, kad nagrinéjamas modelis , kai k = 2, tenkina grynojo
pelno salyga, kai EA < 4. Si salyga yra biitina, norint i$vengti garantuoto bankroto (iSgyvenamumo
tikimybeés lygios nuliui) laikui augant j begalybe, ziuréti teorema |§| skyriuje |2l Intuityviai suprasti
grynojo pelno salyga galima paziuréjus j nagrinéjamo modelio (1)) vidutinio turto EW (¢) israiska
lyginiams ir nelyginiams ¢t € N

EW (2t) = u + t(2k — EA),

EW(2t—1)=u—r+ES+t(2x —EA).
Siose israiskose akivaizdziai matosi, jog nuo 2x — EA Zenklo priklauso EW (t) 7enklas bei W (t)
galimybé jgyti neteigiamas reiksmes, tam tikriems ¢ € N.

Toliau parodysime pries tai minéta begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybés savybe (11). Su-
muodami abi lygybés (4)) puses, gauname

v v u+t4
Yoww) =Y pk)awra—k — (X(v+3) = X(2))s0 + (X (v +2) = X(1))s1) p(1)
u=0 u=0 k=1
— (X(v+2) = X(1))s0p(2), (6)
o v ut4 3 v v+4 v
SN ek)aurai =D ok) D aupa—r+ Y ek) D augar
u=0 k=1 k=1 u=0 k=4 u=k—4
3 v+4
= ok)(Av+4—k)—AB—k)+>_pk)A(v+4—k). (7)
k=1 k=4
Istate i @ ir pertvarke, gauname
v+4 - v+4 3 3
S ok)Av+4—k) — > o) = ok)(Av+4-k) —AB—k) = > ok)A(v+4—k)
k=0 u=v+1 k=1 k=0
— (X (0+3) = X(2))s0 + (X(v+2) = X(1))s1) (1) — (X (v +2) — X (1)) s00(2). (8)

Toliau bus reikalinga pagalbiné lema |1}, sumoms tirti. Pazymeékime ¢(00) 1= limy 00 ¢(u).

Lema 1. Jungtinio dviejy Zaly rizikos modelio su premija lygia dviem, begalinio laiko iSgyvenamumo
tikimybei teisingos sios squybés:

p(o0) =1, jei EA < 4, 9)
v+4

Jim Z o(k)A(v+4 — k) = () - EA. (10)
k=0

4



Sios lemos pirmoji lygybé @) irodoma analogiskai, kaip [4, p. 935-936], o antroji analo-
giskai, kaip [0, p. 4] arba [6, p. 13].
Tada, kai v — oo ir EA < 4, i$ lygybés ir lemos |1}, gauname

3
2(0) + (X(2)s0 + X (V)s1) (1) + X(Ds0p(2) + Y @K)AB k) =4 -EA. (11)
k=1

Turédami ir (5)) lygybes galime iSsireiksti ¢(n) per ¢(0), p(1) ir ¢(2) visiems n € Ny.

2 Rezultatai

Siame skyriuje suformuluojame teoremas, kuriomis naudojantis galima gauti o(u,T) ir ¢(u)
- baigtinio ir begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybiy iSraiskas modeliui (1) su £ = 2. Pirmoji
teorema skirta baigtinio laiko iSgyvenamumo tikimybei ¢(u,T). ISgyvenamumo tikimybeés p(u,T')
iSraiska gali buti gauta naudojantis 7, Teoremos 1-4], taciau pateikta teorema [1| specialiai pri-
taikyta nagrinéjamam rizikos modeliui. Véliau si teorema bus reikalinga skyriuje [ pateikiant
pavyzdzius baigtinio ir begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybiy palyginimams. Teoremos [2] —
skirtos begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybéms, kai tenkinama grynojo pelno salyga EA < 4.
Teoremose [2| — |5 aprasytos ¢(u) israiskos priklauso nuo A = X + X 4+ Y pasiskirstymo jgyjamu
maziausiy reikSmiy. Paskutiné teorema [6] skirta parodyti, jog neskaitant keliy trivialiy atvejy, be-
galinio laiko iSgyvenamumo tikimybé lygi nuliui, kai grynojo pelno salyga netenkinama EA > 4.
Visos Siame skyriuje pateiktos teoremos véliau jrodomos tolimesniame skyriuje

Teorema 1. Duviejy Zaly rizikos modelio su premija lygia dviem, baigtinio laiko iSgyvenamumo
tikimybei p(u,T) galioja:

p(u,1) = X(u+1),
u+1
QO(U, 2) = Z ka(u +3- k)?
k=0
u+3
QO(U, T) = Z Qp(u +4—-kT - 2)ak - (ﬂl‘u+281 + xu+350)90(17 T— 2) - xu+250§0(27 T - 2)7 T =3.
k=0
Toliau pereiname prie begalinio laiko. Begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybés ¢ iSraiskos yra
stipriai priklausomos nuo maziausiy sasukos A = X + X + Y reiksmiy. Apibréziame keturias
rekurentines sekas ay,, Bn, Yn, On, kuomet ag > 0. Kai n =0, 1,2, 3, tai

(n] an | Bn T | o |
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
2 0 0 1 0
3 | —1/a0 | = (AQ2) +X(2)s0 + X(1)s1) /a0 | — (A1) + X(1)s0) /ao || 1/aq

ir, kain =4,5, ..., tai

1 n—1 1 n—1
Qp = aio <an4 - Z an—kak> ’ Bn - aio <5n4 B Z a”_kﬁk T Tn—150 + Tn—251 | ,

k=1 k=1
1 n—1 1 n—1

Tn ="\ Tn—4— Z Un—kYk + Tn—250 |, Onp = — | Op—a — Z Qn 1Ok | -
ao =1 ao k=1



Teorema 2. Jei ag > 0 ir EA < 4, jungtinio dviejy Zaly rizikos modelio su premija lygia dviem,
begalinio latko isSgyvenamumo tikimybei galioja

Qpil — A Bpt1l — Bn ntl — Tn ©(0) Ont1 — On
Ap42 — Op 571-1—2 - ﬁn Yn+2 — Tn X 90(1) + 6n+2 5 4 EA
Qp43 — Qp Bn+3 - ﬁn Yn+3 — Tn 90(2) 5n+3 5
o(n+1)—pn)
=| on+2)—pn) |,neNy, (12)
p(n+3) — o(n)
o(3) = —(0) — (A(2) + X(2)s0 + X (1)s1)p(1) — (A1) + X (1)s0)p(2) +4 - EA
ao ’
p(u) = ;0 <<P(U —4) + (zy—150 + Tu—251)@(1) + Tu—2500(2) — auk@(k)> su=4,5,...

Pastaba 1. Begalinio laiko isgyvenamumo tikimybéms galioja p(n) < @(n + 1) < 1 visiems n €
Ng. Be to, is lemos matome, kad @(n) ~ 1, kai n — pakankamai didelis. Dél siy savybiy,
praktiniuose teoremos |4 taikymuose, lygciy sistemos desing puse laikome lygia (0,0,0)T ir
reikalingas pradines reiksmes ©(0), o(1) ir ¢(2) apskaicivojame s (1)

Pastaba 2. [rodyti, kad sistemos (@ matrica néra issigumusi visiems n € Ng negalime, taciau
tokios matricos, kuri buty apibrézta pagal teoremq (3 ir buty issigimusi, rasti nepavyko.

Toliau nagrinéjame begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybés ¢ iSraiskas, kai ag = 0 ir a3 > 0.
Apibréziame tris rekurentines sekas @, 3, 0n. Kain =0,1,2, tai

B P | on |
0 1 0 0
1 0 1 0
2 I —1/ar | —(A(2) + X(U)s1)/a1 || /a1

ir, kain = 3,4, ..., tai
1 n—1
Qp = — | Qp_3 — Z an+lfkak )
a1 =1

. 1 . n—1
571:671 <ﬁn 3~ Zan+1 KBk + Tne 131>

k=1
Foe L (Fos— S an1sd
n — a0 n—3 = n+1—k0k | -

Teorema 3. Jeiag =0, a1 > 0 ir EA < 4, jungtinio dviejy Zaly rizikos modelio su premija lygia
dviem, begalinio latko isgyvenamumo tikimybei galioja

Ani1 = 0n Buyy = By #(0) Fn+1 = On —
(an+2_an 5n+2_ﬂn>X<90(1)>+<5n+2_5n>><(4 EA)



5(2) = —¢(0) — (A(2) + X(1)s1)p(1) + 4 —EA
a1

u—1
o(u) = 1 <<p(u —3) + zy—1510(1) — Z auﬂkgo(k)) ,u=23.4, ...
k=1

ai

Pastaba 3. Teoremos[3 praktinis taikymas yra analogiskas teoremai[d, kuris aprasytas pastaboje

[

Pastaba 4. [rodyti, kad sistemos matrica néra issigumust visiems n € Ng negalime, taciau
tokios matricos, kuri buty apibrézta pagal teoremq (3 ir buty iSsigimusi, rasti nepavyko.

Toliau nagrinéjame begalinio laiko iSgyvenamumo tikimybés ¢ israiskas, kai ap = 0, a; = 0 ir
as > 0. Apibréziame dvi rekurentines sekas &, 0.

1 1 n—1
Go=1,01=———— ap=—no—S anio pap+ans1d1 |, n=2,3, ...
0 1 X(1)51—|—a2 n a2<n 2 kz::l n+2—kWk nol 1)
. . 1 . 1 (- n—l . .
00=0,==———,0n,=—|[0p_2— Onio—k0k +Tps101 |, n=2,3, ...
0 1 X(1)51 T ay n as ( n—2 kz::l n+2—kOk nol 1)

Teorema 4. Kaiag =0, a1 =0, as > 0 ir EA < 4, jungtinio dviejy Zaly rizikos modelio su premija
lygia dviem, begalinio laiko isgyvenamumo tikimybei galioja

A

(@nt1 = @n)e(0) + (Bns1 — 02)(4 = EA) = p(n + 1) — ¢(n), n € Ny, (14)

o(1) = 61(0) + b1 (4 — EA),

1

u—1
SD(U’) = ;2 <<10(U - 2) - Z a’u+2—k‘§0(k) + muslgp(]-)) , U = 27 37 ‘e
k=1

Be to, Gpt1 — G # 0 visiems n € Ny.

Pastaba 5. Yra du X, Y skirstiniy atvejai, iSpildantys teoremoje[{] esancias sqlygas ap =0, a; =0
ir ag > 0, nuo kuriy priklauso ¢ israiskos forma.

o Pirmu atveju xg > 0 ir yo = y1 = 0, yo > 0, tada so = zoyo = 0 ir s1 = z1yo + zoy1 = 0.
Siuo atveju teoremoje esancios isgyvenamumo tikimybés o(1) vardiklis ir anksciau aprasyty
israisky Gy, 0n vardikliad lygus as > 0 pagal teoremos 4| sqlygas.

o Antru atveju xog = 0, 1 > 0 ir yo > 0, tada so = zoyg = 0 ir s1 = 1Yo + Toy1 = x1yo > 0.
Siuo atveju teoremoje esancios isgyvenamumo tikimybés o(1) vardiklis ir anksciau aprasyty
israisky Gy, 5, vardikliai lygis az + X(1)s1 = 2dy2 + 23yo + (1 — 20 — z1)T1%0 = T1Y0 > 0
pagal teoremos |4 sqlygas.

Pastaba 6. Teoremos [{] praktinis taikymas yra analogiskas teoremoms[3 ir[3, minimas pastabose

@ 3.

Galiausiai pereiname prie paskutinio ¢ priklausomybés nuo A atvejo, kai ag =0, a3 =0, aa =0
ir ag > 0.



Teorema 5. Kaiay =0, a1 =0, a2 =0, az > 0 ir EA < 4, jungtinio dviejy Zaly rizikos modelio
su premija lygia dviem, begalinio laiko isgyvenamumo tikimybei galioja

p(0) =4 EA,
_ »(0)
@(1) - as )
1 u—1
@(u) = (So(u - 1) - Z au+3—k@(k)> s u=23,...
a3 k=1

Lengva pastebéti, kad, kai ag = a1 = ag = asz = 0, grynojo pelno salyga netenkinama, nes
EA > 4. Tokiu atveju, teisinga tokia teorema

Teorema 6. Kai grynojo pelno sglyga netenkinama, jungtinio dviejy Zaly rizikos modelio su premija
lygia dviem, begalinio laiko isgyvenamumo tikimybei galioja

i. p(u) =0 visiems u € Ny, kai EA > 4,
ii. o(u) = 0 visiems u € Ny, kai EA =4 iraq <1,

iii. p(0) =0 ir p(u) =1 visiems u € N, kai EA =4 ir ay = 1.

3 Irodymai
Toliau pateikiame ankstesniame skyriuje [2] suformuluoty teoremy jrodymus.

Teoremos [1] jrodymas. 18 dviejy zaly rizikos modelio su premija lygia dviem baigtinio laiko iSgyve-
namumo tikimybés apibrézimo seka, kad

ou, 1) =Pu+2-2;>0)=X(u+1).
Kai T = 2, analogiskai i$ apibrézimo seka, kad

p(u,2) = PEW (1) > 0} n{W(2) > 0})
({Zl <u+2}ﬂ{Zl+Z2<u+4})
{X <u+1}n{X+S<u+3})

Il
N =

%P(X:k)@(Sgqug—k)

I
IS
+
=]

21S(u+3— k).

i
o



Kai T > 3, naudojantis panasiais argumentais, kaip begalinio laiko lygybés irodyme, seka, kad

<T { 2t§22->0}> :P<ﬂ {u+2tiZi>0}ﬂ{Zl<u+2}>

t=2 i=1

— <{ 2t—zt:Zi>0}>—P(ﬁ{u+2t—iZi>O}ﬂ{Zl2u+2}>

i=1 t=2 i=1

[RD)

\D%

T t
= (ﬂ{u—i—%—Zl ZQ_ZZi>O}m{Z1+ZQ<U+4}>
t=3 i=3
T t
(ﬂ{u—i—%—Zl ZQ—ZZ‘>0}Q{Z1>’U,+2}ﬂ{Zl+Z2<’U,+4}>
ut3 T—2 t—2
_szl+22—kp(ﬂ u+2t-2)+4-k-> 7 >0}m{21+22_k})
k=0 t—2=1 i=1
T—2 T—2 t
— (l‘u+281 +1‘u+380 < {1+2t—ZZ > 0}> _$u+230P<m {2+2t_ZZi > 0})
t=1 = t=1 i=1
u+3
= Z ou+4—k,T—2)ag — (xyr251 + Tut3s0)p(1, T — 2) — xypos0p(2, T — 2).
k=0

O

Teoremos 9 jrodymas. Laikykime, kad oy, Bn, 7 ir 6, yra rekurentinés sekos, apibréztos pries
teorema |2 Norime parodyti, kad visiems n € Ny

(P(n) = an@(o) + /Bn@(l) + 'YnSO(Q) + 5n(4 - EA) (15)

Kain =0, 1 ir 2, lygybés akivaizdzios. Kai n = 3, iSraiska gauname is

©(3) = —aloga(o) ~ X(2)s0+ )2(01)81 + A(2)<p(1) _ X(l)SZ:A(l)go(Q) T ;0(4 _EA)

= a3p(0) + B3(1) + 139(2) + d3(4 — EA).

Kai n > 4, naudojame indukcija. Tada, i$ ir indukcijos hipotezés, seka



n—1
p(n) = alo (so(n —4) + (2150 + Tn—251)p(1) + Tp-250p(2) = Y w(k)an_k>
k=1

o <Oén—490(0) + Bn—ap(1) + Yn-ap(2) + dp—a(4 — EA))
((Jﬁn—lso + xn—281) (Oélcp(()) + Bre(l) + v1p(2) + 01(4 — EA)))
+ 1 (wn—zso (Oé2</3(0) + B2o(1) + 720(2) + 02(4 — EA)))

Un—k (ak‘P(O) + Brp(1) + ep(2) + 6p(4 — EA)))

1 n—1
:a<%4—§:%%%>wm

k=1

1 n—1
+— < n—4 — Z an—kBk + Tn-150 + l‘n251> e(1)
o k=1
1 n—1
+— <7n4 = kv + $n280> ©(2)
o k=1
1 n—1
+ — <5n4 - Z an—k5k> (4 - EA)
o k=1

= anp(0) + Brp(l) + 1mp(2) + 0n(4 — EA).

IS to seka, kad lygtis teisinga visiems n € Ny. Atimdami p(n + 1) — ¢(n),
@(n+2) —(n) ir o(n+ 3) — ¢(n) gauname sistema ([12)), o likusios lygtys teoremoje [2] seka is
ir . O

Teoremos [3 irodymas. Laikykime, kad @y, 3,, ir 0, yra rekurentinés sekos, apibréztos pries teorema
Bl Tada, naudojantis analogiska argumentacija kaip teoremoje 2, parodome

p(n) =anp(0) + B,p(1) + 0n(4 — EA), n € No. (16)
Kai n = 0 arba 1, lygybeés akivaizdzios. Kai n = 2, is gauname, kad

o CX@so+ XWs+AR) 1
30(2) = 790(0) ay —i—Y(l)SO v a —|—Y(1)So

_a1 —I-Y(l)S() (4_EA)

=2p(0) + Bap(1) + 02(4 — EA).
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Kai n > 3, naudojame indukcijg. Tada, i$ ir indukcijos hipotezés seka

n—1
p(n) = L (@(n = 3) +ap1s10(1) = Y SO(k)anH—k)

ai k=1

= all <an—390(0) + Bp_sgp(1) + 8p_3(4 — EA))

k=1
n—1
Sng— Y an+1k5k> (4—-EA)

k=1
=an@(0) + Bop(l) + 0n(4 — EA).

n—1
+ 1 <n—3 = an1-kBy + xn—131> v(1)

IS to seka, kad lygtis teisinga visiems n € Ng. Atimdami ¢p(n+ 1) — ¢(n) ir ¢(n +2) — p(n)
gauname sistema , o likusios lygtys teoremoje |3| seka is ir . O

Teoremos [{] jrodymas. Laikykime, kad &, ir on yra rekurentinés sekos, apibréztos pries teorema
Tada, naudojantis analogiska argumentacija kaip teoremose [2] ir [3] parodome

¢(n) = anp(0) + 6,(4 — EA), n € No. (17)
Kai n = 0, lygybé akivaizdi. Kai n =1, i$ gauname, kad

1 1
(P(l) B _a2 + 7(1)51 90(0) + as + Y(l)sl
= 542(,0(0) -+ 82(4 — EA)

(4—FEA)

11



Kai n > 2, naudojame indukcijg. Tada, i$ ir indukcijos hipotezés seka

‘p(n) = (@(n - 2) + $n81(,0 Z an+2k>

Qp—g — Z ant2-kO + $n81a1> ©(0)

+— ( n-2 — Z (U t2—kOk + xn3151> (4 —FEA)
@2 k=1

= ,(0) 4 0, (4 — EA).
IS to seka, kad lygtis teisinga visiems n € Ny. Atimdami ¢(n + 1) — ¢(n) gauname lygtj (14)),
o likusios lygtys teoremoje |4| seka is ir .

Irodymas, kad Gy, 41 — &y, # 0 visiems n € Ny, yra analogiskas pateiktiems darbuose [4, p. 937]
ir [5, p. 16]. O

Teoremos [ jrodymas. Kai n = 0, i§ gauname, kad

©(0) =4 —EA.
Tada, kai n > 1, i8 seka, kad
4—-EA
1 pu—
p(1) .
1 n—1
p(n) = — <90(n -1)— Z p(k)anys k) nz=2
@3 k=1
O
Teoremos |6| jrodymas.
i. Pirmu atveju, ¢(u) = 0 visiems u € Ny, kai ES > 4, seka i$ lygybiu ir
(0) + (X(2)s0 + X(1)s1) p(1) + X (1sop(2) + Z ok = (4—EA) - p(c0). (18)

Kadangi kairé lygties pusé yra neneigiama ir 4 — EA < 0, tai ¢(c0) = 0, i$ ko seka, kad
o(u) = 0 visiems u € Ny, nes ¢ - nemazéjanti.

ii. Antru atveju, ¢(u) = 0 visiems u € Ny, kai EA =4 ir a4 < 1, matome, kad tampa
©(0) + (zos2 + s1 + 50)(1) + (zos1 + 50)¢(2) + zosop(3) = 0. (19)

Tada, panasiu principu kaip teoremose [2| - [5 nagrinéjame scenarijus, kai
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Ay ag > 0,

./4.2 CIQZO, a1>0,

.A3 a0:0, a1:0, a2>0,

Ay ap=0,a; =0,a2 =0, a3 > 0.

Scenarijaus A atveju, ap > 0= x¢ > 0, yg > 0 = s¢ > 0, dél to lygtyje koeficientai

prie ¢ teigiami. IS to seka, kad lygybe teisinga tik tada, kai p(0) = @(1) = ¢(2) =
©(3) =0, tada is matome, kad ir p(n) =0, n > 4.

Scenarijaus Ao atveju, ag = 0, a1 > 0= x9 > 0,50 =0,y1 > 0= s9 = 0s1 > 0, dél
to lygtyje koeficientai prie ¢ teigiami. IS to seka, kad lygybé teisinga tik tada, kai
©(0) = (1) = p(2) =0, tada is matome, kad ir p(n) =0, n > 3.

Scenarijaus A3 atveju yra dvi galimybés:
Asz1 a90=0,a1 =0a3 >0=—290=0, 21 > 0, Yo > 0= sg =0s1 >0,

As.o apg=0,a1=0a2>0=120>0,9=0,y1 =0y >0=—= 590 =051 =059 > 0.

Abiem atvejais, A3 1 ir Asz.9, lygtyje esantys koeficientai prie ¢ teigiami. IS to seka, kad

lygybe teisinga tik tada, kai ¢(0) = ¢(1) = 0, tada is (4]) matome, kad ir p(n) =0, n > 2.

Scenarijaus A4 atveju taip pat yra dvi galimybés:

A4.1 a0:0, a1:0a2:()a3>0:>:v0:0, X1 >O, y0:0y1 >O:>80:081>0,

Ay a0 =0,a1 =0a2=0a3>0=20>0,y0=0,y1 =0y2 =0y3 >0 = 59 =051 =
0so >0,

Abiem atvejais, A4 ir Ay9, lygtyje esantys koeficientai prie ¢ lygus nuliui. IS to seka,
kad ¢(0) = 0, tada i8 matome, kad ir p(n) =0, n > 1.

iii. Treciasis ir paskutinysis atvejis, kai EA = 4 ir ay = 23y4 + 22y2 + 730 = 1, seka i$ jungtinio
dviejy zaly rizikos modelio su premija lygia dviem (k = 2) apibrézimo (I)). Tada funkcija
W (t) lygi

i W(t) =u+2- I[{t nelyginis}» jelzg=ys =1,
i W(t) =u+1- ﬂ{t nelyginis}» jei 1 =Y2 = 17
o W(t) =u,jei zg =yo = 1.

IS to matosi, kad W (t) = 0 su kai kuriais ¢t € N, kai u =0, o kai u > 0, tai W(¢) > 0 visiems

t € N. Dél to
0, kaiu =20
w) =1 , U € Np.
P u) {1,kaiu>0 0

4 Pavyzdziai

Siame skyriuje pateikiame konkre¢ius teoremy, aprasyty skyriuje , taikymo pavyzdzius, suge-
neruotus Python aplinkoje (programos kodas pateiktas priede. Laikome, kad atsitiktiniai dydziai,
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generuojantys jungtinj dviejy zaly diskretaus laiko riziko modelj su premija lygia dviem, pasiskirs-
te pagal paslinktojo Puasono skirstinj P(\, &) su parametrais A > 0 ir £ € Ny, kurio tikimybiy
pasiskirstymo funkcija lygi

m—¢§
(Ti\ll_g)!vm:fag+]-a"'

P(X =m)=¢e"
Tokiam atsitiktiniam dydziui galioja:
e EX =X+,
i X+Y ~ P()\l +)\27§1 +£2))

jei X ~ P(A,&1), Y ~ P(A2, &) ir X, Y yra nepriklausomi. Detalesnis paslinktojo Puasono
savybiy aprasymas pateiktas [§].
Toliau pateiktose ¢(u,T") ir ¢(u) pavyzdziy lentelése:

o visos reikSmés suapvalintos iki 3 skaitmeny po kablelio, iSskyrus 0 ir 1;

o kintamieji 7" ir u pasirinkti taip, kad geriausiai atspindéty iSgyvenamumo tikimybiy pasikei-
timus;

o taikius teoremas [2| - [d] pasirinktas n = 20, kaip pakankamai didelis pakankamam iSgyvena-
mumo tikimybiy tikslumui gauti.

Pavyzdys 4.1. Laikykime, kad X ~ P(1,0) ir Y ~ P(1,0). Naudojantis teorema 1] ir teorema 4
gaunama toliau pateikta lentelé

1 lentelé: Isgyvenamumo tikimybeés, kai X ~ P(1,0) ir Y ~ P(1,0).

T|u=0|u=1|u=2|u=3|u=4|u=5|u=10|u=15
1| 0736 | 0920 | 0.981 | 0.996 | 0.999 | 1 1
2 | 0.564 | 0.788 | 0.909 | 0.965 | 0.988 | 0.996 1
3 | 0547 | 0.771 | 0.898 | 0.959 | 0.985 | 0.995 1
4 | 0505 | 0.727 | 0.863 | 0.936 | 0.972 | 0.989 1
5 0.499 | 0.720 | 0.857 | 0.932 | 0.969 | 0.987 1
6 | 0.481 | 0.699 | 0.838 | 0.918 | 0.960 | 0.982 1
7 ] 0478 | 0.695 | 0.834 | 0.915 | 0.958 | 0.980 1
8 | 0.468 | 0.683 | 0.823 | 0.906 | 0.952 | 0.976 1
9 | 0466 | 0.681 | 0.821 | 0.904 | 0.950 | 0.975 1

10 | 0.460 | 0.673 | 0.813 | 0.898 | 0.946 | 0.972 0.999
11| 0459 | 0.672 | 0.812 | 0.897 | 0.945 | 0.971 0.999
12 | 0.455 | 0.667 | 0.807 | 0.892 | 0.941 | 0.969 0.999
13| 0454 | 0.666 | 0.806 | 0.891 | 0.941 | 0.968 0.999
14 | 0.452 | 0.662 | 0.803 | 0.888 | 0.938 | 0.967 0.999
15| 0451 | 0.662 | 0.802 | 0.888 | 0.938 | 0.966 0.999
oo | 0.442 | 0.650 | 0.790 | 0.876 | 0.928 | 0.958 0.997

NG UG VAT O TG VAT N UG AT WG G G T G W
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Pavyzdys 4.2. Laikykime, kad X ~ P(1,0) ir Y ~ P(9/10,1). Naudojantis teoremal[l ir teorema
[3 gaunama toliau pateikta lentelé

2 lentelé: ISgyvenamumo tikimybes, kai X ~ P(1,0) ir Y ~ P(9/10,1).

T|lu=0|u=1|u=2|u=3|u=4|u=5|u=10|u=15|u=20
1] 0736 | 0.920 | 0.981 | 0.996 | 0.999 | 1 1 1 1

2 | 0.418 | 0.660 | 0.829 | 0.925 | 0.971 | 0.990 1 1 1

3| 0399 | 0.638 | 0.811 | 0.914 | 0.965 | 0.987 1 1 1

4| 0318 | 0.535 | 0.715 | 0.841 | 0.918 | 0.961 1 1 1

5| 0310 | 0524 | 0.703 | 0.831 | 0.912 | 0.957 1 1 1

6 | 0.269 | 0.465 | 0.639 | 0.774 | 0.867 | 0.926 | 0.998 1 1

7 ] 0.265 | 0458 | 0.631 | 0.767 | 0.861 | 0.922 | 0.998 1 1

8 | 0.239 | 0419 | 0.586 | 0.722 | 0.822 | 0.892 | 0.995 1 1

9 | 0236 | 0.414 | 0.580 | 0.716 | 0.817 | 0.887 | 0.995 1 1
10 | 0219 | 0.386 | 0.545 | 0.680 | 0.784 | 0.860 | 0.991 1 1
11| 0216 | 0.382 | 0.541 | 0.675 | 0.779 | 0.856 | 0.990 1 1
12 | 0.203 | 0.360 | 0.513 | 0.645 | 0.751 | 0.831 | 0.985 | 0.999 1
13 | 0.201 | 0.358 | 0.510 | 0.641 | 0.747 | 0.827 | 0.984 | 0.999 1
14 | 0.191 | 0.340 | 0.487 | 0.617 | 0.722 | 0.805 | 0.978 | 0.999 1
15 | 0.190 | 0.338 | 0.484 | 0.613 | 0.719 | 0.802 | 0.977 | 0.999 1
oo | 0.062 | 0.113 | 0.168 | 0.221 | 0.272 | 0.319 | 0.514 | 0.653 | 0.759
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Pavyzdys 4.3. Laikykime, kad X ~ P(1/2,1) ir Y ~ P(9/10,0). Naudojantis teorema |1 ir
teorema [§) gaunama toliau pateikta lentelé

3 lentelé: Isgyvenamumo tikimybeés, kai X ~ P(1/2,1) ir Y ~ P(9/10,0).

T|u=0|u=1|u=2|u=3|u=4|u=5|u=10|u=15|u =20 |
10607 | 091 | 098 | 0998 | 1 1 1 1 1

2 | 0.359 | 0.685 | 0.872 | 0.956 | 0.987 | 0.997 1 1 1

3 | 0.338 | 0.658 | 0.852 | 0.945 | 0.982 | 0.995 1 1 1
40274 | 0.563 | 0.769 | 0.892 | 0.954 | 0.982 1 1 1

5| 0.265 | 0.549 | 0.756 | 0.882 | 0.948 | 0.979 1 1 1

6 | 0.233 | 0.493 | 0.698 | 0.836 | 0.918 | 0.962 1 1 1

7 ] 0228 | 0485 | 0.689 | 0.828 | 0.912 | 0.958 1 1 1

8 | 0.208 | 0.447 | 0.646 | 0.790 | 0.883 | 0.939 | 0.999 1 1

9 | 0.205 | 0.441 | 0.639 | 0.783 | 0.878 | 0.935 | 0.999 1 1
10 | 0.190 | 0.414 | 0.606 | 0.751 | 0.852 | 0.916 | 0.998 1 1
11| 0.188 | 0.410 | 0.600 | 0.746 | 0.847 | 0.912 | 0.997 1 1
12 | 0.177 | 0.389 | 0.574 | 0.719 | 0.823 | 0.894 | 0.996 1 1
13 | 0.176 | 0.385 | 0.569 | 0.714 | 0.819 | 0.891 | 0.995 1 1
14 | 0.167 | 0.368 | 0.548 | 0.691 | 0.798 | 0.874 | 0.993 1 1
15 | 0.166 | 0.365 | 0.544 | 0.687 | 0.795 | 0.870 | 0.993 1 1
co | 0.064 | 0.145 | 0.225 | 0.300 | 0.367 | 0.429 | 0.656 | 0.793 | 0.878
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Pavyzdys 4.4. Laikykime, kad X ~ P(1/4,1) irY ~ P(2/5,1). Naudojantis teoremal[l] ir teorema
[3 gaunama toliau pateikta lentelé

4 lentelé: Isgyvenamumo tikimybeés, kai X ~ P(1/4,1) ir Y ~ P(2/5,1).

T|lu=0|u=1|u=2|u=3|u=4|u=5|u=10|u=15|u=20
10779 | 0974 | 0.998 | 1 1 1 1 1 1

2 | 0407 | 0.772 | 0.937 | 0.987 | 0.998 | 1 1 1 1

3| 0396 | 0.762 | 0.932 | 0.985 | 0.997 | 1 1 1 1

4| 0314 | 0.664 | 0.871 | 0.959 | 0.989 | 0.997 1 1 1

5| 0.310 | 0.658 | 0.867 | 0.957 | 0.988 | 0.997 1 1 1

6 | 0.270 | 0.597 | 0.818 | 0.929 | 0.976 | 0.992 1 1 1

7 ] 0267 | 0.593 | 0.815 | 0.927 | 0.975 | 0.992 1 1 1

8 | 0.243 | 0.551 | 0.775 | 0.901 | 0.961 | 0.986 1 1 1

9 | 0.241 | 0548 | 0.773 | 0.899 | 0.959 | 0.985 1 1 1
10 | 0224 | 0517 | 0.741 | 0.875 | 0.945 | 0.978 1 1 1
11| 0223 | 0515 | 0.738 | 0.873 | 0.944 | 0.977 1 1 1
12 | 0210 | 0.490 | 0.712 | 0.852 | 0.930 | 0.969 1 1 1
13 | 0.209 | 0.489 | 0.710 | 0.850 | 0.929 | 0.968 1 1 1
14 | 0.199 | 0.469 | 0.688 | 0.831 | 0.915 | 0.960 1 1 1
15 | 0.199 | 0.467 | 0.686 | 0.830 | 0.914 | 0.959 1 1 1
oo | 0.100 | 0.246 | 0.384 | 0.499 | 0.592 | 0.669 | 0.882 | 0.958 | 0.985

17



Pavyzdys 4.5. Laikykime, kad X ~ P(1,1) ir Y ~ P(1,0). Naudojantis teorema [1] ir teorema (]
gaunama toliau pateikta lentelé

5 lentelé: Isgyvenamumo tikimybés, kai X ~ P(1,1) ir Y ~ P(1,0).
vu=0|u=1|u=2|u=3|u=4|u=5|u=10|u=15|u=20
0.368 | 0.736 | 0.920 | 0.981 | 0.996 | 0.999 1
0.149 | 0.398 | 0.639 | 0.813 | 0.916 | 0.966 1

T

1

2

3] 0119 | 0.333 | 0.561 | 0.747 | 0.870 | 0.941 1
4 | 0.071 | 0.215 | 0.396 | 0.576 | 0.728 | 0.840 0.996
S

6

7

8

9

—_ e = =

0.061 | 0.187 | 0.352 | 0.525 | 0.679 | 0.800 0.993
0.041 | 0.131 | 0.258 | 0.404 | 0.551 | 0.683 0.977 1

0.036 | 0.116 | 0.232 | 0.369 | 0.511 | 0.643 0.968 0.999
0.026 | 0.085 | 0.174 | 0.286 | 0.412 | 0.538 0.933 0.997
0.023 | 0.076 | 0.157 | 0.262 | 0.381 | 0.504 0.918 0.995
10 | 0.017 | 0.057 | 0.120 | 0.205 | 0.307 | 0.418 0.866 0.988
11 | 0.015 | 0.052 | 0.110 | 0.189 | 0.284 | 0.391 0.846 0.985 0.999
12| 0.012 | 0.040 | 0.085 | 0.149 | 0.230 | 0.323 0.783 0.970 0.998
13 | 0.011 | 0.036 | 0.078 | 0.137 | 0.213 | 0.302 0.760 0.963 0.997
14 | 0.008 | 0.028 | 0.061 | 0.109 | 0.172 | 0.249 0.692 0.940 0.994
15 | 0.007 | 0.026 | 0.056 | 0.101 | 0.160 | 0.232 0.669 0.930 0.993
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0

= = = = e e e

—_

IS auksciau pateikty pavyzdziy [4.1H4.5] galime pastebéti, kad skirtumas tarp EA ir 4 turi stipria
itaka iSgyvenamumo tikimybei. IS pavyzdzio matome, kad patirtos zalos, kurios vidutiniskai
néra per daug ,didelés® (EA = 3), gali nesunkiai buti padengtos pradiniu turtu w ir uzsitikrint
iSgyvenamuma, kai u = 15. Taip pat, iS pavyzdzio matome, kad tam tikram laikui pakanka-
mai uztikrinta iSgyvenamumo tikimybé gali buti pasiekta su pakankamu pradiniu turtu, netgi kai
galimos atsitiktinés zalos labiau ,agresyvios®.
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Priedas

Siame priede pateiktas Python programos kodas, kuris buvo naudojamas generuojant isgyvena-
mumo tikimybes, skyriuje [4] pateiktiems pavyzdziams.

#it#

#import of required packages

import numpy as np

import math

import pandas as pd

from datetime import timedelta

from timeit import default_timer as timer

#defining the sigma sum function
def sigma_sum(start, end, expression):
return sum(expression(i) for i in range(start, end+1))

#defining P(X=u) function
def x(u,lmbd_x,disp_x):
Imbd = 1mbd_x

disp = disp_x

if u>=disp and u>=0:

prob = math.exp(-lmbd) * lmbd**(u-disp)/math.factorial(u-disp)
else:
prob = 0

return prob

#defining P(Y=u) function
def y(u,lmbd_y,disp_y):
Imbd = 1lmbd_y

disp = disp_y

if u>=disp and u>=0:

prob = math.exp(-lmbd) * 1lmbd**(u-disp)/math.factorial(u-disp)
else:
prob = 0

return prob

#defining P(X+Y=u) function

def s(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

Imbd = 1lmbd_x+1mbd_y

disp = disp_x+disp_y

if u>=disp and u>=0:

prob = math.exp(-lmbd) * 1lmbd**(u-disp)/math.factorial(u-disp)
else:

prob = 0

return prob

#defining P(X+X+Y=u) function

def a(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

Imbd = 1lmbd_x+1lmbd_x+1lmbd_y

disp = disp_x+disp_x+disp_y

if u>=disp and u>=0:

prob = math.exp(-lmbd) * lmbd**(u-disp)/math.factorial(u-disp)
else:
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prob = 0
return prob

#defining P(X<=u) function

def X(u,lmbd_x,disp_x):

if u<0:

prob = 0

else:

prob = sigma_sum(0, u, lambda i: x(i,lmbd_x,disp_x))
return prob

#defining P(Y<=u) function

def Y(u,lmbd_y,disp_y):

if u<O0:

prob = 0

else:

prob = sigma_sum(0, u, lambda i: y(i,lmbd_y,disp_y))
return prob

#defining P(X+Y<=u) function

def S(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if u<0:

prob = 0

else:

prob = sigma_sum(0, u, lambda i: s(i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
return prob

#defining P(X+X+Y<=u) function

def A(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if u<0:

prob = 0

else:

prob = sigma_sum(0, u, lambda i: a(i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
return prob

#defining P(X>u) function
def X_(u,lmbd_x,disp_x):

prob = 1 - X(u,lmbd_x,disp_x)
return prob

#defining P(Y>u) function
def Y_(u,lmbd_y,disp_y):

prob = 1 - Y(u,lmbd_y,disp_y)
return prob

#defining P(X+Y>u) function

def S_(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

prob = 1 - S(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
return prob

#defining P(X+X+Y>u) function

def A_(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

prob = 1 - A(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
return prob
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#defining phi(u,T) - finite time surivival probability function
def phi(u,T,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if u<0:

return print("Invalid u value")
if T<=0:

return print("Invalid T value")
else:

if T==1:

return X(u+l,lmbd_x,disp_x)
elif T==2:

return sigma_sum(0, u+l, lambda k: x(k,lmbd_x,disp_x)*S(u+3-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))

else:

return sigma_sum(O0,u+3, lambda k: phi(u+4-k,T-2,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*a(k,lmbd_x,lmbd_y,di
—-(x(u+2,1lmbd_x,disp_x)*s(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)+x(u+3,1lmbd_x,disp_x)*s(0,1lmbd_x,lmbd_y,di
-x(u+2,1lmbd_x,disp_x)*s(0,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi(2,T-2,1mbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)

#defining recurrent alpha function for CASE 1
def alpha_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
if n<O0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 1

elif n==1:

return 0O

elif n==2:

return O

elif n==3:

return -1/a(0,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)
else:

return 1/a(0,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
*(alpha_1(n-4,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n-k,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*alpha_1(k,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_

#defining recurrent beta function for CASE 1

def beta_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if n<0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return O

elif n==1:

return 1

elif n==2:

return O

elif n==3:

return -1/a(0,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*(A(2,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)+X_(2,1mbd_x,disp_x)*
else:

return 1/a(0,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

*(beta_1(n-4,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*beta_1(k,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y
+x(n-1,1mbd_x,disp_x)*s(0,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)+x(n-2,1lmbd_x,disp_x)*s(1,1lmbd_x,lmbd_y,dis

#defining recurrent gamma function for CASE 1
def gamma_1(n,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y):
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if n<O0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 0O

elif n==1:

return O

elif n==2:

return 1

elif n==3:

return -1/a(0,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*(A(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)+X_(1,1lmbd_x,disp_x)*
else:

return 1/a(0,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)\

*(gamma_1(n-4,1mbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*gamma_1(k,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_
+x(n-2,1mbd_x,disp_x)*s(0,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y))

#defining recurrent delta function for CASE 1
def delta_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
if n<0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return O

elif n==1:

return 0O

elif n==2:

return O

elif n==3:

return 1/a(0,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
else:

return 1/a(0,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
*(delta_1(n-4,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n-k,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*delta_1(k,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_

#defining phi(0), phi(1), phi(2) and phi(3) finder function for CASE 1

def PHI_123(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if 2% (lmbd_x+disp_x)+lmbd_y+disp_y >= 4 or disp_x!=0 or disp_y!=0:

print (’Wrong usage’)

else:

M=[]

E=[]

for i in range(1,4):

row=[]
row.append(alpha_1(n+i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-alpha_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
row.append(beta_1(n+i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-beta_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
row.append(gamma_1(n+i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-gamma_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
M.append (row)

row=[]
row.append((delta_1(n+i,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)-delta_1(n,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y))*(2x(
E.append (row)

M=np.matrix (M)

E=np.matrix(E)

M_=np.matrix(np.linalg.inv(M))

res123=np.matmul (M_,E)

return resl123

23



#defining optimal n finder function for phi(0), phi(1), phi(2) and phi(3) finder function for CAS
def PHI_123_n_finder(precision,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
phi_123_last=PHI_123(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
phi_123_n=PHI_123(2,1mbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)

i=3

while round(float(phi_123_last[0]),precision)!=round(float(phi_123_n[0]) ,precision) or\
round(float(phi_123_last[1]),precision) !=round(float(phi_123_n[1]),precision) or\
round(float(phi_123_last[2]),precision) !=round(float(phi_123_n[2]),precision):
phi_123_last=phi_123_n

phi_123_n=PHI_123(i,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)

print(’--- n =’,i,’--=")

print (np.around(phi_123_n.astype(float) ,precision))
if i >= 20:

print (’---Computing time too long, n =’,i,’used.---’)
return i

else:

i=i+1

print(’---Selection complete, n =’,i-1,’used.---’)

return phi_123_n

#defining recurrent alpha function for CASE 2
def alpha_2(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
if n<0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 1

elif n==1:

return 0O

elif n==2:

return -1/a(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
else:

return 1/a(1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)\
*(alpha_2(n-3,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
-sigma_sum(1,n-1,lambda k:a(n+1-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*alpha_2(k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,dis

#defining recurrent beta function for CASE 2

def beta_2(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if n<0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 0O

elif n==1:

return 1

elif n==2:

return -1/a(1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*(A(2,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)+X_(1,1lmbd_x,disp_x)*
else:

return 1/a(1,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

*(beta_2(n-3,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n+1-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*beta_2(k,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp
+x(n-1,1mbd_x,disp_x)*s(1,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y))

#defining recurrent gamma (in article delta) function for CASE 2
def gamma_2(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
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if n<O0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 0O

elif n==1:

return O

elif n==2:

return 1/a(1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
else:

return 1/a(1,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
*(gamma_2(n-3,1mbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\
-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n+1-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*gamma_2(k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,dis

#defining phi(0), phi(1) and phi(2) finder function for CASE 2

def PHI_12(n,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y):

if 2*(lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y >= 4 or disp_x!=0 or disp_y!=1:

print (’Wrong usage’)

else:

M=[]

E=[]

for i in range(1,3):

row=[]
row.append(alpha_2(n+i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-alpha_2(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
row.append(beta_2(n+i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-beta_2(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
M.append (row)

row=[]
row.append((gamma_2(n+i,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)-gamma_2(n,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y))*(2x(
E.append (row)

M=np.matrix (M)

E=np.matrix(E)

M_=np.matrix(np.linalg.inv(M))

res12=np.matmul (M_,E)

return resi2

#defining optimal n finder function for phi(0), phi(1) and phi(2) finder function for CASE 2
def PHI_12_n_finder(precision,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
phi_12_last=PHI_12(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
phi_12_n=PHI_12(2,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

i=3

while round(float(phi_12_last[0]),precision)!=round(float(phi_12_n[0]),precision) or\
round(float(phi_12_last[1]),precision) !=round(float(phi_12_n[1]) ,precision):
phi_12_last=phi_12_n

phi_12_n=PHI_12(i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

print(’--- n =’,i,’--=")

print (np.around(phi_12_n.astype(float),precision))

if i >= 20:

print (’---Computing time too long, n =’,i,’used.---’)
return i

else:

i=i+1

print(’---Selection complete, n =’,i-1,’used.---’)

return phi_12_n

#defining recurrent alpha function for CASE 3
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def alpha_3(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if n<O0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 1

elif n==1:

return -1/(a(2,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)+X_(1,lmbd_x,disp_x)*s(1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))
else:

return 1/a(2,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

*(alpha_3(n-2,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

-sigma_sum(1l,n-1,lambda k:a(n+2-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*alpha_3(k,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,dis;
+x(n,1lmbd_x,disp_x)*s(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*alpha_3(1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))

#defining recurrent beta (in article delta) function for CASE 3

def beta_3(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if n<0:

return print("Invalid n value")

elif n==0:

return 0O

elif n==1:

return 1/(a(2,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)+X_(1,1lmbd_x,disp_x)*s(1,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y))
else:

return 1/a(2,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)\

*(beta_3(n-2,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)\

-sigma_sum(1,n-1,lambda k:a(n+2-k,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*beta_3(k,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp
+x(n,1lmbd_x,disp_x)*s(1,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*beta_3(1,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y))

#defining phi(0) and phi(1l) finder function for CASE 3

def PHI_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):

if 2*%(lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y >= 4 or not ((disp_x==1 and disp_y==0) or (disp_x==0 and disp_
print (’Wrong usage’)

else:

resl=(beta_3(n+1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-beta_3(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))\
/(alpha_3(n+1,1lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-alpha_3(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y))\

* (2% (1mbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y-4)

return resl

#defining optimal n finder function for phi(0) and phi(1l) finder function for CASE 3
def PHI_1 n_finder(precision,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y):
phi_1_last=PHI_1(1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)
phi_1_n=PHI_1(2,1mbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)

i=3

while round(float(phi_1_last),precision) !=round(float(phi_1_n),precision):
phi_1_last=phi_1_n

phi_1 n=PHI_1(i,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

print(’--- n =?,i,’--=")

print (round(float(phi_1_n),precision))

if i >= 20:

print (’---Computing time too long, n =’,i,’used.---’)
return i

else:

i=i+l

print (’---Selection complete, n =’,i-1,’used.---’)

return phi_1_n

26



#defining phi(u) - ultimate time surivival probability function

def phi_inf (u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y,phi_initial=[]):

if 4<(2*(1lmbd_x+disp_x)+lmbd_y+disp_y) : #EA>=4

return O

elif 4==(2*%(1lmbd_x+disp_x)+lmbd_y+disp_y) and a(4,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)<1:
return O

elif 4==(2x(lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y) and a(4,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)==1:
if u==0:

return 0O

else:

return 1

elif disp_x==0 and disp_y==0:#CASE 1

phi_123_n=phi_initial

return float(alpha_1(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi_123_n[0]\
+beta_1(u,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi_123_n[1]\
+gamma_1(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi_123_n[2]\
+delta_1(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*(4- (2% (1lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y)))
elif disp_x==0 and disp_y==1:#CASE 2

phi_12_n=phi_initial

return float(alpha_2(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi_12_n[0]\
+beta_2(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi_12 n[1]\

+gamma_2 (u,lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*(4- (2% (1lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y)))
elif (disp_x==1 and disp_y==0) or (disp_x==0 and disp_y==2):#CASE 3
phi_1_n=phi_initial

return float(alpha_3(u,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)*phi_1_n\
+beta_3(u,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)*(4- (2% (lmbd_x+disp_x)+1mbd_y+disp_y)))
elif (disp_x==0 and disp_y==3) or (disp_x==1 and disp_y==1):#CASE 4

if u==0:

return 4-(2*(lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y)

elif u==1:

return (4-(2*(lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y))/a(3,1lmbd_x,1lmbd_y,disp_x,disp_y)
else:

return (phi_inf(u-1,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)-sigma_sum(1l,u-1,lambda k: phi_inf (k,Ilmbd_x,lmbd_

#defining example calculation function

def example_table(u_max,T_max,lmbd_x,1mbd_y,disp_x,disp_y,precision=10,n=0):

tl = timer()

table=[]

phi_initial=[]

if n==0:

if 4<(2*(1lmbd_x+disp_x)+lmbd_y+disp_y)\

or (4==(2*(lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y) and a(4,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)<1)\
or (4==(2*(1mbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y) and a(4,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)==1)\
or (disp_x==0 and disp_y==3) or (disp_x==1 and disp_y==1):

phi_initial=[]

elif disp_x==0 and disp_y==0:#CASE 1
phi_initial=PHI_123_n_finder(precision,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

elif disp_x==0 and disp_y==1:#CASE 2

phi_initial=PHI_12_n_finder (precision,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

elif (disp_x==1 and disp_y==0) or (disp_x==0 and disp_y==2):#CASE 3
phi_initial=PHI_1_n_finder(precision,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

else:

phi_initial=[]
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else:

print (’---Selection manual, n =’,n,’taken.---’)

if 4<(2*(lmbd_x+disp_x)+lmbd_y+disp_y)\

or (4==(2%(1lmbd_x+disp_x)+1lmbd_y+disp_y) and a(4,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)<1)\
or (4==(2%(lmbd_x+disp_x)+lmbd_y+disp_y) and a(4,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)==1)\
or (disp_x==0 and disp_y==3) or (disp_x==1 and disp_y==1):

phi_initial=[]

elif disp_x==0 and disp_y==0:#CASE 1
phi_initial=PHI_123(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

elif disp_x==0 and disp_y==1:#CASE 2
phi_initial=PHI_12(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

elif (disp_x==1 and disp_y==0) or (disp_x==0 and disp_y==2):#CASE 3
phi_initial=PHI_1(n,lmbd_x,lmbd_y,disp_x,disp_y)

else:

phi_initial=[]

print (’test\n’,phi_initial)

for T in range(1,T_max+1):

print(’ [’ ,timedelta(seconds=timer()),’]J[ T =’,T,’]’)

t_list = []

for u in range(0,u_max+1):

print (’\t[’,timedelta(seconds=timer()),’]1[ u =’,u,’]’)
t_list.append(round(phi(u, T, lmbd_x, lmbd_y, disp_x, disp_y),3))
table.append(t_list)

print(’ [’ ,timedelta(seconds=timer()),’]J[ T = oo]’)

u_inf = []

for u in range(O,u_max+1):

u_inf .append (round (phi_inf (u, lmbd_x, lmbd_y, disp_x, disp_y, phi_initial),3))
table.append(u_inf)

print (’{Elapsed time:’,timedelta(seconds=timer()-t1),’}’)

df=pd.DataFrame(table,columns=[’u = ’+str(x) for x in range(u_max+1)],index=[’T = ’+str(x) for x
print(df)

csv_location = ’Examples\\U_’+str(u_max)+’__T_’+str(T_max)+’__X_’+str(lmbd_x)+’_’+str(disp_x)+’__
df .to_csv(csv_location,sep=’;’)

return df

#calculating survival probabilities for examples:

#case 1 - n=18; Imbd_x=1,1lmbd_y=1,disp_x=0,disp_y=0

example_table (u_max=20,T_max=15,1lmbd_x=1,1lmbd_y=1,disp_x=0,disp_y=0,n=20)
#case 2 - n=19; 1lmbd_x=1,1lmbd_y=0.9,disp_x=0,disp_y=1
example_table(u_max=20,T_max=15,1lmbd_x=1,1lmbd_y=0.9,disp_x=0,disp_y=1,n=20)
#case 3 - n=17; 1lmbd_x=0.5,1lmbd_y=0.9,disp_x=1,disp_y=0
example_table(u_max=20,T_max=15,1lmbd_x=0.5,1mbd_y=0.9,disp_x=1,disp_y=0,n=20)
#case 4 - n=0; 1lmbd_x=0.25,1mbd_y=0.4,disp_x=1,disp_y=1
example_table(u_max=20,T_max=15,1lmbd_x=0.25,1lmbd_y=0.4,disp_x=1,disp_y=1)
#case 5 - n=0; 1lmbd_x=1,1lmbd_y=1,disp_x=1,disp_y=0
example_table(u_max=20,T_max=15,1lmbd_x=1,1lmbd_y=1,disp_x=1,disp_y=0)

#it#
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