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Rizikos matai: savybés ir praktinio pritaikymo aspektai

Santrauka

Siame darbe apzvelgiame pageidautinas rizikos mato savybes, dazniausiai praktikoje taikomus
rizikos matus — vertés pokycio rizika ir deficito vidurkj, bei ju jvercius. Remiantis pageidautinomis
rizikos mato savybeémis, palyginame Siy rizikos maty privalumus ir truikumus. Daugiau démesio
sutelkiame j $iy rizikos maty jverciy jautruma pokyc¢iams duomenyse. Palygindami jverciy jautrumo
kreives jsitikiname, kad jautrumas duomeny pokyciams priklauso ne tik nuo pasirinkto rizikos mato,
bet ir nuo jvercio pasirinkimo. Atliekant griztamajj patikrinima jvertiname ar maziau jautrus rizikos
maty jverciai tiksliau jvertina rizika, bei nustatome, kad turimiems duomenims, tiksliausiai rizika

ivertinama taikant Stjudento jvertj.

Raktiniai zodziai : Rizikos matas, suderintieji rizikos matai, iskilumas, komonotoniskumas, jaut-
rumas duomeny pokyciams, statistinis paaiskinamumas, Vertés pokycio rizika, Deficito vidurkis,
empirinis modeliavimas, Cornish—Fisher jvertis, normalusis skirstinys, Stjudento skirstinys, grizta-

masis patikrinimas.

Risk measures: properties and practical application aspects

Abstract

In this thesis we take a look at the most desirable properties of risk measures, most commonly
used risk measures — Value-at-risk and Expected Shortfall as well as their estimators. Based on
these properties we highlight advantages and disadvantages of these risk measures. We focus on
robustness of risk measure estimators. By comparing sensitivity functions of different estimators we
see that robustness does not only depend on the risk measure, but also on the selected estimator.
Afterwards we perform backtesting which allows us to see if less sensitive risk estimators lead to
more accurate risk assessment as well as to identify that the Student’s estimator fits our data the
best.

Key words : Risk measure, coherent risk measures, convexity, comotonicity, robustness, elicita-
bility, Value-at-Risk, Expected Shortfall, empirical estimator, Cornish—Fisher estimator, Normal

distribution, Student’s t-distribution, backtesting.



1 Ivadas

Finansy ir investicijy moksle daznai susiduriama su poreikiu jvertinti turimy finansiniy
duomeny rizikg. Nors prisiimdami rizikg galime gauti tiek teigiamg rezultata, tiek neigiama,
visgi dazniausiai Si sgvoka turi neigiama atspalvi. IS esmeés rizikos savoka yra sutinkama
jvairiuose kontekstuose ir bendruoju atveju gali buti apibréziama kaip neigiamy pasekmiy
atsiradimo galimybé, taciau finansy srityje sj apibrézimg galima susiaurinti ir rizika supras-
ti kaip galimybe investicijai prarasti savo verte. Norint jvertinti galimus nuostolius, rizika
yra matuojama kiekybiskai, t.y. skai¢iuojamas rizikos matas, kurio tikslas yra kuo tiksliau
ivertinti galimus nuostolius. Kadangi praktikoje yra naudojami skirtingi rizikos matai, bei
skirtingi juy jverciai, todél svarbu suprasti kokiy savybiy tikimeés is rizikos mato, kg laikome
,geru® rizikos matu, bei kuris rizikos matas ir jo jvertis yra tinkamiausias turimiems duo-
menims.

Sio darbo pagrindinis tikslas yra palyginti skirtingy rizikos maty jveréiy jautruma po-
kyc¢iams duomenyse ir nustatyti, kuris rizikos mato jvertis yra tiksliausias turimiems duo-
menims. Vertés pokycio rizikai ir deficito vidurkiui jvertinti taikysime keturis modelius —
empirinj, Cornish—Fisher, aproksimacija normaliuoju skirstiniu, bei aproksimacija Stjudento
skirstiniu. Pasiziuresime, kiek jtakos turi rizikos mato jvercio pasirinkimas vertinant jautru-
ma pokyc¢iams duomenyse, bei iSsiaiskinsime ar maziau jautrus jvertis tiksliau jvertina rizika
turimiems duomenims.

Teorinéje darbo dalyje pirmiausiai apibrésime ka laikome rizikos matu ir apzvelgsime
pageidautinas rizikos mato savybes. Véliau panagrinésime, kuriomis is Siy savybiy pasizymi
dazniausiai praktikoje naudojami rizikos matai — vertés poky¢io rizika (VaR) ir deficito vidur-
kis (ES), bei aptarsime ju jverciy skai¢iavimo metodus. Praktingje darbo dalyje pristatysime
tiriamus duomenis ir daugiau démesio sutelksime j rizikos maty jverciy jautruma duomeny

pokyciams. Pateiksime jverciy jautrumo kreives bei griztamojo patikrinimo rezultatus.



2 Rizikos matai

Rizika ir rizikos matas gali buti suprantami ir interpretuojami skirtingai. Visgi finan-
sinéms institucijoms tokioms kaip bankai ar draudimo bendrovés daznai yra patogu rizika
isreiksti vienu konkreciu skaiciumi, kadangi tai leidzia lengviau tarpusavyje palyginti skir-

tingy investicijy rizika bei rizikos vertinimo modelius.

Nagrinékime atvejj, kai periodo pradzioje atlickama investicija ir mus domina investicijos
verté periodo pabaigoje. Tarkime, kad ekonominiy buseny aibé €2 periodo gale yra baigtiné ir
zinoma. Tuomet investuotojo diskontuota pozicijos periodo gale verte apibudins atsitiktinis

dydis X : Q@ - R, 0 G = {X|X : Q — R} Zymeés visy galimy poziciju aibe.

Apibrézimas 2.1 Rizikos matu vadinsime atvaizdj i$ visy riziky aibés G j realiyjy skaiciy

aibe R.

Rizikos mata, kurj toliau zZymésime p, galima suprasti kaip kapitalo dydj, kuriuo reikia
sumazinti arba padidinti pozicija X, kad ji investuotojui arba jj priziurinciai institucijai tapty
priimtina. Jei p(X) yra teigiamas, tai $is dydis yra sutapatinamas su papildomu kapitalo
kiekiu, kurj reikia pridéti prie pozicijos X investuojant j nerizikinga aktyva. Kuo didesné
rizikos mato reikSmé, tuo didesné rizika. Kita vertus, jei p(X) yra neigiamas, tai §} pinigy
dydj galime is pozicijos X pasalinti ir ji vis tiek isliks priimtina. Taigi rizikos mata galime

suprasti kaip apsauga nuo galimy ateities nuostoliuy [3].

3 Rizikos maty savybeés

Praktikoje yra naudojama keletas skirtingy rizikos maty. Tam kad buty galima jvertinti
ar rizikos matas yra pakankamai , geras® yra svarbu apsibrézti pageidaujamas rizikos mato

savybes.



3.1 Suderintieji rizikos matai
Pirma karta savybes, kurias turéty tenkinti , geras“ rizikos matas ir suderintojo rizikos

mato apibrézima pateiké P. Artzner ir bendraautoriai (1999).

Apibrézimas 3.1 Rizikos matas vadinamas suderintuoju (angl. coherent) [3], jei tenkina-

mos aksiomos:

InvariantiSkumas poslinkiams (angl. Translation Invariance):

p(X +a)=p(X)—a, VX € G,Va e R; (3.1)

Subadityvumas (angl. Subadditivity):

p( X1+ Xo) < p(Xy) + p(Xs), VX1, X5 € G, (3.2)

Teigiamas homogeniskumas (angl. Positive Homogeneity):

p(AX) = Mp(X), >0, VX € G, (3.3)

Monotoniskumas (angl. Monotonicity):

p(Xl) 2 p(Xg), kai X1 S XQ, VXl,XQ S G. (34)

Pirmoji aksioma apie invariantiSkumg poslinkio atzvilgiu uztikrina, kad prie pozicijos
vertés X pridéjus (arba atémus) a dydzio kapitala, trukstamas papildomas kapitalas p(X)
sumazinamas (padidinamas) per a dydzio kapitala. Subadityvumo aksioma uztikrina, kad
firmos nebuty suinteresuotos skaidyti rizikas ir taip sumazinti papildomo trukstamo kapitalo
reikalavima. Tam kad pozicijos vertés dydis neiskreipty trukstamo kapitalo dydzio, kurj
butina sukaupti, svarbu, kad buty tenkinama teigiamo homogeniskumo aksioma. Paskutiné
monotoniskumo aksioma patikina, kad jei pozicijos X; verté yra mazesné uz pozicijos Xo
verte, tai atitinkamai papildomas kapitalas, kuriuo turime papildyti pozicija X, kad ji buty
mums priimtina, yra didesnis uz papildoma kapitala, kuriuo didinsime pozicija X5.

Praktikoje naudojami rizikos matai nebutinai tenkina visas keturias anksc¢iau pateiktas

savybes, todél H. Folmer ir A. Schied (2011) [10] apibrézé monetariniy rizikos maty klase
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(angl. monetary measures of risk). Rizikos matas vadinamas monetariniu, jei jis tenkina
monotoniskumo ir invariantiskumo poslinkiui savybes. Sios savybés laikomos minimaliu
reikalavimu tam, kad galétume rizikos mata interpretuoti kaip kapitalo rezerva deél galimy

ateities nuostoliy.

3.2 I3kilieji rizikos matai

Teigiamo homogeniskumo savybé pateikta 3.1 apibrézime neatsizvelgia j pinigy kiekio A
dydj ir teigia, kad tarp pozicijos vertés X ir rizikos mato p(X) egzistuoja tiesiné priklausomy-
bé. Visgi tikétina, kad esant dideliems A > 0 daugikliams galime susidurti su didesne rizika
deél pozicijos likvidumo ir koncentracijos kas reiksty, kad p(AX) > Ap(X). Todél atsisakius
pries tai minéty teigiamo homogeniskumo, bei subadityvumo aksiomy ir jtraukus iskilumo

aksioma galima apibrézti nauja iskiluju (angl. convez) rizikos maty klase.

Apibrézimas 3.2.1 Rizikos matas tenkina iskilumo aksioma (angl. convezity), jei visiems

Xl,XQ S G,

pP(AX1 + (1 = A)X2) < Ap(Xy) + (1= AM)p(X2), 0<A< 1L (3.5)

Apibrézimas 3.2.2 Rizikos matas vadinamas iskiluoju rizikos matu (angl. convez risk

measure), jei jis yra monetarinis rizikos matas ir tenkina iskilumo aksioma.

Tarkime, kad investuotojas gali rinktis iS dviejy investavimo strategijy X; ir Xs. Jei
investuotojas nuspresty diversifikuoti savo portfelj ir dalj A investuoti j X, o likusig dalj
(1 — ) investuoti | X, gautume pozicija AX; + (1 — \)X5. Taigi iskilumo aksioma uztikrina,
kad diversifikavimas nesukuria papildomos rizikos. Monetariniams rizikos matams iskilumas

yra ekvivalentus ir silpnesnei iskilumo aksiomai [11].

Apibrézimas 3.2.3 Rizikos matas tenkina kvazi-iskilumo aksioma (angl. quasi-convezxity),
jei

p(AX7 + (1 — N)Xs) < max(p(X1),p(X2)), VX1, X € G, 0< A< 1. (3.6)



Galime jsitikinti, kad monetariniams rizikos matams (3.5) yra ekvivalentu (3.6). IS tik-

ruju, desinioji (3.5) nelygybés pusé akivaizdziai nevirsija
Amax(p(X1), p(X2)) + (1 = A)max(p(X1),p(X2)) = max(p(X1),p(Xa)), (3.7)

bet kuriam A € [0,1], t.y. jei galioja (3.5), tai galioja ir (3.6). Kita vertus, bet kurioms
dviems pozicijoms, kur p(X;) < p(X3), galime rasti m € R tokj p(X; —m) = p(Xs), kad

kiekvienam A € [0,1] gauname

pAX1 + (1 = A)Xo) < p(AX; + (1 = N)X2) + Am

< max(p(X1 —m),p(Xz)) = p(Xa) = Ap(X1) + (1 = A)p(X2) + Am.

3.3 Komonotoniski rizikos matai

Komonotoniskas adityvumas yra rizikos mato subadityvumo savybe papildanti aksioma.
Apsibrézkime, ka laikome komonotoniskais atsitiktiniais dydziais ir komonotonisku adityvu-

mu.

Apibrézimas 3.3.1 ([8]) Du atsitiktiniai dydziai X; ir X, yra komonotoniski (angl. co-
monotonic), jei egzistuoja atsitiktinis dydis Y ir nemazéjancios funkcijos fi ir fo tokios,
kad

X; = f1(Y) ir Xy = fo(Y). (3.8)

Jei atsitiktiniai dydziai X; ir X5 yra komonotoniski, tai reiskia, kad jie visada juda ta

pacia kryptimi, t.y. juos sieja tiesioginé priklausomybeé.

Apibrézimas 3.3.2 Rizikos matas p yra komonotoniskai adityvus (angl. comonotonically

additive), jei bet kurioms komonotoniskoms rizikoms X; ir X, yra teisinga lygybé

p(X1+ Xs) = p(X1) + p(X2). (3.9)

Jei rizikos matas yra subadityvus ir kartu komonotoniskai adityvus, tai reiskia, kad viena
vertus rizikos matas teigiamai vertina diversifikacijg, taCiau visgi nemato diversifikacijos

privalumy, jei rizikos yra komonotoniskos [8].



3.4 Skirstiniu pilnai apibréziami rizikos matai

Rizikos mato priklausomybeé tik nuo rizikos X tikimybinio skirstinio yra viena svarbiausiy
rizikos mato savybiy. Si savybe leidZia rizikos maty jverciy skaiiavima isskaidyti j dvi dalis.
Pirmiausia yra nustatoma atsitiktines rizikos X pasiskirstymo funkcija. Véliau, naudojantis

Sia pasiskirstymo funkcija apskai¢iuojamas rizikos mato jvertis [9].

Apibrézimas 3.4.1 Rizikos matas p yra pilnai apibréziamas skirstiniu (angl. law—invariant),
jei

PX,<2)=P(Xy<z),VzeR = p(X,)=p(Xa). (3.10)

3.5 Jautrumas duomeny pokyciams

Dar viena svarbi rizikos matu savybé yra jautrumas duomeny pokyciams (angl. robust-
ness). Jautrumas duomeny pokyc¢iams nusako kaip rizikos matas reaguoja j maziausiy arba
didziausiy duomeny, kurie naudojami jvertinti rizikos mata, pokycius. Paprastai rizikos

mato jautrumas duomeny pokyé¢iams yra suprantamas kaip rizikos mato tolydumas [17].

Apibrézimas 3.5.1 Rizikos matas p yra tolydus (angl. qualitative robust) jei kiekvienam

€ > 0 egzistuoja ¢ > 0 tokie, kad
AXY)<5 = d(p(X)p(Y)) <e. (3.11)
kur X ir Y yra ateities verc¢iy pasiskirstymo funkcijos ir d atstumo funkcija.

Tolydumo apibrézimg galima suprasti intuityviai. Jei tarp dviejuy pasiskirstymo funkcijy
X ir Y atstumas yra labai mazas, tai pageidautina, kad ir atstumas tarp rizikos maty paskai-
¢iuoty nuo $iy pasiskirstymo funkcijy buty pakankamai mazas. Kitaip tariant, pasiskirstymo
funkcijoms, kurios yra artimos viena kitai, atsparus isskirtims rizikos matas turéty priskirti
artimus rizikos mato jvercius, t.y reikalaujame rizikos mato tolydumo.

Visgi 3.5.1 apibrézimas praktikoje néra daznai naudojamas. Pirmiausia Sis apibrézimas
mums neleidzia rizikos mato jvercio jautrumo duomeny pokyc¢iams jvertinti kiekybiskai. Taip
pat jis gali susidurti su sunkumais, kai skirias pasiskirstymo funkcijy uodegy elgesys. Pasi-

skirstymo funkcijos gali buti artimos viena kitai pagal atstumo funkcija d, tac¢iau jy uodegy



elgesys gali labai skirtis. Todél yra labai svarbus atstumo funkcijos pasirinkimas naudo-
jamiems rizikos matams. Rizikos matams, kurie sutelkia démesj j rizikos X pasiskirstymo
funkcijos uodega (pvz. Deficito vidurkis (ES)) tolydumas yra vertinamas naudojant Was-
sersteino atstumo (angl. Wasserstein distance) funkcija [8]. Wassersteino atstumo funkcija
galime naudoti rizikos maty tolydumui vertinti, kadangi finansy moksle nagrinéjami atsitik-

tiniai dydziai turi baigtinius vidurkius.

Apibrézimas 3.5.2 Tarkime, kad P ir () yra du tikimybiniai matai, tuomet Wassersteino
atstumas tarp jy yra maziausias atstumas tarp atsitiktiniy dydziy X ir Y, kuriy skirstiniai

yra Pir Q (X ~PY ~ Q) ir E|X| < o0, E|Y| < o0

dw (P.Q) = inf{E(|X —Y|): X ~ P,Y ~ Q). (3.12)

Apibrézimas 3.5.3 Tarkime, kad P,,n < 1 ir P yra tikimybiniai matai, tokie, kad X,, ~
P,,n <1ir X ~ P. Tuomet rizikos matas p yra vadinamas tolydziu taske X Wassersteino

atstumo atzvilgiu, jei

lim dy(P,,P)=0 = lim |p(P,) — p(P)| =0. (3.13)

n—oo n—oo

Taip pat pagal pateikta rizikos mato tolydumo apibrézima rizikos matus suskaidome j
dvi grupes — tolydzius ir netolydzius arba kitaip — jautrius ir nejautrius duomeny pokyciams.
Praktikoje galime susidurti su skirtingo laipsnio jautrumu duomeny pokyciams, todél teisin-
giau buty ne priskirti rizikos mata vienai is Siy grupiy, bet veikiau lyginti dviejy skirtingy
rizikos maty jautrumg duomeny pokyciams.

Tam, kad buty galima palyginti rizikos mato jautrumg duomeny pokyciams R. Cont
(2010) pateiké rizikos mato jautrumo funkcija (angl. sensitivity function) [6], kuri yra skai-
¢iuojama baigtinéms imtims. Jautrumo funkcija leidzia palyginti, kaip rizikos mato jvertis
reaguoja, kai j duomeny rinkinj yra pridedami papildomi duomenys, bei leidzia jvertinti
rizikos mato atsparumg isskirtims. Taigi naudodami jautrumo funkcijag, galime palyginti pa-
sirinkty rizikos mato jvercio skaic¢iavimo metodus ir kokig jtaks jie daro jautrumo funkcijos

elgesiui.



Apibrézimas 3.5.4 Rizikos mato p jautrumo funkcija laikome funkcija S(z), kuri yra

aprasoma formule
plxy, .. xp,z) — p(T1, ... xp)

S(z) = : : (3.14)
n+1
dla z € R, n € N, p yra rizikos mato jvertis, o xy, ... ,r, zymi duomeny imtj, kuriai skaic¢iuo-

jamas rizikos mato jvertis.

3.6 Statistinis paaiskinamumas

Paprastai rizikos matai yra apskaiciuojami naudojant istorinius duomenis. Kadangi tu-
rimiems duomenims jsivertinti rizikg galime naudoti ne tik skirtingus rizikos matus, bet ir
skirtingus rizikos maty jverciy skaiciavimo modelius, svarbu jsivertinti pasirinkto modelio
tikslumg. Paprastai modelio tikslumg galime jvertinti naudodami vertinimo funkcija.

Statistinio paaiskinamumo (angl. elicitability) principa pirma karta paminéjo K. Osband
(1985), o véliau Sig savybe tyringjo F. Lambert ir bendraautoriai (2008), bei T. Gneiting
(2011), kuriuo remiantis apsibrésime statistinio paaiskinamumo savybe [12].

Vertinimo funkcija (angl. scoring function) vadiname funkcija V : I x I — [0, 00), kur
I = (0,00). Tarkime, atsitiktinio dydzio Y pasiskirstymo funkcija yra F', kuri yra sukon-
centruota teigiamoje pustieséje I. Tuomet (daugiareiksmis) funkcionalas T yra atvaizdis

F— T(F) C I. Vertinimo funkcija V' yra suderinta (angl. consistent) su funkcionalu T, jei
Ep[V(tY)] < Ep[V(z,Y)], (3.15)

kiekvienai F', kiekvienam t € T'(F) ir kiekvienam z € I.
Vertinimo funkcija V' yra grieztai suderinta (angl. strictly consistent) su funkcionalu T
jei
Ep[V(t,Y)] =Ep[V(2,Y)] = ze€T(F). (3.16)
Funkcionalas T" tenkina statistinio paaiskinamumo savybe, jei egzistuoja vertinimo funkcija,
kuri yra grieztai suderinta su funkcionalu 7.

Kelios dazniausiai naudojamos formulés apskaiciuoti V (z,y):
o kvadratiné paklaida: V(z,y) = (z —y)?,
« absoliuti paklaida: V(z,y) = |z — y|,
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« absoliuti procentiné paklaida: V(z,y) = |[(z — y)/yl,
o reliatyvi paklaida: V(z,y) = |(x — y)/x|,

¢ia z zymi prognozuotas reikSmes (jvercius), o y — tikrasias reiSmes.

F. Bellini ir V. Bignozzi (2015) [5] pateiké nauja statistinio paaiskinamumo apibreézi-
ma. Funkcionalas T" tenkina statistinio paaiskinamumo apibrézima, jei egzistuoja vertinimo
funkcija V' tokia, kad

T(F) = argminE[V (z,Y)]. (3.17)

Kitame skyriuje kalbédami apie vertés pokycio rizikos mata, pateiksime jo vertinimo
funkcijg su kuria jis tenkina statistinio paaiskinamumo savybe. Nors statistinis paaiskina-
mumas yra pageidaujama rizikos maty savybe, visgi praktikoje, norint jvertinti skirtingy
rizikos maty jverciy skai¢iavimo modelius ji yra taikoma retai. Tolimesniuose skyreliuose,
kalbédami apie dazniausiai praktikoje taikomus rizikos matus, aptarsime ir praktikoje naudo-
jamus griztamojo patikrinimo (angl. backtesting) metodus, kuriais remiantis yra vertinamas

rizikos maty jverciy tikslumas.

4 Vertés pokycio rizika (VaR)

Vienas populiariausias ir praktikoje dazniausiai naudojamas rizikos matas yra vertés
poky¢io rizika (angl. Value-at-Risk, VaR). Pirma karta vertés pokycio rizikos savoka pasirodé
1994 m., o platesné Sio rizikos mato metodologija buvo pateikta ,J. P. Morgan®, 1996 m.
leidinyje ,RiskMetrics* [14].

Vertés pokycio rizika apibréziama kaip dydis, kuris nurodo minimaly portfelio nuostolj

tarp 100« procenty blogiausiy atvejy. Formaliai, jei a € (0,1) ir X yra pozicijos verté, tai

VaRy(X) = ¢o(X) = —inf{z: P(X <z) > a}. (4.1)

Teiginys 4.1 ([3]) Vertés pokycio rizikos matas néra suderintasis rizikos matas, nes nors

tenkina:

(a) invariantiskumo poslinkiams

11



(b) teigiamo homogeniskumo
(¢) monotoniskumo

savybes, taciau bendruoju atveju netenkina subadityvumo savybeés.

Be aukséiau isvardinty savybiy vertés pokycio rizikos matas tenkina iskilumo, komonoto-
nisko adityvumo savybes, yra tolydus, bei pilnai apibréziamas skirstiniu. Vienas didziausiy
VaR rizikos mato trukumy yra tai, kad jis néra suderintasis, nes bendruoju atveju neten-
kinama subadityvumo savybeé, t.y. riziky apjungimas sukuria papildoma rizika. Taip pat
VaR nesuteikia informacijos apie tai kokio dydzio nuostolius galima patirti 100 procenty
blogiausiy, kadangi nepriklauso nuo skirstinio uodegos formos.

Galime panagrinéti pavyzdj ir jsitikinti, kad vertés pokycio rizikos matas néra subadityvus
[7]. Tarkime, kad € ir  yra nepriklausomi a.d., @ = 0,01 ir laikykime, kad aktyvai X ir Y
nepriklausomi, vienodai pasiskirste a.d., kurie yra pasiskirste pagal normalyjj skirstinj, taciau

su maza tikimybe gali patirti didesniy svyravimy

0, su tikimybe 0,991;
X=¢e+n e~N(0]1), n=

—10, su tikimybe 0,009.
Tuomet galime matyti, kad
Fx(z|n) = P(X < z|n) = P(e <z —1ln)
O(x), su tikimybe 0,991;
®(z + 10), su tikimybe 0,009.

Paskai¢iave vertés pokycio rizikos mata aktyvams X ir Y, gauname, kad VaRy o (X) =

VOJR()’()l (Y) = 3,09 Is tiesq,

Ple+n<z)=P(e+0<z)P(n=0)+ P(e — 10 < z)P(n = —10)

= P(e < 2)-0,991 + P(e < x + 10) - 0,009
o

(z) - 0,991 + ®(x + 10) - 0,009 = 0,01.

Jei x = —5, tuomet ®(x) yra apytiksliai lygus 0, o ®(z + 10) apytiksliai lygus 1, taigi

gauname maziau nei 0,01. Kita vertus, kai = 0, tuomet ®(z) = 0,5, o0 ®(x + 10) apytiksliai
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lygus 1, taigi gauname daugiau nei 0,01. Vadinasi x reikSmé turéty buti intervale (—5,0).

®(x + 10) siame intervale yra apytiksliai lygus 1, todél gauname

®(z) - 0,991 + 0,009 = 0,01,
®(z) = 0,001,

r = ®71(0,001) = 3,09.
Analogiskai uzsirasome ir sumos X + Y pasiskirstimo funkcija

d(x), su tikimybe 0,982;

Fxiy(z|n) = { ®(x + 10), su tikimybe 0,017838;

®(z +20), su tikimybe 0,000081.

Paskaiciave vertés pokycio rizikos mata aktyvy X ir Y sumai gauname, kad VaRg o1 (X +
Y) = 9,8. Taigi jsitikinome, kad vertés pokycio rizikos matas néra subatyvus, nes VaRg o1 (X +
Y)=9,8>VaRyp(X)+ VaRyn(Y) = 6,18.

Kita vertus, jei X ~ N(0,1) ir Y ~ N(0,1), gauname, kad

VaRym(X) =VaRyn(Y) = ®1(0,01) = 2,32635.
Tuomet X +Y ~ N(0,2), todeél
VaRyo1(X +Y) =4,65270 = VaRo o (X) + VaRooi (V).

Taigi matome, kad jei aktyvai X ir Y yra pasiskirste pagal normalujj skirstinj, subadity-
vumo savybé vertés pokycio rizikos matui yra tenkinama.

[§ tiesy, bendruoju atveju, jei X ~ N(u,0?) ir a < %, turime

o

IP(XSx):(I)(x_M):a.

Sprendziame lygti

Gauname, kad



Taigi galime uzrasyti VaR formule, kai X ~ N(u,0), bendruoju atveju
VaRy(X) = —(u+ o® (a)).

Taip pat galime parodyti, kad jei X ~ N(ux,0%) ir Y ~ N(uy,0%), tai subadityvumo

aksioma galios ir bendruoju atveju:

X +Y ~ N(pux + py, 0x4y)
0%,y < D(X) + D(Y) +2,/D(X)\/D(Y) = (/D(X) + /D(Y))? = (0x + oy)?

ox+y < 0x + o0y

Pasinaudojame Sia nelygybe ir tuo, kad kai a < % turime ®~!(a) < 0, gauname, kad

VaR,(X +Y) = —(ux + py + ox4y® ' (a)),
< —(px + py + (ox + oy)2 (),

=VaR,(X)+ VaR,(Y).

Teiginys 4.3 Vertés pokycio rizikos matas VaR,(Y') tenkina statistinio paaiskinamumo

savybe, kai vertinimo funkcija S(z,y) yra lygi
S(ay) = (Lazy — a)(z —y).
Remiantis (3.19) formule turime, kad
VaRu(Y) = argmin E[(L2, — a)(z — V)]

Visgi praktikoje si vertes pokycio rizikos savybé yra naudojama retai. Vienas dazniausiai
praktikoje naudojamas VaR jveréiy griztamojo patikrinimo metodas yra atliekamas skaic¢iuo-
jant kiek buvo kritimy zemiau VaR jvercio ir palyginant su planuotu kritimy skai¢iumi pagal
pasirinkta a-lygmenj. Placiau §j griztamojo patikrinimo metodsg ir jo taikyma apzvelgsime

6.3 skyrelyje.

4.1 Vertés pokycio rizikos (VaR) jvertinimo metodai

Vertés pokycio rizika galima jvertinti naudojant parametrinius arba neparametrinius me-

todus. Parametriniai metodai daro prielaida apie duomeny pasiskirstyma pagal tam tikrg
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skirstinj ir yra nesudeétingas budas jvertinti VaR reiksmes, taciau yra labai svarbu kuo tiks-
liau jsivertinti skirstinj ir jo parametrus. Naudojant neparametrinius metodus iSvengiama
rizikos klaidingai aproksimuoti duomenis pasirinktu skirstiniu, tac¢iau jei imtyje yra vienas
ar keli didesni nuostoliai jie gali daryti didele jtaka neparametriniam VaR jverciui. Toliau
siame skyriuje apzvelgsime vienus populiariausiy parametrinius ir neparametrinius metodus

naudojamus vertés pokycio rizikos jverciui apskaiciuoti.

Empirinis VaR modeliavimas. Tai vienas populiariausiy neparametriniy vertes poky-
Gio rizikos skai¢iavimo metody. Sio modeliavimo metu istorinés grazos yra isrikiuojamos
didéjimo tvarka, randamas apatinis a- kvantilis ir daroma prielaida, kad rizikos atzvilgiu
istorija kartojasi, t.y. galime tiketis, kad ateityje grazos ir tuo paciu nuostoliai bus panasus
i buvusius praeityje.
Tarkime, kad imties dydis yra n, o pasikliovimo lygmuo yra a. Tuomet empirinis VaR jvertis
apskaic¢iuojamas pagal formule

VaR,  (x) = =(zqu + (b = [B)(@n ) — wap), (4.2)
¢ia x () yra k-oji poziciné imties = (x4, ..., x,) statistika, reikSmeé |z| zZymi skaiciaus z € R

sveikaja dalj, o h = a(n — 1) + 1.

Aproksimacija normaliuoju skirstiniu. Vienas populiariausiy parametriniy VaR mo-
deliavimo metody, kuriuo gautas jvertis literaturoje daznai vadinamas Gauso jverc¢iu. Nau-
dojant §] metoda daroma prielaida, kad duomenys yra pasiskirste pagal normalyji désnj.
Sis metodas yra ganétinai paprastas, kadangi reikia jsivertinti tik turimy duomeny vidurkj
ir standartinj nuokrypj. Formaliai jvertis naudojant aproksimacijg normaliuoju skirstiniu

apskaic¢iuojamas taikant formule

———norm

VaR, (z)=—(x+0(z)Z.), (4.3)

¢ia z, o(x) atitinkamai zymi imties © = (z1,...,x,) vidurkj ir standartinj nuokrypj, o

Z. = ®7Y(«) yra atvirkstiné standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija.
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Cornish—Fisher jvertis. Daznai finansuose susiduriame su skirstiniais, kurie yra nesude-
rinami su normaliuoju skirstiniu. Deél Sios priezasties jvertis, kuris atsizvelgia j skirstinio
ekscesa (angl. kurtosis) ir asimetrijos koeficienta (angl. skewness) tikétina gali tiksliau jver-
tinti rizika. P. Zangari (1996) pateiké VaR jvertj, kuris remiasi Cornish—Fisher skleidiniu ir
atsizvelgia | minétus skirstinio ekscesa ir asimetrijos koeficienta [18]. Cornish—Fisher jvertis
yra aprasomas formule

Vaf, () = — (& + 5(2) Zuy), (4.4)
¢ia Z.s yra apskaiciuojamas pagal formule

(22— 1)S (Z3-32)K (223 —52,)8"
Z. =7, c c B S : 45
f + 6 + 24 36 (4.5)

¢ia S zymi skirstinio asimetrijos koeficienta, o K — skirstinio ekscesa.

Pateiktas Cornish-Fisher skleidinys (4.7) yra prasmingas [13], kai E(X3) < oo, E(X?) <

00, S yra maziau uz v2 — 1 ~ 2,485 ir K reiksmé yra tarp

14+115% —/S*—-652+1 14+ 1152 ++/S5*—652+1
+ 118 65 652 + <K< + S+6S 65% + (4.6)

Beje, kadangi normaliojo skirstinio asimetrijos koeficientas ir ekscesas yra lygus nuliui,

tai matome, kad normaliajam skirstiniui Cornish—Fisher jvertis sutampa su Gauso jverciu.

Aproksimacija Stjudento skirstiniu. Stjudento skirstinys yra panasus j normalyjj skirs-
tinj, taciau pasizymi sunkesnémis uodegomis. Kadangi, kaip jau minéjome, finansuose su-
siduriame su skirstiniais, kurie pasizymi sunkesnémis uodegomis, todel aproksimacija Stju-
dento skirstiniu galéty padéti tiksliau jverti rizika, lyginant su aproksimacija normaliuoju
skirstiniu. Stjudento skirstinj apraso trys parametrai — vidurkis (u), standartinis nuokrypis
(o), bei laisvés laipsniai (df). Laisveés laipsniai yra susieti su skirstinio ekscesu [2] ir gali buti

apskaic¢iuojami naudojantis formule

2 6
df =44+ — K >3. 4.
f + oo K>3 (4.7)

Tuomet VaR Stjudento jvertis yra apibréziamas

VaR. (1) = — (x + AA6(:U)tdAf’a>, (4.8)

Cla tg , zymi Stjudento skirstinio su df laisvés laipsniais o lygmens kvantilj.
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5 Deficito vidurkis (ES)

Deficito vidurkis (angl. FExpected Shortfall, ES) yra pagrindiné alternatyva pries tai
aprasytam vertés pokycio rizikos matui (VaR). Literaturoje deficito vidurkis kartais dar
vadinamas salygine vertés pokycio rizika (angl. Conditional Value—at-Risk, CVaR) arba
vidutine vertés pokycio rizika (angl. Average Value-at-Risk, AVaR). Deficito vidurkis yra
100« procenty blogiausiy grazy vidurkis. Formaliai ES tolydziam skirstiniui galime aprasyti

formule

ESu(X) = —; /Oa VaR,(X)du. (5.1)

Vienas pagrindiniy ES privalumas lyginant su VaR yra tai, kad ES atsizvelgia j visa
skirstinio uodegg ir suteikia informacijos apie nors galbut ir mazai tikétinus, taciau didelius

galimus nuostolius.

1 pav.: VaRy s it ESp o5 palyginimas.

Teiginys 5.1 ([3]) Deficito vidurkis yra suderintasis rizikos matas, nes tenkina:
(a) invariantiSkumo poslinkiams
(b) teigiamo homogeniskumo
(¢) monotoniskumo

(d) subadityvumo
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savybes.
Kadangi ES tenkina ir iskilumo, komonotoniskumo savybes, yra pilnai apibréziamas skirs-
tiniu, bei tolydus, todél gali buti laikomas gera alternatyva VaR. Visgi deficito vidurkis

sulaukia ir kritikos.

Teiginys 5.1 ([12]) Deficito vidurkio rizikos matas netenkina statistinio paaiskinamumo
savybés.

Visgi kaip jau minéjome 3.6 skyrelyje, praktikoje si savybé naudojama retai. C. Acerbi
ir B. Szekely (2014) [1] pateiké tris metodus, kurie galéty buti naudojami atliekant ES griz-
tamajj patikrinima. Siame darbe ES griztamajj patikrinima atliksime remdamiesi antruoju
metodu.

Tarkime, kad nagrinéjame investiciniy grazy rinkinj ir X, Zymi pozicijos X graza laiko
momentu ¢ = 1,...,T. Indikatoriaus funkcija I; = 1{x,<—vaer.(x)}, Parodys kiek buvo X;

reiksmiy virsijanc¢iy VaR. ES galime uzrasyti kaip nesalyginj vidurkj

X,
ESq; = —E[ ! t]. (5.2)

o

Tuomet testo statistika Z yra aprasoma formule
T
Xy

ZX)=) ——+1 5.3
( ) ;TO{ESa’t(X) + ) ( )

¢ia X zymi grazy vektoriy (X7, ..., Xr). Pazymeékime F; atsitiktinés grazos X, pasiskirstymo
funkcija, o P, tegu zymi pasiskirstymo funkcija reikSmiy, kuriomis remiantis skaic¢iuojamas
o] _

ES jvertis. Taip pat, P/ = min(1,P,(z)/a), kur z < VaR,,; zymeés skirstinio uodegos

pasiskirstymo funkcija. Tuomet testo nuliné hipotezé bus

Hy: P = F* wt (5.4)

ir alternatyvi hipoteze
Hy: ESit > ESy4, Vt ir > kuriam nors ¢ (5.5)
VaRL, > VaRy,,Vt (5.6)

Jei E[Z] = 0, tuomet nuliné hipotezé yra neatmetama, kitu atveju, jei E[Z] < 0, tai parodo,

kad modelis nuvertina rizika.
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5.1 Deficito vidurkio (ES) jvertinimo metodai

Analogiskai kaip ir vertés pokycio rizikos matui, deficito vidurkio jvertj galime paskai-

¢iuoti keliais skirtingais metodais:

Empirinis ES modeliavimas. Vienas paprasciausiy neparametriniy metody apskaic¢iuoti

deficito vidurkj. Empirinis deficito vidurkio jvertis yra apskaiciuojamas pagal formule

——em n— ’LI]' T; aRY"P (z
ESL" () = —(Zilx el )<°}>. (5.7)
Dic ﬂ{zﬁ-VaRZmp(:CKO}

Aproksimacija normaliuoju skirstiniu. Jei darome prielaida, kad duomenys yra pasi-

skirste pagal normalyjj désnj, tuomet deficito vidurkj galime aprasyti formule

ES. " (x) = — (:p + 5($)¢<Zc)>, (5.8)

a
¢ia Z, = ®~1(a) yra atvirkstine standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija, o

¢ zymi standartinio normaliojo skirstinio tankio funkcija.

Cornish—Fisher ES jvertis. Jei duomenys pasizymi sunkesnémis uodegomis lyginant su
normaliuoju skirstiniu, tuomet galime naudoti Cornish—Fisher deficito vidurkio jvertj, kuris

yra aprasomas formule

—c Z,
ESaf(x) = —<x+a(m)¢(acf)>, (5.9)
kur
2.8 (Z2-1K (1—222)5°
7 =1 c _ )2 1
Y 36 (5.10)

¢ia S zymi skirstinio asimetrijos koeficienta, o K — skirstinio ekscesa [4].

Aproksimacija Stjudento skirstiniu. Jei darome prielaida, kad duomenys yra pasiskirste

pagal Stjudento skirstinj, tuomet deficito vidurkj galime aprasyti formule

75, () = — (a; Y s dng_‘ (e (T f”)

¢ia dAf zymi laisves laipsnius, 77!(a) yra standartinio Stjudento skirstinio a-lygmens kvan-

(5.11)

tilis, o 7(z) yra standartinio Stjudento skirstinio tankio funkcija [15].
Auksciau pateiktose formulése z, o(z) atitinkamai zZymi imties x = (zy,...,z,) vidurkj

ir standartinj nuokrypij.
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6 Praktiné dalis

Praktinéje dalyje palyginsime auksc¢iau aprasyty rizikos maty ir jy jverciy jautruma is-
skirtims (angl. outlier) duomenyse. Véliau atliksime rizikos maty jver¢iy griztamaji patik-
rinimg bei jvertinsime ar maziau jautrus rizikos maty jverciai geriau pasirodo grjztamajame

patikrinime.

6.1 Duomenys

Atliekant skai¢iavimus naudosime birZoje prekiaujamo fondo Vanguard S&P 500 (VOO)
vieneto kainas nuo 2013-01-23 iki 2020-12-31 imtinai. Duomeny rinkinj sudaro 2001 stebéji-

mas. Turédami fondo vieneto kainas, galime apskaic¢iuoti logaritmines grazas pagal formule

P,
r, =In (Pt;), (6.1)

¢ia P, ir P,_; yra atitinkamai einamosios dienos ir pries jg buvusios dienos fondo vieneto

kainos. Apacioje pateikiamos fondo vienety kainos ir grazos per pasirinktg laikotarpj.

@ 3 - .ﬁ S
£ © 5 o |
- o -g o
2w £ N
g £ S
2 @
= (=] (=] Ty
o 9 g 2 4
2 s
o o
[ 8 _ g E

— w o

1 1 T T 1 1 T T
2014 2016 2018 2020 2014 2016 2018 2020
Laikotarpis Laikotarpis

2 pav.: Vanguard S&P 500 (VOO) vieneto kainos ir grazos

Per pasirinktg laikotarpj fondo grazos svyravo tarp —12,49% ir 9,12%. DidZiausi svy-

ravimai buvo stebimi 2020 metais. Dél Sios priezasties rizikos maty ir juy jveréiy jautrumo
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palyginimui naudosime duomenis iki 2019-12-31 imtinai. IS viso turésime 1747 stebéjimus

per kuriuos fondo grazos svyravo tarp —4,19% ir 4,94%.

v —

tinys yra panasus j normalyjj skirstinj.

(=]
o = =
w 1 L
a & -
w o
c 2
‘H oy 'g 8 |
o g | =
o™ o
2 .,
'8_ | 41—!_‘—‘7 :
=
=2
= o
I T T T 1 ! I T T T T T 1
004 002 000 002 0.04 -3 -2 -1 0 1 2 3
N=1747 MNormaliojo skirstinio kvantiliai

3 pav.: Vanguard S&P 500 (VOO) grazy histograma ir kvantiliy palyginimo (QQ) diagrama

Grazu histograma akivaizdziai nesiskiria nuo normaliojo skirstinio tankio funkcijos gra-
fiko. Tac¢iau duomeny nesuderinamuma su normaliuoju skirstiniu parodo nubrézta kvantiliy
palyginimo diagrama. Bruksniné linija Zymi normaliojo skirstinio kvantilius, o taskai — nag-
rinéjamos imties kvantilius. IS diagramos galime matyti, kad nagriné¢jama imtis pasizymi
uodegy sunkumu. Papildomai buvo paskaic¢iuotas imties ekscesas, kuris lygus 3,70. Taip pat
naudojamai imdiai atlikome Shapiro-Wilk testa [16], kuris patvirtino duomeny nesuderina-
muma su normaliuoju skirstiniu.

Stjudento skirstinys yra labiau tinkamas aprasyti turimus duomenis. Pirmiausiai paskaiciuo-
jame laisvés laipsnius remiantis (4.10) formule. Gauname, kad labiausiai musy duomenims

tinkamas Stjudento skirstinys su laisvés laispniais cff = 5,62.
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4 pav.: Empirinés, Normaliojo skirstinio ir Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcijy paly-

ginimas

Remiantis 4 pav. matome, kad Stjudento pasiskirstymo funkcija yra artimesné empirinei,
taciau tiksliai jvertinti yra sunku. Dél Sios priezasties pasinaudosime Kolmogorov-Smirnov
testu, kuris leidzia jvertinti atstuma tarp dviejy pasiskirstymo funkcijy. Gauti rezultatai

pateikiami lenteléje Zzemiau

Pasiskirstymo f-ja | Testo statistika D | p-reikSmeé

Normalusis 0,093875 0,0000004
Stjudento-t(df=5,62) 0,065827 0,001031

1 lentelé: Kolmogorov—Smirnov testo rezultatai, kai lyginamos lenteléje pateiktos pasiskirs-

tymo funkcijos su empirine pasiskirstymo funkcija.

Kolmogorov testo statistika D parodo didziausig atstuma tarp dviejy pasiskirstymo funk-
cijy, o kritiné p reiksmeé yra 0,05. Jei p < 0,05, tuomet yra atmetama nuliné hipotezé, kad

duomenys yra pasiskirste pagal lenteléje pateikta pasiskirstymo funkcija. Taigi is gauty re-
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zultaty matome, kad Stjudento skirstinys turéty geriau tikti aproksimuoti musy turimus
duomenis, kadangi statistika D yra mazesné lyginant su normaliojo skirstinio pasiskirstymo
funkcija, taciau p < 0,05, tai reiskia, kad turime atmesti nuline hipoteze, jog duomenys
yra pasiskirste pagal Stjudento skirstinj su dAf = 5,62. Nors ir teko atmesti nuling hipoteze,
tac¢iau papildomai galime pasiziuréeti, kuri is Siy pasiskirstymo funkcijy yra arc¢iau empirinés

pasiskirstymo funkcijos kairé¢je uodegoje.

0.015
|

)
0.010
l

0.005
|

0.000
|

-0.040 -0.035 -0.030 -0.025

A

5 pav.: Empirinés, Normaliojo skirstinio ir Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcijy kairés

uodegos palyginimas

Matome, kad Stjudento su dAf = 5,62 pasiskirstymo funkcijos kairé uodega yra sunkesné
uz normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir yra artimesné empirinei pasiskirstymo funk-
cijai, todél galime daryti prielaida, kad rizikos matai skai¢iuojami aproksimuojant Stjudento

skirstiniu turéty buti tikslesni uz aproksimuotus normaliuoju skirstiniu.
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6.2 Rizikos maty jautrumo palyginimas

Sioje dalyje palyginsime kaip vertés pokycio rizika (VaR) ir deficito vidurkis (ES) jautriai
reaguoja ] imtyje pridedamus naujus narius. Kaip minéjome auksciau, pradiné imtis bus
sudaryta i§ n = 1747 nariy. Pridéjus papildomg narj turésime imtj sudaryta is n = 1748
nariy. Pirmiausia bus paskaiciuota rizikos mato reiksmeé pradinei imciai, véliau analogiskai
paskaic¢iuosime rizikos mato reikSme imciai su papildomais nariais. Tuomet apskaic¢iuosime
jautrumo funkcija S(z) naudojantis 3.5 skyriuje pateikta (3.14) formule. Skaic¢iavimuose

naudosime a = 0,05. Zemiau pateikta lentelé su rizikos maty reikSmémis pradinei imciai.

VaRy g | 0,01347 | ESgye | 0,02053
VaRyys | 0,01280 | ESyor | 0,01618

/\Cf —_ Cf

VaRggs | 0,01339 | ESpgs | 0,02368

t

—t —
VaRys | 0,01330 | ESy s | 0,02202

2 lentelé: VaR ir ES reiksmeés pradinei imciai

Pradinés imties, kuri sudaryta is n = 1747 nariy vidurkis yra lygus 0,00052, o maziausias
narys kaip jau miné¢jome ankscéiau yra —0,0419. Papildomo nario z reikSmés buvo pasi-
rinktos taip, kad galétume pamatyti kaip funkcija S(z) reaguoja i papildoma narj, kuris
yra artimas imties vidurkiui ir kaip funkcija S(z) kinta, kai i imtj pridedamas narys ma-
zéja ir pralenkia maziausig pradinés imties narj. Tai leis jvertinti rizikos mato ir jo jverciy
jautrumga isskirtims. Taigi paskaiCiuosime jautrumo funkcija, kai papildomas narys z yra ly-
gus —0,06, —0,05, —0,04, —0,03, —0,02, —0,01 ir 0. Zemiau pateiktuose grafikuose pateiktas

rizikos maty jautrumo funkcijy palyginimas taikant skirtingus jvercius.
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6 pav.: VaR ir ES jautrumo funkcijy palyginimas taikant skirtingus jverciy metodus, kai
a=0,05ir n = 1748.
Virsutinis kairéje — empiriniy jverciy palyginimas, virSutinis desinéje — Gauso jverciy
palyginimas.
Apatinis kairéje — Cornish—Fisher jverciy palyginimas, apatinis desinéje — Stjudento

lverciy palyginimas.
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6.3 VaR jverciy jautrumo palyginimas

Sioje dalyje palyginsime vertés pokyéio rizikos jveréiy jautrumg ir jvertinsime, ar ma-
ziau jautrus jverciai geriau pasirodo atliekant griztamajj patikrinima. Kaip jsitikinome 6.1,
skyrelyje musy duomenys néra suderinami su normaliuoju skirstiniu, todeél nevertéty tikétis
tikslaus VaR jvertinimo taikant Gauso jvertj, taciau dél sio jverc¢io populiarumo praktikoje jis
bus jtrauktas j palyginimg. Zemiau pateiktame grafike galime matyti skirtingy VaR jverciy

jautrumo funkcijas.
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7 pav.: VaR jverciy jautrumo palyginimas

Remiantis pateiktu grafiku galime vertinti VaR jverciy jautruma isskirtims. Matome,
kad empirinis vertés pokycio rizikos jvertis mzzg yra nejautrus isskirtims. Ties papildo-
ma reikSme z = —0,02 jvertis nusistovi ir nepriklausomai kokia maza z reikSmé — islieka
napakites, kadangi nepasikeicia o dydzio blogiausioji imties dalis. Daug jautresni isskirtims

——~norm

—cf ... . . e . .
duomenyse yra VaR, o, ir VaR 5 Lverciai, kurie priklauso nuo empiriniy vidurkiy. Tai

galime matyti ne tik is grafiko, bet ir palygine kaip procentaliai skiriasi minéti jverciai j pra-
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ding¢ imtj jtraukus reikSme¢ z = —0,06 lyginant su pradine imtimi. Nors j prading imtj buvo
itrauktas tik vienas papildomas narys, kuris nebuvo zenkliai mazesnis uz pradinés imties
maziausia narj —0,0419, taciau @Z%T ivertis isaugo 1,89%, o \7&2305 net 3,37%.

Toliau pasiziurésime, kuris VaR jvertis yra tiksliausias atliekant griztamajj patikrini-
ma. Taikysime standarting VaR griztamojo patikrinimo metodika aprasyta P. Giot and S.
Laurent (2003). Naudosime Vanguard S&P500 (VOO) fondo grazas nuo 2013-01-23 iki 2020-
12-31 imtinai. IS viso turime 2000 stebéjimuy, kuriuos suskirstome j 25 poaibius sudarytus is
80 nariy. Kiekvienam poaibiui apskaic¢iuojame VaR jvertj. Tuomet palyginame i-ojo poaibio
VaR jvertj su (i+1)-0jo poaibio nariais ir suskai¢iuojame kiek nariy i$ (i+1)-ojo poaibio yra
mazesni uz i-ojo poaibio VaR jvertj. Siuos narius laikysime iskirtimis. Véliau suskaiciavus
kiek isskirciy buvo atlikus aprasyta procedura su visais poaibiais, gauta skaiciy padalinsime
is 24x80=1920. Jei jvertis yra tikslus, tuomet gautas rezultatas turéty buti artimas pasi-
rinktai o reikSmei (musy atveju o = 5%). Jei gauta reikSmé yra maziau uz «, tuomet galime
teigti, kad jvertis pervertina rizikg. Analogiskai, jei gauta reikSmé yra didesné uz «, tuo-
met rizika yra nuvertinama. Rezultatai gauti atliekant griztamaji VaR jverc¢iy patikrinima

pateikiami 3 lenteléje.

Ivertis | ISskirtys | ISskirtys (%)
VaRy | 139 7,24
VaRyy | 131 6,82
Valps | 122 6,35
VaRygs | 116 6,04

3 lentelé: VaR jverc¢iy griztamojo patikrinimo rezultatai

Is gauty rezultaty matome, kad tiksliausiai rizikg turimiems duomenims jvertino Stju-
dento jvertis, kuris kaip matéme grafike (pav. 4) buvo antras pagal jautruma isskirtims.
Prasciausiai pasirodé nejautrus isskirtims empirinis VaR jvertis, kuris labiausiai nuvertino
rizikg ir vietoje planuoty 96 isskirc¢iy buvo 139, tai yra net 44,79% daugiau nei planavome.
Pats jautriausias jvertis Cornish—Fisher, lyginant su empiriniu ir Gauso jverciu pasirodé taip

pat neblogai. Taciau jei lygintume tik Cornish-Fisher ir Stjudento jvercius, kurie atsizvelgia
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i skirstinio uodegos sunkuma, visgi tiksliau rizika vertina jvertis, kuris yra maziau jautrus
isskirtims.

Didziausi grazu svyravimai buvo stebimi 23-iame poaibyje ( —12,49% ir 9,12%). Cornish—
Fisher jvertis Siam poaibiui buvo didziausias lyginant su kitais trimis jverciais, net 19%
didesnis uz empirinj VaR jvertj ir 12% didesnis uz Stjudento VaR jvertj. Taciau 24-jame
poaibyje tokiy dideliy grazy svyravimy nebuvo stebima ir nei vienas poaibio narys nevirsijo
VaR jverc¢iy gauty 23-iame poaibyje. Taigi labiau isskirtims jautrus Cornish-Fisher jvertis

smarkiai pervertino rizika, lyginant su maziau jautriu Stjudento jverciu.

6.4 ES jverciy jautrumo palyginimas

Sioje dalyje palyginsime ES jveréiy jautruma ir analogiskai kaip 6.3 skyrelyje jvertinsime,
ar maziau jautris jveréiai geriau pasirodo griztamajame patikrinime. Zemiau pateiktame

grafike galime matyti skirtingy ES jverc¢iy jautrumo funkcijas.
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8 pav.: ES jverciy jautrumo palyginimas

Remiantis pateiktu grafiku galime matyti, kad rezultatai Siek tiek skiriasi nuo gauty 6.3
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skyrelyje. Jautriausias iSskirtims isliko Cornish—Fisher jvertis, kuris kaip matome labai stai-
giai kinta j imtj pridéjus nauja narj, kuris yra didesnis uz 0,02. [ pradine imtj jtraukus
z = —0,06 reikSme, EK\S”STOE, jvertis padidéjo 13,45% lyginant su pradine imtimi. Stjudento
ivertis nors yra jautrus didesnéms isskirtims, taciau lyginant su Cornish-Fisher pasizymi
didesniu atsparumu duomeny pokyciams. Maziausiai iSskirtims jautrus ES jvertis kaip ma-
tome i$ grafiko yra ne empirinis, bet Gauso jvertis. Tokj rezultatg galime paaiskinti tuo, kad
empirinis jvertis vertina tik kairés skirstinio uodegos vidurkj, kuriame ir vyksta pasikeitimai
pridedant nauja imties narj, kai Gauso jvertis vertina visg imtj ir vienas papildomas narys
turi mazesne jtaka galutiniam rezultatui.

Toliau, kaip ir 6.3 skyrelyje, pasiziurésime, kuris ES jvertis yra tiksliausias atliekant
griztamajj patikrinima. Taikysime ES griztamojo patikrinimo testa aprasyta formule (5.3).

Musy atveju testo statistika Z yra aprasoma formule

(6.2)

1 24 < 1 80 $§+11{x;+1+@3,05<0}> o

S = \80 j=1 O,O5Ek\93705 7
¢ia ¢ Zymi poaibj, o j — poaibio narj. Jeigu testo statistikos Z reikSmé yra artima 0, tai
reiskia, kad poaibiy nariy, kurie yra mazesni uz VaR jvertj, vidurkis yra artimas ES jverciui.
Kita vertus, neigiamos Z reikSmeés parodo, kad ES jvertis rizika nuvertino. Rezultatai gauti

atlikus ES jverciy griztamajj patikrinimg pateikiami zemiau lenteléje.

[vertis A

——=emp

——=norm

ESpps | —1,5362

—cf

ESqgs | —0,8673

t

ESyq; | —0,7062

4 lentelé: ES jverciy griztamojo patikrinimo rezultatai

Kadangi musy duomenys nebuvo pasiskirste pagal normalyjj désnj, todel labiausiai isskir-
tims atsparus Gauso jvertis visgi rizika nuvertino labiausiai. Lyginant Stjudento ir Cornish—
Fisher jvercius, kurie atsizvelgia | duomeny uodegy sunkuma matome, kad geriau ES griz-

tamajame patikrinime pasirodé iSskirtims atsparesnis Stjudento jvertis, kadangi statistikos
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Z reiksmeé yra arcéiausiai nulio. Remiantis Z testo kritiniy reikSmiy lentele, kurig pateike
C. Acerbi ir B. Szekely (2014) ([1], psl. 10), pasirenkame testo kriting reiksSme¢ Z* = —0,7
su 5% reiksmingumo lygmeniu. Matome, kad turime atmesti nuline hipoteze visiems jver-
¢iams, taciau arciausiai kritinés reikSmeés yra Stjudento jvertis. Taigi turimiems duomenims

tiksliausias ES jvertis yra gaunamas aproksimuojant duomenis Stjudento skirstiniu.

7 ISvados

Siame darbe apzvelgéme vertés pokycio rizikos (VaR) ir deficito vidurkio (ES) rizikos
maty pagrindines savybes. [sitikinome, kad rizikos mato savybés gali priklausyti ne tik pa-
sirinkto rizikos mato, bet ir pasirinkto rizikos mato jvercio.

Palygine keturiy praktikoje dazniausiai taikomy rizikos maty jautrumo funkcijas nusta-
teme, kad jautriausias duomeny pokyciams VaR ir ES rizikos matams yra Cornish-Fisher
jvertis. Kita vertus maziausiai jautrus duomeny pokyciams VaR jvertis yra empirinis, o ES
— gautas aproksimuojant duomenis normaliuoju skirstiniu. Taip pat jsitikinome, kad taikant
visus aprasytus jvercius VaR rizikos matas pasizymi mazesniu jautrumu duomeny pokyciams
lyginant su ES.

Panagrinéjome, kuris is$ skirtiniy — normalusis ar Stjudento yra tinkamesnis aprasyti
tirlamiems duomenims. [sitikinome, kad tinkamesnis, turimiems duomenims turéty buti
Stjudento skirstinys, tai patvirtino ir griztamojo patikrinimo rezultatai. Tiksliausiai rizika
tiriamiems duomenims jvertino Stjudento jvertis. Prasciausiai rizika jvertino VaR empirinis
ivertis ir ES jvertis gautas aproksimuojant normaliuoju skirstiniu, kurie pasizyméjo maziau-
siu jautrumu duomeny pokyciams.

Tolimesniuose darbuose buty galima panagrinéti Medianos deficito (angl. Median Short-
fall), bei Ekspektiliuy (angl. Ezpectiles) jautruma duomeny pokyciams, kurie galéty buti gera
alternatyva VaR ir ES rizikos matams. Taip pat, buty galima daugiau démesio skirti ir pa-
analizuoti Stjudento skirstinio tinkamuma modeliuoti grazas, palyginti jvercio elgesj taikant

skirtingus laisves laipsnius.
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