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Ivadas

Lagranzo keturiy kvadraty teorema teigia, kad kiekvieng naturalyjj skaic¢iy galima isreiksti
keturiy sveikyjy skai¢iy kvadraty suma. Pavyzdziui, 3 = 12 4+ 124+ 12402, 15 = 32 + 22 +
12412

Sios teoremos jrodymai dazniausiai remiasi tuo, kad jei du skaiciai isreiskiami keturiy
sveikyjuy skaic¢iy kvadraty suma, tai jy sandauga taip pat isreiskiama keturiy sveikyjy
skaic¢iy kvadraty suma (zr. tapatybe). Tai vadinamoji multiplikatyvumo savybeé. Is
jos isplaukia, kad Lagranzo teoremg pakanka jrodyti pirminiams skaic¢iams.

Klasikinis Lagranzo teoremos jrodymas pirminiam skai¢iui p sudarytas is tokiy daliy:
1) jrodoma, kad egzistuoja tokie sveikieji skaiciai z, y ir m, jog 1 + 2% + y* = mp;

2) i§ 1) iSplaukia, kad egzistuoja tokie sveikieji skai¢iai m, x1, a9, T3 ir x4, jog 2% + 23+

2,2
T3+ Xy = mp;
3) irodoma, kad 2) dalies iSraiskoje maziausia jmanoma teigiama m reikSmé yra m = 1.

Antras placiai paplites jrodymo budas yra naudojant kvaternijonus — pavidalo
a = ag+ art + azj + ask (1)

skaicius, kur ag, a1, as ir az yra realieji skaiciai, dar vadinami kvaternijono o koordinatémis,
1 t P . k/‘ . t. 1 b. . .2 _ .2 . k2 _ ..k/1 . _1 Sk sve 2 2 2 2
o elementai ¢, 7, k yra susieti lygybémis ¥ = j° = k* = ijk = —1. Skaicius af+aj+ a5+ a3

vadinamas kvaternijono norma ir Zymimas N («).
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Dar vienas Lagranzo teoremos jrodymas pagristas Hurvico skaiciais — (/1)) kvaternijonais,
kuriy visos koordinatés a; yra sveikieji skaiciai arba visos koordinatés priklauso aibei Z + %
Siame darbe taip pat yra pateikta ir keletas Lagranzo keturiy kvadraty teoremos api-
bendrinimy, paminéta viena hipotezé ir keletas pavyzdziy. Be to, suformuluota teorema

apie naturaliojo skaic¢iaus israisky keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma skaiciy.



skyrius 1
Pagalbiniai rezultatai

1 Apibrézimas. ([1]) Sveikasis skaicius d vadinamas sveikyjy skaiciy ay, as, ..., a, di-

dziausiu bendruoju dalikliu (dbd), jei
1) d|a1, d|a2, ceey d|an;
2) jei d* | ay, d* | ag, ..., d* | ap, tai d*|d.

2 Teorema (Dalybos su liekana formule). ([1/) Bet kuriems a1, as € Z, as > 0, egzistuoja

tokie vieninteliai skaiciai x, y € Z, 0 <y < aq, kad a1 = asx +y.
[rodymas. Kadangi ay > 0, tai egzistuoja toks =z € Z, kad
ar < ay < as(x+1).

Pazymékime y =: a1 — asx. Akivaizdu, kad 0 < y < ag ir a3 = asx + y. Jei egzistuoty

kitokia tokia skaic¢iy pora x*, y* € Z, kad a; = az* + y*, tai gautume lygybe
asr” +y* = asx + y.

Pertvarke Sia lygybe, gautume: as(z* —2z) = y* — y. Vadinasi buty teisinga lygybé
ag |v? — x| = ly* —y|. Bet 0 < |y* —y| < ap. Taigi z* =z, y* = y. O



3 Teiginys (Euklido algoritmas). ([I]) Tarkime, a;, as - sveikieji skaiciai, ay > 0. Keleta
karty pasinaudoje¢ dalybos su lickana formule ({2 teorema), gauname:
a; = Q92 + as, 0<as < ag,

A9 = A3T3 + Gy, 0< a4 <as,

ap—3 = Qp—2Tp—2 + ap—1, 0 < ap_y < ag_o,
Ap—2 = Ap—1Tp—1 + A, 0 <ap < ag,

aip—1 = apxr + 0.
Siy lygybiy seka ir sudaro Euklido algoritmo esme.

Irodysime, kad paskutiné nelygi nuliui liekana a;, yra skaiciy a; ir as didziausias bendras

daliklis. Tam reikia jrodyti, kad
1) ax | ay, ay | as;
2) jei d* | ay, d* | ag, tai d* | ag.

I$ paskutines Euklido algoritmo lygybés matome, kad ay, | ax_1, is priespaskutinés ay, | ag_o
ir t.t. Taigi ay | a1, ax | as.

Lieka jsitikinti, kad aj tenkina ir antraja didziausio bendrojo daliklio apibrézimo savy-
be. Sakykime, d* | a;, d* | as. I8 pirmosios Euklido algoritmo lygybés matome, kad d* | a,

ir antrosios d* | a4 ir t.t. Taigi galy gale gauname d* | ay.

4 Teorema. ([1]) Jeid yra skaiciy ay ir as didZiausias bendras daliklis, tai egzistuoja tokie
skaiciai u ir v, kad
d = aju + asv.

[rodymas. Pritaike skai¢iams a; ir ay Euklido algoritma (3| teiginys), tarkime, gauname

d = ap. Remdamiesi anksc¢iau parasytomis lygybémis, gauname:

d=ay = k—2 — Qp_1Tk—1 = Ap—2 — (Ap—3 — Ap—2Tp—2) Tf—1 =



= —ap_3Tk_1 + ap, (1 + 4 125_2) = ... = ayu + agv.
O]
5 Teorema. ([2]) Tarkime p yra nelyginis pirminis skaicius. Egzistuoja tokie sveikieji

skaiciai x, y ir m, kad

1+ 2>+ 9> =mp

w0 <m<np.

Irodymas. Skaiciai
1
z? (nggz(p—l)), (1.1)
kuriy i viso yra § (p + 1), nelygsta tarpusavyje moduliu p (t.y. dalybos i3 p lickana visiems

siems skaiciams skiriasi), kaip ir skaiciai

v-1). (1.2

DN | —

—1-y° <0§y§

kuriy taip pat is viso yra % (p+1). Tadiau i$ viso yra p + 1 skai¢iy 2% ir —1 — y2, bet tik
p galimy dalybos i$ p liekany. Vadinasi, kazkuris skaicius i§ ((1.1)) turi lygsti kazkuriam
skaiciui i (1.2) moduliu p, t. y. abiejy liekana bus ta pati. Vadinasi egzistuoja tokie

skaiciai x ir y, abu mazesni uz %p, kad

2> = —1—19* (mod p).

I$ ¢ia gauname, kad egzistuoja toks natiiralusis skaic¢ius m, kad 1 + 22 + y?> = mp. Be to,
1 2
0<l4+a2’+y°< 1+2(2p> <p?

todél m < p. O



skyrius 2
Lagranzo keturiy kvadraty teorema

Lagranzo keturiy kvadraty teorema teigia, kad kiekvienas teigiamas sveikasis skaicius yra
sudarytas iS keturiy kvadraty, t.y. bet kokiam teigiamam sveikam skaiciui y yra teisinga
lygybeé

9, 92, 9, 9
Yy =]+ 5 +x3+ Ty,

kur x;, 1 = 1,2, 3,4, yra sveikieji skaiciai.

2.1 Klasikinis jrodymas pagal G. H. Hardy ir E. M.
Wright knyga

Bet kuriems skaiciams x1, xq, x5 ir x4 teisinga lygybe (zr. [2]):

(37% + a5 + 3 + 3221) (y% +ys +y3+ yi) = (2191 + Ty + T3ys + T4ys)”

2 (2.1)

)
T1Y2 — TaY1 + T3Ys — 95493)2
)
)2

+(

+ (T1y3 — T3Y1 + Tay2 — Tays
+ (T1Ys — Tay1 + T2y — T3Y2)"
Tegul N — aibé naturaliyjy skaiciy, kuriuos galima isreiksti keturiy sveikyjy skaic¢iy kvad-
raty suma. Pavyzdziui, kadangi 1 =12 +02+024+02ir2=124+12+02+0% tai 1 € \V
ir2eN. I8 tapatybés iSplaukia, kad aibé A yra multiplikatyvi, t. y. jei a,b € N,
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taiir a-b € N. Lagranzo keturiy kvadraty teorema tvirtina, kad aibé N sutampa su visy
naturaliyjy skaiciy aibe N. Remiantis pagrindine aritmetikos teorema, kiekviena naturaluyji
skaiciy, didesnj uz 1, galima iSreiksti pirminiy skaic¢iy sandauga. Vadinasi, norint jrodyti
Lagranzo keturiy kvadraty teorema, uztenka parodyti, kad visi pirminiai skaic¢iai priklauso
aibei . Kadangi 2 € N (2 = 124124 0%+ 0?), tai uZtenka nagrinéti nelyginius pirminius
skaicius.

Tegul p — nelyginis pirminis skaicius. Remiantis [5| teorema, egzistuoja tokie sveikieji
skaiciai x, y ir m, kad

1+2+y* =mp
ir 0 < m < p. Taigi skaiciaus p kartotinj mp galima isreiksti keturiy kvadraty suma:
mp:$f+x§+$§+xi,

kur 1, x9, x3 ir x4 yra sveikieji skaiciai is kuriy bent vienas nesidalija i$ p (jei visi dalintysi
i$ p, tuomet skai¢ius mp dalintysi i§ p? ir tuomet m dalintysi i§ p; taciau 0 < m < p).
Irodysime, kad maziausias toks kartotinis mp yra pats p.

Tarkime, kad mgp yra maziausiais kartotinis, kuriam teisinga
2 2 2 2
mep = x] + x5 + T3 + 2.

Jei mg = 1, tai jrodymas tuo ir baigiasi. Tarkime mg > 1. Remiantis [5| teorema, my < p.
Jei mg yra lyginis skaicius, tuomet suma % + x3 + z2 + 3 irgi bus lyginis skaicius, ir

turime tris galimus atvejus:
1) 1, wo, x3, T4 visi yra lyginiai skaiciai, arba
2) x1, 9, T3, T4 Visi yra nelyginiai skaiciai, arba
3) du is siy skaiciy yra lyginiai, ir du skaiciai yra nelyginiai.

Neprarandant bendrumo tarkime, kad treciame variante z; ir x5 yra lyginiai bei x3 ir x4

yra nelyginiai skaiciai. Tada visais trimis atvejais skaiciai

T1+ T2, Ty — X2, T3+ Ty, T3 — Ty
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bus lyginiai ir iS tapatybés

1 B x1+a72)2 (ml—x2>2 (x3+$4>2 ($3—$4)2
2m°p_< 2 T\ T\ 2

isplaukia, kad skaiCiaus p kartotinis 52p yra isreiskiamas keturiy sveiky skaiciy kvadraty

suma. TacCiau "5* < myg, o tai priestarauja skaiciaus mg parinkimui. Vadinasi, skaicius mg
yra nelyginis.

SkaiCiai 1, T, T3 ir 24 néra visi dalus i$ my, nes priesingu atveju gautume, kad m2 | mop
ir mg | p, kas priestarauja mg parinkimui (1 < mgy < p; p — pirminis). Kadangi mq yra
nelyginis ir mg > 1, tai mg > 3.

Parenkame tokius sveikuosius skaicius by, bo, b3 ir by, kad

1
Yi = Tj — bymg ir ‘yz| < §m0 (Z = 1,2,3,4).

Tada
1 2
0<wyi+us+ys+u <4<2mo) = mg
ir
yi + s +vs + i =0 (mod my) .
IS to seka, kad
x%—kxg—l—xg-l—xi:mgp (mo < p),

yf+y§+y§+yi =momy (0 < mg < my).
Siems skai¢iams pritaike (2.1)) tapatybe, gauname
mamap = 2 + 23 + 25 + 25 (2.2)

Kita vertus,

=1

4 4
2= iy =Y. 2 (x; — bymo) =D 27 =0 (mod my).
i=1 i=1
Panasiai gaunama, kad skaiciai 2o, 23 ir z4 taip pat dalijasi iS mg. Pazymeéje
Zi = moti, tz € Z, (Z = 1,2,3,4)
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ir Sias iSraiskas jstate i (2.2)) lygybe, gauname
mip =t +t3 +t5 + 5.

Taciau my < myg, o tai priestarauja skaiciaus mg parinkimui. IS to isplaukia, kad my = 1.

2.2 Klasikinis jrodymas pagal K. Ireland ir M. Rosen

knyga

Pateiksime dar vieng klasikinj jrodyma pagal Kenneth Ireland ir Michael Rosen knyga [3].

Lagranzo keturiy kvadraty teorema isplaukia is [5| teoremos ir tokios teoremos:

6 Teorema. ([3]) Tarkime, kad pirminiam skaiciui p egzistuoja toks naturalusis skaicius
m, 1 < m < p, kad skaiciy mp galima isreiksti keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma.
Tada egzistuoja toks naturalusis skaicius r < m, kad skaiciy rp galima isreiksti keturiy

sveikyjy skaiciy kvadraty suma.

Irodymas. Fgzistuoja toks naturalusis skaicius m, 1 < m < p, ir tokie sveikieji skaiciai x1,
To, T3 ir x4, kad

mp = x5 + x5 + 13 + 2. (2.3)

Parenkame tokius sveikuosius skaiCius yi, ye, y3 ir ys4, kad z; = y; (mod m), i = 1,2,3,4,
ir =% <y <. Tada

yi+ys+y;+yi =0 (mod m),

ir egzistuoja toks sveikasis skaicius r» > 0, kad
mr=yi Yy + 3+ i (24)

Be to,

m? m?* m?  m? )
L e
mr_4+4+4+4 m

Todél r < m.
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Matome, kad r # 0, nes priesingu atveju y; = 0, i = 1,2,3,4, ir is isplaukty,
kad m | p, o tai priestarauja salygai 1 < m < p. Kita vertus, r # m, nes prieSingu atveju
gautume y; = 2, 2?7 = %2 (mod m?) ir i3 isplaukty, kad mp = m? (mod m?), t. y.
m | p, o tai priestarauja salygai 1 < m < p.

(2.3) ir (2.4]) skaiciams pritaike (2.1)) tapatybe, gauname

m27“p = (z1y1 + 22y2 + x3y3 + x4y4)2 + (w1y2 — oY1 + Tays — ;1:4y3)2 (2.5)

+ (z1ys — 231 + Tays — T2ya)” + (T19s — Tay1 + Tays — T3y2)”
Be to, i$ salygu x; = y; (mod m), i = 1,2,3,4, gauname, kad kiekvienas (2.5 deSines
pusés kvadratas dalijasi i§ m?. Padalije abi (2.5]) puses i§ m?, gauname, kad skaic¢iy rp

(0 < r < m) galima iSreiksti keturiy sveikyjy skai¢iy kvadraty suma. ]

2.3 Irodymas naudojant kvaternijonus

Lagranzo keturiy kvadraty teoremsg galima lengvai jrodyti naudojant kvaternijony teorija
(zr. [2]). Siame skyriuje paliesime Sios teorijos pavirsiy, susipazinsime su keliomis pag-
rindinémis kvaternijony teorijos savokomis ir bendra jrodymo idéja, o sekanc¢iame skyriuje
issiaiskinsime daugiau detaliy.

Kvaternijonai yra hyper-kompleksinés sistemos (kompleksiniy skai¢iy aibés praplétimo)
skaiciai, pateikiami forma

a = ag + ayt + asj + ask,

kur skaiciai ag, ai, as, az yra realieji skaiciai, dar vadinami kvaternijono « koordinatémis,
o kompleksiniai skaic¢iai ¢, j, k yra Sios prapléstios hyper-kompleksinés sistemos charakte-
ristiniai elementai. Du kvaternijonai yra vadinami vienas kitam lygiais, kai jy atitinkamos
koordinates sutampa.

Kvaternijojuy sudétis tenkina tas pacias taisykles kaip ir paprasty realiyjy skaic¢iy sudé-

tis, tac¢iau sandauga Siek tiek skiriasi:
2= 2= 2= 1,
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ij =k = —ji,
jh=i=—kj,
ki=j = —ik.
Dviejy kvaternijony sandauga aa = aa, kur @ = ag— a1i — asj — ask yra kvaternijono «
jungtinis skaicius, yra vadinama kvaternijono a norma bei Zymima N (a) = a2+a?+a3+a?.
Taip pat o8 = Ba.

Kvaternijong o vadinsime sveikjuoju, jeigu jo koordinates ag, a1, as, as
1) visos yra sveikieji skaiciai, arba
2) visos yra nelyginiai sveikieji skai¢iai padalinti i 2.

Kvaternijono « atvirkstiniu skai¢iumi vadinamas kvaternijonas

_ [ _ _
al=—— ac t=ala=1.

N(a)’
Jeigu abu kvaternijonai o ir a~! yra sveikieji, kvanterijonas o yra vadinamas vienetiniu
bei Zymimas o = e.

Tarkime e yra bet koks koks vienetinis kvaternijonas. Tuomet skaiciai ea ir ae yra
vadinami kvaternijono « asocijuotais skaiciais, kurie turi tokiag pacig normg. Sveikojo
kvaternijono asocijuoti skaiciai taip pat yra sveikieji kvaternijonai.

Pereikime prie Lagranzo keturiy kvadraty teoremos jrodymo. Jei sakome, kad p yra
realusis pirminis skaic¢ius, tai turime, kad p = Ar, N(\) = N(x) = p. Sis teiginys remiasi

teoremomis, kurios teigia, kad

1) integralinis kvaternijonas 7 yra neredukuojamas tada ir tik tada, kai jo norma N ()

yra realusis pirminis skaicius, ir
2) realusis pirminis skaic¢ius p negali buti neredukuojamas kvaternijonas,

kurios nebus jrodytos siame darbe. Jeigu kvaternijonas 7 turi koordinates ag, a1, as, as,

kurios yra sveikieji skaiciai, tuomet
p= N(n)=aj+aj+a;+ a3,
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ir tuo teorema yra jrodyta. Jeigu ne, tuomet egzistuoja kvaternijojo 7 asocijuotas skaicius
7*, kuris turi sveikasias koordinates (taip pat remiantis teorema, kuri néra jrodyta Siame
darbe). Kadangi p = N(7w) = N(7*), teorema yra jrodyta. Ir tuomet naudodami
tapatybe bei pagrinding algebros teorema gauname Lagranzo keturiy kvadraty teoremag

teisingg bet kokiam sveikam teigiamam skaiciui.

2.4 Pavyzdys

ISreikskime skaiciy 385 keturiy kvadraty suma naudodami (2.1) tapatybe. Skaiciy 385

galime uzrasyti kaip sandauga

38 =5-7-11. (2.6)
Isreiskus siuos daugikliuss keturiy kvadraty suma gauname
5=224+1240%+02%
7T=224+17+1% 417
11=32+124+124+0?%
ir Sias israiskas jsistate j (2.6) gauname
385 = (224124024 0%) - (22412412 4+12) - (32 + 12+ 124+ 0?) . (2.7)

Naudodami (2.1)) tapatybe sudauginame pirmus 2 skliaustus

(22 4+ 12407+ 0%) - (22 4+ 12+ 1+ 1%) = (2:2+1-140-140-1)°
+(2:1-1-240-1-0-1)°
+(2-1-0-240-1—1-1)
+(2-1-0-241-1-0-1)
=5 +0°+ 1%+ 3

bei gauta rezultata jsistatome j (2.7)):
385 = (57 + 07+ 12 4+37) - (324 12+ 17+ 0%). (2.8)
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Naudodami (2.1)) tapatybe sudauginame likusius skliaustus

(5°+07+124+3%) - (324 12+ 17+ 0*) = (5-3+0-1+1-1+3-0)
+(5-1-0-34+1-0-3-1)
+(5-1-1-343-1-0-0)
+(5-0-3-34+0-1—1-1)

(
162 + 22 4+ 52 + (—10)°

ir jsistate i (2.8) gauname, kad skaiciy 385 keturiy kvadraty suma galima isreiksti kaip

385 = 162 + 22 + 5% 4+ 10°.
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skyrius 3

Hurvico skaiciai

3.1 Apibrézimas

Paskutinis Siame darbe pateikiamas Lagranzo keturiy kvadraty teoremos jrodymas naudoja

Hurvico skaicius, kurie sudaro poaibj pries tai buvusiame skyriuje pristatyty kvaternijony.
7 Apibrézimas. ([]]) Hurvico skaiciais yra vadinamsi kvaternijonai, priklausantys aibei

1
{ao + a1t + asg + ask : ag, a1, as,a3 € Z arba ag, a1, as,a3 € Z + 2}

Taigi kiekvieng Hurvico skaiciy galima isreiksti kvaternijony v, 7, k ir h := %, pa-

dauginty i§ sveikyjy skaiciy, suma. Todél Hurvico skaiciy aibé sutampa su aibe Zlh, i, j, k].

Hurvico skai¢iy aibé yra uzdara sumos ir daugybos atzvilgiu (yra nekomutatyvus Zie-
das).
Aibé
Zli, j, k| = {ao + ari + azj + azk : ap, a1, az, a3 € Z}
yra Hurvico skaiciy aibés poaibis.
Tegul av ir 6 — Hurvico skaiciai. Skai¢ius d vadinamas skai¢iaus « desiniuoju (atitinkamai
kairiuoju) dalikliu, jei egzistuoja toks Hurvico skaicius -, kad a = 4 (atitinkamai o = §).

Jei Hurvico skaic¢ius 0 yra Hurvico skaiciaus « kairysis arba desinysis daliklis, tuomet
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sakysime, kad o yra skaiciaus « daliklis. Nesunku jsitikinti, kad Hurvico skaicius yra
kairysis vieneto daliklis tada ir tik tada, kai jis yra ir desinysis vieneto daliklis. Todél
kairieji ir deSinieji vieneto dalikliai vadinami tiesiog vieneto dalikliais. Nesunku jsitikinti,
kad Hurvico skaic¢ius yra vieneto daliklis tada ir tik tada, kai jo norma lygi 1. IS ¢ia
nesunkiai gauname, kad Hurvico skaiciy aibéje yra lygiai 24 vieneto dalikliai: 8 skaic¢iai
+1, i, +j ir +k priklauso aibei Z[i, j, k] ir dar 16 skai¢iy +3 + % + 1 + 4,

Hurvico skaiciams teisingas dalybos su liekana teiginys (zr. [4]): bet kuriems Hurvico

skai¢iams «v ir 5 # 0 egzistuoja tokie Hurvico skaiciai ¢ ir , kad a = ¢S8+7rir N(r) < N(3).

8 Apibrézimas. ([j|/) Nenulinis Hurvico skaicius vadinamas redukuojamu, jei ji galima
isreiksti dviejy Hurvico skaiciy, nei vienas is kuriy néra vieneto daliklis, sandauga. Hurvico

skaicius, kuris néra vieneto daliklis ir néra redukuojamas, vadinamas neredukuojamu.

9 Teiginys (Neredukuojamo Hurvico skai¢iaus savybeé). ([4]) Jei realusis neredukuojamas
Hurvico skaicius 7 yra Hurvico skaiciy « ir 8 sandaugos «f daliklis, tuomet 7 yra « daliklis

arba 7 yra 3 daliklis.

3.2 Lagranzo keturiy kvadraty teoremos jrodymas nau-
dojant Hurvico skaicius

10 Teorema (Salyginé keturiy kvadraty teorema). ([4]) Bet kuris pirminis skaicius, kuris
néra Hurvico neredukuojamas skaicius, gali buti isreikstas keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty

suma.

Irodymas. Tarkime, kad p yra pirminis skaicius, kuris néra Hurvico neredukuojamas skai-
¢ius. Tuomet egzistuoja tokie Hurvico skai¢iai ag + a1 + asj + agk ir v, kurie néra vieneto
dalikliai, kad

p = (ao + ari + azj + azk) .

Imame abiejy pusiy jungtinius skaicius:

p=D=7(ap— ari —azj — ask).
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Sudaugine skaicius su jy jungtiniais, gauname

p? = (ao + ayi + azj + ask) vy (ao — ari — azj — ask) =

= (ao + a1t + azj + ask) (ap — ari — azj — ask) vy =
2
= (a§ +ai +aj+a3) P,
kur (a2 + a2 + a2+ a?) ir |y|° yra sveikieji skai¢iai, didesni uz 1. Remiantis pagrindine

algebros teorema vienintelé¢ jmanoma skaic¢iaus p? israiska yra p - p. Todél
p=ai+al+ a3+ a3 = (ag+ ayi+ ayj + ask) (ag — ayi — agj — azk).

Jei Hurvico skaicius ag + aqi + agj + ask priklauso Z[i, j, k|, tuomet p yra isreikstas keturiy
sveikyjy skaic¢iy kvadraty suma.

Tarkime, kad ¢ := ag + a1i + asj + ask ¢ Z[i, j, k|. Tada kiekvienas koeficientas ay,
t =0,1,2,3, priklauso aibei Z + % Parinkime tokj skaiciy w = %, kad skaiciaus
Y —w = aj + aji + a5j + azk koeficientai aj, aj, a5 ir aj buty lyginiai sveikieji skaiciai.

Tada ¥ = w + af + aji + a5 + a3k ir

= (Qp +&1i +&2j + agk)<a0 — ali — Clgj — agk) =

*

p=(
= (w+ay+ aji + a3j + ask) (@ + ag * —aji — a3j — azk) =
= (wHay + aji + a3j + azk)w x w(@ + af — aji — ayj — azk) =
= (1 4+ way + waji + walj + wazk)(l + way — waji — wayj — waik).
Kadangi koeficientai aj, aj, a5 ir aj yra lyginiai sveikieji skai¢iai, tai Hurvico skaiciaus
1 + wal + waji + wWasj + waszk visi koeficientai yra sveikieji skaiciai. Taigi egzistuoja tokie
Ao, A1, Ay, As € Z, kad 1 + Waj + waii + wasj + wask = Ao+ Ari + Asj + Ask. Kadangi
N(w) =1, tai
p = N(ap+ a1i + agj + azk) = N (w + ay + aji + a5j + ajk) N(w) =
=N ((w+agy + aji + a3j + azk)w) = N (1 + way + waji + wasj + wazk) =
= N (Ag+ Ayi + Agj + Azk) = A + A3 + A5+ A2
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Prisiminkime [5] teorema, kuri teigia, kad kiekvienam nelyginiam pirminiui skai¢iui p

egzistuoja skaic¢iai x, y, ir m tokie, kad
14 2% +y* = mp,

t.y. egzistuoja tokie sveikieji skai¢iai x ir y, kad p dalija 1 + 22 + 2, bei pereikime prie

pilno Lagranzo teoremos jrodymo.

11 Teorema (Keturiy kvadraty teorema). ([4/) Kiekvieng naturaluji skaiciy galima is-

retksti keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma.

Irodymas. Tegu p yra nelyginis pirminis skaic¢ius. Tuomet remdamiesi [5| teorema galima
rasti o ir y tokius, kad p dalinty 1 + 22 + y?. Isskaidykime §j skaic¢iy Hurvico skaiciy
sandauga:

L+2? 4y =1 +xi+yj) (1 —zi—yj).

Jei p buty neredukuojamas Hurvico skaicius, tuomet, remiantis neredukuojamo Hurvico
skaic¢iaus savybe (]§| teiginys), p butu 1 + xi + yj daliklis arba p buty 1 — xi — yj daliklis.

Taciau nei vienas variantas néra galimas, kadangi nei vienas i$ skaiciy

p p p p P p

néra Hurvico skaicius. IS to iSplaukia, kad p yra redukuojamas Hurvico skaicius, todeél,
remiantis Salygine keturiy kvadraty teorema teorema), skaicius p isreiskiamas keturiy
sveikyjy skai¢iy kvadraty suma. Remiantis (2.1]) tapatybe gauname, kad bet kokj naturaly

skaiciy galima isreiksti keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma. ]
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skyrius 4

Lagranzo keturiy kvadraty teoremos

apibendrinimai

12 Teorema. ([3]) Tequl a € {1,4} irm € {4,5,6}. Tada bet koks naturalusis skaicius n
gali buti uZrasytas israiska

n=ar! + x5 + x5 + 13,
kur xq, xo, x3 ir x4 yra sveikieji skaiciai.

Pavyzdziui,
71 = 1"+ 3%+ 5% + 62,

240 = 2° + 0% 4 82 4 122,

624 = 20 + 4 +12° + 20°.
Taip pat [5] darbe iskelta hipotezé, kad kiekvieng naturalyji skai¢iy n galima isreiksti
pavidalu 2% + x3 + x5 + 22} ir x5 + 23 + 22 + 322, kur 1, x9, w3 ir x4 yra sveikieji skaiciai.

13 Teorema. ([2]) Jei p yra nelyginis pirminis skaicius, tuomet skaiciy 4p galima isreiksti

keturiy nelyginiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma.
Pavyzdziui turéedami p = 3 turésime tokia iSraiska:
4-3=12=1"+1*+1*+3%
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Taciau 4 - 2 = 8 nebus suma keturiy nelyginiy sveikyjy skaiciy kvadraty.

14 Teorema. ([2]) Naturaliojo skaiciaus n israisky keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma
skaicius (israiskos, kurios skiriasi tiktai kvadraty tvarka ar Zenklu, yra laikomos skirtingo-
mis) yra lyqus skaiciaus n dalikliy, kurie néra 4 kartotiniai (paties 4 neskaitant), sumai,

padaugintai is 8.
Pavyzdziui, rasime visas skaic¢iaus 4 israiskas keturiy sveikyjy skaic¢iy kvadraty suma:

A=14+1"+ 17+ (£1)* =

= (1) + () + 12412 =

= (1> + (=1 + (=1)° + (£1)* =
= (=1’ + (£1)*+ 12+ (-1)* =

= (—1)?+ 124 (1> + (£1)° =

=124 124 (1) + (£1)° =
= (£2)° + 0+ 02 + 0% =
= 0% + (£2)> + 02+ 0% =
=07+ 0%+ (£2)* +0° =

= 0%+ 0% 4 0% + (£2)°.

Matome, kad is viso turime 24 jmanomas israiskas. Naudojant [14]teorema sj skaiciy galima
rasti lengviau. Skaicius 4 turi i$ viso 3 daliklius: 1, 2, ir 4, ir nei vienas i$ jy néra 4 kartotinis
(paties 4 neskaitant), vadinasi jmanomy israisky is viso yra 3 - 8 = 24,

Kita skai¢iy paimkime 26. Sis skai¢ius turi i§ viso i§ viso 8 daliklius: 1, 2, 3, 4, 6, 8,
12, ir 24. Paties 4 neskaitant tarp dalikliy yra 3 skaiciai, kurie yra 4 kartotiniai - 8, 12, ir
24, tad juos atmetus dirbame su 5 dalikliais, ir pagal [14] teorema skaic¢ius 26 turi is viso

5 -8 = 40 jmanomy israisky keturiy sveikuyjy skaic¢iy kvadraty suma.
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Kita teorema duodag paprastesnj jmanomy israisky keturiy sveikyjy skaiciy kvadraty

suma skaiciy.

15 Teorema. ([3]) Naturaliojo skaiciaus n, n = 4 (mod 8), israisky keturiy sveikyjy
skaiciy kvadraty suma skaicius (israiskos, kurios skiriasi tiktai kvadraty tvarka ar Zenklu,

yra laikomos vienodomis) yra lygus teigiamy nelyginiy skaiciaus n dalikliy skaiciui.
Paimkime skai¢iy 12. Sio skai¢iaus galimos israiskos keturiy kvadraty suma yra:
12=1>41% 412 + 3
=22 422422 4 02

Matome, kad is viso turime 2 skirtingas israiskas. Naudodami teorema turime, kad
skaiciaus 12 dalikliai yra 1, 2, 3, 4, ir 6, i$ kuriy tik 1 ir 3 yra nelyginiai, vadinasi yra tik

dvi jmanomos skaic¢iaus 12 israiskos keturiy sveikyjy skai¢iy kvadraty suma.

16 Isvada. ([3]) Naturaliojo skaiciaus n israisky keturiy sveikuyjy skaiciy kvadraty suma

2?2 + 23 + 22 + 22 = n skaicius yra lygus
1) skaiciaus n daliklivy skaiciaus sandaugai su 8, jei skaicius n yra nelyginis, arba

2) skaiciaus n nelyginiy dalikliy skaic¢iaus sandaugai su 24, jei n yra lyginis.
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Summary

Lagrange’s four-square theorem

Lagrange’s four-square theorem states, that every positive integer can be expressed as the
sum of four squares, that is for every positive integer n there exist integers x, 9, r3 and
x4 such that
y =23+ x5 + 23 + 5.
The aim of this work is to present several proofs of this theorem, as well as show few
of improvements for this theorem and ways to count the number of possible expressions in

sums of four squares.
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