SRRELT
AUrrpras *

S
“

Xy
7 )
#4\’Fo RMASS

e

VILNIAUS UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS
TIKIMYBIU TEORIJOS IR SKAICIU TEORIJOS KATEDRA

Plokstumos dengimy taisyklingaisiais
daugiakampiais apzvalga

Overview of tilings with regular polygons

Baigiamasis magistro darbas

Atliko: Karolis Treinys
VU el. p.: karolis.treinys@mif.stud.vu.lt

Vadovas: prof. Paulius Drungilas

Vilnius 2022



Turinys

Ivadas| . . . . . . . ...
[1 Dengimuy tipai ir ju klasifikacijal
(1.1 ~Apibrézimai . . . . ... . ... ... ... ...
(1.2 Dengimy rusys| . .. ... ... .. .......
[1.2.1 Taisyklingas dengimas| . . . . . ... ..
[1.2.2  Pusiau taisyklingas dengimas| . . . . . .
[1.2.3  Netaisyklingas dengimas| . . . . . . . ..
[2  Literaturos apzvalgal
2.1 Dengimy tyrinejimail . . . . . . ... ... ...
[2.2  Aktualijos ir pritaikymai . . . . . . ... ...
[3  Apibendrinimas|
........................
........................
Literafiiral . . . . . . . . . o
4_Priedail

11
11
13

14
15
16
17

20



Ivadas

Daugelis dalyky aplinkiniame pasaulyje priklauso nuo jvairiy objekty tvarkos
ir tam tikro jy issidéstymo. Ivairiose matematikos srityje tai yra jvairiausi mate-
matiniai jrankiai - simboliai, funkcijos, loginiai sarysiai, projekcijos, figuros ir t.t.
Artimiausias rySys tarp paminéty matematikoje esanciy ir realiame pasaulyje su-
tinkamy objekty yra geometrinés figuros - juos sieja vizualiné sgsaja bei placios
pritaikymo galimybés. Tad nenuostabu, kad istoriskai tai yra plati tyrinéjimo sri-
tis. Viena i jy - tai n-matés erdvés dengimas geometrinémis figuromis, konkreciai
- daugiakampiais.

Sio darbas tikslas - susipazinti ir apzvelgti plokstumos dengimo daugiakampiais
metodika, jy klasifikavimo bei nagrinéjimo pobudj, pasiekimus Sioje srityje ir atviras
problemas, susitelkiant ties pusiau taisyklinguoju dengimu t.y. dengiant plokStuma
2 arba daugiau skirtingais taisyklingaisiais daugiakampiais, kuriy krastiniy ilgiai,
bei kampai, yra vienodi.

Suformuluotos tokios darbo uzduotys:

o Pateikti vizualius pusiau taisyklingy dengimy pavyzdzius su jy notacija, api-

budinant bendras ju savybes.

o Atlikti literaturine apzvalga, aprépiant kuo didesnj Sios tematikos laikotarpj ir

paliesti Sio nagrinéjamo objekto aktualijas bei teorines ir praktines sritis.



1 skyrius

Dengimuy tipai ir juy klasifikacija

1.1 Apibrézimai

Kad pradétume nagrinéti plokstumy dengimg daugiakampiais, pirmiausia apsi-
brésime, ka laikome plokstuma, kas yra dengimas ir kokiais daugiakampiais tai
imanoma padaryti. PlokStuma laikysime begaline dvimate Euklidine erdve, dengi-
mu - plokstumos uzpildyma norimais daugiakampiais taip, kad sie nepersidengty ir
nepalikty tuscios erdvés t.y. visg plokstuma buty uzpildyta daugiakampiais.

Taisyklingasis daugiakampis (arba n-kampis poligonas) - geometriné figura, ku-

rios visos ja sudarancios krastinés ir kampai yra vienodi.
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1.1 pav.: Keletas n-kampiy pavyzdziy (brézta naudojant IXTEX)



1.2 Dengimy rusys

Vienas is dengimy, charaterizavimo budy, kuriuo siame darbe vadovausimeés, yra

visus dengimus suskirstyti j 3 grupes pagal naudojamus daugiakampius:

o Taisyklingas - sudarytas i$ vienos rusies daugiakampiy, kurie yra vienody mat-

meny, jdentisky kampy ir krastiniy dydziy (yra taisyklingieji).
o Pusiau taisyklingas - dviejy ar daugiau taisyklingy daugiaukampiy deriniy.
o Netaisyklingas - plokstuma dengiama netaisyklingaisiais daugiakampiais.

Is siy salygy ateina svarbus pastebéjimas: visy daugiakampiy, esanciy vienas sa-
lia kito ir besidalijanciais bendru tasku t.y. virSune, kampy suma privalés buti 360
laipsniy. Nagrinéjant dengimus su taisyklingaisiais daugiakampiais, si salyga zen-
kliai susiaurina galimy daugiakampiy varianty pasirinkimo kiekj. Yra paskaic¢iuota
[15], jog yra 21 jmanomas virSunés variantas pav., deéliojant taisyklinguosius
daugiakampius plokstumoje, kurioje vyrauty tik vienos rusies virsuné t.y. aplink
kiekvieng plokstumoje esanciag virsune buty vienodo kiekio ir tipo daugiakampiai.

Skaiciai po kiekvienu virsunés tipu su ja gaubianciais daugiakampiais parodo,
kokie butent n-kampiai dalinasi ta virsune. Jeigu apie vieng virsune yra daugiau nei
vienas vienos rusies n-kampis, tada galima zymeéti prie skaiciaus laipsnj, parodantj
koks kiekis vienos rusies daugiakampiy supa konkrecia virsune.

Idomu tai, kad iS paminéty galimy virsuniy tipy pagal daugiakampiy derinius,
tik 11 iS juy leidzia uzpildyti plokstuma taip, kad nebuty persidengimy ir tarpy.
Sie dengimai dar vadinami Archimediniais. Svarbu pastebéti, jog pats dengimas
gali turéti ir daugiau nei vieno tipo virsunes. Tai leidzia turéti daugiau plokstumos
varianty, kadangi gali buti naudojama daugiau daugiakampiy konkrec¢iam dengimui
[L.3 pav. ir

Dar viena svarbi dengimy savybé (charakterizavimo bruozas) yra tarpusavio pa-

nasumas ir/arba vienodumas:

o Panasumas (eng. congruent) - kai atliekant sukimo, transliacijos ir/arba at-

spindzio veiksmus plokstumos atzvilgiu galima gauti iS vieno dengimo kita.

o Vienodumas (eng. equal) - kai tarpusavyje plokStumos dengimai skiriasi tik

savo masteliu (didinant/mazinant galima gauti viena arba kita tarpusavio den-

gima).



1.2 pav.: 21 jmanomi skirtingi virsuniy tipai [15]

Sekantis svarbus konkretaus dengimo bruozas - periodiskumas. Dengimai gali tiek
atsikartoti (buti periodiski) ir neatsikartoti (buti neperiodiniai [23]. DaZniausiai
beveik visi dengimai yra periodiniai - juose jmanona atrasti tai tam tikra atsikar-
tojantj erdves bruoza. Vienas is budy dar detaliau atrinkti ir suskirstyti dengimus
yra surasti to dengimo paralerograma - maziausia keturkampj ploto skirstinj, kurj
atkartojant buty jmanoma padengti visa plokstuma, iSsaugant konkrecias tos rusies
dengimo savybes [I1]. Dar vienas metodas tiksliau atvaizduoti dengimy panasumus
yra ji sudaranciy daugiakampiy spalvinimas, taip palengvinant vaizdine dengimo
analize.

Taciau ne visiems dengimams tai galima pritaikyti paralerogramos schema - vie-
nas is zinomiausiy neperiodiniy begaliniy plokStumos dengimy yra Penrose dengimas

[5]. Jis sudarytas dengiant plokstuma [3] rombais arba netaisyklingais keturkampiais

L4 [L.5
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1.4 pav.: Penrose dengimas netaisyklingais keturkampiais [3]

1.2.1 Taisyklingas dengimas

Tai yra pats paprasciausias dengimas yra Sio tipo, kadangi jame vyrauja tik
viena geometriné figura, dengimo kartotinis ir ji yra taisyklingasis daugiakampis
kuris yra maziausias Sio dengimo elementas, i$ kurio vieno galima padengti
begaline plokstuma.

Egzistuoja tik trys dengimai: naudojant trikampj, keturkampj ir Sesiakampj.
Sios figiiros vienintelés, kuriy vidiniy kampy kartotiniai yra 360 laipsniy, kas ir lei-
dzia jiems dengti visa plokstuma. Visi Sie dengimai priklauso vienai transityvumo
klasei t.y. S$iuos dengimus galima atvaizduoti vienas kitame [I1]. Taip pat kaip ir
buvo minéta anksciau, Sie trys dengimai , pav.) priklauso Archimedi-

niams dengimams.



1.5 pav.: Penrose dengimas rombais [3]

1.6 pav.: 3% dengimas [10]

1.2.2 Pusiau taisyklingas dengimas

Sios rusies dengimai turi daugiau atskiry kategorijy, nes siems dengimams nau-
dojama dviejy arba daugiau rusiy skirtingi daugiakampiai. Kaip ir buvo uzsiminta,
siai klasei priklauso like 8 Archimediniai dengimai, kadangi jiems galima priskirti
ir taisyklingus dengimus, kadangi juose vyrauja vienodo tipo virsuneés tarp daugia-
kampiy.

Paciy dengimy paveiksléliai pateikti [£.1]

Svarbu pabrézti, jog i Sia kategorija galima jtraukti ir daugiau dengimuy, atlaisvi-
nant iSsikeltus reikalavimus. Pavyzdziui, leidziant sudaryti tokius dengimus, kuriuo-
se daugiakampiai nebutinai dalinasi virsunémis, atsiranda tokie dengimai pav.
I$ ju vienas - Pitagorinis dengimas - yra gausiai nagrinétas [7], [2I]. Tai toks
dengimas, kuomet plokstuma dengiama dviejais arba daugiau skirtingy matmeny

kvadratais.



1.7 pav.: 6% dengimas [16]

1.8 pav.: 4* dengimas [10]

1.2.3 Netaisyklingas dengimas

Si dengimy klasé yra pati placiausia ir salyginai dazniausiai sutinkama, todeél
jai charakterizuoti reikty daugiausiai laiko. Bendrai paémus, vyrauja bent kokiy
matmeny, ir jvairiakampiai daugiakampiai. IS Sito iSplaukia daugybé jdomiy ir
kasdienybéje sutinkamy dengimy, tiek architekturoje ir mene, tiek daugelyje svar-
biy matematiniy struktury nagrinéjimuose. Galbut pats paprasciausias dazniausiai
sutinkamas kasdienybéje tokio tipo dengimas - staciakampiy plyteliy dengimas. Ne-
sunku atkreipti démesj, jog vien tai, kad galima naudoti daugiakampius su skirtingy

dydziy kampais, leidzia sukurti begale jvairiy nevienody dengimuy.
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1.9 pav.: 7 rusiy dengimai (paveiklélis i [I5]. « parametras parodo santykj tarp
persidengianciy krastiniy ilgiy nuo virsuniy (pirmiems trims dengimams); k krastiniy
ilgiy santykij (sekantiems trims viduryje esantiems dengimams) ir trikampiu krasty

santykj (apatiniam deSiniam dengimui).
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2 skyrius

Literaturos apzvalga

2.1 Dengimy tyrinéjimai

Dengimy nagrinéjimo istorija galima atsekti nuo antikos laiky - yra islikusiy rai-
zyniy, dekoraciju [26], [I5]. Méginimai priskirti tam tikrus dengimus tam tikroms
klaséms nebuvo pradéti iki 17 amziaus - 1619 metais vokieciy astronomas, matema-
tikas Johanesas Kepleris savo knygoje The Harmony of the World [19]. Jis ir buvo
pirmasis, priskyres dengimus, dabar zinomus kaip Archimedinius. Didesnj proverzj
dengimy nagrinéjimo srityje lygiagreciai paskatino kristalografija, simetrijy nagriné-
jimas ir jy klasifikavimas. Tolesni tyrimai ir straipsiai, diskutuojantys dengimus ir
ju kategorizavima pradéti leisti nuo 1960-tyjy mety [I5], [I1]. Svarbu paminéti, jog
didelj indelj j Sig sritj jdéjo ne tik matematikai, bet ir menininkai. Patys dengimai
is saves turi vizualinj patraukluma - Zzmogus yra prates laikyti simetriskus objektus
graziais. Daugiakampiy motyvai yra jzvelgiami daug kur, ir nors ne konkreciai daz-
nai pasitaikantys, taciau savo taisyklingumu ir ganétinu paprastu yra pakeréje ne
vieng [25], [26].

Paciy dengimy charakterizavimui yra naudojami keli budy: visualiniai, simetrijy,
virsuniy charakterizavimo metodu. Kiekvienas pasizymi kitokiu informacijos pobiu-
dziu ir svarba pvz. visualinis charakterizavimas naudingas praktiniams tikslams
projektuojant tam tikrus geometrinius plotus, rengiant planus teritorijy iSdéstymui,
taip pat gali leisti gretai aptikti panasius tarpusavyje dengimus. Taip pat Sis meto-
das yra greiciausiai suprantamas placiajai auditorijai, bei neretai atrodo estetiskai,

is ko gali, ir yra, kile jkvépimu meno kuriniuose.

11



Simetrijy klasifikacija, nors ir nenurodo, kokio tipo daugiakampiai yra naudoja-
mi, taciau ji yra arciausiai kity nagrinéjimy matematiniy objekty ir gali buti greitai
matematiskai manipuliuojama ir palyginima su kity geometriniy figury simetrijomis
- tiek pavienéms, tiek jy deriniy.

Virsuniy charakterizavimo metodas, pagal savo pritaikomumag ir zZenklinima, tu-
ri daugiausiai informacijos apie konkrecius dengimus, sukoncentruotos j maziau-
sig reikSme (skaiiy eilute, nurodancia apie virsune iSsidésciusius daugiakampius).
Viena vertus, Sis metodas apsiriboja tik taisyklingais daugiakampiais ir nesuteikia
konkrec¢iy duomeny apie kiekviena daugiakampj, jeigu yra charakterizuojami netai-
syklingieji dengimai ir/arba dengimas paremtas sudétingy figury motyvais. Kita
vertus, toks charakterizavimo metodas leidzia greitai suprasti, apie kokj dengima

kalbama, net ir jo nematant.
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2.2 Aktualijos ir pritaikymai

I dengimus galima ziuréti grynai geometriskai, pasitelkiant vizualinj elementa,
imant maziausg pasikartojantj dengimo elementg, atliekant vaizdines simuliacijas
su kompiuterinémis programomis ir panasiomis vizualinémis priemonémis arba ap-
sibrézti dengimus kaip topologinius objektus, kuriuose daugiakampiai - tai neper-
sidengiantys aibés elementai tolopoginéje grupéje ir taip suvesti dengimus j grupiy
teorija. Straipsniuose ,Classification of disordered tilings* [4], , Tilings whose mem-
bers have finitely many neighbors* [8] butent taip ir yra nagrinéjama konkretus
issikelti klausimai.

Literaturoje daugiausia démesio yra skirta netaisyklingy dengimy rusims, kadan-
gi i ja jeina didziausia jvairové dengimy. Siame darbe placiau aptarta taisyklingai-
siais daugiakampiais padengta begaliné plokStuma, taciau literaturoje ir leis-
tuose straipsniuose yra labai jvairiy nagrinéjamy klausimy su konkreciais ieskomais
tyrimo objektais, kaip pavyzdziui dengimai ribotame plokstumos plote [3], dengimai
paciose geometrinése figurose [24], [10], [2] (kas taip pat yra susije su fraktaliniais
plokstumos dengimais - dar viena jdomia dengimy tematika [18], [5]), spalvinimo
problemos atitinkantiems dengimams [I7], Fibonacci numeriy nagrinéjimas [I3] ir
daugeliui kity matematiniy problemy, tiesiogiai arba netiesiogiai susijysiy su dengi-
mais ir juos sudarandiais elementais - jvairiais daugiakampiais, [27], [14], [22], [20],
[91, [, [6].

Dar vieni paiesky objektai literaturoje - suskirtymo problemos t.y. surasti vi-
sus jmanomus dengimus konkretiems pradiniams parametrams, salygoms, pvz. [4]
- iskraipyty dengimy klasifikavimas. Viename iS straipsniy - ,, The classification of
2-isohedral tilings of the plane“ [I2] yra nagrinéjami ir pavaizduoti visi dengimai,
kuriuose yra du dviejy rusiy daugiakampiai. Sis darbas naudojasi grupiy, simetrijos
ir topologijos sri¢iy metodika ir ju pagalba pateikia visy nagrinéty dengimy vaiz-
dinius pavyzdzius (visus 1270 tipus). Kituose darbuose aprépiami ekvitransityvus
dengimai (tokie dengimai, kurie priklauso tai paciai transityvumo klasei) [11], [21]
kurie paziuri j dengimus is kitos perspektyvos ir juos tarpusavyje sugretina su kitais,

panasiais matematiniais objektais, kuriems galima buty taikyti minétus parametrus.
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3 skyrius

Apibendrinimas

Nors $i tema ir yra gana paprasta bei nesudétinga, gilinantis j tam tikrus dengimy
atvejus galima dar atrasti neisaiskinty klausimy bei tyrinéti naujas tarpdisciplinines
problemas. Siame darbe susitelkta j taisyklingyju daugiakampiy dengimus, kurie,
nors ir nesudeétingi bei lengvai nagrinéjami, atveria kelig ir supratima j daugelj kity
rusiy plokstumos dengimy, aptarty minétuose straipsniuose. Juose vyravo jvairiy
klasiy dengimai, kuriems daznu atveju buvo iskeltos tai laisvesnés tai grieztesnés
salygos dengimams, imtas platesnis apzvalgos ratas.

Visuose nagrinéjimuose atsispindi tikslus, bet tuo paciu ir neapibrézti nagrinéja-
my dengimy klasifikavimo bei tarpusavio tapatumo klausimai. Vis dar yra daugybé
porusiy, kuriy apimtis vis dar nezinoma, néra suklasifikuota. Ir tai yra tik kalbant
apie dengimus dvimatéje erdveéje. Esant tiek daug galimy pasirinkimo varianty, yra
dar tikrai ne viskas Sioje, plokstumos dengimo daugiakampiais, srityje yra ir dar bus

zinoma.
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Plokstumos dengimy taisyklingaisiais daugiakampiais apzvalga

Santrauka

Geometriniai objektai turi didele jvairove ir paplitima daugelyje sri¢iy - mokslo, ar-
chitektiiros ir meno pasaulyje. Juy deriniai bei erdvés padengimas jais turi daugybe tiek
paprasty, tiek ir nejprastai svarbiy ir jdomiy savybiy, kurios turi placiy pritaikymy miné-
tose srityse teoriskai ir praktiskai. Nors ir iS pirmo zZvilgsnio nesudétinga tema, joje pilna
dar daugelis sudétingy ir jdomiy matematiniy klausimy bei tyrinéjimo tekmiy.

Sio darbo tikslas - apzvelgti plok§tumos dengimo taisyklingaisiais daugiakampiais me-
todus, susipazinti ir iSnagrinéti atliktus tyrimus su jais, paliesti atviras problemas Sioje,
arba artimose Siai, srityje ir apibendrinti naujausiuose straipsniuose esancia tiriamaja me-

dziaga.

Raktiniai zodziai: Taisyklingieji daugiakampiai, plokStumos dengimas
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Overview of tilings with regular polygons

Summary

Geometric shapes are rich with variety and are of great importance in various fields
of mathematics, architecture and art. Their combinantions and numerous tillings of a
particular space have various theoretical and practical properties: ones simple, others
quite complex, both containing some significance ir their fields of interest.

The object of this thesis is to overview regular polygon tilings of a plane: their pro-
perties, classification, theoretical and practical applications, mentions in mathematical

articles and try to approach open questions in this or other similar topics.

Keywords: regular polygons, tilings of a plane
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4 skyrius

Priedai

4.1 Pusiau taisyklingy dengimy grafiniai pavyz-

dziai
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4.2 pav.: 3.4.6.3 dengimas
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4.3 pav.: 4.6.12 dengimas

4.4 pav.: (3.6)? dengimas

4.5 pav.: 4.8% dengimas

4.6 pav.: 32.4.3.4 dengimas
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4.7 pav.: 33.4% dengimas

4.8 pav.: 3.6 dengimas
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