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Ivadas

Kiunas yra aibé, kurioje apibréztos jos elementy sumos ir daugybos operacijos, ten-
kinancios tam tikras salygas (Zr. skyrelj). Racionaliyju skaiciy aibé Q, realiyjy
skai¢iy aibé R ir kompleksiniy skai¢iy aibé C yra papraséiausi kuny pavyzdziai. Sia-
me darbe nagrinéjami baigtiniai kunai — kunai, turintys baigtinj skaic¢iy elementy.
Kiekvieno tokio kuno elementy skaicius lygus p”, kur n € N, o p yra pirminis skai-
¢ius. Taigi joks kunas negali tureti lygiai 6 elementus, nes 6 néra pirminio skaiciaus
laipsnis. Kita vertus, kiekvienam pirminio laipsniui ¢ = p" egzistuoja vienintelis
(kuny izomorfizmo tikslumu) kunas, Zymimas F,, turintis lygiai p” elementy (zr. [5,
p. 236]).

Laipsniai baigtiniuose kunuose ir bendra baigtiniy kuny teorija yra svarbi skaiciy
teorijoje ir algebroje, taikoma kriptografijoje, kodavime ir signaly analizéje. Polino-
miniy lygciy sprendiniy egzistavimas yra vienas is svarbiausiy klausimy Siose srityse,
ir Oilerio kriterijus leidzia patikrinti ar baigtinio kuno elementas yra kokio nors ki-
to elemento kvadratas (zr. [2 teorema). Straipsnis [I] iSplecia kriterijy platesnei
kategorijai baigtiniy kuny ir laipsniams, didesniems uz 2.

Pirmame skyriuje apibrézta kuno savokg ir iliustruota pavyzdziais. Taip pat
paaiskinta, kaip konstruojami baigtiniai kunai F, bet kokiam pirminio skaiciaus
laipsniui ¢, apibréztos kuny plétinio ir polinomo skaidinio kuno sgvokos. Antrame
skyriuje jrodytas klasikinis Oilerio kriterijus, leidziantis nustatyti, kada kuno [F,
p — pirminis skaicius, elementas yra kokio nors kito elemento laipsnis. Taip pat
irodytas Sio kriterijaus apibendrinimas bet kokiam baigtiniam nelygines eilés kunui
F,. Treciame skuriuje Sis kriterijus dar labiau apibendrinamas.

Galima rasti netiesioginius rysius su Winterhof’o [§] straipsniu, kur skaicius ele-
menty, tenkinantys tam tikra multiplikatyviy charakteriy savybe, sutampa su Sakny

generuojancia cikline grupés eile q;—l, kur ¢ yra pirminio skaic¢iaus laipsnis ir r yra
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saknies laipsnis. Algoritminés savybeés sakny ieskojime nagrinéjamos straipsnyje [4],
trumpai aptariamos ir baigtiniy kuny naudojimas kriptografijoje.

Verta paminéti, kad [I] straipsnyje rastas vienas neteisingas teiginys (Zr. pastrai-
pa pries 4 teoremos formuluote). Paaiskinima galima rasti pastraipoje po [3{teoremos

irodymo.



1 skyrius

Kunai, baigtiniai kunai

1.1 Kunas

1 apibrézimas (Kunas). Nagrinékime aibe A ir joje apibréztas binarines operacijas

+ ir - (vadinsime sudétimi ir daugyba). Trejetas (A, +, ) vadinamas kunu (7r. [2

p. 166]), jei su visais z,y, z € A tenkinamos Sios salygos:

aibé A yra uzdara abejy operacijy atzvilgiu:
r+yeAir z-ye A
« sudétis ir daugyba yra asociatyvios operacijos:
r++z) =@ty +zir z-(y-2)=(r-y) %
« sudétis ir daugyba yra komutatyvios operacijos:
r+y=y+x ir x-y=vy-1;

o egzistuoja neutralus elementai operacijy + ir - atzvilgiu, t. y. egzistuoja tokie

elementai 0,1 € A, kad
O+rx=2x4+0=z ir l-z=2-1=u;
o sudeétj ir daugyba sieja distributyvumo désnis:

r-(y+2)=z-y+ux-z



o kiekvienas elementas turj atvirkstinj elementg sudéties atzvilgiu, t. y. kiekvie-

nam z € A egzistuoja toks —x € A, kad z + (—z) = 0;

» kiekvienas nenulinis elementas turi atvirkstinj elementa daugybos atzvilgiu, t.

y. kiekvienam z € A\ {0} egzistuoja toks 7' € A, kad z-z71 = 1.

Nesunku jsitikinti, kad racionaliyjy skaic¢iy aibé Q skai¢iy sumos ir daugybos
atzvilgiu yra kunas. Panasiai, realiyjy skaiciy aibé R ir kompleksiniy skaiciy aibé C
skaic¢iy sumos ir daugybos atzvilgiu taip pat yra kunai. Kita vertus, sveikyjy skaiciy
aibé Z sudéties ir daugybos atzvilgiu néra kunas, nes, pavyzdziui, skai¢ius 2 neturi
atvirkstinio skaiciaus daugybos atzvilgiu, t. y. lygtis 2z = 1 neturi sprendiniy aibéje
Z.

Siame darbe nagrinésime baigtinius kiinus — kiinus, kuriy elementy skaicius yra
baigtinis. Kiekvieno tokio kuno elementy skaicius lygus p”, kur n € N, o p yra pir-
minis skaic¢ius. Taigi joks kuinas negali turéti lygiai 6 elementus, nes 6 néra pirminio
skaic¢iaus laipsnis. Kita vertus, kiekvienam pirminio laipsniui ¢ = p™ egzistuoja vie-
nintelis (kuny izomorfizmo tikslumu) kiinas, zymimas F,, turintis lygiai p™ elementy

(zr. [5, p. 236]).

1.2 Kaip konstruoti F, pavyzdj.

Paaiskinsime, kaip galima konstruoti baigtinius kunus. Tegul p — pirminis skaicius.
Nagrinékime kintamojo ¢ polinomy ziedg F,[t]. Kiekvienam n € N egzistuoja n-tojo
laipsnio neredukuojamas polinomas p(t) € F,[¢] (zr. [3, p. 84]). Kadangi F, yra
kunas, tai F,[t] yra pagrindiniy idealy ziedas (zr. [2, p. 248]). Kadangi p(t) yra
neredukuojamas ziede F,[t], tai io ziedo idealas (p(t)) = {p(t)a(t) : a(t) € F,[t]}
yra maksimalus (zr. [2| p. 249]). Todél faktorziedas F), [t] /(p(t)) yra kunas (zr. [2]

p. 188]). Sio kiino elementai turi pavidala

a(t) + (p(t)) = {a(t) + p(t)b(t) : b(t) € Fplt]}, kur a(t) € Fy[t],

ir zymimi a(t). Taigi elementas a(t) yra ziedo F,[t|] poaibis, sudarytas i§ visy sio
ziedo polinomy, kuriy dalybos i$ p(t) liekana sutampa su polinomo a(t) dalybos

is p(t) liekana. Kuno F, [t] /(p(t)) elementy suma ir daugyba apibréztos tokiomis



lygybémis:

kur a(t), b(t) € F,[t]. Be to, kiekvieng elementa a(t) galima vieninteliu budu isreiksti
pavidalu

ro + it 4+t + (p(1)), (1.1)

kur 7o +rit+- - -+7r,_1t""! yra polinomo a(t) dalybos i§ polinomo p(t) lickana. Taigi
(1.1)) lygybeje skirtingi koeficienty rinkiniai (rg, 1, . . ., r,_1) atitinka skirtingus kuno
F, [t] /(p(t)) elementus. Todél sis kunas turi lygiai p” elementy.

1 pavyzdys. Sukonstruosime kiing Fyg. Kadangi p = 3 ir 9 = 32, tai reikia rasti
antrojo laipsnio neredukuojama polinoma p(t) € F3. Nagrin¢kime pavidalo at® + b,
a # 0, polinomus Ziede F3][t]. lenteléje pateiktos visy tokiy polinomy reikSmeés,
kai t € F3. Zinome, kad antrojo laipsnio polinomas yra neredukuojamas vir$ kokio
nors kuno tada ir tik tada, kai jis neturi Sakny Siame kune. Lentelé¢je matyti, kad

polinomas p(t) = t? + 1 neturi Sakny kune F3, todél yra neredukuojamas.

at? +b | t=0|t=1]t=2
t2 0 1 1
*+1 1 1 2
t*+2 2 0 0
2t2 0 2 2
22 4+1 1| 1 0 0
22 4+2 | 2 2 1

1.1 lentelé: Pavidalo at? + b polinomy reik§més.
Taigi kunas
Fs[t]/(#* +1) = {a+ bt + (> + 1) : a,b € F3}

turi lygiai 9 elementus. Svarbu atsiminti, kad Siame kiine 2+ 1 = 0, todeél 2 =

—T1 = 2. Stai keletas aritmetiniy veiksmy pavyzdziy Siame kiine:

T+ 1+2%+1=3t+2=2,

t+1-t+1=2+2t+1=2+2t+1=2¢
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1.3 Kuno plétiniai ir skaidinio kunas

Nagrinéjant kuno savybes, ypac¢ kalbant apie tam tikro laipsnio Sakny egzistavima,

prireiks keliy papildomy jrankiy, kurie padés nagrinéti atitinkamas polinomy Saknis.

2 apibrézimas ([0, p. 223|). Tegul £ ir F' — kunai. Jei F' C E, tai kunas E

vadinamas kuno F' plétiniu ir Zymima £ : F.

Nesunku suvokti, kad kiinas E yra tiesiné erdve vir§ kino F. Si interpretacija
leidzia taikyti tiesinés algebros metodus ir labai pravercia nagrinéjant kuny plétinius
(zr. [7]). Tiesinés erdvés E vir§ F' dimensija Zymima [F : F] ir vadinama plétinio
E : F laipsniu. Jei [E : F| < oo, tai plétinys £ : F vadinamas baigtiniu.
Priesingu atveju plétinys vadinamas begaliniu. Verta pastebéti, kad jei plétinys
E : F yra baigtinis, tai nebutinai kunas E yra baigtinis. Pavyzdziui, kompleksiniy
skaic¢iy kunas C yra begalinis, nors plétinys C : R yra baigtinis (jo laipsnis lygus
2). Kita vertus, plétinys R : Q yra begalinis (jei jis butu baigtinis, tai aibé R butu

.....

3 apibrézimas ([7, p.71]). Tegul E : F' — kuny plétinys. Elementas « € F vadina-
mas algebriniu virs F jei jis yra kokio nenulinio polinomo is F[z] Saknis, t. y. jei

egzistuoja toks nenulinis polinomas p(x) € F[z], kad p(a) = 0.

Pavyzdziui, skai¢ius v/2 yra algebrinis vir§ Q, nes jis yra polinomo z? — 2 $aknis.
Kita vertus, gerai zinoma, kad skaiCius m néra algebrinis virs Q (bet yra algebrinis

vir§ R, nes yra polinomo x — 7 Saknis).

4 apibrézimas ([7, p.129]). Tegul F' — kunas. Plétinys E : F' vadinamas polinomo
p(x) € F[z] skaidinio kuinu, jei tenkinamos Sios dvi salygos:
1) polinomas p(x) ziede E[z] uzraSomas pirmojo laipsnio polinomy sandauga;
2) jei E' ir L yra tokie kunai, kad F' C E' C M, E C M ir plétinys £’ : F taip
pat tenkina 1) salyga, tai £/ = E.

Apibrézimo antroji saglyga reiskia, kad skaidinio kunas yra pats maziausias kunas
E, tenkinantis apibrézimo pirmaja salyga. Akivaizdu, kad skaidinio kuinas gaunamas

sukirtus visus kuno M pokunius, tenkinancius apibrézimo pirmaja salyga.

2 pavyzdys. Vir§ kiino Q polinomas f(z) = 2% + 1 nesiskaidys j pirmo laipsnio

polinomus, taciau mes galime prijungti kompleksinj vieneta ¢ prie kuno Q, ¢ yra
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algebrinis virs Q ir plétinys Q(i) = {a + bi : a,b € Q} bus Sio polinomo skaidinio

kunas.

3 pavyzdys. Mes galime traktuoti I, kaip plétinj virs IF,,, imkime pavyzdj Fg : I3,
kur
Falt]/(t* +1) = Fy

Vir§ kuno F5 polinomas f(z) = z° — x turi dvi Saknis, 0 ir 1, taciau tiesiskai
3 ) )

neissiskaido, bet virs g issiskaido:

2’ —z =[] (z—a).

a€lfg
Taigi kunas Fy yra polinomo x? — z € F3[x] skaidinio kunas. Panasiai yra ir bend-
ruoju atveju — kiinas Fy» yra polinomo 27" — z € F,[z] skaidinio kunas, kur n € N,

o p yra pirminis skaicius.



2 skyrius

Oilerio kriterijus ir jo

apibendrinimas

Mums svarbu iSnagrinéti, kada ir kokie kiino elementai turés saknj kune [F,, Oilerio
kriterijus mums sako, kada elementas turés kvadratine saknj. Patj kriterijy galima

apibendrinti iki bet kokio p laipsnio ir bet kokio laipsnio Saknies.

2.1 OQilerio kriterijus

1 teorema (Oilerio kriterijus, [T, 3, [6]). Tegul p > 2 — pirminis skaicius, Fy - kuno
[, multiplikatyvioji grupe, sudaryta is Sio kuno nenuliniy elementy, ir a € F,. Lygtis

a = z? turi sprending kune F, tada ir tik tada, kai
a® V2 =1 (mod p).

Irodymas. Yra zinoma, kad bet kurio baigtinio kuno F, multiplikatyvioji grupe F; =

F,\ {0} yra cikline (zr. [3, p. 80]). Todél egzistuoja toks g € Fy, kad

F*={g":i=0,1,...,p—1}.

p
Vadinasi, egzistuoja toks k € {0,1,...,p — 1}, kad a = ¢g*. Tada

k(p—1)/2

Kadangi g yra p — 1 eilés elementas, tai ¢*®=1/2 = 1 tada ir tik tada, kai skai¢ius
k(p — 1)/2 dalijasi is p — 1. Taip yra tada ir tik tada, kai skaic¢ius k yra lyginis.
Belieka pastebéti, kad elementas a = ¢g* yra kvadratas tada ir tik tada, kai skaicius

k yra lyginis. O]
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2.2 Apibendrintas Oilerio kriterijus

Oilerio kriterijy galima apibendrinti bet kuriam baigtiniam kunui Fy», p > 2.

2 teorema (Apibendrintas Oilerio kriterijus, [1]). Tequlq = p", kurp > 2 — pirminis
skaicius, n € N, Iy - kuno Fy multiplikatyvioji grupé, sudaryta is sio kuno nenuliniy

elementy, ir a € F,. Lygtis a = x? turi sprending kune ¥, tada ir tik tada, kai
V2 =1 (mod q).

Irodymas (pagal [1]). Kunas F, yra vienareiksmiskai apibréztas (izomorfizmo tiks-
lumu) kaip polinomo f(x) = 29 — x skaidinio kunas [5, p. 236], kurj sudaro visos
f(x) saknys.

Lygtis a = x? turi Saknj kune F, tada ir tik tada, kai polinomas 2% — a isiskaido

i tiesinius daugiklius ziede F,[z]. Taip yra tada ir tik tada, kai polinomas z? — a yra

polinomo f(z) = 27 — x daliklis. Perrasykime $j polinoma;:

f@)y=a2'—z=2-27" —z=209"' - 1) =2(x*) 2 —1)=

-1

:ac((a:2—a+a)q7—1):1’((3:2—@4—@)%1_@4%1 +aq%1_1).

Remiantis tapatybe X" —Y" = (X —Y)(X" 1+ X" 2V +. ..+ Y™ 1) gauname,

q—1 a—
2

kad polinomas (2> —a +a) 2 —a : dalijasi i$ polinomo 2

— a, todél egzistuoja

g—1 q—1

toks polinomas h(z) € F,[z], kad (z* —a+a) 2 —a 2z = (2? —a)h(z). Taigi
flz)==x ((x2 —a)h(x) + a'T — 1) = (2* — a)zh(x) + (a%l - 1) .

Gavome, kad polinomo f(z) dalybos i§ 2? — a lickana lygi (a%l — 1) x. Taigi

g—1

polinomas f(x) dalijasi i$ 22 — a tada ir tik tada, kai a 2 — 1 = 0. Todél ir lygtis

a = z? turi Saknj kune F, tada ir tik tada, kai a7 = 1. O
4 pavyzdys. Nagrinekime baigtinj kuna Fg. Kadangi
50-1/2 _51 _ 1

=@ =2=120'=2"1"=1T.1=1

V]

tai, remiantis apibendrintu Oilerio kriterijumi, lygtis 2% = a turi sprendinj kiine
Fy su kiekvienu a € {1, 2,1, 2t}.

Antra teorema isplété kung, virs kurio galétume jvertinti kvadratiniy sakny eg-
zistavimg, bet galima dar ir nagrinéti bet kokio r-tojo laipsnio Sakny egzistavima.
Mes turime pakankamai jrankiu ir technikos jrodyti Oilerio kriterijy bet kokiai r-tojo

laipsnio Sakniai.
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3 skyrius

Oilerio kriterijus r-tojo laipsnio

Sakniai

3 teorema (Oilerio kriterijus r-tojo laipsnio Sakniai, [1]). Tegul g = p™, kurp > 2 —
pirminis skaicius, n € N, Fy - kuno F, multiplikatyvioji grupé, sudaryta is Sio kuno
nenuliniy elementy. Tarkime, kad naturalusis skaicius r yra skaiciaus q — 1 daliklis

ira €. Tada
1. Lygtis a = x" turi sprending kune Fy tada ir tik tada, kai ala=/m = 1.

2. Yra lygiat % r-tyjy laipsniy grupéje ¥y, t. y. Sioje grupéje yra lygiai q;rl

elementy, kurie uzZrasomi pavidalu x" su kokiu nors x € F.

Irodymas. 1. Vél pasinaudosime faktu, kad kinas F, yra polinomo f(z) = 29 —x
skaidinio kunas, sudarytas is visy Sio polinomo sakny.
Tegul a € F};. Raskime polinomo f(z) = 27— dalybos i$ polinomo g(r) = 2" —a

lickana. Polinoma f(z) galima perrasyti:

fr)=a2t—z=2-27"' —z=20"' 1) =2(") " —1)=

g—1 q
=

=z((a" —a+a)~ —1):z((xr—a+a) = —aT +a'T —1).

Ve . . . . . g—1 q—1
Panasiai, kaip ir [2 teoremos jrodyme, matome, kad polinomas (z" —a+a) + —a -~

dalijasi i$ polinomo z" — a, todél egzistuoja toks polinomas h(z) € F,[z], kad

qg—1 —1

(2" —a+a)" —a'" = (2" —a)h(x).
Taigi

q—1

flz)==z ((m’ —a)h(z)+a — 1) = (2" — a)zh(x) + (a Ea 1) .
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Gavome, kad polinomo f(z) dalybos i$ 2" — a liekana lygi (aq%l — 1) x. Taigi
polinomas f(x) dalijasi i$ " —a tada ir tik tada, kai as —1=0. Belicka pastebeéti,
kad lygtis @ = 2? turi Saknj kune F, tada ir tik tada, kai polinomas f(z) dalijasi iS
polinomo z" — a.

2. Atvaizdis ¢ : F; — F;, apibréitas lygybe ¢(z) = 2", € F;, yra grupiy
homomorfizmas. Jo vaizdas ¥(FF;) bus sudarytas i$ visy grupes F; elementuy, kurie
yra r-tieji laipsniai. Tuomet vaizdas ¢(F;) yra izomorfinis faktorgrupei F; /ker ¢
(7r. [2, p. 115]). Cia keryy = {x € F : ¢(x) = 2" = 1} yra homomorfizmo ¢
branduolys. Kadangi polinomas z" — 1 turi lygiai » Sakny kune IF;, tai branduolys
kert) turi lygiai r elementy. IS ¢ia iSplaukia, kad faktorgrupe F; /ker turi lygiai
q;—l elementy. Vadinasi, grupéje Fy yra lygiai % r-tyjuy laipsniy. O]

Straipsnyje [I] yra vienas neteisingas teiginys (7zr. pastraipg prieS 4 teoremos
formuluote). Teigiama, kad jei naturalusis skai¢ius r néra skaiciaus ¢ — 1 daliklis,
tai atvaizdis ¢ : F; — [}, apibréztas lygybe o (x) = 2", x € F}, yra izomorfizmas.
Imkime ¢ = 9 ir 7 = 6. Tuomet ¥(1) = 1° = 1 ir ¢(2) = 26 = (2%)2 = (-1)? = 1.

Vadinasi, 1 (z) néra injekcija, todél nebus ir izomorfizmas.

5 pavyzdys. Fy turés saknis laipsniams r = 2,4, 8, kiekvienas laipsnis atitinkamai
turés 4, 2,1 saknis. Jdomu pastebéti, kadangi » = 8 sutampa su multiplikatyviosios
grupés eile, tai vienintelis elementas kuris turés Saknj bus 1, nes visi elementai

atsivaizduos i jj.
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Powers in finite fields

Summary

This work deals with the powers of elements of finite fields. The proof of the classical
criterion of Euler for squares in finite fields of prime order is presented. Moreover, the proof
of two generalizations of this criterion for general finite fields of odd order is presented.

The work is based mainly on [I].
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