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Santrauka

Siame darbe apzvelgiau keleta jrodymy, teigianciy, kad pirminiy skai¢iy yra be galo
daug. Pradéjau nuo pirmojo islikusio Sio teiginio jrodymo. Jj aprasé matematikas
Euklidas, teigdamas, kad pirminiy skaiciy yra daugiau, nei galima rasti bet ku-
riame baigtiniame sarase. Jo jrodymas naudojant priestaros metoda iki dabar yra
laikomas paciu paprascéiausiu. Kitas zymus matematikas Oileris savo darbe , Variae
observationes circa series infinitas“ pristato net keletg teoremy, jrodinéjanciy pir-
miniy skai¢iy begalybe. Siame darbe pasirinkau apzvelgti viena i§ ju. Be viso to,
kiti matematikai tai jrodinéjo naudodami Ferma skaicius ir logaritmus.

Be viso to, pristac¢iau ir kitas pirminius skaic¢ius nagrinéjancias sritis, tokias kaip
Merseno skaicius ir apzvelgiau keleta algoritmy, sukurty testuoti, ar skaicius yra
pirminis ar ne (vienas i3 algoritmy buitent ir naudojasi Merseno skaiciais). Sie algo-

ritmai remiasi teorija apzvelgta Siame darbe.



Summary

In this work I have reviewed several proofs stating that there are infinitely many
primes. I started with the very first known proof by Euklid, which is still considered
to be the simplest. Mathematician proves it by using contradiction method and his
original statement is that there are more prime numbers than you can find in any
finite list. Other famous mathematician Euler in his work "Variae observationes
circa series infinitas" presents not only one, but several proofs of the infinitude of
primes, out of which one was reviewed in this thesis. Other mathematicians proved
it by using Fermat numbers and even logarithms.

Aside from the direct proofs of the infinitude of primes I also have presented Mer-
senne numbers and even presented several tests used to check if the number is prime
or not (one of which is based on the Mersenne prime numbers). These tests also use

the theory presented in this work.



Ivadas

Pirmieji islike jrasai apie pirminiy skaiciy ir jy savybiy studijavima yra kile i$ graiky
matematiky. Fuklido traktate ,Elementai® yra jrodinéjama, kad pirminiy skaiciy
yra be galo daug, fundamentalioji aritmetikos teorema, be to, rodo, kaip sukonst-
ruoti tobulg skaiciy iS Merseno pirminiy skaiciy.

Sio darbo tikslas yra apibrézti ir pateikti pagrindines teoremas, jrodanéias pir-
miniy skaiciy begalybe ir apzvelgti keleta pirminiy skaiciy testavimo algoritmy.

Pirmame Sio darbo skyriuje apibrésiu pagrindines sgvokas ir teoremas, o antrame
pristatysiu Merseno ir tobuluosius skaic¢ius bei Lucas - Lehmer ir AKS pirminiy

skaiciy testus.



1 skyrius

Pagrindineés savokos ir teoremos

1.1 Pagrindiniai apibrézimai ir zyméjimai

1 apibrézimas. Pirminis skaicius - tai naturalusis skaicius, didesnis uz 1, neturintis
jokiy kity dalikliy, apart 1 ir saves paties.

2 apibrézimas. Harmoniné eiluté - eilute, kurios forma yra » 72, %

3 apibrézimas. Filutés konvergavimas - eiluté konverguoja, jei egzistuoja toks [,

kad bet kokiam € > 0, egzistuoja toks sveikasis skaic¢ius N, kad kiekvienam n > N,
IS, — 1] <e.

4 apibrézimas. DidZiausias bendras daliklis - tai didziausias sveikasis skaicius, da-

lantis du arba daugiau skaic¢iy be liekanos.
5 apibrézimas. Tarkime, kad f yra aritmetiné funkcija. f vadinama multiplikaty-

via, jei

f(mn) = f(m)f(n),

kur (m,n) = 1.

6 apibrézimas. Oilerio funkcija skai¢iuoja naturaliyjy skaiciy m kiekj, kurie yra

mazesni uz n € N ir su juo tarpusavyje pirminiai:

om = L

m<n,(m,n)=1



7 apibrézimas. Teiloro eiluté realiasias arba kompleksines reiksSmes jgyjancios funk-
cijos f(x), kuri yra diferencijuojama begale karty kazkokiam skai¢iui a,a € R, yra

laipsniné eiluté

(a) F1@) ey @)

fla)+ T (x —a) + o a0 (x—a)* + ...,

kur n! yra skai¢iaus n faktorialas. Sig eilute taip pat galima uzrasyti kaip

o £(n)(g
Zf (a)

n!

(27 - a)n’

n=0

kur f™(a) yra n — oji funcijos f ivestiné taske a.

8 apibrézimas. Rymano zeta funkcija apibrézta kaip

11 1 i
— 14+t —+..=
(o) =1+ 4o+ 5+ ;;:1

Funkcija yra baigtiné visoms s € R reikSméms, iSskyrus s = 1.

9 teorema. Fundamentalioji aritmetikos teorema. Kiekvienas sudétinis skai-

ctus gali buti vieninteliv budu isskaidytas pirminiais dauginamaisiais.

Irodymas: Tarkime priesingai, kad egzistuoja toks sudétinis skaicius, kurio
negalima iSskaidyti pirminiais dauginamaisiais. Pazymékime maziausiag tokj skaiciy
n. Kadangi jis yra sudétinis, tai jj galima uzrasyti kaip dviejy skaic¢iy sandauga:
n = a-b, kur a,b, < n. Gauname priestarg pirminei prielaidai, kad n yra maziausias
skaicius, kurio negalima iSskaidyti pirminiais dauginamaisiais, nes a ir b - galima taip
isskaidyti, i$ ko iSplaukia, kad n irgi yra isreiSkiamas pirminiais dauginamaisiais.

Dabar jrodysime, kad isskaidyti galima tik vieninteliu budu. Pazymékime s €
N,s > 1 maziausig skaic¢iy, kuris gali buti iSskaidytas dviem skirtingais budais
pirminiais dauginamaisiais: s = p; -pa - pm it s = q1-q2 - - - q,. Tada, p; dalija arba
q1, arba ¢2-q3---q,. Kadangi ¢; < sir ¢2-q3---q, < s, tai kiekvieno jy faktorizacija yra
unikali, nes, pagal prielaida, s yra maziausias skaicius, su keliomis faktorizacijomis.
IS to galime teigti, kad p; yra lygus kazkokiam g;. Vis délto, iSprasting p; ir g,

gausime skaiciy, mazesnj uz s ir gauname priestara.

10 lema. Jei p|m ir p|n, tai p|(am + bn) kiekvienam a,b,p € Z. Be to, jei p dalija
m ir p dalija n, tai p dalija kiekvieng tiesine kombinacijg is m ir n.

Irodymas: Pazymékime n = pc ir m = pd. Tada p|(am + bn), kur a, b, ¢, d, n,
m, p € Z:

am+bn=a-pd+b-pc=plad+ be).
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Kadangi (ad + bc) € Z, tai p|(am + bn). Kitos tiesinés kombinacijos jrodomos

analogiskai.

1.2 Euklido teorema

Pirmasis zmogus, jrodes, kad pirminiy skaiciy yra be galo daug, buvo graiky ma-
tematikas Euklidas (300 B.C.). Jo jrodymas priestaros budu iki Siol islieka papras-

¢iausias ir placiausiai naudojamas.

11 teorema. [11] Pirminiy skaiciy yra daugiau, negu galima rasti bet kokiame uz-

rasytame baigtiniame sqrase.

Irodymas: Tarkime, kad p; =2 < ps =3 < --- < pg kur py - visi egzistuojantys
pirminiai skaic¢iai. Pazymékime n = p;-ps---prp+ 1. Skaic¢ius n negali buti pirminis,
nes, pagal musy zyméjima, jis yra didesnis, nei visy pirminiy skaic¢iy sandauga.
Kadangi jau isSsiaiskinome, kad n néra pirminis skaicius, tai galime daryti iSvada,
kad jis yra dalus is kazkokio pirminio skaiciaus.Vis délto, tokiu atveju, tas pirminis
skaicius, dalijantis n, negali buti nei vienas i$ dauginamyjy pg, nes tada jis turéty
dalytiir py -pg - - pp + 1,0r py - po - - - pg, t.y. turéty dalytiirn —py - ps - - - pr = 1,
taciau joks pirminis skaic¢ius nedalo 1. Taigi, i$ to iSplaukia, kad pirminiy skaiciy

yra be galo daug.

1.3 Oilerio teorema

Oileris buvo XVIII a. Sveicary matematikas ir fizikas. Jis, savo darbe , Variae ob-
servationes circa series infinitas® , isleistame 1744 metais, pateikia keletg atsakymyy,
i klausima , Kiek i viso yra pirminiy skaic¢iy?“ .

Nagrinékime 7 teorema i$ , Variae observationes circa series infinitas“ [5):

12 teorema. Sandauga, tesiama iki begalybés trupmenoje

2:3:-5-7-11-13-17-19- ...
1-2-4-6-10-12-16-18-...7

kur skaitiklyje yra dauginami pirminiai skaiciai, o vardiklyje daugikliai yra vienetu
mazesni nei skaitiklyje, yra lygi begalinés eilutés sumai
1+1+1+1+1+1+
2 3 4 5 6

ir jos abi yra lygios begalybei.



Irodymas: Pazymékime
11 1 1

1
e T e
r=l4gtodttetot

Tada

S S O O O
2" T T g g

IS to gauname, kad

ooty iy Ly
—T = —+ -+ =+...
2 357

Pastebime, kad neliko nei vieno lyginio skaic¢iaus desinés lygybés pusés trupmeny
vardikliuose. Dabar, noréedami pasalinti skaiciaus 3 kartotinius vardikliuose, abi
lygybés puses padalijame is 3 ir gauname

11 1 1 1 1

Atimdami dar kartg, pasaliname likusias trupmenas, kuriy vardikliai dalijasi i$ 3:

P S S SR S
2 3 T Ty Ty T T3

Dar kartelj pakartoje ta patj procesa, pasaliname likusias trupmenas, kuriy vardikliai

yra 5 kartotiniai:

ir atémus lieka

SRCAR PP N R S
2.3.5° 7T T3

Kartojant §j procesa, kiekvieng karta pasaliname trupmenas su pirminiu skai¢iumi

vardiklyje bei visus to skaic¢iaus kartotinius. Galiausiai viskas desinéje lygybés puséje

bus panaikinta, isskyrus 1:

1-2-4-6-10-12-16-18-11-...
2-3-5-7-11-13-17-19-21 - ...

Kadangi x pasizyméjome kaip harmoninés eilutés suma, tai galime teigti, jog jos

x=1.

riba yra lygi oo, o kad lygybé buty teisinga, riba trupmenos

1-2-4-6-10-12-16-18-11-...
2:3-5-7-11-13-17-19-21-...

turi buti é, o tai pasiekiame, tik kai yra begalinis skaic¢ius pirminiy skaiciy.
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1.4 Hermito teorema

XIX a. Prancuzy matematikas taip pat jrodinéjo pirminiy skaic¢iy begalybe. Jis
teigé, jog bet kokiam teigiamam sveikajam skaiciui, jmanoma rasti uz ji didesnj

pirminj skaiciy.

13 teorema. [9/Tequln > 1,n € Z ir p yra skaiciaus n!+ 1 pirminis daliklis. Tada

p > n, is ko isplaukia, kad pirminiy skaiciy yra be galo daug.

Irodymas: Jei p < n, tada p dalija n!. Be to, pagal pirminius duomenis turime,
kad p taip pat dalija ir n! + 1. Galime teigti, kad p dalija ir n! + 1 — n!. Gauname,
kad p dalija 1, o tai negali buti tiesa. Taigi, p > n.

1.5 Goldbacho teorema

Mazdaug 2000 mety po Euklido jrodymo, kad pirminiy skaiciy yra be galo daug,
vokiec¢iy matematikas Kristianas Goldbachas pateiké kitokj Sio teiginio jrodyma,
naudojant Ferma skaicius. IS pradziy apibrézkime, kas tai yra ir jrodykime keleta

ju savybiy, naudojamy Goldbacho teoremos jrodyme. Remsimeés [6].
14 apibrézimas. Ferma skaicius - teigiamas sveikasis skaicius, kurio forma yra
F,=2% +1,
kur n € N.
15 lema. Jei n néra neigiamas sveikasis skaicius, tai F,y1 —2 = F,F,_1--- 1 F}.
Irodymas: Jrodysime naudodami matematine indukcija. Pazymékime P(n):
Fopn—2=F,F,_1--- Fily,

kiekvienam n € N.

I$ pradziy parodysime, kad P(0) yra tiesa:
F=2"+1=2"'+1=3.

Be to,
Foor—2=(2" 41)—2=5-2=3.
Taigi, For1 — 2 = Fy, todél P(0) yra tiesa.
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Tarkime, kad P(k), tai yra Fj,1 —2 = F.Fj,_q - -+ F1F} taip pat yra teisinga, kur
k € N.
Irodysime, kad P(k+1), tai yra Fiyi1y41 —2 = Fpy1 FpFy—1 - - F1Fy taip pat yra

teisinga. Tada:

By (FpFyy - FiFy) = Fr(Fra — 2)

2k+1 2k+1

=227+ 12
=7+ DE¥ -1

_ (22k+1)2 1= 22(2k+1) 1

+1-2)

_ 22k+2 B 1
= Fk+2 —2

= Fyn4+1 — 2.

Taigi, P(k + 1) irgi yra teisinga. Kadangi P(1), P(k) ir P(k + 1) yra tiesa, kai
k € N, tai, pagal matematine indukcija, P(n) irgi yra tiesa, kai n € N. rodéme,
kad Fn+1 —2= FnFn—l st FlF().

16 lema. Jein € N, tal dbd(Fn_H, FnFn—l s FIF()) =1.

Irodymas: Pazymékime d = dbd(F,, 1, F, F,—1 -+ F1 Fp),n € N. Akivaizdu, kad
d > 0. Trodysime, kad d = 1. Pagal didziausio bendro daliklio apibrézima, d|F,,; ir
d|(F,F_1--- F1Fy). Galime teigti, kad F,,,1 —2 = F,F,,_1 - -+ F1 Fy. Taigi, gauname,
kad d|(F,4+1 —2). Be to, d dalija visas tiesines kombinacijas skaiciy F, 11 ir Fy41 — 2.
Tai yra, d|(F,.1 — (Fnhe1 — 2)), iS ko iSplaukia, kad d|2. Taigi, d = 1 arba d = 2.
Kadangi Ferma skaiciai yra nelyginiai, 2t F, 1 ir 21 F,,F,,_1 - - - F1 Fyy, kiekvienam n.

Taigi, d # 2 = d = 1. [rodéme, kad Jei n € N, tai dbd(Fy, 41, F 1 - -+ F1Fp) = 1.
17 teorema. Pirminiy skaiciy yra be galo daug.

Irodymas: Pazymékime F,, = 22" 4 1 kiekvienam n € N. Taip pat yra Zinoma,
kad Ferma skaiciy yra be galo daug. Zinome, kad dbd(EF, ., F,F,_, --- FiFy) =1,
taigi, Fy41ir F F,_1---F1 Fy yra tarpusavyje pirminiai, t.y. juos isskaidzius pirminiais
dauginamaisiais, jie neturés jokio bendro dauginamojo. Vadinasi, dbd(F;, F;) = 1,
kai 7 # j. Pagal Fundamentaliagja aritmetikos teorema, kiekvienas F), turi pirminj

daugiklj p,. Be to, kadangi dbd(F;, F;) = 1,1 # j, tai p, 1 F},j # n. Kadangi tai
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galioja kiekvienam n ir Ferma skaiciy yra be galo daug, mes darome isvadg, kad
kickvienas Ferma skaic¢ius sugeneruos nauja pirminj skaic¢iy = pirminiy skaiciy yra

be galo daug.

1.6 Dirichlé teorema

Kitas vokiec¢iy matematikas, nagrinéjes skaiciy teorijg ir pirminius skaic¢ius XIX a.

yra Petras Dirichleé.

18 apibrézimas. Dirichlé charakteris x - tai funkcija nuo N iki C, kuriai galioja

salygos:

» Egzistuoja toks teigiamas sveikasis skai¢ius k, kad x(n) = x(n+k), kiekvienam

n.
o Jei dbd(n, k) > 1, tai x(n) = 0.
o Jei dbd(n, k) =1, tai x(n) # 0.
o x(mn) = x(m)x(n), kickvienam m,n € Z.

Jei x yra pagrindinis charakteris yo mod k, tai, iSkéle Rymano zeta funkcija,

gauname:

L(s,x0) = ¢(s) [J(L =p™).

plk

19 apibrézimas. Oilerio funkcija - jei f yra multiplikatyvi, tai
Dy(s) =11+ > f"p ™,
p n=1

((s) =[x —p)~".

p
20 apibrézimas. Jei x yra multiplikatyvi, tai Dirichlé L - funkcijg galima isreiksti
per Oilerio funkcija:
L(s,x) = [[(1 = x(p)p~ — L.

P
21 teorema. [1]/Egzistuoja begalinis skaicius pirminiy skaiciy p =1 mod k, kurl

ir k yra tarpusavyje pirminiai.
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Jrodymas: Paprastumo délei pazymékime P’ aibe pirminiy skai¢iy, kuriems
galioja lygybé p =1 mod k. Jrodysime, kad aibée P, yra begaliné, o [ ir k - tarpu-
savyje pirminiai.

Is pradziy issireiskiame Dirichlé L - funkcijg per Oilerio funkcija:

L(s,x) =[]0 = x(p)p~*)~".

p
Naudodami Teiloro eilute funkcijai log %_t, gauname

! — = x(Pp~° + O((x(p)p™*)*).

log —————
1 —x(p)p

Logaritmuojant abi lygybés puses gauname
log L(s,x) = >_x(p)p™* + X (x(p)p~*).
p p
Pastebime, kad 3,(x(p)p~*)*> = 3, x(p)*p~** konverguoja. I§ to isplaukia, kad

log L(s, x) = >_ x(p)p~* + O(1).

p

Zinome, kad x € S!, kur y(n)~! = x(n) (jei z € S', tai 2z = 1). Tada >y mea x X()X(P)
neiSnyksta tada ir tik tada, kai p € PL.

P(k) Ty mod k X(1)log L(s, x) =
= o(F) 7 Xy moa s X)X, x(0)p™" + O(1)) =
= (k)" Sy mod k X(1) X, x(P)p™° + p(k)~ 2y mod k X(O(1) =
= 2pept P+ O(1).
Jei x yra pagrindinis charakteris xq, tai iS L-funkcijos iskeliame Rymano zeta funk-
cija:

L(s, x0) = ¢(s) [T(1 —p™),

plk

kur
() =Y n = [ dt+0(1) = (s = 1)+ O(1),
T 1
IS to gauname:
p(k)~"Xo(1) log L(s, x0) = ¢ (k)" log L(s, x) =
= (k) tlog(s — 1)~ + O(1).
Dabar telieka jrodyti, kad likusi sumos dalis yra apibrézta, t.y. baigtiné, kad jrody-

tume, jog eilute 3°,cp p~* diverguoja, kai s — 1t.
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Zinome, kad lim,_ ,;+ L(s, x) egzistuoja ir nenyksta. Taigi, lim,_,+ log L(s, x)

yra baigtinis ne pagrindiniams charakteriams, t.y. kai s — 1T,

> = (k) M og(s = 1) + O(1).

pePl
Eilute Zpepgg p~* diverguoja, kai s — 17. IS to iSplaukia, kad egzistuoja be galo

daug pirminiy skaiciy, kuriy forma yra p =1 mod k.
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2 skyrius

Merseno skaiciai bei pirminiy

skaic¢iy testavimo algoritmai

2.1 Merseno skaiciai

22 apibrézimas. Merseno skaicius - toks pirminis skaic¢ius, kurio forma 2P — 1, kai

p - pirminis skaicéius.

Iki 1536 buvo manoma, kad formulé 2P — 1 generavo vien pirminius skaicius,
taciau H. Regius pastebéjo, kad 211 — 1 = 2047 = 23 - 89 - sudétinis skai¢ius. Po
to daugelis garsiy matematiky, tokiy kaip Pietro Cataldi, Pierre Fermat ir Leon-
hard Euler aiskinosi, kokie pirminiai skaic¢iai generuoja Merseno skaic¢iy. Prancuzy
matematikas Marin Mersenne savo knygos , Cogitata Physica-Mathematica® (1644)

ivade teige, jog skaiciai 2P — 1 yra pirminiai, kai

p=2,3,5"7,13,17,19,31,67,127,257,
o visi kiti teigiami skaiciai p < 257, yra sudétiniai.

Buvo akivaizdu, kad Marin Mersenne visy skaiciy patikrinti negaléjo, tac¢iau nie-
kas negaléjo jrodyti, kad daugiau tokiy skai¢iy néra intervale [2; 257), ar kad jvardyti
yra teisingi, todél skaicius ir buvo pavadintas Sio matematiko vardu. Tik po daugiau
nei 100 mety Leonhard Euler patvirtino, kad kai p = 31, skai¢ius 23! — 1 tikrai yra
pirminis. Dar po 126 mety prancuzy matematikas Eduoard Lucas patvirtino, kad
9127

— 1 taip pat yra pirminis skaic¢ius, o po dar 7 mety rusy matematikas Ivan

Pervusin atrado, jog skai¢ius 28! — 1 taip pat yra pirminis, nors Marin Mersenne

15



ji savo sarase praleido. 1900 metais Powers atrado, jog i sarasa taip pat nejtraukti
pirminiai skaiciai 289 — 1 ir 2197 — 1. Galiausiai, 1947 saraSas buvo patikrintas ir

pataisytas intervalui [2; 258]:

p=2,3,5"71317,19,31,61,89,107, 127.

Siuo metu didZiausias Zinomas Merseno skai¢ius yra 282989933 — 1 [3].

2.2 Tobulieji skaiciai

23 apibrézimas. Sveikasis skaiCius n > 1 yra vadinamas tobuluoju, jei jis yra lygus

jo dalikliy sumai (nejskaitant daliklio n).
Pavyzdziui:
6=2-3=1+4+2+3,
28=22.7=14+2+4+T7+14,..

Be to, tarp tobulyjy ir Merseno skaiciy egzistuoja sasaja:
Pavyzdziui:

6=2-(2>-1),
28 =27 (2° — 1),
496 = 2* - (2° — 1), ...

Pastebime, kad 22 — 1,23 — 1,2° — 1 yra Merseno skai¢iai.

24 apibrézimas. Kiekvienam sveikajam skaiCiui n > 0, zymésime o(n) = suma

teigiamy skai¢iaus n dalikliy ir o(p*) = %

25 teorema. [§/Jei 2P — 1 yra Merseno skaicius, tai 2P~ - (2P — 1) yra tobulasis
skaicius.

Irodymas:

Imkime p - tokj pirminj skaiciy, kad ¢ = 2P — 1 taipogi yra pirminis bei 2°~1(2P —
1) = 2P~1¢.Tada skaiciaus 2P~! dalikliai yra 1,2,4,8,16,...,2P71 o kiti skaiciaus
2P~1q dalikliai yra q, 2q, 4q, 8¢, 16q, . .., 2P~2q. 13 pradZiy sudedame 2P~! daliklius:

-1

1+2+4+8+6+~--+2p_1:ﬁ—Zp—lzq.
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Tada sudedame kitus 2°~1q daliklius:

|

=q(2P~t —1).
5 )

q+2q+4q+ -+ 22 =q20+ 2" + 22 ... 4?2 =y

Visus 2P~1q daliklius randame sudedant abiejy, t.y. 2P~! ir kitus 2P~ !¢ daliklius:

1424+44+8+16+---4+27"1+q+2¢+4¢+8¢+16g+ - + 2" 2¢ =
=q+q2 1) =q+q(27") —qg=2"1¢=2"1(2" - 1).

Taigi, gavome, kad jeigu ¢ = 2P — 1 yra pirminis skai¢ius, tai 2°71(2F — 1) yra

tobulasis skaicius.

2.3 Lucas - Lehmer pirminiy skaicCiy testas

Sis testas buvo sukurtas Lucas’o ir supaprastintas Lehmerio. Testo jrodyma savo
straipsnyje pateike J. W. Bruce [2].
[ pradziy apibrésime seka S, kur S; =4, S, =S | — 2.

26 teorema. Pazymékime p - pirminis skaicius. Tada M, = 2P — 1 yra pirminis
tada, jei M, dalija S,—;.

Tolimesniam jrodymui apibréziame w = 2 + v/3,@ = 2 — /3. Be to, ww = 1.

2m71 __om— 1

Taigi, pagal indukcija isplaukia, kad S,, = w +w

Jeigu M, dalija S,_1, tai w4+ 5?7 =0 mod M,.
Pazymékime w?~ +@* = RM,, R € Z. Padauginame §ia lygybe i§ w?
W = RMpwzp_2 -1,

pakeliame abi puses kvadratu

w? = (RMw® " —1)%

Tarkime, kad M, - sudétinis skaicius, ¢ - pirminis daliklis, ¢> < M,,. Tolimesniam

irodymui reikalinga keletas lemy:

27 lema. Pazymékime X - aibe dvinariy operacijy, kurios yra asociatyvios ir turi

tapatumqg. Tada aibé X* is atvirkstiniy aibés X elementy suformuoja grupe.
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Irodymas: X* yra ne tuscia aibé, nes 1 € X*. Telieka parodyti, kad aibée X*
yra uzdara dvinariose operacijose. Jei x; ir x5 turi atvirkstine forma 27! ir x5!, tai

x1x5 turi atvirkstine formg x5 27t

28 lema. Jei G - baigtiné grupé, tai elemento eilé yra ne didesné nei grupés eilé.

Jeix € Girx" =1, tai x eilé dalija r.

Tesiame teoremos jrodyma: Pazymékime Z, aibe sveikyjy skaiciy moduliu g.
Be to, apibrézkime aibe X = {a + bv/3 : a,b,€ Z,}. Aibéje X galime api-
brézti dvi dvinares operacijas: sudétj ir daugyba. Daugybos atveju, pasirenkame
elementus i§ Z[v/3] ir atlickame aibéje X veiksmus (a; + biv/3)(ay + byv/3) kaip
(ayay + 3biby) + (ayby + agbi)/3 ir sumazinam koeficientus moduliu ¢. Sudéties at-
veju gauname Abelio (komutatyvia) grupe, o daugybos atveju gauname asociatyvia
dvinar¢ operacija su tapatumu lygiu 1. Pazymékime X* - atvirkstiniy aibés X ele-
menty aibe, atsizvelgiant | daugyba. Gauname, kad X* yra grupé, o bet kokio aibés
X* elemento eilé yra ne didesné uZ ¢ — 1, nes X* aibéje yra bent vienas elementas,
kuris neturi atvirkstinés formos, pavyzdziui 0.

Tarkime, kad w = 24+/3 priklauso aibei X. Kadangi ¢ dalija M,, tai RMIDWQ”*2 =

0, kai yra aibés X elementas. Taigi,

W = I-'L’Mpoﬂm2 —1=-1
ir

w¥ = (RMyw? " —1)2 =1
aibéje X. IS to isplaukia, kad w priklauso aibei X* ir jos eilé yra 2P. w eilé dalija 2P,
taciau ji negali buti mazesné nei 2P . Taigi, 2P < ¢*> — 1. Kadangi ¢* —1 < M, —1 =
2P — 2, gauname priestarg.

Sj testg ,,Python“ programavimo kalboje galima uzrasyti taip:
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import math

# function to generate lucas lehmer series
def lucas lehmer series(p):

11 seq = [4]
if p>2:
for i in range(l, (p-2)+1):
n_i= ((ll_seq[i-1]) ** 2 - 2) % ((2 ** p) - 1)
11 seq.append(n i)

return 11 seq

# function to find whether number 'p' is prime or not
def is_prime (number) :
if number <= 1 or (number > 2 and number % 2 == 0):
return False

for factor in range (2, int(math.sgrt (number))+1):
if number3factor == 0:
return False
return True

# primality test of mersenne number using above generated series
def 11 prime(p):
if lucas lehmer series(p)[-1] == 0:
return True
return False

2.1 pav.: Lucas - Lehmer testas [12]

2.4 AKS pirminiy skaiciy testas

AKS pirminiy skaiciy testas, kurj sukuré ir aprasé Manindra Agrawal, Neeraj Kayal
ir Nitin Saxena savo straipsnyje ,PRIMES is in P“ [I] 2002 metais. Jy algoritmas
buvo pirmasis, kuris gali nustatyti, ar skaic¢ius yra pirminis, ar sudétinis, nesirem-
damas matematiniais spéjimais, tokiais kaip Rymano hipotezé.

Kaip teigia pacios autores, jy testas remiasi generalizuota Mazaja Ferma teore-

ma.

29 teorema. MaZoji Ferma Teorema []]. Tarkime, kad p - pirminis skaicius,

kuris nedalija sveikojo skaiciaus a. Tada
a®'=1 mod (p)

Irodymas: Is pradziy iSrasome (p — 1) teigiamy daugikliy skai¢iaus a:

a,2a,3a,...,(p—1a.
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Tarkime, kad ra ir sa yra lygus moduliu p, todél juos galime uzrasyti kaip r = s
mod (p). Taigi, visi (p — 1) daugikliai skai¢iaus a yra skirtingi ir nelygus nuliui. Tai
reiskia, kad jie turi atitikti 1,2,3,...(p — 1) kuria nors tvarka. Sudauginame tuos

atitikmenis ir gauname

a(2a)(3a)...((p—1a)=1-2-3...(p—1) mod (p)

ir tai yra lygu

atp—1D!'=(p-1) mod (p).

Padalijame abi puses i$ (p — 1)! ir gauname:

a?'=1 mod (p).

30 lema. [1/Tequl a € Z,n € N,n > 2,(a,n) = 1. Skaicius n yra pirminis tada ir
tik tada, kai

(X+a)"=X"4+a mod (n)

Irodymas: Kiekvienam 0 < 4 < n skaifiaus z' koeficientas polinome
(X +a)"— (X" +a)) yra lygus (?)a”*i.

Tarkime, kad n - pirminis skaicius. Tada (7) a”* = 0 mod n, i$ ko iSplaukia,

kad visi koeficientai yra lygus nuliui.
Tarkime, kad n - sudétinis. Pasizymékime ¢ - pirminj skaic¢iaus n daugiklj ir tarkime,
kad g*||n (¢* dalija n, taciau pakélus ¢ kitu laipsniu - nedalija). Tada ¢* nedalija
(Z) ir yra tarpusavyje pirminis su a9 i$ ko isplaukia, kad X9 koeficientas néra
lygus nuliui mod n. Taigi, (X +a)" — (X™ 4+ a)) néra lygus nuliui virs Z,, ¢ia Z,
zymi skaic¢iy moduliu n zieda.

Remiantis sia lema, sukurtas testas patikrinti, ar skaic¢ius yra pirminis: jvedant
skai¢iy n ir pasirenkant a, tikrinama, ar lygybé (X 4+ a)” = X™ + a mod (n) yra
teisinga. Vis délto, tai uztrunka, nes reikia apskaciuoti n koeficienty vien kairéje pu-
séje. Jy skaic¢iui sumazinti, reikty abi lygybeés puses apskaiciuoti moduliu polinomo

X" — 1 kokiam nors pakankamai mazam 7, t.y. patikrinti, ar teisinga lygybé
(X+a)"=X"4+a mod (X"—1,n).
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Akivaizdu, kad su visais pirminiais skaiciais n ir visomis a ir r reikSmémis lygybé
galioja, taciau ji galioja net ir su kai kuriais sudétiniais skaiciais n ir tinkamomis a
ir r reikSmémis. Vis délto, parodzius, kad jei tinkamai pasirinkus reikSme r lygybé
(X+a)"=X"+a mod (X" —1,n) yra teisinga keletoms a reikSmiy, tai n turi buti
pirminis skaic¢ius pakeltas laipsniu. Skaic¢ius a ir tinkamas r yra ribojami polinomo
log(n) is ko iSplaukia, kad gaunamas deterministinis polinominis laiko algoritmas

pirminiy skaiciy testavimui.

Input: integer n >1.
1. If (n=a® for a € N and b > 1), output COMPOSITE.
Find the smallest r such that o.(n) > log2 n.
If 1< (a,n)<n for some a <7, output COMPOSITE.
If n <r, output PRIME.!
For a=1 to Lmlognj do
if (X +a)"# X" +a (mod X" —1,n)), output COMPOSITE;
6. Output PRIME.

2
3.
4
5

2.2 pav.: Pirminiy skaic¢iy testavimo algoritmas

Cia ¢(r) - Oilerio funkcija.
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2.5 ISvados

Taigi, kaip matome is aprasyto darbo, pirminiai skaic¢iai dar néra visiskai istyrinéti,
nors pirmieji jrasai apie juos ir yra 300 mety pries Kristy. Skirtinguose amziuose yra
padaryti skirtingi atradimai apie Siuos skaicius, o, pavyzdziui, viskas, kg mes dabar
zinome apie Merseno skaic¢ius, yra ne vieno ir net ne tame paciame Simtmetyje
gyenusio matematiko tyrinéjimo rezultatas, kaip ir teiginys, kad pirminiy skaiciy
yra be galo daug. Siame darbe pateikiau kelets visiskai skirtingy to paties teiginio
irodymy, tad turbut nelieka abejonés, kad pirminiy skaiciy tikrai nejmanoma visy
israsyti. Vis délto, yra sukurtas ne vienas algoritmas, tikrinantis, ar skaic¢ius yra

pirminis ar ne.
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