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Binominio ir susijusiy skirstiniy taikymai jsipareigojimy

nevykdymo tikimybei vertinti

Santrauka

Siame darbe apzvelgsime Pluto ir Tache metoda [1], pagal kurj yra vertinama jsipareigojimy nevykdymo
tikimybé mazos rizikos portfeliuose. Atvejj, kuomet jsipareigojimy nevykdymai yra priklausomi nuo
sisteminio faktoriaus, susiesime su beta ir daugiamaciu normaliuoju skirstiniu. Be to, pateiksime

skaiCiavimo pavyzdZziy ir juos palyginsime.

Raktiniai ZodzZiai: jsipareigojimy nevykdymo tikimybé, maZos rizikos portfelis, sistemi-

nis faktorius, beta skirstinys, binominis skirstinys, daugiamatis normalusis skirstinys

Applications of Binomial and Related Distributions to Estimate
Probability of Default

Abstract

This paper will review Pluto and Tache’s method [I] for estimating the probability of default in
low-risk portfolios. We will associate the case where defaults depend on the systemic factor with
beta and multivariate normal distributions. In addition, we will provide calculation examples and

compare them.

Key words: probability of default, low risk portfolio, systemic factor, beta distribution,

binomial distribution, multivariate normal distribution
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1 Jvadas

Pagrindinis indélis j Siuolaikinius kredito rizikos modeliavimo ir valdymo metodus yra
skolininko jsipareigojimy nevykdymo tikimybeés (toliau PD) vertinimas (angl. probability of
default). Si reiksmé parodo, kad skolininkas per kokj nors laikotarpj tinkamai nesilaikys
prisiimty jsipareigojimy (dazniausiai Sis laikotarpis laikomas vieneri metai). Sis rodiklis
yra vienas svarbiausiy rizikos valdymui, kadangi PD jverc¢iy tikslumas lemia kredito rizikos
modeliy rezultaty kokybe, kuri leidzia finansy jstaigoms nustatyti tinkamus kapitalo reikalav-
imus ir valdyti savo bendra rizika. Trumpai tariant, PD yra pagrindinis kredito rizikos matas,
kuris butinas priimant pagrjstus skolinimo ir investavimo sprendimus.

Vienas didziausiy sunkumy vertintant PD yra nedidelis istoriniy jsipareigojimy nevyk-
dymo duomeny skaicius mazos rizikos portfeliuose. Tai reiskia, kad juose jsipareigojimuy
nejvykdymo atvejy pasitaiko labai retai, arba iS viso nepasitaiko. Siai problemai spresti
K.Tache ir Pluto [I] savo darbe siulo taikyti Bernulio eksperimenta ,sékmeés" tikimybei vert-

inti bei iSskiria kelis atvejus:
e kai jsipareigojimy nevykdymo atvejai yra nepriklausomi,

e kai jsipareigojimy nevykdymo atvejai laikomi nepriklausomais, bet juos veikia sistem-

inis faktorius.

Siame darbe apzvelgsime PD skai¢iavimui naudojama konservatyvumo metods ir formule,
kai PD atvejus veikia sisteminis faktorius, susiesime su daugiamac¢iu normaliuoju ir beta

skirstiniai. Be to, pateiksime skai¢iavimo pavyzdziy.



2 Rizika ir jos valdymas

Bankai bei kitos finansinés institucijos kasdienéje savo veikloje susiduria su jvairiomis fi-
nansinémis bei nefinansinémis rizikomis. Tam, kad rinkoje buty uztikrintas stabilumas, labai
svarbu jas identifikuoti bei tinkamai valdyti. Siame skyriuje aptarsime pagrindinius rizikos
tipus bei vienag svarbiausiy kredito rizikos rodikliy padedanciy ja jvertinti - jsipareigojimy

nevykdymo tikimybe.

2.1 Riziky tipai
Pagrindiniai riziky tipai yra laikomi sie [9]:

e Kredito rizika (angl. credit risk) — tikimybeé, kad skolininkas nesugebés atsiskaityti

sutartyje nustatyta tvarka.

e Rinkos rizika (angl. market risk) — tikimybe, kad rinkos kintamieji — palukany norma,
valiutos kursas, nuosavybés vertybiniy popieriy, birzos prekiy kainos — pasikeis taip,

jog bankas dél sudaryto sandorio patirs nuostoliy.

e Operaciné rizika (angl. operational risk) — tikimybé patirti nuostoliy dél zmoniy,
sistemyy, netinkamy ar nepavykusiy vidaus procesy arba dél iSorés jvykiy jtakos, jskaitant

teisine rizika.

2.2 Kredito rizika ir jsipareigojimy nevykdymo tikimybeé

Galima teigti, kad kredito rizika yra viena svarbiausiy i§ paminéty poskyryje, kadangi
Bazelio komitetas iSnagrinéjes ekonomiskai iSsivysciusiy Saliy banky krizes, nustaté jog dau-
guma jy sietinos su kredito rizika [10].

Sios rizikos vertinimui yra labai svarbus kuo tikslesnis jsipareigojimy nevykdymo tikimybes
apskaiciavimas, kuris bankui bei finansinéms institucijoms padeda jvertinti tikétinus nuos-
tolius bei apskaiciuoti pakankama rezerva ir uztikrinti veiklos testinuma.

Siame darbe analizuosime jsipareigojimy nevykdymo tikimybes, kai turime mazos rizikos
porfelj, kuriame skolininkai yra suskirstyti j skirtingas reitingo klases, tad apibrézkime pa-

grindinius terminus, kuriuos naudosime:



e Isipareigojimy nevykdymo tikimybé (PD) (angl. probability of default) - tikimybeé,
kad skolininkas per tam tikra laikotarpj nejvykdys jsipareigojimy (dazniausiai laikoma,

kad per vienerius metus).

e Mazos rizikos portfelis (angl. low risk portfolio) - portfelis, sudarytas i§ skolininkuy,
kuriy kredito reitingas auksto saugumo, arba kitaip tariant jsipareigojimy nevykdymo

skaicius labai mazas, arba tokiy atvejy i$ viso nepasitaiko.

e Skolininko kredito reitingas (angl. obligor grade) - rodiklis, suteikiantis investuoto-
jams (kreditoriams) koncentruota informacija apie skolininko gebéjimo vykdyti savo fi-
nansinius jsipareigojimus lygj. Skolininkui gali buti suteikti reitingai nuo apibudinanciy
auksciausig saugumo lygj, kai skolininko pajégumas laiku jvykdyti finansinius jsiparei-

gojimus ypac didelis, iki atitinkanciy finansiniy jsipareigojimy nevykdyma.

e Sisteminis faktorius (angl. systemic factor) - ekonominis, politinis ar kitas veiksnys,

kuris gali daryti jtaka stebimiems parametrams.

¢ ReikSmingumo lygmuo (angl. significance level) - dar vadinamas statistiniu patiki-

mumu — tikimybeé pagristai atmesti klaidinga hipoteze. Zymésime simboliu 7.

e Pasiklautinis intervalas (angl. confidence interval) - intervalas, kuriame, tikétina,
yra matuojamo dydzio parametras. Siuo atveju jsipareigojimy nevykdymo tikimybés

jvertis.

2.3 Konservatyvumo metodas

Siame darbe bus nagrinéjamas K.Pluto ir D.Tache [1I] straipsnyje aprasytas konservatyvu-
mo metodas. Taikydami §j metoda tariame, kad skolininkai yra i$skirstyti j skirtingas reitingo
klases Ry, Ra,..., Ry , kur ¢ € N zymi klasiy kiekj, ir jas atitinkamai sudaro ng,, nr,,...,
ng, skolininky. Grupé su geriausiais skolininkais (t.y. kuriy jsipareigojimy nejvykdymo
tikimybé maziausia) pazyméta R;, su blogiausiais - R;. Be to, pg,, n € N Zymi tam tikros
reitingo klasés PD. Darome prielaida, kad nei vienoje skolininky grupéje Ry, Ra,...,R; nebuvo

isipareigojimy nevykdymo atvejy. Tuomet, vertinant PD galioja



PR, < PRy, < ... < PRy, (1)

konservatyvumo metodu vertindami tikimybe pg,, darome prielaida, kad tikimybeés pg,,...,

pr, yra lygios. Tuomet is gauname, kad

PR, = PRy = --- = PR;- (2)

Tad pagal lygybe , jsipareigojimo nevykdymo tikimybe visuose ranguose vertinsime
taip pat konservatyviai. Be to, galios visiems PD vertinimams, kurie bus nagrinéjami

véliau.

3 Isipareigojimy nevykdymo atvejy tikimybeés yra neprik-

lausomos

3.1 Atvejis, kai portfelyje néra jsipareigojimy nevykdymuy

Jeigu galioja (2)), tuomet galime teigti, kad pg,, pr,.,..., pr, rangy rizikingumas yra vieno-
das. Vadinasi, turime homogeniska imtj ng, +ng, +... +ng, = n, kur n Zymi visy skolininky
skaiciy bei kurioje nebuvo jsipareigojimy nejvykdymo atvejy. Darome prielaida, kad PD

atvejai nepriklausomi, tuomet pasinaudosime binominio skirstinio tikimybés israiska.

Apibrézimas 1. Sakome, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal binoming skirsting
su parametrais n € N ir p € (0,1) (Zymimas X ~ Bin(n,p)), jeigu konkrecios reik§meés

19171mo tikimybé aprasoma lygtimi

P(X =k) = <Z)pk(1 —p)" " k=0,1,...,n,

(+)

Tuomet, atsitiktinio binominio dydzio pasiskirstymo funkcija (angl. comulative distribu-

kai

tion function) yra



n

,)pi(l —p)" " k=0,1,..,n.

]

Bmwwyzmxgm:§:<

=0
Pritaike [1| apibrézima galime iSreiksti pg, tikimybe, kai jsipareigojimy nevykdymo néra
(t.y. k£ =0). Gauname, kad

P= (g)(l——pRJ”0==(1—'pRJn-

Norédami jvertinti pp, tikimybe su pasirinktu reikSmingumo lygmeniu v sprendziame

nelygybe:

1_7 < (1 _pRl)n7

tuomet visas galimas pg, reikSmes galima iSreiksti
PR, S 1— (1=

Pagal konservatyvumo metoda, vertindami PD, imame intervalo virSutinj rézj. Tada

gauname, kad

pr, =1—(1— fy)l/".

Tuomet i nelygybes, tikimybé pg, negali buti didesné uz pg,,...,pr,. Pagal konser-
vatyvumo metoda pg, yra randama darant prielaida, jog pr, = prs = ... = pr,. Tuomet,

virSutinis rézis su pasikliautiniu intervalu « tikimybei pg, yra randamas is nelygybes

1 —7 < (1—pg,)*isttmh

ir visos galimos pgr, reikSmes yra

PRy < 1= (1 — )/ mrtnsy 0y,

Analogiskai spresdami galime rasti tikimybe pg,:

pr, <1 — (1 —y)VEe,



3.1.1 Pavyzdys

Tarkime, musy portfelis yra sudarytas is n = 1000 tarpusavyje nepriklausomy skolininky,
kurie i8skirstyti j 4 skolininky klases Ry, Ry, Rs ir Ry, kuriose ng, = 200,ng, = 400, ng, =
300 ir ng, = 100. Pritaike konservatyvumo metoda, kai k& = 0 apskaiciavome tikimybiy

virsutinius rézius su skirtingomis v reikSmemis bei atvaizdavome juos lenteléje:

0 50% 5% 90% 95% 99%
Pr, || 0.0693% | 0.1385% | 0.2299% | 0.2991% | 0.4595%
PR, || 0.0866% | 0.1731% | 0.2874% | 0.3738% | 0.5740%
Prs || 0.1731% | 0.3460% | 0.5740% | 0.7461% | 1.1447%
pr, || 0.6908% | 1.3767% | 2.2763% | 2.9513% | 4.5007%

1 lentelé: Tikimybiy pg,, Pr,, PR I Pr, VirSutiniai réziai

IS lentelés matome, kad didéjant pasikliautinio intervalo reikSmei, didéja ir jsipareigojimuy

nejvykdymo tikimybeés jvertis. Be to, akivaizdu, jog visais atvejais galioja nelygybé.

3.2 Atvejis, kai portfelyje buvo keli jsipareigojimy nevykdymai

Turime jau nagrinéta portfelj, kurj sudaro atitinkamai ng, + ng,+, ..., +ng, skolininky,
kurie yra isskirstyti j Ry, Rs,...,R; reitingy grupes. Darome prielaidg, kad buvo pastebéti k
jsipareigojimy nevykdymo atvejai ir k = kg, + kg, + ... + kg,. Kaip ir pirmuoju atveju (is
skyrelio), kai nebuvo stebéti jsipareigojimy nevykdymo atvejai, vertindami PD taikome
konservatyvumo metodg.

Visy pirma, pasiremdami binominiu skirstiniu (aprasytu [1| apibrézime), vertiname jsipa-

reigojimy nejvykdymo tikimybe R; skolininky grupei. Gauname:

> (2)pitt e

i=0
tada



k
ny n—i
IEEESY (i)pRl(l — Pry)

ir analogiskai tesdami gauname

kry+...tkr,

1 . ’y S Z (nRz + + nRt>p';%2(1 _ pRt)nRQ-‘r...-‘rnRt—’i

1=0

teiginj. Binomio skirstinio sasaja su beta skirstiniu detaliau aptarsime [6] skyriuje.

3.2.1 Pavyzdys

kR, '
1_7<Z ( )pRt pR1)nRt_l

Nelygybés ([3),([ ) ir (5) gali buti iSsprestos analitiskai pritaikius [2| apibrézimag ir

(5)

Tarkime, vél nagrinéjame praeita portfelj, kai ng, = 200, ng, = 400, nr, = 300 ir

ngr, = 100 bei atitinkamai turime, 0,1, 1,2 jsipareigojimy nevykdymo atvejus. Pritaike [6]

skyriuje apraSyta teoremg (3)),([4) ir (5 formuléms, apskai¢iavome jsipareigojimy nejvykdymo

tikimybiy jvercius bei juos atvaizdavome [4 lenteléje.

v 50% 75% 90% 95% 99%
PR, || 0.4669% | 0.6267% | 0.7978% | 0.9130% | 1.1561%
DR, || 0.5836% | 0.7832% | 0.9967% | 1.1405% | 1.4437%
PRy || 0.9172% | 1.2740% | 1.6625% | 1.9269% | 2.4893%
PR, || 2.6651% | 3.8829% | 5.2345% | 6.1619% | 8.1412%

2 lentelé: Tikimybiy pr,, Pr,, Prs it Pr, VirSutiniai réziai

Akivaizdu, kad ir Siuo atveju galioja (1)) nelygybé. Be to, pastebime, kad tikimybiy jverciai

didesni lyginant su variantu, kai nebuvo jsipareigojimy nevykdymo atvejy is 1| lentelés.



4 Isipareigojimy nevykdymo atvejai yra priklausomi nuo
sisteminio faktoriaus

Galima teigti, kad finansy rinkoje nepriklausomumo salyga néra realistiska, kadangi
skoliningy elgesys gali priklausyti nuo jvariy faktoriy. gioje skyriuje, nagrinésime jsiparei-
gojimy nejvykdymo atvejus, kurie yra priklausomi nuo sisteminio faktoriaus. Toliau Siame
darbe laikysime, kad turto koreliacija veikia jsipareigojimy nevykdymo tikimybe, tad ja ir
laikysime kaip sisteminj faktoriy. Turto koreliacija yra apibudinama kaip priklausomybé
nuo turto, atsizvelgiant j visos Salies ekonomika ir visi skolininkai yra susije vienas su kitu
pagal §j rizikos faktoriy [5].Pagal Basel II [5],maziausia siuloma jos reiksmeé yra 12%, tad ja
ir naudosime tolimesniems skai¢iavimams. Taip pat, iSskirsime 2 variantus: kai portfelyje
nebuvo jsipareigojimy nevykdymo atvejy ir

Tegul X, Y yra du nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir Z = aX + Y, a € R. Tada

Z:aX+Y<:>Z:a-U—X~)~(+O—Y-§~/,
Oz Oz
kur
-~ Z-EZ o X-EX - Y -EY
7 = X = V=
Oz ox Oy

Tarkime, kad r; (i = 1,...,n) yra logaritminé turto graza per tam tikra laikotarpj (daz-

niausiai vienerius metus), kuria galime uzrasyti kaip

ri = BiSi + &,

kur S; ir & yra nepriklausomi, normaliai pasiskirste atsitiktiniai dydziai ir S yra vadina-
mas sisteminiu faktoriumi, o ¢ individualiu faktoriumi. Taip pat, laikome, kad S; ir & yra
nepriklausomos S ir & kopijos.

Tuomet gauname, kad

f:ﬁ.ﬁ.g_i_%.é,

oy o,

10



kur

g:S—ESirgzg—Eé
Og O¢
Kadangi,
o 2 o e\ 2
() o) e
T r Oy O
o o\ >
:>_§:\/1_<5 _S>’
o, oy,
tada
f:\/§-5'+ 1—op é,
kur

2
b (5.05) Pk
o, B%-o%+ o
ir koeficientas o yra vadinamas turto koreliacija.

Koeficientas ¢ yra vadinamas turto koreliacija, kadangi koreliacija tarp 7 ir S yra

p= ol 8) = L (5. 254 %..5)

0503 o oy
., 0Os &G 3 Fay_p. 95
=" U—cov(S, S)+ —cov(&,S) = - —= Vo
Taip pat, standartizuotos grazos dispersija yra
1=02=cov(f,7)=..=0+ (1 — o).

Be to, galima nesunkiai patikrinti, kad S ir & yra nepriklausomi, tada ir tik tada, jeigu S

ir 5 yra nepriklausomi.
Apibrézkime jvykj D, su kuriuo standartizuota graza r = ,/0- S ++/1 — 0~ yra maZiau

Uz Iy

1, jeigu /oS ++/1—0-§ <@,

0, kitais atvejais.

D—

11



Kadangi zinome grazos r pasiskirstymo funkcija ®(x,), D galime perrasyti taip:

]-7 Jelgu\/§S+ Vl—g-§<q>_l(p>7

0, kitais atvejais.

Jeigu standartizuotas sisteminis faktorius S jgyja tam tikra reiksme y € R, pvz.: S =y,

tuomet
. . —1(p)- VB
1, jeigu £ < %,

0, kitais atvejais.

P(D:l]S:y):P(£<%\/%Q\/§y):q)<%\/%g\/§y)’

tai nurodo vieno sandorio jsipareigojimy nevykdymo tikimybe, jeigu S = y.

ir

Tuomet tikimybe, kad portfelyje i§ n nepriklausomy skoliningy &k nejvykdys jsipareigojimy

yra
Pk isn)=P(X =k)
- (Z> (P(.))* (1 =P(.))" ™,

ir tikimybe, kad jsipareigojimy nejvykdys nuo 0 iki £ skolininky is visy n yra

P(iki ki n ) = P(X < k)

Ek: (’Z) (P(.)) (1 = P(.))™

=0

Ivykio tikimybe galime uzrasyti su indikatoriumi. Nagrinékime pavyzdj:

1, jeigu jvykis A ivyks,
1, =

0, kitu atveju.
Tada

El,=1-P(A)+0-P(A) = P(A).

12



Apibréziame

1, jeigu nuo i iki n skolininky nejvykdys isipareigojimy,
]li —
0, kitu atveju,

ir

X=1g+..+1k=0,..n.

Tada

EX =E

—~

To+...+1k) =Ely+ ... + El,

0isn)+..+Pkisn)

—_ =

P
P(nuo 0 iki k is n =P(X < k)

7

M-

Il
=)

(1) et - peoy—

(2

Tuomet pritaikome salyginés tikimybes savybe:

EX = Es(E(X|S = y)).

Galiausiai
POX <) = EX = Es(E(X[S =) = [ w()B(XIS = i)y
= [ et B < ks = )iy
[ Tew () (o () (-0 (RHE))

kur ¢ ir ® yra standartinio normalaus atsitiktinio dydzio tankio bei pasiskirstymo funkcijos,

&~ yra atvirkstine ® funkcija ir o yra turto koreliacija.

13



4.1 Atvejis, kai jsipareigojimy nevykdymo néra

Nagrinékime atvejj, kuomet portfelyje nebuvo pastebéta jsipareigojimy nejvykdymo atvejy.

Tuomet j (0)) israiska jsistate k& = 0, gauname

o= [0 1o (P52

Pagal C. Bluhm, L. Overbeck ir C. Wagner [7] virSutinj pg, rézj galime rasti i3

1—v< /OO_OO e(y) (1 - (@1(5%\/@))71@7

Toliau tesdami gauname, kad

1—v< /(:o e(y) <1 - (Q_l(%ﬁy»wﬁmm dy,

o< /OO o) (1 e <®1(pRt) + \/Zy)>""*' oy,

4.1.1 Pavyzdys

Vel nagrinésime portfelj, kuriame ngp, = 200, ng, = 400, ngr, = 300 ir ngr, = 100. gi karta,
jsipareigojimy nejvykdymo tikimybés yra priklausomos nuo sisteminio faktoriaus, portfely-
je nebuvo pastebéta jsipareigojimy nevykdymo atvejy ir o reikSme yra 0.12%. Skaiciavi-
mams pritaikéme skyrelyje esancias formules musy nagrinéjamam porfeliui bei radome

tikimybiy jvercius, kuriuos atvaizdavome [4 lenteléje.

¥ 50% 75% 90% 95% 99%
PR, || 0.1262% | 0.3350% | 0.7234% | 1.1030% | 2.2655%
PR, || 0.1549% | 0.4026% | 0.8639% | 1.3081% | 2.6533%
Prs || 0.2849% | 0.7249% | 1.5034% | 2.2299% | 4.3330%
Pr, || 0.9926% | 2.3438% | 4.5195% | 6.3947% | 11.3225%

3 lentelé: Tikimybiy pr,, pr,, PR, it pr, virsutiniai reziai
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IS rezultaty matome, kad su bet kuriuo reikSmingumo pg, PD tikimybés maziausios, o
su pr, - didziausios. Be to, palyginus gautus rezultatus, su jverciais i$ 1| lentelés, kai jvykiai
buvo nepriklausomi bei nebuvo jsipareigojimy nejvykdymo atvejy ir [4 lentelés, kai jy jau
turéjome, matome, kad Siame pavyzdyje jverciai didesni uz abu, jau anksc¢iau nagrinétus

atvejus.

4.2 JIsipareigojimy nevykdymo atvejai yra priklausomi nuo sistemi-
nio faktoriaus ir turime kelis jsipareigojimy nevykdymus
Pasinaudojant konservatyvumo ir pasiklautinyjy intervaly metodu, galima rasti pg,, pg,,...,

pr, tikimybes, kai portfelyje buvo aptikta iki k jsipareigojimy nejvykdymuy atvejy.
Taigi, R; rango jsipareigojimy nejvykdymo tikimybe galima isskaic¢iuoti iS nelygybés:

o k
1-7< /+ () (7;) H(pr,, 0,y)' (1 — H(pr,, 0,9))" " dy, (7)

o0 =0

Cia

" (pr,) — /oy
H(pAaQay):@( 11 \/_)
-0
Tuomet pp, rasime is:
kry+,...; kR,

+o0o
1_’}/ S / ¢<y) Z ( 2 . )H<pR2’ Q, y) (1_H(pR2a Qa /y)) R2+ , T+ Ry dy,

1
o0 i=0

ir galiausiai

+o0 kR,
R, i ng,—i
1—v§/ s@(y)z< f)H(pRt,g,y) (1= H(pr,, 0,y))"" "dy.

o 1=0

4.2.1 Pavyzdys

Turime ta patj porfelj, kai nr, = 200, ng, = 400,ng, = 300 ir ng, = 100 bei atitinkamai
0,1,1,3 jsipareigojimy nevykdymo atvejus, kurie yra veikiami sisteminio faktoriaus. Skaicia-

vimams pritaikéme formules i$ 4.2 skyrelio bei jvercius pateikéme lenteléje:
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¥ 50% 75% 90% 95% 99%
PR, || 0.7250% | 1.4220% | 2.4812% | 3.3824% | 5.7801%
PR, || 0.8860% | 1.7121% | 2.9447% | 3.9846% | 6.7106%
PRy || 1.3205% | 2.5143% | 4.2471% | 5.6765% | 9.3270%
Pr, || 3.4244% | 6.2033% | 9.9355% | 12.8142% | 19.6037%

4 lentelé: Tikimybiy pg,, Pr,, PRs It Pr, VirSutiniai réziai

Pazvelgus ] lentelés rezulatatus, akivaizdu, kad sisteminis faktorius ir jsipareigojimy
nevykymo atvejai daro didele jtaka jverc¢iy reikSmeéms, kadangi Siuo atveju gavome didziau-

sias tikimybes.

5 Daugiamatis normalusis skirstinys ir jsipareigojimy
nevykdymo tikimybe

Kai jsipareigojimy nejvykdymo atvejai yra priklausomi nuo sisteminio faktoriaus, tuomet
turime nelygybe

s [T S () (o ()

=0
Jeigu portfelyje nebuvo jsipareigojimy nevykdymo atvejy t.y. k = 0, tuomet gauname:

s [ o ()

Pritaike simetriskuma

gauname

1= [ (o ()

Isvada 1. Jeigu k=0, n € NirY ~ N(0,1), tada
0

e A (=L P

= (I)R(_(I)_l(p)v SRR —(D_l(p)), (9)
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kur ®r yra Gauso kopula su koreliacijos matrica

L o 0
1
R— % | 0
o 0 1
nxn
Tuomet
(n=2)0  —o -0
1 — n—2 o —
. e (n=2)e 0
(1=0)(1+(n—1)o) : :
—0 -0 ... (n—2)
Ir jeigu AT = (=0~ (p), ..., —®~Y(p)), daugiamaty ®r tankj galime uZrasyti taip:
1 L 1
@R(P):\/ﬁexp A (BT D) A), (10)

kur |R| yra matricos R determinantas ir
(Rl =(1-0)""'(1+(n—1)o).

Irodymas. Tegu a, b € R. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai Y7, ..., Y, yra nepriklausomi
ir vienodai pasiskirste pagal AV (0, 1). Jeigu X ~ N(0, 1) kaip ir visos nepriklausomos X
kopijos Y1, ..., Y,. Tada

P(Yy <aX +0b,...,Y,<aX +0b)

+00
:/ P(Y1 <aX +0b,...,Y, <aX +bX =2x)p(x)dx

o0

— /+OO (p((z;)(I)n(ax + b) dr = E@”(aX + b).

o0

Lygybe yra gaunama, parinkus
(I)—l
we [0 (p)

Vi T T iop k
o lygybé @ gaunama, pastebejus, kad
P (v/I= oY1~ voX < —07'(p), ..., /1 o, — BX < —07'(p))

=0 (-2 '(p), ..., —27'(p))

17



kur

I o 0
o 1 0
R = ,
0o 0 1

nes

ir
]E(Ml—gY}—@X):O,izl,...,n.
0

Pasiremdami daugiamacio tankio formule ir parinke v = 0.01 bei o = 0.12 gauname,
kad kai

o n =2,
_ 1 (@' (p)0 _
orlp) =15 eXp( T, ) = 2.1222

= p = 0.9899

en=23

_ 1 o, (LR (P)* -0l + 1) _
vr(p) = 1= 120 P ( TENCE ) 0.1409

= p = 0.6696

Pabande pritaikyti maziems n, supratome, kad formulé néra itin praktiska musy na-
grinéjamam atvejui ir yra maziau resursy reikalaujanciy budy, kaip pvz.: pateiktame |[5.1

skyrelyje.

Isvada 2. Jei n = 1 ir neturime nei vieno jsipareigojimy negvykdymo porfelyje, tai

p= /_:Osf)(y)q’ (_@%I(m) dy="F <Y1 = _\/1?)@)“r %) ‘
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Jein=2,07Zy,7Zy~ N(0,1),cov(Z1,Z3) = o, tai

/jw (_@%1@)) dy = P(Z1 < Y (p), Zo < B~ (p))

11 /‘Dl(p) /‘bl(p) x? — 201y + y? dnd
= —— expq — x
21 /T— ) Joe P 2(1-¢%) ’
>~ 1(p) _ o1
_ / o(y)® —oy + 27 () dy.
— 0 V1= 0?

5.1 Pavyzdys

oo

Pagal 2] iSvada, jeigun=1,k=0,tail —p>~yirp<1-—~.
Pasiremdami daugiamatés funkcijos aprasymu is [1| iSvados parodykime kaip galima

ivertinti jsipareigojimo nevykdymo tikimybe. Tarkime, reikSmingumo lygmuo yra v = 0.01:
e Tegun=2k=0,0=0.12. Tada

Cp(—27(p), —@7'(p)) 2 0.99 = —@7'(p) > ~1.3857 = p < ®(1.3857) = 0.9171

e Tegun=3,k=0,0=0.12. Tada

Dp(—0 ' (p), =0 (p), =P (p)) > 0.99 = —O ' (p) > —0.9436 = p < D(0.9436) = 0.8278

tuomet analogiskai tesdami skai¢iavimus, pritaikysime juos porfeliui, kuris sudarytas is dau-
giau skolininky.

Tam, kad galétume palyginti gautus rezultatus, nagrinéjme ta patj portfelj su ny =
200,np = 400,nc = 300,np = 100 skolininkais. [vercius apskai¢iavome pagal auksc¢iau

pateikta principa su mazais n ir pateikéme lenteléje:
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v 50% 75% 90% 95% 99%
PR, || 0.1255% | 0.334% | 0.7252% | 1.1026% | 2.2801%
DR, || 0.1533% | 0.4024% | 0.8644% | 1.3061% | 2.6591%
Prs || 0.2859% | 0.7247% | 1.4963% | 2.2243% | 4.3142%
Pr, || 0.9943% | 2.3459% | 4.5195% | 6.3955% | 11.3260%

5 lentelé: Tikimybiy pr,,Pr,,Prs it pr, virSutiniai réziai

Palyginus rezultatus su esanciais pavyzdyje, matome, kad rezultatai skiriasi nezen-
kliai per kelias Simtasias arba tukstantasias procentines dalis. Be to, verta paminéti, kad sis
budas yra praktiskesnis ir maziau resursy reikalaujantis praktiniams skaic¢iavimams, kai port-
felis yra gana nedidelis (tarkime iki 1000 skolininky), nes tikimybés jvercius galima surasti
Didesnio portfelio atveju matrica tampa labai didelé, tad skaiciavimai

daug paprasciau.

darosi sudeétingesni bei reikalauja daugiau resursy.

6 Beta skirstinys ir jsipareigojimy nevykdymo tikimybeé

Apibrézimas 2. Sakome, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal beta skirsting su

parametrais o > 0 ir > 0 (Zymimas X ~ B(a, B3)), jeigu jo tankio funkcija yra

(1 —2)°
ba,ﬁ(x) = %, T &€ (O, 1),
kur
~ D(a)l'(B)
B(a, p) = T(at )

i gama funkcija kompleksiniams skaiciams s € C yra
L(s) = /OO tleTtdt, Rs > 0.
0
Tuomet apibréziame beta atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijg kaip
Bup(o) = [ bo sy, v € (0.1)
ir jos atvirksting B, 's(x), z € (0, 1).
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Teiginys 1. Tequn € Nirk € {0,1,...,n—1} yra fiksuoti dydZiai. Tuomet beta ir binominio
atsitiktiniy dydZiy pasiskirstymo funkcijas sieja lygybés

1 = Bis10—k(p) = Boekpt1(1 — p) = Bing,,(k). (11)
Irodymas. [3] Visy pirma, turime parodyti, kad
I = Big1n—k(p) = Buckss1(1 — p).
Gauname, kad

fol_p u" N1 — u)kdu B ST =) takde

Bn—k,k‘-‘rl(l - p) ==

Bn—k, k+1) —  Bn—Fkk+1)
B fpl et (1 — )" h e _ B(k+1,n—Fk)— [72*(1 —2)" " dx
 Blk+1,n—k) B(k+1,n—k)

=1- Bk+1,n7k(p)'

Dabar siekiame jrodyti, kad
1 — Bing,y(k) = Bk r1(1 — p),

kur Bin, ,(k) yra laikoma p € (0,1) funkcija, kai k ir n yra fiksuoti. Perrasykime

Fp) =1 Bin (k) = 3 (T;)pi(l P E=0 1,1

1=k+1

Galima pastebéti, kad f(0) =0, f(1) =1 ir jos iSvestiné

RS (M) - - g

dp i=k+1



yra teigiama kiekvienam p € (0, 1). Taigi, f(p) yra pasiskirstymo funkcija intervale p € (0, 1)
ir jos iSvestiné yra ne kas kita, kaip beta skirstinio tankis su parametrais (k + 1, n — k),

pavyzdziui.:

%(m = bk+1,n—k(p> =
14

I'(n+1)
T(k+ DI(n— k)

pk<1 _p)nfk717 pE (07 1)
]

Kai jsipareigojimy nejvykdymo atvejai yra priklausomi nuo sisteminio faktoriaus, tuomet

turime nelygybe

s [Tan () (o (SEE) (e () -

IS binominio ir beta skirstinio sarySio zinome, kad

k

P(X<k)=)_ (?)pi(l — )" = Bu_grpr(1 —p).

i=0
Tuomet, pazymeéje
S— @ = (p) — oy
VvV1I—op ’

ir pritaike beta ir binominio skirstinio sarysj, gauname nelygybe

l—v< /:O ©(Y) B k1 (‘1) <_q>_\l/(f>T+Q\/§y)) dy,

o s (o ()

¢ia pasinaudojome standartinio normaliojo skirstinio simetriskumu 1 — ® = &(—z).

tada

Atliekame kintamojo keitimg. Tarkime

tuomet

P(—00) =0 ir D(+00) =1
Gauname israiska
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-y < /01 Byt (q) (_@1@) i ﬁq}l(fp))) dz, (12)

=0
kur B,k x+1(.) yra Beta atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

6.1 Pavyzdys

Tarkime, turime porfelj su ny = 200, ng = 400, nc = 300, np = 100 bei atitinkamai buvo
0,1,1,2 jsipareigojimy nevykdymo atvejai. Siuo atveju, tikimybiy jverdius skai¢iuojame

pagal formule.

¥ 50% 75% 90% 95% 99%
PR, || 0.7245% | 1.4223% | 2.4794% | 3.3802% | 5.7808%
PR, || 0.8842% | 1.7112% | 2.9444% | 3.9826% | 7.1026%
PRy || 1.3204% | 2.5144% | 4.2488% | 5.6771% | 9.3277%
PR, || 3:4267% | 6.2059% | 9.93641% | 12.8145% | 19.6023%

6 lentele: Tikimybiy pr,, pr,, PR, it pr, virsutiniai reziai

Palygine rezultatus su pateiktais [/ lenteléje matome, kad gauti jver¢iai skiriasi nezenkliai.

Be to, verta paminéti, jog formulé yra papras¢iau pritaikoma negu ([7)).

7 ISvados

Sio darbo tikslas buvo apzvelgti K. Pluto ir D. Tasche [1] straipsnyje apraSyta konser-
vatyvumo metoda bei atvejj, kai jsipareigojimo nevykdymo atvejus veikia sisteminis fakto-
rius, susieti su beta bei daugiamaciu normaliuoju skirstiniu.

Rezultatai parodé, kad susiejus (@ iSraiska su beta skirstiniu, gauta formulé yra pa-
prastesné praktiniams skai¢iavimams. Pritaike daugiamate funkcijg is[l|isvados pastebéjome,
kad skai¢iavimai, kai turime gana nedidelj skolininky skaiCiy yra paprastesni, taciau jeigu

n > 1000 optimaliau rinktis [4] skyriuje naudota PD buda. Be to, palygine 4| skyriuje
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apskaiciuotus rezultatus su jverciais gautais pritaikius daugiamate funkcija bei beta skirtinj,

isitikinome, kad visi budai yra tinkami jsipareigojimo nevykdymo tikimybei vertinti.
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Priedai

R programos kodas atvejams, kai jvykiy tikimybés nepriklausomos:

Neprikl_PD_k<-function(n, k, gamma){
alfa<-k+1
beta<-n-k
p<-gbeta(gamma,alfa,beta)*100
P}
n_R1<-200
n_R2<-400
n_Z3<-300
n_Z4<-100
n<-c(n_R1+n_R2+n_R3+n_R4,n_R1+n_R2+n_R3+n_R4,n_R1+n_R2+n_R3+n
_R4,n_Ri1+n_R2+n_R3+n_R4,
n_R2+n_R3+n_R4,n_R2+n_R3+n_R4,n_R2+n_R3+n_R4,n_R2+n_R3+n_R4,
n_R3+n_R4,n_R3+n_R4,n_R3+n_R4,n_R3+n_R4,
n_R4,n_R4,n_R4,n_R4)
gammal<-0.5
gamma2<-0.75
gamma3<-0.9
gamma4<-0.95
gammab<-0.99
gamma<-c(gammal,gamma?2, gamma3, gamma4, gammab,
gammal,gamma?2, gamma3, gamma4, gammab,
gammal,gamma?2, gamma3, gamma4 , gammab)
k_R1<-0
k_R2<-1
k_R3<-2
k_R4<-3
k<-c(k_R1+k_R2+k
k_R3+k_R4,k_R1+k_R2+k_R3+k_R4,k_R1+k_R2+k_R3+k_R4,k_R1+k_R2+k_R3+k_R4,
k_R2+k_R3+k_R4,k_R2+k_R3+k_R4,k_R2+k_R3,k_R2+k_R3+k_R4,
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k_R3+k_R4,k_R3+k_R4,k_R3+k_R4,k_R3+k_R4,
k_R4,k_R4,k_R4,k_R4)
m<-matrix(Neprikl_PD_k(n, k, gamma),nrow=>5)

t (m)
R programos kodas, kai atvejai priklausomi nuo sisteminio faktoriaus:

url <- "https://cran.r-project.org/src/contrib/Archive/VaRES/VaRES_1.0.tar.gz"
pkgFile <- "VaRES_1.0.tar.gz"

download.file(url = url, destfile = pkgFile)

url <- "https://cran.r-project.org/src/contrib/Archive/LDPD/LDPD_1.0.2.tar.gz"
pkgFile <- "LDPD_1.0.2.tar.gz"

download.file(url = url, destfile = pkgFile)

install.packages (pkgs=pkgFile, type="source", repos=NULL)

library("VaRES")

library("LDPD")

library("LaplacesDemon")

1sf.str("package:VaRES")

get .PDT<-function(n, defaults, rho, gamma){

start.time<-Sys.time()

confidence_interval_at_0 = gamma;

confidence_interval_at_k = gamma;
nevykdymu. PDTs<-PDT_solve(n, rho)
PDTs<-PDT_solve(n, rho)
PDT_0 <- PDTs[1]
PDT_k <- PDTs[2]
#Skaiciuojam PD
PDT<-c(c(n, defaults,
percent (defaults/n),
percent (PDT_0),
rho,percent (confidence_interval_at_0, 2), percent(PDT_k) ,

rho,

percent (confidence_interval_at_k, 2)))

27



#Skaiciavimo laikas
end.time<Sys.time ()
time.taken<-round(end.time-start.time, 3)
#Pavadiname
PDT<-matrix(c(PDT,time.taken), 1, 10)
colnames (PDT)<-c("Size",
"Number of defaults",
"ODR","PDT_0","Correlation at O defaults",
"gamma interval at O defaults",
paste("PDT_",defaults),
paste("Correlation at", defaults,"defaults"),
paste("gamma interval at", defaults, "defaults"),
"Time taken (seconds)")
return(PDT)
}
vget .PDT<- Vectorize(get.PDT,c("n","defaults"))
G<-function(PDT, y, rho)
{pnorm((gqnorm(PDT) -sqrt (rho) *y) /(sqrt (1-rho)))}
PDT_solve<-function(n,rho){
y <- seq(-20, 20, by = 0.0001)
val<-0
f <- function(x)
{
for(i in 1:(length(y)-1))
{val<-val+sum(dbinom(0:k,n,G(x,y[i],rho)))*
(pnorm(y [i+1]) -pnorm(y[i]))}

return(val-1+alpha)

k<- 0;
alpha <-gamma
PDT_0<-uniroot (f,c(0,1))$root

k<- defaults;
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alpha<-gamma
PDT_k<-uniroot (f,c(0,1))$root
return(c(PDT_0,PDT_k))
}
percent <- function(x,digits=4,format="f",...){
pasteO(formatC(100*x,format=format,digits=digits,...), "%")
}
n=400
defaults=2
gamma=0.5
rho=0.12
PDT = get.PDT(n,
defaults,
rho,
gamma)

View(PDT)
Skai¢iavimai daugiamacio normalaus skirstinio atveju:

install.packages ("mvtnorm")
library(mvtnorm)
e<-matrix(0.12,nrow=1,ncol=1)
diag(e)=1

gmvnorm(0.5, sigma = e, tail = "lower.tail")

Tuomet gauta reiksmé buvo apskaic¢iuota su "Excel" funkcija NORM.S.DIST.

Wolfram Matematica kodas, kai jsipareigojimo nevykdymo tikimybé buvo rasta pritaikius beta

skirstinj:

G = {0.5, 0.75, 0.9, 0.95, 0.99}
r =0.12

fly_]l :=

NIntegrate[

CDF [BetaDistribution[98, 3],
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CDF [NormalDistribution[0, 1],
Sqrt[r/(1 - r)]l*InverseCDF [NormalDistribution[0, 1], x] + yl1, {x,
0, 1}]

Table[FindRoot [f[y] == 1 - G[[il], {y, 2}1, {i, 1, 6}]
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