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IVADAS

Matematikoje nagrinéjamos jvairiy tipy eilutés, tarp kuriy reikSmingiausios yra laips-
ninés eilutés, naudojamos apibréziant analizines funkcijas. Dirichlé (Dirichlet) eilutés —
kitas svarbus bendrosios analizés objektas, apibréziantis neplaciag beveik periodiniy funk-
cijy klase ir turintis specifine jtaka analizéje. IS kitos pusés, Dirichlé eilutés vaidina esminj
vaidmenj analizinéje skaiciy teorijoje, kaip generuojanciosios aritmetiniy objekty funkcijos
bei turincios platy pritaikyma ne tik skaiciy teorijoje.

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, {a,, : m € N} yra kompleksiniy skaiciy

seka, o {\,, : m € N} yra tokia didéjanti realiyjuy skai¢iy seka, kad lim A, = 4+o00. Eilute

m—0o0

i Ape e (1)
m=1

yra vadinama bendraja Dirichlé eilute. Jei A, = log m, §i eilute tampa paprastaja Dirichle

eilute
o0

> 2)

m=1

Gerai zinoma, kad Dirichlé eilutés konvergavimo bei absoliutaus konvergavimo sritys yra
pusplokstumeés. Be to, jei (1) eiluté konverguoja pusplokstuméje {s € C : 0 > 0y}, tai
eilutés suma yra analiziné funkcija Sioje srityje.

Trumpai aptarsime keleta dzeta funkcijy, apibréziamy paprastosiomis Dirichlé eilute-
mis, o placiau — Estermano (Estermann) dzeta funkcija, kurios reikSmiy pasiskirstymas
nagrinéjamas magistro darbe.

Be abejo, svarbiausia ir paslaptingiausia yra Rymano (Riemann) dzeta funkcija ((s),

kuri pusplokstumeje o > 1 apibréziama paprastaja Dirichle eilute
= 1
¢(s) = 2 —

turincia analizinj pratesima j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastaji poliy taske
s = 1 su reziduumu 1. Klasikine prasme, §i funkcija atlieka ypatinga vaidmenj, spren-
dziant pirminiy skaiciy pasiskirstymo klausimus ir, apskritai, turi didziule jtaka jvairiose
matematikos srityse.

Naturalus Rymano dzeta funkcijos apibendrinimas yra periodinés dzeta funkcijos, Hur-
vico (Hurwitz), Lercho (Lerch), Estermano ir kitos dzeta funkcijos.

Kaip jau minéjome, magistro darbe nagrinéjamas Estermano dzeta funkcijos reiksmiy

pasiskirstymas. 1934 metais Estermanas spresdamas vieng adityviosios skaiciy teorijos



uzdavinj (siekta skaicius uzrasyti tam tikry dvieju sandaugy suma) apibrézé nauja dzeta
funkcija.

Tarkime, kad a yra kompleksinis skaicius, o o,(m) apibendrintoji dalikliy funkcija

oa(m) =Y d*, meN
dlm

Jei a =0, tada o,(m) tampa dalikliy funkcija

oo(m) =d(m) = Z 1.

dlm

Zinoma, kad kiekvienam teigiamam e
dim) <. m‘, meN,
IS 0,(m) apibrézimo isplaukia, kad
0a(m) =mo_,(m) (3)

ir su kiekvienu € > 0

o (m) <, meerax(ﬂ%a,O); (4)

c¢ia f(x) <, g(x), g(x) >0, x € I C R, reiskia, jog egzistuoja tokia konstanta ¢ = c(n) >
0, kad
f(z)| <cg(z), zelCR.

Tegul k ir [ yra tarpusavyje pirminiai skaiciai. Estermano dzeta funkcija F (s; %, a)

su parametrais « ir % pusplokstuméje o > max(1, 1 + Ra) apibréziama eilute

ok B 2. 0a(m) Ck
E (5,7,a> = Z e exp{2mml}

m=1

ir yra analiziskai tesiama j visa kompleksing plokstuma, iSskyrus taskus s =1lirs =14+«
(paprastieji poliai), kai o # 0, ir taska s = 1 (antros eilés polius), kai @« = 0. Taigi,
sioje pusplokstumeéje Estermano dzeta funkcija yra paprastosios Dirichlé eilutés (2) su
koeficientais a,, = 04(m)exp {2mrim%} suma.

Funkcija F (s; %,a), skirtingai nuo funkcijos ((s), neturi Oilerio (Euler) sandaugos
pagal pirminius, nes eilutes, kuria ji apibréziama, koeficientai néra multiplikatyvieji. Pri-
mename, kad aritmetiné funkcija g(m), m € N yra vadinama multiplikatyvigja, jeigu
g(1) =11ir g(mn) = g(m)g(n) su visais tarpusavyje pirminiais m,n € N. Todél funkcijos

E (5; %, a) savybés is esmés skiriasi nuo funkcijos ((s) savybiu.



I. Kiuchi [7] nagrinéjo Estermano dzeta funkcijos F (s; %, a) reikSmiy pasiskirstyma,
kai € (—1;0]. R. Slezevi¢iené, J. Stoidingas (Steuding) nagrinéjo Estermano dzeta
funkcijos nuliy pasiskirstyma bei antraji momenta [15]. Pastarieji mokslininkai kartu su

A. Laurinc¢iku ir R. Garunksciu jrodeé ir £ (s; %, a) universaluma [5].

Kadangi i$ (3) lygybés iSplaukia, jog funkcija E (s; %, o) tenkina funkcing lygtj [1]

E(s;?,a) :E(s—a;?—a>,

neprarasdami bendrumo, galime tarti, jog Ra < 0.

Pirmuosius rezultatus charakterizuojant funkcijos F (5; %, a) asimptotine elgsena ti-
kimybiniais metodais pateiké profesorius A. Laurincikas [10]. Irodyta ribiné teorema
tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo prasme kompleksinéje ploksStumoje. Suformu-

luosime §j rezultata.

Tegul v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje ir

Q= H7p§
p

¢ia 7, = <y visiems pirminiams p (p € P). Pagal Tichonovo (Tikhonov) teorema, su
sandaugos topologija ir pataskine daugyba begaliniamatis toras €2 yra kompaktiné topo-
loginé Abelio (Abel) grupé. Todél tikimybinéje erdvéje (€2, B(2)), kur B(€2) zymi erdveés 2
Borelio (Borel) aibiy klase, egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas my. Gaunama tiki-
mybiné erdve (2, B(Q2), my). Pazymékime w(p) elemento w € Q) projekcija i koordinatine
erdve 7,, p € P, ir prateskime funkcija w(p) i aibe N formule
w(m) = H wi(p), meN;
pillm

¢ia pi||m reiskia, kad p?|m, bet p?™t ¢ m.

Tikimybinéje erdvéje (€2, B(S2), my) apibrézkime kompleksines reikSmes jgyjantj atsi-
tiktinj elementa

k = oo (m)w(m) _k 1
E(o aw) =Y 200 omime =
(0, ,a,w) - exp mml , o> 5%

ir PSJ pazymeékime jo skirstinj
k
PEC,U(A) =My (w €N E <<7; T,a;w) € A) , AeB(C).

Be to, tegul meas{A} zymi maciosios aibés A C R Lebego (Lebesgue) mata. Kaip jau
minéjome, 2005 metais A. Laurin¢ikas [10] jrodé ribine teorema Estermano dzeta funkcijai

kompleksinéje plokstumoje.



A teorema. [10] Tarkime, kad o > 3 ir Ra < 0. Tuomet tikimybinis matas
1 Lk
mneas tel0,T]: FE a+zt;7,a €Ay, AeB(C),

kar 'T"— oo, silpnai konverguoja j matg P}gg.

Tais pacias metais A. Laurincikas [11] pateiké A teoremos apibendrinima meromorfiniy
funkcijy erdvéje.

Mineéti profesoriaus A. Laurinc¢iko rezultatai yra tolydaus tipo — pateiktose teore-
mose tikimybiniai matai apibrézti naudojant postumius, kintancius tolydziai intervale
[0, T]. Magistro darbe nagrinéjami diskretus atvejai, kuomet tikimybiniai matai apibézia-
mi postumiais, jgyjanciais reikSmes iS tam tikros aritmetinés progresijos. A. Laurinc¢ikas
ir R. Macaitiené jrodé diskrecigjg ribine teoremsg Estermano dzeta funkcijai meromorfi-
niy funkeijy erdvéje [12] bei daugiamate ribine teorema meromorfiniy funkciju erdvéje
Estermano dzeta funkcijy rinkiniui [13].

Magistro darbo tikslas — jrodyti diskrecigjg ribine teoremg Estermano dzeta funkcijai
kompleksinéje plokstumoje.

Tegul N € Ny ir
1

N - 1 0<m<N

piae ()

¢ia vietoje daugtaskiy rasoma salyga, kurig tenkina m.
Pagrindiné teorema. Tarkime, kad o > % ir Ra < 0. Be to, teqgul h > 0 yra toks
fiksuotas skaicius, kad exp {2%7"} yra iracionalusis skaicius su visais r € Z\{0}. Tuomet

tikimybinis matas

N (E <a+imh; %,a) € A) ,  AeB(C),

kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento skirsting PSU.
Be abejo, kyla klausimas — ar galime rasti tokig A reiksme, kad exp {%} buty iracio-

nalusis skaicius? Pavyzdziui, tegul h = 27, tuomet

2mr
exp {%} = exp{r}.

Kadangi r € Z\{0}, vadinasi, jis yra algebrinis skaicius, tuomet remdamiesi Ermito-
Lindemano (Hermite-Lindemann) teorema gauname, jog exp{r} yra iracionalusis skaicius.

Magistro darba sudaro jvadas ir 2 skyriai. Pirmajame skyriuje pateikiami pagrindi-
niai darbe vartojami terminai, sgvokos ir rezultatai. Antrajame darbo skyriuje jrodoma

ribiné teorema tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme kompleksin¢je plokstumoje



bei pagalbiniai rezultatai, reikalingi jos jrodymui. Darbo pabaigoje pateikiamos isvados,
literaturos sarasas, santrauka angly kalba.

Apibrézimai, teoremos, lemos ir formulés zymimos dviem skaiciais: pirmasis skaicius
nurodo skyriaus numerj, antrasis — teiginio (formulés) numerj skyriuje. Teoremuy ir lemy

irodymuy pabaiga zZymima simboliu A.



1. NAUDOJAMOS SAVOKOS IR REZULTATAI

Siame skyriuje pateikiami pagrindiniai darbe vartojamy savoky apibrézimai, pagalbi-
niai rezultatai, reikalingi pagrindinés teoremos jrodymui, supazindinama su tikimybiniy
metody panaudojimo, tyrinéjant funkcijy, apibrézty Dirichlé eilutémis, reikSmiy pasi-
skirstyma, idéja, kuri grindziama silpno tikimybiniy matu konvergavimo taikymu (vienu
pagrindiniy asimptotiniy metoduy).

1.1 apibrézimas. Tarkime, kad ) yra netuscia aibé. Aibés Q poaibiy sistema F
vadinama Borelio kunu (o-kunu), jei:

a) e F;
b) A € F, cia A € F (¢ia A aibés A papildinys);
c) Ej A, € F visoms A, € F, m=1,2,....

m=1

1.2 apibrézimas. Neneigiama funkcija P, apibréZta seimoje F ir turinti savybes
a) P(Q) =1;

b) P ( Elem) = §1 P(A,,) visoms A,, € F, tokioms, kad Ay N A; # 0, jei k # 1,
vadz‘na;zna tikimybz’nrzu matu.

1.3 apibrézimas. Trejetas (€2, F,P) vadinamas tikimybine erdve.

Tegul T topologiné erdve, o B(T) —erdveés T Borelio aibiy klasé, t. y. visy atviry aibiy
sistemos generuotas o-kunas. Tada kiekvienas matas klas¢je B(7) vadinamas Borelio
matu.

Tarkime, kad P, ir P — tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).

1.4 apibrézimas. Sakome, kad P, silpnai konverguoja j P, kai n — oo, jei

/fdPn—>/fdP, n — oo,
S S

kiekvienai realiai, apibréztai, tolydZiai funkcijai f is S. Zymésime P, = P.
Yra zinoma keletas tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo ekvivalenty.
1.5 teorema. Tegu P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S,B(S)). Tada Sie tvir-
tinimai yra ekvivalentus:
1. P, = P,
2. li_r)n [ fdP, = [ fdP visoms realioms apréztoms ir tolygiai tolydZioms funkcijoms f €
nee g S

S;

3. liminf P,(F) < P(F) visoms uzdaroms aibéms I,
n—oo
4. limsup P,(G) > P(G) visoms atviroms aibéms G
n—oo
5. lim P,(A) = P(A) visoms mato P tolydumo aibéms A (t.y., kurioms P(0A) = 0).
n—oo



Teoremos jrodyma galima rasti [1].

Darbe naudojamas vienas i§ paprasciausiy silpno konvergavimo kriteriju [1; 2.2 teo-
rema).

1.6 teorema. P, = P tada ir tik tada, jei is kiekvieno posekio {P.} galima isskirti
kitq poseki { P!}, taip kad P! = P.

1.7 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S, B(S)) tikimybiniy maty Seima {P} yra relia-
tyviai kompaktiska, jei kiekvienas elementy is {P} posekis turi silpnai konverguojantj
poseky.

1.8 apibrézimas. Tikimybiniy maty Seima P vadinama tirsta, jei kiekvienam € > 0
egzistuoja kompaktiska aibé K C S tokia, kad P(K) > 1 — ¢, visiems P is {P}.

Tikimybiniy maty silpno konvergavimo teorijoje svarby vaidmenj atlieka Prochorovo
(Prokhorov) teoremos, susiejancios reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo (tirstumo)
savokas.

1.9 teorema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra tirsta, tai ji yra ir reliatyviai
kompaktiska.

1.10 teorema. Tegul S — pilna separabili metriné erdvé. Jei apibréZty erdvéje
(S,B(9)) tikimybiniy maty Seima {P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra ir suspausta
(tirsta).

1.8, 1.9 teoremy jrodymai pateikti [1].

Tegul S; ir Sy metrinés erdvés, o B(S7), B(Sz2) ju Borelio aibiy klasés. Be to, tegul
h: Sy — Sy yra matusis atvaizdis, o P tikimybinis matas erdvéje (S1, B(S1)). Tuomet Sis

matas indukuoja erdvéje (S, B(S2)) vienintelj tikimybinj mata Ph~1, apibréZiama lygybe
Ph™'(A) = P(h"")A, A€ B(S,).

Tegul (Q, F,P) yra tikimybiné erdve, o (S,B(S)) — metriné erdvé su Borelio aibiy
klase.

1.11 apibrézimas. Tegul X : Q@ — S. Jei {w € Q : X(w) € A} € F kiekvienai
A € B(9), tuomet X vadinamas S-reiksmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu aibéje §).

Jei S =R, sakome, kad X yra atsitiktinis dydis.

1.12 apibrézimas. S-reiksmio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas tikimy-

binis matas P, apibréztas erdvéje (S, B(S)), toks kad
P(A)=P(X'A) =P{w e Q: X(w) € A},
visoms A € B(S).

10



1.13 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka { X, } konverguoja pagal skirsting j atsi-
tikting elementq X, kain — oo, jei elementy X,, skirstiniai silpnai konverguoja j elemento
X skirsting. Zymésime (X, 2 X).

Tegul S — separabili metriné erdve su metrika p, o X, X,1, Xyo, ... yra S-reikSmiai
atsitiktiniai elementai, apibrézti erdvéje (2, F, P).

1.14 teorema. Tarkime, kad Xy, Lt Xk, kat n — oo, kiekvienam k, bei Xy 2 X,

kai k — oo. Jet kiekvienam € > 0

lim lim P{p(Xy,,Y,) > ¢} =0,

k—o00 n—00

tai 'y, 2>X, kait n — oo.

Irodyma galima rasti [1;4.2 teorema).

Taip pat pateikiame sgvokas, susijusias su vienu iS pagrindiniy komponenty ribiniy
teoremy jrodymuose — Haro matu.

1.15 apibrézimas. Borelio matas P, apibréztas kompaktiskoje topologinéje grupéje
G, vadinamas invariantiniu, jei P(A) = P(xA) = P(Ax) visoms A € B(G) irz € G. Cia
rA ir Az yra atitinkamai aibés {zy :y € A} ir {xy : x € A}.

1.16 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topologiné-
je grupéje, vadinamas Haro matu.

1.17 teorema. Kickvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vienintelis
tikimybinis Haro matas.

Teoremos jrodyma galima rasti [6].

Kitas svarbus aspektas ribinés teoremos jrodyme yra ergodinés teorijos taikymas, todél
siame skyriuje pateikiame pagrindines sgvokas.

1.18 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X (1,w) vadinamas apréztai stacionariu, jei
visi jo baigtiniamaciai skirstiniai yra invariantiski postumio dydzio u atZvilgiu.

Yra zinoma, kad kiekvieno atsitiktinio proceso baigtiniamaciai skirstiniai erdvéje (Y, B(Y'))
apibrézia tikimybinj mata ). Be to, jei atsitiktinis procesas X (7,w) yra stipriai stacio-
narus, tai postumis g, yra iSsaugantis mata, t. y., kiekvienai aibei A € B(Y) ir visiems
u € R yra teisinga lygybé Q(A) = Q(A,), dia A, = gu(A).

1.19 apibrézimas. Aibé A € B(Y') vadinama proceso X (7,w) invariantine aibe, jei
kiekvienam u aibés A ir A, skiriasi viena nuo kitos nulinio QQ-mato aibe. Kitaip sakant,
Q(AAA,) = 0.

1.20 apibrézimas. Grieztai stacionarus procesas X (1,w) yra ergodiskas, jei jo invarian-

tiniy aibiy o—kung sudaro aibés, kuriy matas Q) lygus 0 arba 1.

11



Ergodiniam procesui yra teisinga klasikiné Birchofo-Chin¢ino (Birkhoff-Chintchin)
teorema.

1.21 teorema. Tarkime, procesas X (T,w) ergodiskas, E|X(1,w)| < oo, ir tegul tra-
jektorijos yra integruojamos Rymano prasme kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet

beveik visur galioja lygybé

T
illi_{r;o/X(T, w)dr = EX(0,w).
0

Teoremos jrodymas pateiktas [3].

Ribiniy teoremy jrodymuose svarby vaidmenj vaidina tikimybiniy maty transformaci-
jos. Simboliu v pazymékime vienetinj apskritima kompleksinéje plokstumoje: v = {s €
C : |s| = 1} ir tegul tikimybinis matas @ yra apibréztas erdveje (y™, B(y™)).

1.22 apibrézimas. Tikimybinio mato QQ Furjé transformacija g(ky, ..., km) apibréZia-
ma lygybe

g(ki, .o k) = /x’fl, o, xmdQ:

,ym
cia k; € Z,x; €,j=1,...,m.

1.23 teorema. Tarkime, {Q,} yra tikimybiniy maty, apibrézty erdvéje (v™, B(y™))
seka ir {gn(k1, ..., km)} yra atitinkamy Furjé transformacijy seka. Sakykime, kad kiekvie-

nam sveikyjy skaiciy rinkiniui (ki, ..., ky) egzistuoja riba

gk, s k) = Hm g, (k1 .oy k).
n—oo

Tuomet erdvéje (v™, B(y™)) egzistuoja tikimybinis matas Q, toks, kad Q, = Q. Be to,
g(k1, ..., k) yra tikimybinio mato Q) Furjé transformacija.

Si teorema yra specialus tolydumo teoremos tikimybiniams matams kompaktinése
Abelio grupése atvejis. [rodyma galima rasti [2;1.4.2 teorema).

Dabar tarkime, jog
Q= H Vp;
P

¢ia 7y, = 7 visiems pirminiams p. Tarkime, () yra tikimybinis matas erdvéje (€2, B(€2)).

1.24 apibrézimas. Mato Q) Furjé transformacija g(k) yra apibréZiama formule
g(k) = /Hm';de.
Q p

Cia k = (ko, ks, ks, ...), kur tik baigtinis sveikyjy skaiciy k, skaicius yra nelygus nuliui ir

T, €7, pEP.

12



1.25 teorema. Tarkime @, yra tikimybiniy maty, apibrézty erdvéje (€, B(QY)) seka,
0 gn(k) yra atitinkamy Furjé transformacijy seka. Sakykime, kad kiekvienam vektoriui k
egzistuoja riba g(k) = nll_{go gn(k). Tuomet erdvéje (2, B(S2)) egzistuoja tikimybinis matas
Q, toks, kad Q,, = Q). Be to, g, yra mato () Furjé transformacija.

Teoremos jrodyma galima rasti [3].

13



2. PAGRINDINES TEOREMOS IRODYMAS

Siame skyriuje pateikiami rezultatai, reikalingi pagrindinés teoremos jrodymui — jrodo-
mos ribinés teoremos tore bei absoliuciai konverguojancioms eilutéms. Remiantis turimais

rezultatais jrodoma pagrindiné teorema.

2.1. RIBINE TEOREMA TORE

Taikymuose labai svarbu zinoti iSreikstine ribinio mato forma. Ribinio mato iSreiksti-
niam pavidalui surasti mums bus reikalingos begaliniamacio toro savybés.
Tegul v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje ir,

kaip jau apibrézéme 1 skyriuje,
0= H Vps
p

¢ia 7, = <y visiems pirminiams p. Pagal Tichonovo teorema [4], su sandaugos topologija ir
pataskine daugyba begaliniamatis toras €2 yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél
tikimybinéje erdveje (2, B(R2)), kur B(£2) zZymi erdves Q Borelio aibiy klase, egzistuoja
tikimybinis Haro matas mpy. Gaunama tikimybiné erdve (2, B(§2), mp). Pazymékime
w(p) elemento w € Q projekcijg | koordinating erdve ~,, p € P, ir prateskime funkcija
w(p) i aibe N formule

w(m) = H wi(p), meN;

pillm
¢ia p?||m reiskia, kad p?|m, bet p?™t ¢ m.
Ribinés teoremos absoliuciai konverguojancioms eilutéms jrodymui reikalinga jrodyti
diskreciaja ribine teorema tore €.
2.1 lema. Tequl h > 0 yra toks fiksuotas skaicius, kad exp{%} yra iracionalusis

skaicius su visais r € Z\{0}. Tada tikimybinis matas
QN(A):,uN((p’imh :peP)eA), AeB(Q),

kat N — oo, silpnai konverguoja 3 Haro matg my.

Irodymas. Apibrézkime toro §2 dualigja grupe
ap.
P @z,
p

¢ia €@ zymi tiesioging aibiy suma, Z, = Z su kiekvienu pirminiu p. Zinoma, kad grupés

D elementas k = (kq, k3, ks, . . .), kur tik baigtinis sveikyjy skaiciy k,, p € P, skai¢ius néra
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nuliai, elgiasi grupéje ) pagal taisykle
w— Wk = Hwk”(p).
p

Zinoma [6], jog kiekvienas matas erdvéje (€2, B(€2)) yra vienareik§miskai apibréziamas jo

Furjé transformacija. Taigi, mato (Qx atveju turime, jog

JR— .
gn(k) = /Hwkp(p>dQN = T Z prlmhkp _
Q P m=0 p

N
1 .
= ¥l E exp{—zmh E kplogp}, (2.1)
m=0 D

Cia, kaip ir anksciau, tik baigtinis sveikyjy skaiciy k,, p € P, skaicius yra ne nuliai. Gerai
zinoma, kad sistema {logp : p € P} yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy

Q kuno. Be to,

Hpkp = exp {Z k, logp}
p p

yra racionalusis skaicius, kai
27r
expq —/—
h

yra iracionalusis skaiCius su visais r € Z\{0} (pagal lemos reikalavima). Taigi, gauname,
kad

exp{—ithplogp} £1, k#0.

p

Atsizvelge i (2.1) lygybe gauname, jog

L, jei k=0,

gN(E) — ) 1exp{i(N+1)h2p:kplogp} Jel y 7& N
1—exp{—ih2kp 10gp}
p

N+1
IS cia seka, kad

. 1, jeik=0,
lim gy(k) =
oo 0, jeik# 0.

Pasinaudoje 1.4.2 teorema [6], gauname, kad matas @y, kai N — oo, silpnai konverguoja

i Haro mata my (Furjé transformacijos riba sutampa su Haro matu). A

15



2.2. RIBINE TEOREMA ABSOLIUCIAI
KONVERGUOJANCIAI EILUTEI

Tegul o1 > % yra fiksuotas skaic¢ius. Pazymékime

yn(m):exp{— <%>Jl}, m,n € N,

ir apibrézkime

bei

visiems @ € €.

Kadangi pagal (4), kai Ra < 0, jvertis 0,(m) < m® yra teisingas, nesunku pastebeéti,
kad eilutés FE, (s; %, a) ir B, (s; %, a;@) konverguoja absoliuciai pusplokstumeéje o > %
Smulkiau to neaptarsime, kadangi jrodymas seka i$ jrodymo, pateikto A. Laurin¢iko mo-
nografijoje [9; 5 skyrius].

Pasinaudoje 1 skyriaus Zyméjimais, tikimybinéje erdvéje (C, B(C)) apibrézkime tiki-
mybinius matus

Pnnoe = pn (En (a + imh; ?,a) e A) ,
IgNﬁw = un (En (0 + imbh; %a;@) € A) .

2.2 lema. Tarkime, kad o > % ir Ra < 0. Tegul h > 0 yra toks fiksuotas skaicius,
kad exp {2%} yra iracionalusis skaicius su visais r € Z\{0}. Tuomet tikimybinéje erdvéje
(C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P, ,, toks, kad abu matai Py, ir ﬁN,n,a; kai
N — o0, silpnai konverguoja j P, ».

2.2 lemos jrodymas remsis diskrecigja ribine teorema tore €2, kurig jrodéme 2.1 posky-
ryje.

2.2 lemos jrodymas. Apibrézkime funkcija u, , : 2 = C formule

) = S5 ),

m=1
Funkcijos u,, , tolydumas seka is absoliutaus eilutés konvergavimo pusplokstuméje o > %

Nesunku pastebéti, jog

Un,o ((p’imh 'p € 77)) =F, (a+imh; %,a) .
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IS ¢ia turime, kad Py, = QNu;},. Remdamiesi 2.1 lema ir 5.1 teorema [1] gauname,
kad matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja } mHu;j,.

Dabar apibrézkime funkcija 4, , : 2 — C formule

o) — i Ta(m)B(m)w(m)un(m) {%im E} .

o
— m )

Kaip ir pries tai turétu atveju gauname, kad matas ﬁN,M,, kai N — oo, silpnai konver-

guoja i mHﬂ;},. Nesunku pastebéti, jog

an,a(w) = un,a(wa\)> = un,a(u(w))3
¢ia u(w) = wl, w € Q. Kadangi Haro matas yra invariantiskas postumiy atzvilgiu, tai
’,}, = mHu;j,.

My, o = M (Uneu) ™ = (myu™)u,
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2.3. APROKSIMAVIMAS VIDURKIU

Kad jrodytume pagrindine teorema, turime ,pereiti“nuo funkcijos F, (s; %,oz) prie

funkcijos £ ( GRS ) Tam mums reikalingas dydzio
N

1 k k
—17;::0 E(a—f—z’mh;?a) - FE, <a+z’mh;7,a)‘

ivertis. Jei o > 1 ir Ra < 0, tuomet yra zinoma [15], kad

[lo(ento)

Siuo atveju yra reikalingas (2.2) jvercio diskretus atvejis. Kad gautume tokj jvertj, pasi-

2
dt < T, T — oo (2.2)

naudosime Galaghero (Gallagher) lema [12; 1.4 lema].
2.3 lema. Tegul Ty ir T > 6 > 0 yra realieji skaiciai, T yra baigtiné aibé intervale
[TO+%7TO_ g] w

oL

teT
[t—z|<d
Dar daugiau, tegul S(z) yra kompleksinio kintamojo tolydi funkcija intervale [Ty, Ty + T1,
turinti tolydzig isvestine intervale (Ty, To + T). Tuomet

1T0+T To+T § To+T %
S NsOP <y [ Is@pdes | [ Is@Pds / RO
teT T To

2.4 lema. Tarkime, kad o > %, oc# 1,0 # 1+ Ra ir jei a # 0, Ra < 0. Tuomet

>

m=0

2
< N+ |7|.

k
E (0+imh+i7‘;7,a>

Irodymas. Pritaike Kosi (Cauchy) integraline formule bei pasinaudoje (4), gauname,

r k
E’ (a + it; 7 a)

Tuomet, pasinaudoje (2.2) jverciu bei 2.3 lema, gauname, kad
2 N

al 1 k[
Z: h/mz <a+zt—|—z7’;l,a>

m=0
1 1
2 hN 9 2
k y .k
E|o+it+ir; l’ E a+zt+27;7,o¢ dt <
=0

0

jog
2
dt < T.

dt+

E<a+zmh+z7' )

(/s

=0

18



hN+|7|
< / 'E(J+it;,a>

=7l

2
dt+

1
hN+|7| 2 hN+|T| 9 2

+ / ’E (O’ + it; ?,a) dt / ‘E’ <U+it; I;,a) dt <
=7l =7l
< N +1].

2.5 lema. Tarkime, kad o > % ir Ra < 0. Tuomet

N
k k

lim lim sup E E (a+imh;—,a> - FE, (0+imh;—,a) = 0.

n—0o0 N—o00 1 m—0 l l

Irodymas. Tegul o, toks pat kaip 2.2 poskyryje. Pazymékime

ln(s) = “r (i) n®,  neN.
01 (o]

Tuomet, kai o > £ [10],

o1+i00

k 1 k dz
E —a| =— Els+z— « —.
" (S’ 1’ ) 274 / (S = I’ ) n(2) z

o1—100
Apibrézkime oy (02 < o) tokiu budu

1

2 jeia=0 ar 1+Ra—0>0,

09 >
1+ Ra, kitais atvejais.

Tuomet pasinaudoje¢ reziduumy teorema gauname, kad

o9 —0+1i00

k 1 k dz k k
E, <3,7,a) =3 / E(s+z,7,a> ln(z)?%—E(s,T,a)qLR(s,T,a

¢ia

Res B (s+2§,a) =2, jei @ =0,

R (S; —,Oé) = Res E (5 + 2 %7(1) In(z) 4
z=1-—s

+ Res E(s—l—z;%,a)l"(z), jei 1+ Ra — o > 0.

z=1+a—s ?

E(o—l—z’mh;?a) - F, (a+imh;—,a)’ <
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N

I linos —0 —ir)| 1
<</< oy — 0 +iT| N+1Z

k
E (02 +imh + iT; 7,a> D dr+

— 00 m=0
(R k
+N—+1m220 R(@—J—I—imh;?a)‘. (2.3)

Parinkime o9 # 1 ir 03 # 1 4+ Ra. Tuomet pagal 2.4 lema

;N
N1

m=0

k
E(02+imh+i7;7,a)’ <

1 N % N E 2 %
<<N Zl) (Z E<02—|—imh+i7;7,a> > <
m=0 m=0
L 14 |7|. (2.4)

Dar karta pritaike 2.3 lema gauname jvertj

> (3

m=0
2

Nh
k
< \/N</’R(ag—a+it;7,a) dt+
0

Nh i 9 Nh I
+(/‘R(02—0+it;7,04> dt) (/ R’(02—0+it;7,a>
0 0

Kadangi funkcija [,,(s) turi Oilerio gama funkcija, gauname jvertj

Nh y
/‘R <02 —U+it;7,oz)
0

Pasinaudoje siuo jverc¢iu ir Kosi integraline formule gauname, jog

Nh y
/‘R’ (02 —a—i—’it;?,a)‘dt < 1.
0

Tuomet is Cia, (2.5) ir (2.6) jverciuy seka, jog

k
R (02 —a+imh;7,a>

k
R (02 —a+imh;7,a)

1
2\ 2
)<<

1

2dt> é) 5(2.5)

N|=

dt < 1. (2.6)

1 <« k 1
— R — mhy; — dt € —=.
N+1mz_:0 (02 cr+@m,l,oz)‘ < ~

Todeél atsizvelge i (2.3) ir (2.4), gauname, jog

E (J—l—imh; ?,a) - F, (a—l—z’mh; ?,a)

;N
lim lim sup Nl Z

n—000 N_soo =0

<

n—0o0

< lim /]ln(02—0+i7')](1+|7'])dt. (2.7)
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Taciau, kadangi 0o — 0 < 0,

n—o0

lim /\ln(@—a+i¢)\(1+|¢\)dt:0.

Teoremos jrodymas ir yra (2.7) jvercio iSvada. A
Mums taip pat reikalingas 2.5 lemos analogas funkcijoms £ (s; %, a, w) ir B, (s; %, a, w).

2.6 lema. Tegul o > % ir Ra < 0. Tuomet beveik visiems w € €2

N
1 k k
Jlrgoli]r?j;p Nl mz:() E <<7 + imh,; 7,a;w) - B, (a + imh,; 7,04;(,0) =0.
Irodymas. Yra jrodyta [10; 5 lema], kad beveik visiems w € 2
T y )
/ 'E (0 + 1t; 7,a;w> dt < T.
0
Taigi, panasiai kaip ir 2.4 lemos jrodyme, gauname, kad
N I 2
Z E(o—l—imh—I—iT;T,a;w) < N + |7 (2.8)
m=0

beveik visiems w € §).

Kadangi atsitiktiniai dydziai w(m), m € N, yra poromis ortogonalus, tai yra

S 1, jeim =n,
E(w(m)w(n)) = N
0, jeim #n;

¢ia E(X) zymi X vidurkj, w(n) — kompleksinio skai¢iaus w(n) jungtinj skaiciy, tuomet

o.(n)w loalm)l® i iy = n,
. <aa(m)w(m) Ua(n):J(n) o { 27”? (m_n)}) ) s

m? n 0, jei m # n.

Atsizvelge i (2.2), matome, jog

5 5[0 e ()

m l
m=1

2
log?m

konverguoja, kai o > 1. Todél, pagal Rademaserio (Rademacher) teorema [12], eiluté
guoj 2

50 )

me {
m=1

su fiksuotu o > %, konverguoja beveik visiems w € ). Be to, beveik visiems w € 2, eiluté

3 ) )

m l
m=1
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konverguoja tolygiai kompaktiniuose pusplokstumes {s € C : o > %} poaibiuose. Taigi,
beveik visiems w € €1, funkcija £ (s; %, (x;w) yra analiziné srityje {s € C: 0 > %} Be to,

pasinaudoje israiska

gauname, kad, kai % <oy <o,

o1—0+100

k 1 k dz k
E, (s, T,Q,w) =5 / E <s+z, 7,&,&]) ln(z)? +F (s, 7,a7w)

01 —0—100
beveik visiems w € €. Pasinaudojus pastaraja bei (2.7) formulémis, jrodymas uzbaigiamas

tokiu pat budu kaip ir 2.5 lemos atveju. A
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2.4. PAGRINDINES TEOREMOS JRODYMAS

Apibrézkime dar vieng tikimybinj mata

~ k
Py, = pin (E (a+imh; T,Oc;w) € A) ,  AeB(C).

Pagrindinés teoremos jrodymui pasinaudosime dar vienu pagalbiniu rezultatu.
2.7 lema. Tarkime, kad o > 5 ir Ra < 0. Tuomet erdvéje (C, B(C)) egzistuoja toks
tikimybinis matas P,, kad matai Py, ir lBN,J, kai N — oo, silpnai konverguoja j P,.

Irodymas. Remiantis 2.2 lema, matai

PN,n,U = UN (En (U + th, ?,Oé) S A) s A€ B(C),
ir

l
kai N — oo, silpnai konverguoja i ta patj mata P, , pusplokstuméje o > % (we ).

ﬁNW, = un (En (a +imh; E,a;w) € A) ,  AeB(C),

Remiantis Cebysevo (Chebyshev) nelygybe, galime jrodyti, jog egzistuoja toks teigia-

mas skaicius M, kad

k
PN’n,U({ZE(CZ’Z‘>M}) = NN(‘En (U+th,7,()é)‘>M)§

1 k
< - E, mh; —, ) 2.9
= M(N+1)mz::0 ("“m z 0‘)‘ (29)
Kaip jau minéjome, eilute E, (s; %,a) konverguoja absoliuciai, kai o > % Pastaroji
savybeé galioja ir funkcijai E/ (s; %, a). Todél, pusplokstuméje o > %,
L r N g (m)[ 202 (m)
Th—{IoloT/ E, <a+2t;7,a) dt = Zl g <
1 m=
 loa(m))|
< ) e <0 (2.10)
m=1
ir
. r i (o ik 2dt B ilaa(m)|21jg(m)log2m<
g [ (Bl it )| o= 3 2o :
1 m=
o |0a(m)[* log® m
< ) - < o0. (2.11)
m=1

Pasinaudoje¢ 2.3 lema, gauname
N

1
N1

m=0

Al

k
E, <a + vmh,; 7 a)
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2
dt+

Nh

< — 1/E +it
JN\ Nk |0
0
9 %1Nh
at) (=
) (3
0

1 N k
+<N/‘En(a+it;7,oz)
0

IS ¢ia, (2.10) ir (2.11) turime, kad

Jun

E, <0 + it; %,a)

2 %5
W)Y,

N
k
sup lim su E,loc+imh;—,a;w || < C(h)R, 2.12

¢ia

2

1
Z |oa(m)[* Z loa(m)[* ZOO |00 (m)|* log?m | *
R= m20' m20’ —~ m20’ < 0.

Tarkime, kad € > 0 ir M, = C(h)Re!. Tuomet i§ (2.9) ir (2.12) seka, kad

limsup Py no.({z € C:|2] > M}) <e (2.13)

N—o00
Apibrézkime tolydzia funkcija u : C — R, z — |z|. Tuomet, remiantis 2.2 lema ir 5.1

teorema [1] turime, kad tikimybinis matas

k
[N ( E, <a + vmh,; 7,04)

kai N — oo, silpnai konverguoja j P, ,u ™" pusplokStuméje o > 1. I8 ¢ia, (2.13) jvercio ir

EA), A € B(R),

2.1 teoremos [1] seka, jog

Poo({z€C:|z| > M}) < li]{[ninf Pnno({z€C:|z| > M}) <
—00
< limsup Py, ,({z€C:|z| > M.}) <e (2.14)

o N—o0
visiems n € N. Pazymékime K. = {z € C : |z| < M.}. Tokiu atveju aibé K. yra
kompaktiné ir

P,,(K)>1—¢

visiems n € N. Tai reiskia, kad tikimybiniy maty Seima {P,, : n € N} yra tirsta ir,
pagal Prokhorovo teorema [1; 6.1 teoremal, reliatyviai kompaktiska. Taigi, egzistuoja
toks posekis {P,, -} C {P.o}, kai k& — oo, kad P,, , silpnai konverguoja j tam tikra
matg P, tikimybingje erdvéje (C, B(C)).

Tegul 0 yra atsitiktinis dydis, apibréztas tam tikroje tikimybinéje erdvéje (Q B(ﬁ) P)
su skirstiniu

]P)(GN:mh):N——f—l7 m:O,l,...,N.

24



Apibrézkime
k
XN,n = XN,n(U) = E, (‘7 + i0N; 77 Oé)

ir pazymékime X,, = X, (o) kompleksines reiksmes jgyjantj atsitiktinj kintamajj su skirs-
tiniu P, ,. Tuomet pagal 2.2 lema

D

Xnn — Xp; (2.15)
N—oo

Gia — zymi konvergavima pagal pasiskirstyma. Tokiu atveju
D
Xy, (0) — P, (2.16)
k—o0

Dabar apibrézkime atsitiktinj elementa
ok
Xn(o)=FE | o +iby; Tl
Atsizvelge | 2.3 lema, kai o > % ir € > 0, nesunkiai gauname, jog

lim limsupP(|Xn(0) — Xnn(o)| >€) =

n—00 N_ss0

= lim limsup uy (‘E (a—l—imh; ?,a) - F, (U—I—imh; ?,a)‘ > 6) <

n—00 N_o00
(U—I—imh; ?,a) — b, (0+imh; ?,a)‘ = 0.

IS ¢ia, (2.15), (2.16) ir 4.2 teoremos [1] seka, kad

<
Jm limsup Z——5 o N 1) Zl

Xn(o) 25 P, (2.17)

N—oo

Tai yra ekvivalentu mato Py, silpnam konvergavimui j matg F,.
Be to, (2.17) sarysis parodo, kad matas P, yra nepriklausomas nuo sekos {P,, »}

pasirinkimo. Taigi, gauname, kad
X,(0) — P,. (2.18)
Apibrézkime du atsitiktinius elementus
. . ok
XN,n = XN,n(U) = En o+ Z9]\7; 77 a;w
ir
~ - ok
Xy =Xpy(o)=E|0o+iby; oW ).

Tuomet, mastydami kaip ir anks¢iau bei pasinaudoje 2.6 lema ir sarysiu (2.18), randame,

kad matas }A?Nﬁg, kai N — oo, taip pat silpnai konverguoja i P,. A
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Pagrindinés teoremos jrodymas. Liko identifikuoti ribinj mata P,. Tegul A € B(C)

yra fiksuota ribinio mato P, tolydumo aibé. Tuomet turime, kad

k
lim pn (E (a + imbh; 7,04) € A> = P,(A). (2.19)

N—oo

Tikimybinéje erdvéje (€2, B(€2)) apibrézkime atsitiktinj dydj 6 formule

1, jei B (0; %,a;w) €A,
0=0w)=
0, jei B (0; %,a;w) g A
Tuomet turime, kad
k C
EO= | 0dmg=mg|lweQ:FE 8 75 05 €A)="Pg,. (2.20)

Dabar tegul a, = {p~" : p € P}. Apibrézkime transformacija f;, aibéje Q lygybe
frn(w) = apw, w € Q. Nesunku jrodyti, jog transformacija fj, yra ergodiné. Tuomet pagal
klasikine Birchofo-Chiné¢ino teorema [8] gauname, kad

N
Aim N1 0(fy'(w)) =Ef (2.21)

m=0

beveik visiems w € (). Taciau pagal f, apibrézima turime, kad

N
1 k
—_— E N = E mh; —, «; Al.
N+1m:00(fh (UJ)) MN( (O_+tha l>auw) S )
I$ ¢ia, (2.20) ir (2.21) jverciy gauname, kad

lm gy (E (0 + imh; ?,a;w) € A> = P§,¢7(A)~

N—oo

Remdamiesi (2.19) jrodome, jog P,(A) = Pg ,(A) bet kokioms mato P, tolydumo aibéms.
Kadangi Sios aibés sudaro determinuojancia klase, gauname, kad P,(A) = PEC’U(A) visoms
aibéms A € B(C).

Teorema jrodyta. A

26



ISVADOS

Magistro darbe nagrinétas Estermano dzeta funkcijos reikSmiy pasiskirstymas. Iro-
dyta diskreti ribiné teorema silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo prasme Estermano
dzeta funkcijai kompleksinéje plokstumoje. Gauti rezultatai gali buti pritaikyti jungti-

niam Estermano dzeta funkcijy rinkinio reikSmiy pasiskirstymui nagrinéti.
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Diskreti ribiné teorema Estermano dzeta funkcijoms

SANTRAUKA

Magistro darbe isnagrinétas Estermano dzeta funkcijy diskretus reikSmiy pasiskirsty-
mas.

Tolydaus tipo rezultatus, kai tikimybiniai matai apibrézti naudojant postumius, kin-
tancius tolydziai intervale [0, T'], pateiké profesorius Antanas Laurincikas.

Magistro darbo tikslas — jrodyti diskrecigja ribine teorema Estermano dzeta funkcijai
kompleksinéje plokstumoje, kai postumiai jgyja reikSmes is tam tikros diskrecios aibés.

Tarkime, kad a yra kompleksinis skai¢ius, o o,(m) apibendrintoji dalikliy funkcija

oa(m) =Y _d*, meN
djm
Jei a =0, tada o,(m) tampa dalikliy funkcija
ao(m) =d(m) =Y 1.
djm
Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, k ir [ — tarpusavyje pirminiai skaiciai.

Estermano dzeta funkcija E (s; %, a) su parametrais «a ir % pusplokstumeéje o > max(1, 1+

Ra) apibréziama eilute

ok = 0a(m) _k
E (5,7,a> = Z e exp{2mml}

m=1

ir yra analiziskai pratesiama ] visag kompleksing plokstuma, isskyrus taskus s = 1 ir
s = 1+ « (paprastieji poliai), kai a # 0, ir taska s = 1 (antros eilés polius), kai a = 0.

Tegul v = {s € C: |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje ir

Q= H’Vp?
P

¢ia vy, = 7y visiems pirminiams p. Pagal Tichonovo teorema, su sandaugos topologija ir
pataskine daugyba begaliniamatis toras €2 yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél
tikimybinéje erdveje (2, B(R2)), kur B(£2) zymi erdves Q Borelio aibiy klase, egzistuoja
tikimybinis Haro matas mpy. Gaunama tikimybiné erdve (2, B(§2), my). Pazymékime
w(p) elemento w € Q projekcijg | koordinating erdve ~,, p € P, ir prateskime funkcija
w(p) i aibe N formule

w(m) = H wi(p), meN;

pi|lm
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¢ia p?||m reiskia, kad p?|m, bet p?t1  m.
Tikimybinéje erdvéje (€2, B(S2), my) apibrézkime kompleksines reikSmes jgyjantj atsi-
tiktinj elementa
k 0, k 1
E (a;j,a;w) :mz::l—a (nzzf:(m) exp{Qm’mT}, o> 3

ir PSU pazymeékime jo skirstinj
(C k
Pg,(A)=my|lweQ: B 037 W cA), AeB(C).

Pagrindiné teorema. Tarkime, kad o > % ir Ra < 0. Be to, tegul h > 0 yra toks
fiksuotas skaicius, kad exp {2%7"} yra iracionalusis skaicius su visais r € Z\{0}. Tuomet

tikimybinis matas

1 k
_— < < : ] D=
N+1ﬁ{0_m_N E(a+zmh,l,a>€A}, A € B(C),

kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento skirsting Pga.

h pavyzdys. h = 2.
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Discrete limit theorem for the Estermann zeta-functions

SUMMARY

In the master thesis, the discrete value distribution of the Estermann zeta-functions
has been investigated.

Some results of continuous type, when the measures are defined by shifts that can take
arbitrary real values in the interval [0, T'|, were obtained by professor Antanas Laurincikas.

The aim of this thesis — to obtain a discrete limit theorem on the complex plane for
the Estermann zeta-function, when shifts take values from some discrete set.

For arbitrary aw € C and m € N, the generalized divisor function o,(m) is defined by
Ta(m) :Zda, m € N.
dlm
If @ =0, then o,(m) becomes the divisor function
oo(m) = d(m) = Z L.
dlm

Let s = o + it be a complex variable, and k£ and [ be coprime integers. For o >

max(1, 1 4+ Ra), Estermann zeta-function F (3; %, a) with parameters a and % is defined

by
k = 0a(m) _k
E (5,7,a> = E e exp{2mm7}

m=1

The function F (s; %, a) is analytically continuable to the whole complex plane, except
for two simple poles at s =1 and s = 1 + « if a # 0, and a double pole at s = 1 if a = 0.
Let 7 = {s € C: |s| = 1} be the unit circle on the complex plane,

Q= HVpa
p

where v, = v for each prime p. By the Tikhonov theorem, with the product topology
and pointwise multiplication, the infinite-dimensional torus 2 is a compact topological
Abelian group. Therefore, on (2, B(2)), where B(£2) denotes the class of Borel sets of the
space (1, the probability Haar measure my can be defined, and this leads to a probability
space (2, B(2), mg). Denote by w(p) the projection of w € € to the coordinate space ,,
p € P. We extend the function w(p) to the set N by the formula

w(m) = H wi(p), meN,

pillm
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where p?||m means that p?|m but p?* + m. Now on the probability space (2, B(Q2), mz)

we define, for o > %, the complex-valued random element E (a; %, Q; w) by the series
k = 0, k
E (0; 7 a;w> = mZ:1 TN (n;izu(m) exp {27m'm7} ,

and denote by P}JC’U its distribution, i. e.,

P ,(A) = mu (wEQiE(U;?a;w)GA), A € B(C).

Main theorem. Suppose that o > % and Ra < 0. Moreover, let h > 0 be a fized

number such that exp {2%} is irrational for all v € Z\{0}. Then the probability measure

1 k
_— <m<N:F mh; — A A
N+1ﬂ{0_m_ (0+zmh,l,a>€ }, € B(C),

converges weakly to Pfg,(, as N — oo.

Example of h. h = 2.
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