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Zymeéjimai
% — pirminis skaicius

k,l, m,n, r — naturalieji skaiciai

N — naturaliyjy skaiciy aibé

Ny — neneigiamy sveikyjy skaiciy aibe
Y/ — sveikyjy skaiciy aibe

P — pirminiy skaiciy aibé

Q — racionaliyjy skaiciy aibé

R — realiyjy skaiciy aibé

C — kompleksiniy skaiciy aibé

1 — menamasis vienetas, i = /—1
s=o0+1l — kompleksinis kintamasis

H(D) — analiziniy funkcijy srityje D erdve
Ax B — aibiy A ir B Dekarto sandauga
B(S) — erdvés S Borelio aibiy klasé

my — Haro matas

I'(s) — Qilerio gama funkcija pusplokstuméje o > 0 apibréziama

['(s) = fooo e ®r* ldzx ir analiziSkai pratesiama j visg s plokStuma

¢(s) — Rymano dzeta funkcija
((s,a;a) — periodiné Hurvico dzeta funkcija
fO(z) — funkcijos f(x) l-osios eilés iSvestiné



Ivadas

Funkcinio, tam tikry funkcijy, nepriklausomumo tyrimo problema turi pakankamai
ilga istorija bei yra aktualus ir siy dieny uzdavinys.

s = o + it pazymékime kompleksinj kintamajj, o P, N, Ny, Z, Q, R, C atitinkamai tegul
yra pirminiy, naturaliyjy, neneigiamy sveikyjy, sveikyjy, racionaliyjy, realiyjy ir komp-
leksiniy skaiciy aibés.

Sakome, kad funkcijos fi(s), ..., fm(s) yra funkciskai nepriklausomos, jei bet kurioms

tolydzioms funkcijoms Fy, F1, ..., F, : C™ — C funkcija

DS F(fi(5), s fin(s))
=0
nelygi nuliui su s € C.
1887 m. O. Hiolderis (Hélder) jrodé gama funkcijos I'(s) algebrinj diferencialinj nepri-
klausomuma, t.y., kad néra tokio polinomo P # 0, kad

P(s,F(s),F’(s), ...,P<”*1>(s)) —0

su visais s € C, n € N.

Pirma karta dzeta funkcijy funkcinio nepriklausomumo problema 1900 m. suformulavo
D. Hilbertas (Hilbert) [4]. Jis iskeélé hipoteze, kad Rymano (Riemann) dzeta funkcija ((s)
netenkina jokios algebrinés diferencialinés lygties.

Priminsime, kad dzeta funkcijos — tai kompleksinio kintamojo s funkcijos, kurios tam

tikroje pusplokstuméje yra apibréziamos Dirichlé eilutémis

o0

E ame_’\ms;

m=1

¢ia {a,, : m € N} yra kompleksiniy skaiciy a,, seka ir {\,, : m € N} — grieztai didéjanti

realiyjy skaiciy seka, A\, € R, lim \,, = oo.

m—00

Taip pat D. Hilbertas pasiulé nagrinéti bendresnj atvejj, t. y. eilute

OOm

X

)
ms
m=1

kuri netenkina jokios algebrinés diferencialinés lygties. 1920 m. §j uzdavinj iSsprendeé

A. Ostrovskis (Ostrowski) [12]. Véliau Hilberto problema apibendrino A.G. Postnikovas



(Postnikov) [13, 14].
1973 m. S.M. Voroninas (Voronin) gavo Rymano dzeta funkcijos funkcinj nepriklau-

somuma [17]. Jis jrodé, kad funkcija ((s) netenkina jokios diferencialinés lygties

n

> FE (C(6),C(6), o CV(s))

J=0

0;

¢ia Fj yra tolydi funkcija, j = 1,...,n, ir ne visos jos tapaciai lygios nuliui.

S.M. Voronino rezultatg apibendrino R. Garunkstis, A. Laurinc¢ikas, K. Matsumoto,
H. Misu (Mishou), J. Stoidingas (Steuding) ir daugelis kity matematiky (7r. [8, 16]).

Misrus jungtinis dzeta funkcijy funkcinis nepriklausomumas pirma karta buvo gautas
2007 m. H. Misu Rymano dzeta ir Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcijoms [11]. Véliau
R. Kacinskaité ir A. Laurin¢ikas apibendrino §j rezultata Hurvico dzeta ir periodinei
Hurvico dzeta funkcijoms [6].

Siame darbe nagrinésime Rymano dzeta funkcijos ((s) ir periodinés Hurvico dzeta
funkcijos ((s,a;a) funkcinj nepriklausomuma. Pagrindiniy darbo teoremy formuluotes
pateiksime treCiame skyriuje.

Magistro darbas sudarytas iS 4 pagrindiniy skyriy. Pirmasis skirtas Rymano dzeta
funkcijos, antrasis — periodinés Hurvico dzeta funkcijos apibrézimams bei kai kurioms
savybéms. Trecigjame formuluojame pagrindines darbo teoremas. Ketvirtasis skyrius
skirtas iy teoremy jrodymui, t. y. jrodomas funkeinis rinkiniu (¢(s), {(s,a;a)) ir ({(s),

C(s,aq;a1), ((s, az;az)) nepriklausomumas.



1. Rymano dzeta funkcija ((s)

Kadangi viena i$ musy rinkinyje esanciy funkcijy yra Rymano dzeta funkcija, pirmiau-
siai pateiksime jos apibrézima ir paminésime kai kurias Sios funkcijos savybes.

Rymano dzeta funkcija ((s) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

)=

ms’
m=1

1859 m. ja apibrézé B. Rymanas [15]. Kai o > 1, funkcija ((s) galima uzrasyti Oilerio

(Euler) sandauga pagal pirminius skaicius, t. y.

1\ !
o =TI(1-%) -
peP p
¢ia p yra pirminis skaicius.
Funkcija ((s) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstumag C, o taskas

s =1 yra jos paprastasis polius su reziduumu 1. Si funkcija tenkina funkcine lygti

((s) = 95151 gin %SF(l —$)¢(1 = s);

¢ia I'(s) yra gama funkcija, kuri pusplokstuméje o > 0 apibréziama lygybe

F(s):/ e "5 tdx
0

ir analiziskai pratesiama ] visa s-plokstuma.

Vis dar nejrodyta Rymano hipotezé teigia, kad visi funkcijos ((s) nuliai yra iSsidéste

kritinés juostos {s € C: 0 < o < 1} tieséje o = 3.

Priminsime, kad Rymano dzeta funkcijos statistiniy savybiy tyrima pradéjo H. Boras
(Bohr) 1910 m. (zr. [1, 2]), o véliau buvo tesiama daugelio matematiky (zr. [10]).
S.M. Voroninas jrodé [18] Rymano dzeta funkcijos universalumo savybe, kuri teigia, kad

bet kuri analiziné funkcija gali buti tolygiai aproksimuojama ((s) postumiais.



2. Periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, a;a)

Kita musy darbe nagrinéjama funkcija yra periodiné Hurvico dzeta funkcija. Ja
2006 m. apibrézé A. Laurinéikas ir A. Javtokas [5].

Sakykime, kad a = {a,, : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skaic¢iy a,, seka su
periodu k£ € N. Periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s,a;a) su fiksuotu parametru o,

0 < a < 1, pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute
o
(s,a;a)
Z (m + a)s
m=0

Jeigu a,, = 1, tai gauname klasikine Hurvico dzeta funkcija (s, ), t. y.

C(Saa)zzm, o> 1.

m=0

IS sekos a periodiskumo seka, kad

k—1 oo k-1 >
a, 1 3 1
7 7a — = — T —S =
C(S “ ) T‘ZZOWLZZO (mk +r+ a)s ke r=0 ’ m=0 (m + (Tza))
1 k=1 T+«
> arC (s - ), o>l (2.1)

Gerai zinoma, kad Hurvico dzeta funkcija ((s,«) yra analiziSkai pratesiama j visa
s-plokstumg isskyrus taska s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu 1. Todeél is
(2.1) lygybés seka, kad periodiné Hurvico dzeta funkcija (s, a; a) taip pat yra analiziné

visoje s-plokstumoje isskyrus galbut paprastaji poliy s = 1 su reziduumu

Jeigu a = 0, tai funkcija (s, «;a) yra analiziné visoje baigtinéje s-plokstumoje, t. y. ji
yra sveikoji funkcija.

Hurvico dzeta funkcijos statistinés savybés priklauso nuo parametro « prigimties. Pa-
vyzdziui, kai parametras « = 1 ir a = 1, tai ((s,;a) tampa Rymano dzeta funkcija

¢(s)-



3. Pagrindiniy darbo teoremy formuluotés

Siame skyriuje suformuluosime pagrindines darbo teoremas.

Pirmoji i$ ju skirta Rymano dzeta funkcijos ((s) ir periodinés Hurvico dzeta funkcijos
((s, a; a) jungtiniam funkciniam nepriklausomumui.

Priminsime, kad skai¢ius « yra vadinamas transcendenciuoju, jeigu jis néra jokio poli-
nomo su racionaliaisiais koeficientais Saknis, m &~ 3, 14159... ir e ~ 2, 71828... yra labiausiai

zinomi transcendentalus skaiciai.

1 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, 0 < o < 1. Tegul Fy : C*?N —

C yra tolydi funkcija su kiekvienu l =0,1,....,n, N € N ir
S st F(C(8). ). CY(5). 5, 050), s 05 0), o (5, :0)) = 01
1=0

Tada F;=0,1=0,1,...,n.

Antroji darbo teorema skirta Rymano dzeta funkcijos ir dviejy periodiniy Hurvico dze-
ta funkcijy su atitinkamai skirtingais parametrais a; bei ap, ir skirtingomis periodinémis
sekomis a; ir a; jungtiniam funkciniam nepriklausomumui.

Priminsime, kad skaiciai a; ir as yra algebriskai nepriklausomi virs Q, jei negalime

rasti tokio polinomo p(z1,xs) # 0 su racionaliaisiais koeficientais, kad p(ay, as) = 0.

2 teorema. Sakykime, kad oy ir as yra algebriskai nepriklausomi virs racionaliyjy skaiciy,

kuno Q. Tegul Fy : C*» — C yra tolydi funkcija, | = 0,1,...,n, N € N. Tegul

st R 09, ¢(9), - (V)
C(s,ap;a1),C (s, 015 01), .., (V7 (s, aq; ),

((s, a5 02), (' (s, 25 A3), ..., C(Nfl)(sj Qra; Clz))

tapaciai lygi nulivi. Tada F; =0 su visais [ =0, ...,n.



4. Misraus jungtinio funkcinio nepriklausomumo
jrodymas

Siame skyriuje pateiksime misraus jungtinio funkcinio nepriklausomumo jrodymus rin-
kiniams ((s), ((s,a;a)) ir ({(s), (s, a1;a1), ((s,a9;az)). Dzeta funkciju funkcinis ne-
priklausomumas yra jrodomas remiantis $iy funkcijy universalumo savybe. Pastarajam
rezultatui gauti reikia ribiniy teoremy silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme ana-
liziniy funkcijy erdvéje. Taip pat naudojama tirStumo lema. Todél, pateikdami musy nag-
rinéjamy rinkiniy funkcinio nepriklausomumo jrodyma, suformuluosime minétus teiginius

ir pateiksime ju jrodymus.

4.1. ((s) ir {(s, a;a) funkcinis nepriklausomumas

Nagrinésime Rymano dzeta ((s) ir periodinés Hurvico dzeta ((s, ; a) funkcijy rinkinj.

4.1.1. Misri jungtiné ribiné teorema Rymano dzeta ir

periodinei Hurvico dzeta funkcijoms

B(S) pazymékime aibés S Borelio aibiy klase. Tarkime, kad G' yra bet kokia atvira
aibé kompleksinéje plokstumoje, o H(G) — analiziniy funkcijy aibéje G erdve su tolygaus
konvergavimo topologija. Priminsime, kad Sioje topologinéje strukturoje seka {g,(s),n €
N} € H(G) konverguoja i funkcija g(s) € H(G), jei kiekvienam kompaktiskam poaibiui
KcD

limsup |g,(s) — g(s)| = 0.
seK

Tuomet egzistuoja aibés G kompaktiniai poaibiai {K;;l € N} tokie, kad K; C K, C ...,
G = U2, K, ir bet kuriam kompaktiniam poaibiui K C G egzistuoja [, su kurivo K C Kj.

Todél erdvéje H(G) galime apibrézti metrika tokiu budu

o0

& s ) )l
P9 = 2 G 1T — g5

¢ia f,g € H(G).
Sakykime, kad 7 yra vienetinis kompleksinés plokstumos apskritimas, t. y. v = {s €
C : |s| = 1}. Apibrézkime tora

Ql = H'Vp; (41)

peP

10



¢ia 7, = y visiems p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba 2, yra kompaktiska
topologiné grupé, kurioje egzistuoja Haro matas myy toks, kad mig(2;) = 1. Todél
galime apibrézti tikimybine erdve (Q, B(21),miy). wi(p) pazymeékime elemento w; €
; projekcija j koordinatine erdve 7,. Kiekvienam k € N projekcija w; (k) apibrézkime
formule

wi (k) = le(pj)”,

kai k galima iSskaidyti pirminiais daugikliais k = p]* - - - p".

Apibrézkime funkcija

o _Wl(p) -
((s,wl)—H (1 pr ) .

peP
Tuomet ((s,w;) konverguoja beveik tikrai tolygiai bet kuriame pusplokStumés D =
{s € C: 0 > 1} kompaktiniame poaibyje. Be to ((s,w;) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis
elementas, apibréztas erdvéje (2q, B(21), myg) (zr. [8]).

Dabar tegul

QQ = H Yms (42)
m=0

¢ia v, = v su visais m € Ny. Kaip ir Rymano dzeta funkcijai, 25 yra kompaktiska
topologiné grupé su sandaugos topologija ir pataskine daugyba, kurioje galime apibrézti

Haro mata moy. Taip gauname tikimybine erdve (Q, B(Q3), may). Apibrézkime

amws(m)
(m+ a)s’

((s,a,wasa) = Z

m=0

(4.3)

¢ia we(m) yra elemento wy € s projekcija i koordinatine erdve -,,. Kadangi perio-
diné seka a yra aprézta, (4.3) eiluté konverguoja beveik visur tolygiai bet kuriame D
kompaktiniame poaibyje, todél ji apibrézia H(D)-reiksmj atsitiktinj elementa erdvéje
(Qq, B(22), mag).

Tegul Q = Q; x Q9, 0 my yra tikimybinis Haro matas apibréztas maty miy ir mag
sandauga. Pazymékime H?(D) = H(D) x H(D). Apibrézkime H?(D)-reiksmj atsitiktinj
elementa erdvéje (€, B(2), my)

C(S7w> = (Q(S, wl)a <<S7 Q, Wa; a));

11



¢ia w = (wy, wy) € Q.

P, pazymékime H?(D)-reikSmio atsitiktinio elemento ((s,w) skirstinj, t. y.
P(A) =mp{w € Q: ((s,w) € A}, A € B(H*(D)).

meas{A} pazymékime macios aibés A C R Lebego mata ir imkime 77 > 0. Tada
teisinga tokia misri jungtiné ribiné teorema Rymano dzeta ir periodinei Hurvico dzeta

funkcijoms silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje.

3 teorema. Sakykime, kad o yra transcendentusis skaicius, 0 < « < 1. Tada, kai
T — oo,

%meas{T € [0,7]: (s +it,w) € A}, A € B(H*(D)),
silpnai konverguoja j P (A).

Irodymas. Kadangi Rymano dzeta funkcija ((s) yra atskiras periodinés dzeta funkcijos
atvejis, tai Sios teoremos jrodymas pilnai sutampa su 6 teoremos is [6] jrodymu. Taip pat,

jos analogg galima rasti [7] (2.1 teorema). O

4.1.2. Misri jungtiné universalumo teorema Rymano dzeta ir

periodinei Hurvico dzeta funkcijoms

Kitas svarbus teiginys reikalingas funkcinio nepriklausomumo jrodyme — misri jungtiné
universalumo teorema rinkiniui ({(s), {(s, a;a)).

Nagrinékime kompaktine aibe K C C. H¢(K) pazymékime aibe kompleksines reiksmes
igyjanciy funkcijy, tolydziu toje aibéje ir analiziniy aibés K viduje, o H§(K) aibés H¢(K)
poaibj, kurj sudaro nenuliniai aibéje K aibés H¢(K') elementai.

Kaip ir praéjusiame poskyryje D Zymime kompleksinés plokstumos C juosta {s € C :
% < o < 1}. Tada rinkiniui (C(s), (s, a; u)) teisinga tokia misri jungtinio universalumo

teorema.

4 teorema. Turkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tequl Ky ir Ko yra juostos
D kompaktiniai poaibiai turintys jungiuosius papildinius. Sakykime, kad f; € H§(K;), o
fo € H(Ks). Tada kiekvienam e > 0 teisinga nelygybé

1
lim inf —meas{T € [0, 7] : sup |((s+iT)—fi(s)| < e, sup |((s+iT, a5 a)— fa(s)| < 6} > 0.
T—o0 T se K1 se Ko

12



Irodymas. Kaip ir 3 teoremos atveju, Sio teiginio jrodymas yra analogiskas 4 teoremos is

[6] irodymui. O

4 teoremoje esanti nelygybé parodo, kad Rymano dzeta funkcijos ((s) ir periodinés
Hurvico dzeta funkcijos ((s, a; a), kuriomis atitinkamai aproksimuojamos funkcijos fi(s)
ir fo(s), postumiy aibé yra pakankamai turtinga, t. y. ji turi teigiama apatinj tankj.

Priminsime, kad pirmasis misryji universaluma funkcijoms ((s) ir {(s, a) gavo H. Misu
[11]. Véliau R. Kacinskaité ir A. Lauriné¢ikas ja apibendrino periodinei dzeta ir periodinei
Hurvico dzeta funkcijoms [6]. Toliau buvo gautas kity dzeta funkcijy misrus universalu-
mas. Siy rezultaty iSsamia apzvalga galima rasti K. Matsumoto straipsnyje ,,A survey on

the theory of universality for zeta and L-functions®[9].

4.1.3. Tirstumo lema

Kitas zingsnis funkcinio nepriklausomumo jrodyme — tirstumo lema.

Apibrézkime funkcija u : R — C?V formule

u(t) = ( (lo+it), (o +it),..¢ VD (o +it),
((o+it,a;a), (0 +it,a;0), ... (VDo +it, s a));
¢ia % <o <l1.

1 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tuomet atvaizdis u(R) yra tirstas

erdvéje C*V.

Irodymas. Kaip ir pries tai buvusioms 3 ir 4 teoremoms, si lema jrodoma kaip ir 13 lema

i% [6]. 0

4.1.4. 1 teoremos jrodymas

Dabar jrodysime misraus jungtinio Rymano dzeta ir periodinés Hurvico dzeta funkcijy
funkcinj nepriklausomuma, t. y. remiantis anksciau pateiktais pagalbiniais rezultatais (3
ir 4 teoremomis bei 1 lema) jrodysime pirmaji musy darbo tvirtinima — 1 teorema.

Pirmiausiai jrodysime, kad F; =0, =0, ...,n.

Nagrinékme bendresnj atveji, vietoje Fj imkime tolydZzia funkcijg F : C*Y — C, t. y.

F(¢(s),¢(8), ., ¢V D(s), (5, 050), ¢ (5, 050), ..., (N (s5,050)) = 0,

13



Irodysime, kad F' = 0.
Tarkime priesingai, t. y., kad F' # 0. Tada egzistuoja taskas

— 2N
a = (@10, 11, ..., A1, N1, A20, G215 ..., Az, N—1) € C

toks, kad F'(a) # 0. Kadangi funkcija F yra tolydi, tai galima rasti aprézta sritji G C C*V,
a € G, ir tokia, kad su visais s € GG buty teisinga nelygybé

|F(s)| > c¢>0. (4.4)
Pagal 1 lema egzistuoja tokios ¢ reiksmes, kad

( Clo+it),d (o +it),...,¢ N V(o +it),
Clo+it,oza), (0 +it,a;a), ..,V V(o +it, a; a)) € G,

0 % < 0 < 1. Taciau pastarasis sarysis kartu su (4.4) priestarauja prielaidai, kad F' # 0.

Taikant §j principa galima jrodyti, kad ir kiekviena funkcija F; Z 0,1 =0, ..., n.

14



4.2. Rinkinio ({(s), ((s,a1;a1), ((s,a9;a2)) funkcinis
nepriklausomumas

Siame skyriuje jrodysime migry jungtinj rinkinio (¢(s), ¢(s, a1;a1), ((s, ag; ag)) funk-

cinj nepriklausomuma.

4.2.1. Misri jungtiné ribiné teorema Rymano dzeta ir

periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms

Kaip jau minéjome 4.1.1 skyrelyje, jrodant funkcinj nepriklausomuma, svarby vaid-
menj atlieka misri jungtiné ribiné teorema silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme
analiziniy funkcijy erdvéje.

Sudarykime erdviy H (D) Dekarto sandauga
H*(D) = H(D) x H(D) x H(D).
Sakykime, kad € ir Qs yra apibrézti (4.1) ir (4.2) lygybémis. Apibrézkime
Q= X Qo1 X go;

¢ia Qy; = (g su j = 1,2. Tuomet pagal Tichonovo (Tikhonov) teorema 2 yra kompaktine
topologiné Abelio grupé ir galima apibrézti tikimybine erdve (2, B(Q), my) (7r. [8]). Cia
my yra Haro matuy mpgy, mpyey ir mpes sandauga, kurioje myy — tikimybinis Haro matas
erdvéje (Q,B(Q4)), o mpyo; — tikimybinis Haro matas erdvéje (a5, B(€25)), 7 = 1,2.
wi(p) tegul buna toks pat kaip ir 4.1.1 skyrelyje, o wqj(m) € §o; yra projekcija i v,
m e Ny, 7=1,2.

Trumpumo délei pazymékime o = (aq, az), a = (a1, a2). Tada

C(s,a5a) = (C(s),C(s,a1;a1), (s, az; az)).

Pazymékime w = (wy, way, waes) € L ir apibrézkime H?3(D)-reikdmj atsitiktinj elementa

((s,a, w; a) tikimybingje erdvéje (2, B(£2), my) formule

C(&Q; w; 9) = (<(57W1)7 C(S, Oy, Wat, a1), C(S, Qrg, Wa2; az))§
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¢ia kaip ir anksciau

C(s,wn) =[] (1 _ wl_(m> N

S
peP p
> W
2; .
C(s, aj, waj; aj) Gmg@2 M) i j=12 seD.
m—i—oz
m=0 J

Pastarosios eilutés konverguoja su beveik visais wy € €2y ir wy; € (dy;, j =1, 2.

Pazymékime atsitiktinio elemento ((s, a,w;a) skirstinj Pty

P(A) =muy(weQ:((s,a,wia) € A),  AecB(H*D)).

Suformuluosime misrig jungtine ribing teorema rinkiniui ({(s), (s, a1; a1), (s, az; as)).
5 teorema. Sakykime, kad o ir as yra algebriskai nepriklausoms virs racionaliyjy skaiciy,
kuno Q. Tada

%meaS{T €[0,7]: ¢(s+it,a;a) € A}, A € B(H?*(D)),

silpnai konverguoja j Pe, kai T — oo.

Tai yra atskiras 4 teoremos i$ [3] atvejis.

4.2.2. Misri jungtiné universalumo teorema Rymano dzeta ir

periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms

Kaip ir rinkinio ({(s), {(s, a;a)) atveju, dabar suformuluosime misria jungtine univer-

salumo teorema rinkiniui ({(s), {(s, a1;a1), (s, ag;az)).

6 teorema. Sakykime, kad oy ir as yra algebriskai nepriklausomi virs kuno Q. Tequl
K, yra toks pat kaip ir 4 teoremoje, o Koj € D yra kompaktiski poaibiai su jungiaisiais
papildiniais, j = 1,2. Sakykime, kad fi € H§(Ky) ir fo; € HY(Ky;), j = 1,2. Tada

kiekvienam € > 0 teisinga nelygybé

lim inf meas{T €10,7]: sup |((s+iT) — fi(s)] <&,

T—o0 seKy
sup sup [((s+i7,a;;0;) — fa;(9)] < 5} > 0.
1<j<2 s€Ky;

Irodymas. Tai yra 3 teoremos is [3] atskiras atvejis. O]
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4.2.3. Tirstumo lema

Irodant misry rinkinio ({(s), ¢(s,a1;a1), ((s, ag;az)) funkcinj nepriklausomuma, rei-
kalinga tirstumo lema.

Apibrézkime atvaizdj u : R — C3V formule

u(t) = ( ((o+it), (o +it),... ¢V V(o +it),
((o+it,arsar), (o +it,ag;a1), ..., (VD (0 +it, a5 ay),
(o + it az; a2), (0 +it, az; a3), ..., (VD (0 + it, az; a3));

da 3 <o <1

2 lema. Sakykime, kad oy ir ag yra algebriskai nepriklausomi virs Q. Tuomet aibés R

vaizdas yra tirstas erdvéje C3N atvaizdZio v atZvilgiu.

Irodymas. Jrodymas seka standartiniu keliu (zr. [8, 16]).

Turime jrodyti, kad kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja seka {7, : 7, € R} tokia, kad
|u(Tm) — a| < &; &ia a := (a0, a11, - GIN_1, Q205 A21, -+, 2N 1, A30, 31, -, Azn—1) € C3H. I8
tiesy galime rasti seka {7, : 7, € R}, WP_{I;O Tm = 400, tokig, kad kiekvienam ¢ > 0 su
visais [ =0, ..., N — 1 teisingos nelygybes

. €
|C(l)(a +iTm) — syl < N

€
|C(l)(a + iTm, 015 01) — So| < —

2N
ir

ICO (0 + T, s 03) — s3] < i;
2N

¢ia si; — bet kokie kompleksiniai skaiciai, £ = 1, 2, 3.

Nagrinékime polinomag
N-1 N-2
Sg,N—-1"S Sg,N-2"S Sk,0
= — : e+ == k=1,2,3.

Tada su visais [ = 0,..., N — 1 ir k = 1,2, 3 turime, kad

l
PN (0) = sy

Fiksuojame oy, % < 09 < 1 ir imame tokj juostos D kompaktinj poaibj K, kad o buty
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vidinis poaibio K taskas. Tuomet pagal 6 teorema egzistuoja seka {7, : 7, € R},

lim 7, = +o00 tokia, kad
m—0o0

. e
ilelllg C(s + 17m) — pin(s — 00)| < ONFINT
. eo .
sup [((s + iTpm, a3 a;5) — pjpin(s — 0o)| < ONTINT J=12;

SEKQJ'
¢ia ¢ yra atstumas nuo poaibiy K ir Ky, sieny iki tasko oy. Pritaike integraling Kosi

formule Rymano dzeta funkcijai gauname

|<(l)(0'0 + ZTm) — Sll| =

l_'/ C(s+iTm)—p1N(s—ao)d
211 ‘8700‘:% ‘8 — 0'0‘Z+1 2N

Analogiskai periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms turime

<D (00 + i, aj;0) — sj00] =

_ Z_‘/ C(s—i_iTman;aj)_pj+1N(3_UO)d <= j:172,
270 J g gl |s — op|! 1 2N
|s—oo| 5
kai [ =0,1,..., N — 1. Tai jrodo lema. O

4.2.4. 2 teoremos jrodymas

Remdamiesi anksciau pateiktais pagalbiniais rezultatais (5 ir 6 teoremomis bei 2 lema)
galime jrodyti antrajj musy darbo tvirtinima.

Pirmiausiai jrodysime, kad 2 teoremoje esanti tolydi funkcija F; =0, =1,...,n.

Nagrinékime bendresnj atvejj ir vietoje F; imkime tolydzia funkcija F : C3 — C,

t.y.

F(¢(5),¢(5), o, ¢ (s),
C(Sa Q5 a1)7 CI(Sa aq; a1)7 EEES) C(Nil)(sa Q5 al)

C(57 Q] a2)7 C/(Sa Q] a2)7 e C(Nfl)(sy Q] az)

SN— ~
Il
e
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Irodysime, kad F' = 0.
Tarkime priesingai, kad F' # 0. Tada egzistuoja taskas a € C3V

._ 3N
a = (ay, a1, ..., a1N—1, G20, G21, ..., G2N—1, @30, A31, .-, A3n—1) € C

toks, kad F'(a) # 0. Kadangi funkcija F yra tolydi, tai galima rasti aprézta sritji G C C3V,
a € G, ir tokia, kad su visais s € GG buty teisinga nelygybé

|F(s)] = ¢>0. (4.5)
Pagal 2 lemg egzistuoja seka {7, : 7, € R}, lim 7, = oo tokia, kad
m—ro0

( Clo+imn), ¢ (0 + i), .., (VD (0 +i7y),
C(o+iTm,a1;01), (' (0 + 0T, a1; 01), ..., C(N_l)(a + T, 13 A1),

(0 + 1T, a3 02), (' (0 + 1T, Q3 82), oo, (VD (0 + i, 9 a)) € G

ir % < 0 < 1. Taciau pastarasis sarysis kartu su (4.5) nelygybe priestarauja prielaidai,
kad F # 0.
Tokiu budu galima jrodyti, kad kiekviena tolydi funkcija F; # 0, I = 1,...,n. 2

teoremos jrodymas yra baigtas.
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ISvados

Magistro darbe nagrinéjamas Rymano dzeta ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy
rinkiniy funkecinis nepriklausomumas. Pirmoji darbo teorema yra skirta rinkinio ({(s),
((s,a;a)) funkcinio nepriklausomumo tyrimui. Antraja teorema jrodome, kad rinkinys
(C(s), C(s,as;a1), ((s,as;as)) taip pat yra funkciskai nepriklausomas, kai parametrai oy

ir ap yra algebriskai nepriklausomi.
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Santrauka

Magistro darbas skirtas Rymano dzeta ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy funkcinio
nepriklausomumo tyrimui.
Sakykime, kad « yra transcendentusis skai¢ius, 0 < o << 1, F; : C*¥ — C yra tolydi

funkcija su kiekvienu [ = 0,1, ...,n ir su N € N. Tuomet, jei

n

S5t R (C5), (5, CVI(8), G5 030), s, 05), o, (VD (5,050) ) 20,

=0

tai [;=0,kail=0,1,...,n.

Antrasis darbe gautas rezultatas — rinkinio ({(s), ((s,ai;a;1), (s, a2;a2)) jungtinis
funkcinis nepriklausomumas. Irodyta, kad, jei ay ir as yra algebriskai nepriklausomi virs
racionaliyjy skai¢iy kiino Q, o F; : C* — C yra tolydi funkcija su visais [ = 0,1,...,n ir

N e Nir

=

SR C9), ¢ (), (V).
C(s,a1;a1),C (s, a15a1), .0, C(N’l)(s, aq;ay),

(s, ag; az), C,<57 g az), ..., C(N_l)(sa Q] a2>)

=0

tapaciai lygi nuliui, tada F; = 0 su visais [ =0, ..., n.

21



Summary

Functional independence of the Riemann zeta- and

the periodic Hurwitz zeta-functions

Master Thesis is devoted to the investigation of functional independence of Riemann

zeta-function and periodic Hurwitz zeta-functions. First result deals with a collection

(C(s),¢(s, s a)).
Suppose that « is a transcendental number, 0 < o < 1. Let N € Nand F; : C2N — C

be a continuous function for each [ = 0,1, ..., n. Suppose that
S s A€, ¢ 5), o (), Cls,020), s 02, (D s, 000) ) = 0
1=0

Then F; =0 for 1 =0,1,...,n.

Second result of the Thesis is the mixed joint functional independence of the collection
(C(s), C(s,aq;a1), C(s,a9; a2)). Suppose that o and a are algebraically independent over
Q, and the function F; : C3 — C is a continuous function for each [ = 0,1,...,n, and

N € N. It is proved that if the function

n

st R 09, ¢(s), - V),
=0
C(Sa aq; a1)7 C/<$7 aq; a1)7 L) C(Nil) (Sa ag; al)a

((s, 095 a2), ¢ (5, @25 ag), ..., (VY (5, 9 a2)>

is identically zero, then F; =0 for [ =0, ..., n.

22



Literatura

1]

[10]

H. Bohr, Uber das Verhalten vas ((s) in der Halbebene ¢ > 1, Nachr. Akad. Wiss.
Gdttingen II Math. Phys. Kl., 409-428 (1911).

H. Bohr, Zur Theorie der Riemannschen Zetafunction im kritischen Streifen, Acta

Math., 40, 67-100 (1915).

J. Genys, R. Macaitiené, S. Rackauskiené, D. Siau¢itinas, A Mixed Joint Universality

Theorem for Zeta-Functions, Math. Model. Anal., 15(4), 431-446 (2010).

D. Hilbert, Mathematische Probleme, Nachr. Konigl. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-
Phys. Kl., 253-297 (1900).

A. Javtokas, A. Laurin¢ikas, On the periodic Hurwitz zeta-function, Hardy-

Ramanugan J., 29, 18-36, (2006).

R. Kacinskaité, A. Laurinc¢ikas, The joint distribution of periodic zeta-functions,

Stud. Scien. Math. Hungarica, 48(2), 257-279 (2011).

R. Kacinskaité, K. Matsumoto, The mixed joint universality for a class of zeta-

functions, Math. Nachr., 288(16), 1900-1909 (2015).

A. Laurincikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht,

1996.

K. Matsumoto, A survey on the theory of universality for zeta and L-functions,
Number Theory. Plowing and Starring through High Wave Forms, Proc. of the 7th
China-Japan Seminar, Kaneko M. (ed.) et all, World Scientific Publishing Co., Sin-
gapore, 95-144 (2015).

K. Matsumoto, Probabilistic value-distribution theory of zeta-functions, Sugaku Ez-

pozitions, 17(1), 51-71 (2004).

23



[11] H. Mishou, The joint value-distribution of the Rieman zeta function and Hurwitz

zeta functions, Lith. Math. J., 47, 32-47 (2007).

[12] A. Ostrowski, Uber Dirichletsche reihen und algebraische Differentialgleichungen,
Math. Z., 8, 241-298 (1920).

[13] A.G. Postnikov, Generalization of one of Hilbert’s problems, Dokl. Akad. Nauk SSSR,
107(4), 512-515 (1956).

[14] A.G. Postnikov, On the differential independence of Dirichlet series, Dokl. Akad.
Nauk SSSR, 66(4), 561-564 (1949).

[15] B. Riemann, Uber die Anzahl der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Grésse,

Monatsber. Preuss Akad. Wiss. Berlin, 671-680 (1859).

[16] J. Steuding, Value-Distribution of L-functions, Lecture Notes in Math, 1877, Sprin-
ger Verlag, Berlin etc., 2007.

[17] S.M. Voronin, On the functional independence of Dirichlet L-functions, Acta Arith.,
27, 493-503 (1975) (rusy kalba).

[18] S.M. Voronin, Theorem on the “universality” of the Riemann zeta-function, Izv.

Acad. Nauk. SSSR Ser. Matem., 39, 475-486 (1975) (rusy kalba).

24



