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1 Ivadas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o a,, € C : m € N. Eilutés, kuriy

pavidalas yra

Am
)t
m=1

vadinamos paprastosiomis Dirichlé (Dirichlet) eilutémis. Gerai zinoma, kad Dirichlé eilu-
¢iy konvergavimo sritis yra pusplokstume.

Dirichleé eilutés néra tokios svarbios analizéje kaip, tarkime, laipsninés eilutes, taciau
vaidina svarby vaidmenj analizinéje skaiciy teorijoje. Labai svarbus analiziniai objektai —
dzeta ar L funkcijos — yra apibréziamos Dirichlé eilutémis.

Zinomiausia i$ dzeta funkcijy yra Rymano dzeta funkcija ¢ (s), kuri pusplokstuméje

o > 1 apibréziama tokia eilute

)=

o
Funkcija ((s) buvo zinoma jau XVIII amziuje L. Oileriui (Euler). Tadiau jis Sia funkcija,
nagrinéjo tik kaip realaus kintamojo s funkcija. Tik 1859 B. Rymanas (Riemann) pradéjo
nagrineti ((s) laikydamas s kompleksiniu kintamuoju ir atskleidé jos svarba pirminiy
skai¢iy pasiskirstyme. Rymanas prateseé funkcija ((s) i visa kompleksine plokstuma, jrodé
funkcine lygtj ir suformulavo keleta hipoteziy, keletas i$ kuriy yra neissprestos iki Siy dieny.

Svarbiausia i Rymano hipoteziy tvirtina, kad visi netrivialieji funkcijos ((s) nuliai yra

1
5

iSsideéste kritinéje tieséje o =

Ivairus funkcijos ((s) apibendrinimai taip pat vadinami dzeta funkcijomis. Kurioje
nors pusplokstumeéje jos yra apibréziamos Dirichlé eilutémis su koeficientais a,,, turinciais
tam tikra aritmeting prasme. Tarp ju Hurvico (Hurvitz), Lercho (Lerch), Dedekindo
(Dedekind), periodiné, moduliniy formy ir elipsiniy kreiviy dzeta funkcijos.

Dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymas yra labai sudétingas ir priklauso nuo koeficien-
tu a,,. Pagrindinés reikSmiy pasiskirstymo problemos yra susijusios su nuliy ir a-reiksmiy
iSsidéstymo, analizinémis ir asimptotinémis dzeta funkcijy savybémis. IS kitos puses,
asimptotinés savybeés yra charakterizuojamos jvairiais jverciais, momenty asimptotika ir
jverciais, tikimybinémis ribinémis teoremomis. Nuliy pasiskirstymas apima nuliy neturin-
¢ias sritis, nuliy skaic¢iaus jvercius, nuliy tankio teoremas. Analizinés savybeés susijusios su

analizinio pratesimo problema, jvairiomis funkcinémis ir artutinémis funkcinémis lygtimis,

universalumo savybe ir kitomis savybémis.



2 Periodiné dzeta funkcija ()(s)

Magistro darbe nagrinéjama viena i$ periodiniy dzeta funkciju, funkcija )(s), kuri
pusplokstumeéje o > 1 apibréziama tokia Dirichle eilute

i e27rz)\m

- ™

Gia A — realusis parametras. Si funkcija gali buti analiziskai pratesiama j visa kompleksine

plokstuma. Kai A € Z, tada funkcija (,(s) virsta Rymano dzeta funkcija ((s), todél lai-
kykime, kad 0 < A < 1. Be to () (s) funkcija yra glaudziai susijui su Lercho dzeta funkcija
L(\ a,s), ¢ia « yra fiksuotas parametras, o € (0;1]. Priminsime, kad pusplokstuméje

o > 1, Lercho dzeta funkcija apibréziama tokia Dirichlé eilute

o0 2TiAm
e
L\ a,s) E
m + a
m=0

ir, kai 0 < A < 1, analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, kurioje ji yra
sveikoji funkcija.
Kai A € Z, funkcija L(\, o, s) virsta Hurvico dzeta funkcija (s, ), kuri turi paprasta
poliy taske s = 1 su reziduumu 1.
Akivaizdu, kad
G(s) = ™AL, 1, 5). (2.1)

Vadinasi, kai 0 < A < 1, funkcija ()(s) taip pat yra sveikoj.
I§ antrojo momento rezultaty Lercho dzeta funkcijai (ziuréti [2],[3]) ir i$ (2.1) lygybeés
gauname, kad funkcijos ()(s) antrajam momentui kritinéje ties¢je o = % galioja tokia

asimptotiné formulé

/1 Q<1+zt> 2

¢ia konstanta c¢(\) yra dydis i tokios lygybes

dt = Tlog T + T(c(\) + 7o — 1 —log 27) + O(T"*1log T),

n

1 1
mzzom_i_)\zlogn—i-c(/\)—i-()(ﬁ), n — 0o,

0 7o yra Oilerio konstanta. Funkcijos () (s) antrajam momentui kritnéje juostoje % <o<l1

galioja tokia asimptotiné formulé

r , (2m)> ! 2-2 1— /2
/ G0+ in)dt = (0)T + 57— ¢(2 — 20, T + O(T'" " o5 T) + O(T""?)
1 -



Sio darbo tikslas — jrodyti asimptotines formules funkcijos ¢y (s) ketvirtajam momentui
kritnéje juostoje % <o <l

Darbo tikslui pasiekti yra iskelti Sie uzdaviniai:

1. Isanalizuoti metodus, kurie taikomi dzeta ir L funkcijy momenty teorijoje.

2. Irodyti artutine funkcine lygtj periodinei dzeta funkcijai ¢y (s).

3. Irodyti asimptotine formule funkcijos () (s) ketvirtajam momentui kritnéje juostoje

N =

< 0 < 1iracionalaus A, 0 < A < 1, atveju.
3. Irodyti asimptotine formule funkcijos ()(s) ketvirtajam momentui kritnéje juostoje

< 0 < 1 racionalaus A, 0 < A < 1, atveju.

=W



3 Artutiné funkciné lygtis

Siame skyriuje jrodysime artutine funkcine lygtj periodinei dzeta funkcijai ¢y(s).

Tegul [u] Zymi skaifiaus u sveikaja dalj, o {u} — skaic¢iaus u trupmenine dalj. Pazy-

E- - 1VE)
=2\/;—m(t)—Q(t)—A—l,

meékime

<~

M) = —orlog s —§+ S(1=2) - m(t) (1) + 2/ o (a(1)
—m(t) + A= 1) = 5(alt) + m(t)) = A1+ a(t) = m(0)
b(z) = cosm((22/2) — z — (1/8))

COSTZ

Tuomet periodinés dzeta funkcijos () (s) artutiné funkciné lygtis gaunama tokia teorema.

3.1 teorema. Tequl0 < A< 1ir0<o <1. Tada, kai t >ty > 0,

2miAm 1/2—o—it
G(s) € + t pit+(i/4) 1
s) = E — E -
A ms 27 (m+ A\)t=s

0<m<q(t)

(0/2) ,
_'_(%) emf()\,t)—l-2m>\1/}< ( ))+O( cr/2 )

Sios teoremos jrodymui naudojama Lercho dzeta funkcijos artutiné funkciné lygtis.
32lema. Tequl0 < A< 1,0<a<1,0<o<1lir,kait>1,y= %,q:[y],

n=[y—al, B=q—n, tuomet

n

e—Am o o—3+it or i ami) q o—am
L )\ — - _ 2 7 4T o -
A as) Z(m+a)5+<t) ¢ Z(m+A)H

m=0 m=0

o\
+ (TW) eI Dy(2y — 2+ 5~ (A} —a) + 0 (%),

Voo

cla

FO @, 0,8) = 5 log 5~ 2 (aP— {A) —af+2y(5+ (M —a) — 3 (a-+m) — (A} (a+5).

Sia lema jrodé R. Garunkstis, A. Laurincikas ir J. Stoidingas (Steuding) [1] straipsnyje.
3.1 teoremos grodymas. Teoremos tvirtinimas gaunamas i$ (2.1) lygybés ir 3.2 lemos.

A



4 Funkcijos ()(s) ketvirtasis momentas, kai A

iracionalusis skaicius

Siame skyriuje nagrinésime periodinés dzeta funkcijos ¢\ (s) ketvirtojo momento
T
/ |Gy (o +dt)|*dt, T — oo,
1

asimptotika kritinéje juostoje % <o <1l
Pagrindinis Sio skyrelio rezultatas formuluojamas tokia teorema.
4.1 teorema. Tarkime, kad \ yra iracionalusis skaicius, 0 < A\ < 1. Tada, kai
1/2 <0 <1,
lim 1 /T Gy (o +it)|*dt = ¢*(20) -2 Z sin’ A+ — ma — nQ).
1

T—o0 T C(40’) i (mlnl)z"
mi+ni#mo+no

Kadangi A € Z, (\(s) = ((s) ir sin® tA\(mq + ny — my — ny) = 0, tai 4.1 teoremos
tvirtinimas taip pat galioja ir kai A yra sveikasis skai¢ius, [7] straipsnio 7.5. teorema.
Deél to, kad funkcija 9(z) yra aprézta, funkcijos (,(s) artuting funkcine lygti galime
uzrasyti tokiu budu
(a(5) = Si(s) + Sa(s) + Ot~ W/, (4.1)

¢ia
2wiAm

S= Y

1<m<m(t)

o\ V2momit 1
SQ(S) _ (%) ezt-l—(7rz/4) Z m

0<m<q(t)

ir

Kadangi [y(s)[* = (Cy(5)) %G (5))%, todel

G = 1Su(s) + Sa(s) + O M)t

= (S1(s) + Sa(s) + Ot~ V) (Sa(s) + Sals) + Ot~ Y))?

= (S1(s) + S3(s) +251(5)Sa(s) + O(ISu(s)t™P]) + O(|Sa(s) [t~/

+O(t™1%)) x (S7(s) + S3(s) + 251(5)S2(s) + O(ISu(s)[t~/Y)



+O(Sa(s)[t~ V) + O(™12)) = |Su(s)|"* + 57(5)S3(s)

+25%(5)S1(5)Sa(s) + S7(5)S3(s) + |Sa(s)|*

+251(5)95(5)S2(5) + 291(5) 7 (5)S2(5) + 291(5) S5 (5) S2(s)
+4IS1(s)PIS2 () + O(1S1(s) Pt~ D) + O(1S1(5) ] Sa(s) )
+O(IS1()*t7172) + O(IS1(s)|1S2(s) Pt~ 1Y) + O(|Sa(s) PPt~ 1/Y)
+O(1S2(5)*t712) + O(ISw()|IS2(s)[t™2) + O(ISu(s)[t~*/*)

+0(]Sy(s)[t=3/*) + O(t™1). (4.2)

Taigi, norint gauti funkcijos ()(s) ketvirtojo momento asimptotika, uztenka gauti
dydziu Si(s) ir Sa(s) ketvirtuju momenty asimptotikas.
4.2 lema. Tegul T — oco.Tada, kai 1/2 < 0 < 1,

T
/ 1S, (o + it)[1dt
1

¢*(20) sin® TA(my + ny — mg — no)
T( C(40) 2 mn;m (many)2° )(1 +o(1)).
mi1+ni=ma+n2

Irodymas. Naudosime panasius argumentus, kaip ir Rymano dzeta funkcijos atveju.

Turime, kad

2mTiAmM1 2miAng —2miAmo —2mTiAN2
’511(0"‘%”4 = E :6 otit E :e otit E :e o—it E :e o—it
my ny my 1y
mi ni ma na

eZ7ri)\(m1+n1—m2—n2) MoNs it
Z (manimans)® ming )
mi,n1,m2,n2
¢ia kiekvenoje sumoje sumuojame iki [1,m(¢)]. Taigi

T T 27ri>\(m1+n1—m2—n2) it
) e many
Si(o+it)|*dt = / E < ) dt
/1 51 ) 1 (mynymeons)® ming

mi,n1,Mm2,n2

Z e2m'/\(m1 +n1—mo—n2) /T <m2n2 ) 1tdt
= 3
(mlnlmgng)" T miny

1<m1,n1,mo,no<m(T)



¢ia Ty = 2w max((my + 1)2, (ny + 1)%, (mg + 1)%, (ny + 12)). Taigi, gauname, kad
* (T - Tl)e27ri)\(m1+n1—m2—n2)

/1 S+ = Y T

mini=mang

+O< Z |10g(m2n2/m1”1)\_1)’ (4.3)

(minymang)®
mini#mang

zvaigzdute * reiSkia, kad sumuojame pagal mq,ny, mo,ny € [1, m(T)].
Tegul

d(k)=> 1, k€N,

dlk
yra dalikliy funkcija, o N(k) — lygties min; = maony = k sprendiniy skai¢ius. Tada,
turime, kad
N(k) = dz(k>7 Jel k S u, my,ny, Mz, Ny S u,
ir
N(k> S dQ(k)7 .]el k Z u, miy, Ny, My, Na S U.

Gerai zinoma ([7] straipsnio 1.2.10. formulé), kad, kai o > 1/2,

(k) _ ¢*(20)

20 '
~ k ((40)
Taigi, kai d(k) < k°, ¢ia € > 0,
Z* Te?m')\(m1+n1—m2—n2)
20
mini=maonso (mlnl)
e27ri)\(m1+n1—m2—n2) * e27ri)\(m1+n1—m2—n2)

=T Z (m1n1>20 +T Z

2
, (mynq)%
mini=mana<m(T) m(T)<mini=mana<m?2(T)

27ri)\(m1 +n1—mo —7’L2)

D DR +O(T 3 ‘ig’j))

mini=maona<m(T) k>m(T)

2miA(mi1+n1—ma—n2)

_ 1 € 3/2—0+¢
=T Z (m1n1)2" +T Z (mlnl)% +O(T )

mini=mang mini=mang
mi+ni=mao-+no m1+n1F#Fma+na

T Z 1 T 1 — cos2mA(my + ny — ma — ngy)
- 20 - Z 20
mini=maono (mlnl) mini=man2 (mlnl)

mi1+n1F#Fma+na

10



sin 2w A(my 4+ ny — mg — ng)
(mlnl)Qa

+iT +O(T*7)

mini=man2
mi+ni#Fmo+no

_ TC4(20) 7 Z 1 — cos2mA\(my + 21 — My — Ny)
C(4O_) mini=msnz (mlnl) 0
mi1+n1F#Fma+na
in 27\ — -
T Z sin 2w\ (my + 1y — my — ny) + O(TS/%UH)- (4.4)

min1=maonso (mlnl)QU

mi1+ni1#Fma+ne
Is T} apibrézimo ir simetrijos gauname, kad

Z* T < o9 Z (m1+ 1)+ (ny +1)> + (ma +1)* + (ng + 1)?

e (ming)? — — (minimang)®
1ni1=manz mini=msonsg

ol E ) -o(5 )

mini=manz2 mi,n1

_ O<T3(T1/2(3—2a)> _ O(T3/2_a+€). (45)

Naudodami [7] straipsnio 7.2 skyriaus jvertj

1
= O(T**ogT), - 1
Z Z mene log (n/m) ( ogT), 5= <o <1,

0<m<n<T

turime, kad

© Jlog(mong/miny)| ™t d(m)d(n)
Z (minimans)® B ( ZZ (mn)"log(”/m)>

mini#Fmans 0<m<n<m?2(T)

- ofr X% <n>vlig<n/m>):O(T2_2m)'

0<m<n<m2
Kai o > 1/2 ir lemmos formulés kairioji pusé yra reah, siir (4.3)-(4.5) israiskos parodo,
kad
' (2 in™ \ o —
/ Sy (o +it)|*'dt = T(C (20) 3 sin™ A(my +n1) s m))
1

C(40’) mini=tnans (m1n1 2
mi1+n1F#Fma+na

11



+O(T3/277%¢),

o tai jrodo lemmg. A
4.1 teoremos jrodymui uztenka gauti tinkama Ss(s) ketvirtaji momento jvertj. Toliau
pateiktas mums naudingas tvirtinimas.
4.3 lema. Tegul uy,...,u, yra kompleksiniai skaiciai, \y,...,\. skirtingi realieji
skaiciai, ir
Om = min |\, — A\l
n#m

Tada

r

Z umﬂn(An - /\m)_1 < i |Um|25;11
m=1

m,n=1
Jrodymas. Si lema yra dalis Montgomerio-Vono (Montgomery-Vaughan) teoremos,
ziuréti [6] staripsnio 2 teorema. A
4.4 lema. Tegqul T — oo, % < o < 1, ir tequl X\ yra iracionalusis. Tada, bet kokiam

pakankamai maZam € > 0, turime, kad
T
/ Sy (o 4 at)[*dt <\ T 277,
1

Irodymas. Pazymékime

4
r 1
20)= [ Y |
L To<m<q@)
Aiskiai matome, kad
- 4
Z(T) < / m dt + Zl(T) <)\ T + Zl(T), (46)
1
Cia
T 1 4
Z(T) = —| dt.
= ¥ oy

1<m<q(t)

Kaip ir S;(s) atveju, gauname, kad

T 1
am = [ % (G N+ N (ma + N (g ¥ AT

mi,n1,Mma2,n2

) ((m1 ) (s + A))itdt;

(m2 + )\) (n2 + )\)

12



Cia, kiekvienas my, ny, me, ny igyja reiksmes is intervalo [1,¢(t)]. Taigi

T 1
2T = /1 2 ((my + \)(n1 + A (ma + \)(ng + )i

1<mq,n1,m2,n2<q(T)

T+ N+ N\
X/ﬁ ((mQH)(nQH)) ds;

¢ia Ty = 2w max(m7i, ni, ms,n3). Kai A yra iracionalusis, turime, kad (m; + \)(ny + \) =

(mg + A)(ng + A). Todeél

T—-1T,
((my 4+ A)(n1 + A))227

Z(T) < Z*

mini=manz2

+ Z = ST

(MM Ema ) (1243) (manamans)'=7 | log ML

Cia * reiskia, kad sumuojame pagal my,ny,mg, ny € [1,q(T)]. Panasiai, kaip ir pries tai

randame, kad

* T d*(k) °
<T L L TPt (4.8)
Z ((ml + )\) (nl + A))Z*ZO’ kS%%T) 2—20

mini=manaz

ir

5 T, Z mid(min,)

< B D S
ming=mana ((ml + )‘) (nl + )‘))2720 m1,m<q(T) (7711711}272(7

1
< T5< >oomi Y ﬂ> < T, (4.9)
n

mi<q(T)  m<q(T) !
(4.7) formulés antros sumos israiskai, mes taikome 4.3 lema. Kadangi (my + \)(n1 +\) #

(mg 4+ A)(nga + A), nesunku pastebéti, kad,

(m1 + N)(ny + \)
(ma + A)(na + A)

log

N
- (m1+A) (1 +A)" (me+A)(n2 +A) )

¢ia c¢(A) yra teigiama konstanta. Pastaroji israiska ir 4.3 lema parodo, kad

* 1
Z (minymang)t=|log((mq + A)(ny + A)/(ma + A)(ng + )|

mini#Fmona
(m1+A)(n1+A)#(m2+X) (n2+A)

13



m
< T Z — <. T2U+€,
1<m<q%(T) "

ir

* 1
Z (minymang)t=|log((mq + A)(ny + N)/(ma + A)(ng + )|

mini#maons
(m14+A) (n1+A)#(m2+A) (n2+A)

kd?*(k
< ¥ LT

k<q?(T)

Dvi paskutinés israiskos, kartu su (4.7)-(4.9) iSraiskomis duoda, kad
Z\(T) <5 T* .
I$ (4.6) israiskos gauname, kad
Z(T) < T* . (4.10)

Dabar, naudodami Ss(s) apibrézima ir (4.10) israiska, mes gauname

T T
/ |So(o 4 it)|*dt < / >4 Z(t)
1

1

T
= P ZW|F + (40 —2) / Z(tt o de
1

T
<<)\ T2—2a+s+/ t1—2cr+sdt <<)\ T2—20’+6'
1

Tai jrodo lema. A
4.1 teoremos jrodymas. 1§ Kogi-Svarco (Cauchy-Schwarz) nelygybés savybés, ir 4.2 ir
4.4 lemy turime, kad

T
/ (S3(o +it)S2(o +it) + SZ(o + it) S5 (o + it) + 4]S7 (o + it)[*|S3 (o + it)[*)dt

1

T T 1/2
< < / [Si(0 +t)[*dt / |Sz(a+it)]4dt> <y T30+,
1 1

T
1

14



+281 (0 +it) S5 (0 + it)Sa(o + it) + 251 (0 + it)S3 (0 + it) Sy (o + it))dt

T 1/2 T 1/2
< (/ ysl(a+z’t)\2152(a+z't)\2dt> <</ ]Sl(a+it)]4dt>
1 1
T 1/2 T . (1/4)
+</ |Sg(a+it)|4dt> ) <\ (/ |Sl(a+it)|4dt/ |52(a+z't)|4dt>
1 1 1

X(T1/2 +T1—a+5) <\ T3/4—(0’/2)+6(T1/2 +T1—0’+6) <y /_Z—v(5/4)—(a/2)-i-57

T

T T 1/2
/ |S1(U+it)|3t_(1/4)dt<< </ |51(0+it)|4dt/ |51(<T—|—z't)|2t_1/2dt>
1 1

1

< TRAE

T
/ S50 + i) [Pt~V at

1

1/2

T T
< (/ |Sg(a—|—it)|4dt/ |32(a+it)|2t—1/2dt>
1 1

<\ T3/2—3/20+5

T
/ Sy (0 + it)[[Sa (o + it) [t~V dt

1

1/2

T T
< ( / [S1 (0 +it) [P~ at / |Sz(a+it)|4dt> < TEM=ote,
1 1

T

T
/ 151 (0 4 it) [} Sa (o +it) [t~ MV dt < (/ |S1(o +it)|'dt
1

1

15



T 1/2
X / |52(<7+z't)|2t1/2dt> <y TH=/D+e,
1

T
T

/ |S1 (0 + it)Sy(o +at) |t /2dt < (/ 1Sy (o + it)| 2t~/ 2de
1

1

T 1/2
X / |S2(a+it)|2t_1/2dt> <, T34=(0/2)+
1

Visi sie jverciai kartu su 4.2 ir 4.4 lemomis, kai T' — oo duoda, kad

T
/ |G\ (o +it)|*dt
1

_ T<C4<20>_2 y o st ”1‘m2‘"2>>+o<T>.

((40)

20
min
mini#mana ( 1 1)
mi+ni#Ema+na

16



5 Funkcijos ()(s) ketvirtasis momentas, kai A

racionalusis skaicius

Siame skyriuje jrodysime funkcijos ¢y(s) ketvirtojo momento asimptotika, kai A racio-
nalusis skaicius.

5.1 teorema. Tarkime, kad \ yra racionalusis skaicius, 0 < A < 1. Tada, kai
3/4 < o <1, galioja 4.1 teoremos formulé.

Dydzio Si(s) ketvirtojo momento asimptotiné formulé neprikauso nuo parametro A
aritmetinés prigimties, todel ji lieka panasi, kaip ir 4.2 lemoje.

5.2 lema. Tequl 0 < A <1 ir % <o <1. Tada

I ¢(20) sin? TA(my + ny — mg — no)
lim — S ) [Adt = 222 — 2 .
Jim g [ s witar = -2 S (mym o

Irodymas. Pateiksime tik jrodymo santrauka. Tegul

mini=mansz

Ty = 2rmax((my + 1)%, (ny + 1)%, (ma + 1)2, (ny + 1)2).

Tada i$ S;(s) apibrézimo, randame, kad

* (T . Tl)e27ri)\(m1+n1—m2—n2)

/1 1S (o +it)|*dt = Z ()20

mini=mang

+O< Z |10g(m2n2/m1”1)\_1)’ (5.1)

(minymang)®
miniF#mana

¢ia * reiskia, kad sumuojame pagal visus mq,ni,me,ny € [L,m(T)]. Kai T — oo, is

formulés
o0 d2 4
1) _ ¢ 1
k2o ((40) 2

k=1
¢ia d(k) zymi dalikliy funkcija, gauname tokj jvertj
Z* e27ri)\(m1+”1—m2—”2) _ <4<20'> 5 Z Sin 77)\(m1 +ny — mo — nz)

2 2
mini1=mans2 (mlnl) g 6(40) mini=manz (mlnl) 7

2
) sin“wA(my +ny —mg —n
_I_ i E: (1 1 2 2)

o +o(1), (5.2)

ming=mana

T7 apibrézimas ir riba

1 220
Z Z mone log(n/m) =0(T log T),

0<m<n<T

<o <1,

N —
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reiskia, kad, kai T" — oo, galioja jvertis

1 - o
T Z (m1n1)20 N (1)

mini=manz2

ir

L Z | log(mana/mani )|~ — o(1)

T (mlnlmgng)"
mini#Fmansg

Taigi (5.1) ir (5.2) jrodo 5.2 lema. A
Dabar rasime dydzio Sa(s) ketvirtojo momento jvert;.
5.3 lema. Tarkime, kad X yra racionalusis skaicius ir 0 < A < 1. Tada, kai% <o<l1

irT — oo,

1 T

Irodymas. Pazymékime

T Z 1 4
2r)= | |
b To<m<q() (m+2)
ir
T 1 4
Zi(T) :/ Z (m + A)i—o—it dt.
b Tiam<q@)
Tada, akivaizdu, kad
Z(T) <\ T + Zy(T). (5.3)

Turime, kad

T 1 (my 4+ N)(ny + A\
20= [ T T T G )

my,n1,Mm2,n2

Cia, kiekvienas my, ny, ms, ny igyja visas reikSmes is intervalo [1, ¢(t)]. Todeél

1
Z(T) = 2. ((m1 4 A)(n1 4 A)(ma + A)(ng + A))1—°

1<ma,n1,ma2,n2<q(T)

[ (e ey,

¢ia Ty = 27 max(m?,n?, m3,n2). IS pastarosios lygybés pastebime, kad
y T-T,

Z(T) < Z _
(m1+A) (n1+X)=(ma+\) (na+X) ((m1 4+ AN)(ny+N))
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—1
log(m1+M)(n1+A)
(ma+X)(n2+A)

*

¥ 2.

(m1+A) (n1+A)#(m2+A) (n2+A)

, (5.4)

(minimang)l—7

¢ia zvaigzdute * reiskia, kad sumuojame pagal visus mq, ny, mq,ny € [1,¢(T)].
Pirmoji suma (5.4) israiskoje yra jvertinama taip

«r Yy i

m<@2(T)m—vVT<n<m+vVT

d(m)

3/2+ E: LA 1/2+20+

< T ) 2-20 <T )
m<q?(T)

ir

m2d(myny)d(n
< S e

m1,n1<g(T)mini —vVT<n<myini+vT

1
< T1/2+8 20 - < T1/2+20+€. 5.5
Z my Z 272 (55)

m1<q(T) ni<q(T) 1
Isriskoje (5.4) antrosios sumos riba yra gauta naudojant Montgomerio-Vono teorema,

kuri yra pateikta 4.3 lemoje. Su realigja teigiama konstanta c(\)

(m1 + /\) (n1 + )\) c min 1 1
(ma + \)(ma + A ‘ = () ((m1 N ) (N (e T )\)>'

Todél Montgomerio-Vono teorema parodo, kad

' log

Z* [log((my + N)(ny + N)/(ma + X)(ng + N))| 7 -
(minymang)t—2 <x
(m14X)(n1+X)#(m2+X) (n2+A) 1111272
m
Y. T (5.6)

1<m<q<*(T)

Dabar i$ (5.3)-(5.6) mes gauname israiska
Z(T) <<)\ T1/2+20‘+€
Sis jvertis ir Sy(s) apibrézimas rodo, kad

T T
/ Sy (0 + it)[*dt < / 127104 7(t) <, TO/D-20+e,
1

1

Taigi, kai 3 <o <1,

1 14
Tlgr()lof/l |Sa (0 + it)|*dt = 0.
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A
5.1 teoremos jrodymas. Atsizvelgiant i 5.2 ir 5.3 lemas uztenka jvertinti (4.2) lygybeés

reik§mes. IS minéty lemy, kai 2 < o0 < 1ir T — oo gauname, kad
y lemy, kai 3 g

1 T
7 / (S?(0 +it)S2(o + it) + S (o +it)S3 (o + it) + 4]S% (o + it)[*|Sa (o + it)[*)dt
1

T T 1/2
< %(/1 |Sl(o+z't)|4dt/1 |52(a+7;t)|4dt) —o(1), (5.7)

T -
/ (252(0 + i)Sh (0 + i8)52(0 + i) + 251 (0 + it)S%(0 + i) Sa(o + it)
1

M=

+251(0 +it)S3(0 + it)So(o + it) + 251 (0 + it)S3(o + it) Sa(o + it))dt
T T 1/4
< = ( / Sy (o +dt)[*dt / |So (o + it) |4dt) x (TV? 4 TG/4)=ote
1 1

= o(1). (5.8)

Aisku, kad kiti déemenys (4.2) lygybéje yra o(1), kai T" — oo.
Taigi 5.2 ir 5.3 lemos, ir (5.7), (5.8) lygybés jrodo teorema. A
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6 ISvados

Magistro darbe jrodyta artutiné funkciné lygtis periodinei dzeta funkcijai ¢y(s). Si
lygtis yra panaudota funkcijos ()(s) ketvirtojo momento asimptotikai kritinéje juostoje
% < 0 < 1 gauti. Pagrindinis darbo rezultatas yra toks: Kai A\ yra iracionalusis skaicius,
0< A<, ir % < 0 < 1, arba kai A yra racionalusis skaic¢ius, 0 < A\ < 1, ir % <o <1,
tuomet galioja tokia funkcijos ()(s) ketvirtojo momento asimptotiné formulé

lim ~ /T ICa(0 4 it)[*dt = ¢) _, > sin A + g —m, - n2).
1

T—oo T C(40’) mini—=mans (mlnl)%
mi+ni#Emo+no
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7 Summary

In the master thesis we obtain the asymptotics for the fourth power moment of the
periodic zeta-function (,(s) with rational and irrational parameter A. The main result of
the thesis is following: Let A\, 0 < A < 1, be irrational number and % <o <1, orlet A
0 < A < 1, be rational number and 2 < ¢ < 1, then for the function (,(s)

lim l/T|CA(U+Z't)‘4dt: ¢'(29) -2 Z sin” mA(m, + my _mQ_HQ).
1

T—o0 T C(40’) i (mlnl)z"
mi+ni#mo+no
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