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Mokslo problema

Atsitiktiniy dydziy sumy ribinés teoremos atlieka pagrindinj vaidmenj tikimybiy teorijoje ir placiai tai-
komos statistikoje. Darbe nagrinéjami markoviskai priklausomi atsitiktiniai dydziai, kuriy reikSmés yra
sveikieji skaiciai. Sioje srityje dauguma zinomy moksliniy tyrimy apriboti vadinamaja seky schema, t.y.,
kai X; nepriklauso nuo n ir S,, = X; + Xo +--- + X,, = Sp—1 + X,,. Tokiems dydziams aproksimuoti
buvo naudota centriné ribiné teorema bei jos patikslinimai (Berry-Esseen tipo jverc¢iai ir Edgeworth tipo
skleidimai). Atkreipiamas démesys, kad markoviskai priklausomu dydziy diskrec¢iy sumuy aproksimacija yra
tolydus normalusis skirstinys. Dél Sios priezasties negalima taikyti nei pilnosios variacijos, nei taskinés
metrikos, uztenka apsiriboti vien tolygiaja Kolmogorov’o metrika.

Bendresné serijy schema, kai X; priklauso nuo n, suma S, = X1, + Xopn + -+ + Xpn, Sne1 =
Xip—1+ -+ Xp_1p—1 yra Zymiai maziau tirta. Siems dydziams taikytos Puasono ir sudétinés Pu-
asono aproksimacijos. Vis délto, daugumoje sudétiniy Puasono aproksimacijy yra stipri peréjimo tikimybiuy
priklausomybé nuo démeny skaiciaus n, o aproksimacija seky schemose yra trivialios O(1) eilés. Taigi Siy
aproksimacijy negalime laikyti Gauso désnio diskreciais analogais ar pakaitalais. Egzistuoja tiktai keletas
aproksimacijy (daugiausia susijusiu su markoviskai binominiu skirstiniu), kurios yra universalios ta prasme,
kad gali efektyviai pakeisti normaliaja aproksimacija esant visam peréjimo tikimybiy spektrui: pradedant
atveju, kai peréjimo tikimybés konverguoja i nulj eile O(n~1), baigiant atveju, kai jos yra absoliutinés kons-
tantos. Taip pat, kiek zinoma, Puasono tipo aproksimacijos simetrinei Markovo grandinei nebuvo tyrinétos.

Sioje disertacijoje sudéting Puasono aproksimacija taikome sumoms ZZ=1 f (&), kur f — funkcija, igy-
janti reiksmes sveikyjy skaiciy aibéje, &1,&o, - - , &, yra homogeniné Markovo grandiné su baigtiniu buseny
skai¢iumi. Markovo grandiniy seriju schema naudojama atvejais, kai f reikSmiu sritis yra {0,1} arba

{-=1,0,1}. Specialus démesys skiriamas peréjimo tikimybiy matricos simetrijai.

Tikslai ir uzdaviniai
1. Parodyti, kad seky schemose markoviskai priklausomy sveikareikSmiy atsitiktiniy dydziy aproksima-

cija paslinktu Puasono désniu gali buti tinkamesné negu aproksimacija normaliuoju désniu.

2. Jrodyti Simons-Johnson teorema markoviskai binominiam skirstiniui ir simetrinei trijy buseny Mar-
kovo grandinei, t.y. pademonstruoti, kad konvergavimas j sudétinj Puasono désnj yra stipresnis negu

pilnosios variacijos metrikos atveju.

3. Irodyti dalinj pirmosios tolygiosios Kolmogorov’o teoremos atveji markoviskai binominiam skirstiniui

konstruojant sudétinj Puasono skirstinj, kuris aproksimuoja O(n~=2/3) eilés tikslumu.

4. Simetrinei trijy buseny Markovo grandinei sukonstruoti sudéting Puasono aproksimacija, kurios tiks-
lumas buty panasus j nepriklausomy simetriniy atsitiktiniy dydziy sumos aproksimacija lydinéiuoju

Puasono désniu.
5. Simetrinei trijy buseny Markovo grandinei sukonstruoti antros eilés sudétines Puasono aproksimacijas.

6. Sukurti netolygius, lokalius jvercius bei jverc¢ius i$ apacios simetrinés trijy buseny Markovo grandinés

aproksimacijoms sudétiniu Puasono désniu.

Aktualumas

Normaliosios aproksimacijos diskretus analogai, kurie galioja stipresnéms metrikoms ir yra tikslesni seriju
schemoms, turi teorine ir praktine reikSme. Markoviskai priklausomy dydziy pradinis skirstinys gali buti la-
bai sudétingos strukturos. Tuo tarpu be galo dalios sudétinés Puasono aproksimacijos yra aiskios strukturos
ir daug patogesnés praktiniams skaiciavimams, ypac¢ kai naudojamos Furjé transformacijos ar rekursiniai

algoritmai.



Naujumas

Sioje disertacijoje pirma karta simetriniy markoviskai priklausomy atsitiktiniy dydziy sumoms taikoma su-

détiné Puasono aproksimacija. Aproksimacijos tikslumas jvertinamas pilnosios variacijos, Wasserstein’o ir

lokaliojoje metrikose. Pirmosios tolygiosios Kolmogorov’o teoremos dalinis atvejis irodomas markoviskai

binominiam skirstiniui. Taip pat markoviskai binominiam skirstiniui ir simetrinei triju buseny Markovo

grandinei jrodoma Simons-Johnson teorema. Pademonstruota, kad seky schemoms centrinés ribinés teore-

mos analoge paslinktas Puasono skirstinys gali buti naudojamas vietoje normaliojo désnio.

Metodai

Sioje disertacijoje naudojamas charakteristiniy funkcijy metodas.

Ginamieji teiginiai

1.

Markoviskai binominio skirstinio artumas be galo daliy désniy klasei pilnosios variacijos metrikoje yra

ne blogesnis nei O(n=2/3) eilés.

. Simetrija pagerina markoviskai priklausomy dydziy aproksimacija sudétiniu Puasono désniu. Tritaskio

skirstinio aproksimacijos tikslumas yra O(n~1!) eilés, toks pat kaip ir aproksimacijos sudétiniu Puasono

désniu nepriklausomy atsitiktiniy dydziy atveju.

. Sudétiné Puasono aproksimacija gali buti taikoma seriju schemoje (kuomet kai kurios peré¢jimo tiki-

mybés yra o(1) eilés) ir seky atveju (kai visos peréjimo tikimybés yra absoliutinés konstantos).

Iverciai is apacios pilnosios variacijos, lokalios ir Wasserstein’o metrikose patvirtina, kad sukonstruota

sudétiné Puasono aproksimacija simetrinei trijy buseny Markovo grandinei yra tikslios eilés.

. Markoviskai binominiam skirstiniui bei skirstiniui, paremtam simetrine trijy buseny Markovo grandine,

galioja Simons-Johnson teorema, t.y. i sudétinj Puasono désnj konverguojama su eksponentiniais

svoriais.

. Simetrinei trijy buseny Markovo grandinei antros eilés sudétinés Puasono aproksimacijos pagerina

konvergavimo greitj iki O(n=2) eilés.

Paslinkta Puasono aproksimacija homogeniniy Markovo grandiniy schemoje yra to paties tikslumo

kaip ir normalioji aproksimacija, tik stukturiskai tinkamesné.

Pagrindiniai rezultatai

Zymenys

Sioje disertacijoje naudojamos keturios metrikos. Pilnosios variacijos metrika tarp dviejy tikimybiniy maty

P ir @, kurie koncentruoti sveikuose skai¢iuose Z, yra apibréziama taip:

oo

IP=Ql= > IP{k}—Q{k}| =2ilé%\P(A)—Q(A)I-

k=—o00

Taip pat galima isreiksti ekvivalencia formas:

IP-Ql = sw| Y PR - Y fRQEY.
fer k=—o0 k=—o0



Cia supremumas imamas pagal visas funkcijas f : Z — R, kurios yra apréztos 1. Wasserstein’o metrika

(taip pat zinoma kaip Dudley, Fortet-Mourier arba Kantorovich metrika) apibréziama taip:

IP=Qlw = > IP{(=00.k} - Q{(~oc,kl}
k=—oc0
= s | Y0 SWPG - 3D Q|

k=—o0 k=—o0

Cia supremumas imamas pagal visas funkcijas f : Z — R, tenkinandcias supy, | f(k) — f(k — 1)| < 1. Lokali

bei Kolmogorov’o metrikos atitinkamai yra uzrasomos taip:
1P = Qllec = sup [P{k} = Q{k}, [P —-Qlk = sup |P{(—00, k]} — Q{(—o00, k]}|.

Toliau pateikiame naudojamas santrumpas. Tegul I Zymi pasiskirstyma, koncentruota sveikajame taske
keZ,I=1Iy. Tegul U ir V yra du baigtiniai matai, koncentruoti sveikyju skaiciy aibéje Z. Maty U bei V'
U{A — k}V{A} aibei A C Z;
taip pat VY = I. Mato V eksponenté iSreiskiama exp{V} = ?‘;OV” /4!, o Fourier-Stieltjes transformacija
Zymima V(t). Taip pat exm(t) =exp{V(t)}, I(t) = 1, I (t) = e,

Taip pat apibréziame U(x) = U{(—o0,z]}. Visiems y e Rir j e N={1,2,3,...},

() sen ()

Visas teigiamas absoliutines konstantas zZymime C. Tam tikrais atvejais, kad iSvengtume galimy nesusi-

sandaugos ir laipsniai suprantami sasukos prasme, t.y. U x V{A} = > 72

— 00

pratimy, konstantas C' pateikiame su indeksais. Zyméjimas C(-) naudojamas konstantoms, priklausanéioms
nuo nurodyty parametry.
Pagrindiné disertacijos aproksimacija yra sudétinis Puasono skirstinys su geometriniu skirstiniu ekspo-

nentéje. Pateikiame jo charakteristing funkcija:

(et —1)
- . < i 1.
eXp{l—(l—p)elt}’ 0<p<

Markoviskai priklausomy dydziy sekos: paslinkta Puasono aproksimacija

Sirazhdinov [15] pirmasis iStyré homogeniniy Markovo grandiniy su baigtiniu buseny skaic¢iumi konvergavimo
i normalyjj désnj greitj. Nagaev [11] tesé panaSiy homogeniniy Markovo grandiniy su begaliniu buseny
skai¢iumi tyrima. Pateiksime vieng pagrindiniy Nagaev rezultaty. Tegul 9 yra tasky w aibé, By - jos
poaibiy o-algebra, p(w,4) - peréjimo tikimybiy funkcija. Tegul p(w, 4) tenkina salyga: egzistuoja toks

teigiamas sveikasis skaicCius ko, kad

sup |p(k°)(w,ﬂ) —p(kO)(T, )| =6<1, A€Byw,TEY, (1)

w,T,4

kur p(k‘))(w, A) zymi kg zingsniy peréjimo tikimybiy funkcija. Jei salyga (1) tenkinama, tuomet egzistuoja

toks stacionarus skirstinys p(4), kad

sup  [p() —p™ (w, 2)| < 6/ <571,
wEY,A€By

Cia p = §'/%0 ir |-| Zymi sveikaja skaic¢iaus dalj.



Tarkime, kad atsitiktiniy dydziy seka 97,9, - ,9,, -+ tenkina salygas:

P(rea) = n(a),
P(9,€4) = / P (w, 2)7(dw).
y
Cia 7() zZymi pradinj skirstinj.

Tarkime, kad funkcija f(w), apibrézta aibéje 9, yra mati sigma algebros B, atzvilgiu. Jei w(4) = p(A4)
ir fy 2 (w)p(dw) < oo, tuomet egzistuoja

1 n 2
lim E|— — T)p(dT =02 >0.
Jm - > (700~ [ stmtan) )]
Zemiau pateiktos normuotos sumos pasiskirstymo funkcija zymima Fj,,(z).

(700 / fowian))

S A
r\/ﬁkﬂ —ﬁ yf(T)p(dT)_a\/ﬁ_o\/ﬁ’

n+1

1

Sn

[
(]
=
2
S
+
—

n+1
da S, = Z f(9%) bei A= (n+1) fy f(r)p(dr). Standartinio normalaus pasiskirstymo funkcija Zymime
k=1

®(x). Sumos S, pasiskirstymo funkcijg Zymime F, (z). Toliau formuluojame salygas, naudojamas [11].
Salyga (Hy): realiy skaiciy aibéje egzistuoja tokia funkcija g(x), kad lim,_,~ g(x) = co ir
sup,, [ [f()[*g(|f(7))p(w, dr) < co.

Salyga (H): tegul o yra skaiti buiseny w; aibé, formuojanti teigiama klase, f(w;) = m + k;h, kur k; yra
sveikasis skaicius, m - bet koks realus skaicius, h > 0, ir pasirinktiems ¢ ir 7 jmanoma rasti tokj indeksa k,
kad p;r > 0 ir pjr > 0 (pix = p(wi, wk)).

Nagaev jrodé, kad jei tenkinamos salygos (H3) ir (H), didziausias bendras daliklis k; lygus 1 ir Z |f (wie) |7 (wi) <
k=1

For(z) — ®(z) = 1ef2/2<Q1”(x) + Sl(z)) + 0<1>, (2)

tolygiai x-o atzvilgiu, kur

oo, tuomet

Si(w) = gso((“”;")" ”) Sow) = la] o+ 3, mnz—\/zm,
Que) = “2(1—a?) 4, szigmﬂm
b = 5 (B0 43 B PO + 33 B0 ke
6y By J00)J051) 011

=1

k
fw) = flw)- /y F()p(dr).

Matome, kad diskretus skirstinys aproksimuojamas tolydziu, todél aproksimacijoje atsiranda papildomas
glodinantis narys Sy (z)/y/n. Normalioji aproksimacija pilnojoje variacijoje yra trivialios eilés, t.y. ||Fnr —

o = 0(1).



e}
Suformuluosime ir lokaly jverti, pateikta [11]. Jei tenkinamos salygos (Hy,), (H) ir Z | f(ws)
i=1

¥ =27 (w;) <

oo tenkinamos, pradinis skirstinys yra m; = 7(w;), tuomet
n

P(Zf(%) =mn+ sh) = % . e_%\/;z (1 + % (?(zis — 3zns) — zm)w)> + o(n_1/2), (3)

éia zps = (m(n +1)+sh—(n+1) Z f(wi)p(wi))/a\/ﬁ.

(2) ir (3) lygéiy jrodymai paremti charakteristiniy funkcijy skirtumu nulio aplinkoje.

Skirtingai negu Nagaev [11], kuris aproksimavo centruotos ir normuotos sumos S,, skirstinj F,,, Sio-
je disertacijoje aproksimuojame pradinés sumos S, skirstinj F,,. Toks pasirinkimas atrodo natiiralesnis
gardelinéms aproksimacijoms.

Tegul G yra matas su tokia charakteristine funkcija:

Gt) = exp{it|A—no®| + (no?+ {A—no*})(e* — 1)} x
{1 +no? (aa - é) (e —1)3 + oA (el —1)].

Suformuluosime pagrindinj trecio skyriaus pirmo poskyrio rezultata.

1 Teorema. Jei galioja salygos (Hy), (H) ir Z |f (wi)|m(w;) < 00, tuomet visiems n = 1,2, ...,
i=1
1Fr =Gl = o(n™), (4)
1For =Gl = o(n™'/?2). (5)

Teorema jrodoma remiantis trikampio nelygybe bei Nagaev gautais rezultatais [11]. Teoremos jrodymas
pateiktas disertacijoje.

Lyginant (4) su (3) bei (5) su (2), matome, kad aproksimacijy tikslumas islieka toks pat. Is kitos pusés,
aproksimuojantysis matas G yra daug logiskesnés strukturos, nes jis apibréztas toje pacioje gardeléje kaip

ir F,. Dél 8ios priezasties, papildomas glodinantis narys S;(x)//n tampa nebereikalingu.

MB skirstinio aproksimacijos

Markoviskai binominio skirstinio apibrézimas skirtinguose $altiniuose truputj skiriasi. Sioje disertacijoje
pasirinkome bendriausig apibrézima i$ [7]. Tegul &o,&1,...,&n, ... yra nestacionari Markovo grandiné su

pradiniu skirstiniu P(§y = 1) = pg, P(§o = 0) =1 — po, po € [0, 1] ir peréjimo tikimybémis
P& =1[&-1=1) =pi1, P& =0[&—1 = 1) = pio,

P& =1]&-1=0) = po1, P(& =0[&-1 =0) = poo,
P11+ p1o = po1 + poo = 1, p11,P01 € (0,1), teN.

Kitaip tariant, peréjimo tikimybiy matrica atrodo taip:

P Poo  DPo1 .
Pio P11

Sumos S, =& +-- -+ &, (n € N) skirstinys £(5,,) vadinamas markoviskai binominiu skirstiniu. I$ tikro S,
parodo sékmingy bandymy skaiciy iS n markoviskai priklausomy bandymy. Kiti autoriai i apibrézima dar

itraukia stacionarumo prielaida arba pasirenka konkrety pradinj skirstinj. Pavyzdziui, Dorbushin’o darbe



[7] tariama, kad po = 1 ir nagrinéjama S,,_; + 1. Vienas pirmyju markoviskai binominj skirstinj analizavo
Koopman [9]. Jis peréjimo tikimybes susiejo su bandymy skai¢iumi n ir tyré sumos S, ribinj skirstinj.

Markoviskai binominis skirstinys laikomas binominio skirstinio apibendrinimu. Jei pgy = pi19, tuomet
markoviskai binominis skirstinys sutampa su binominiu skirstiniu. Zinoma, kad atitinkamai normuotas
binominis skirstinys turi 2 neiSsigimusius ribinius désnius - normalyjj ir Puasono. Tuo tarpu markoviskai
binominis skirstinys turi 7 ribinius désnius.

Pateikiame keleta zinomy rezultaty, susijusiy su markoviskai binominio skirstinio aproksimacijomis ir bi-
nominiais désniais. Pradedame nuo klasikinés Prokhorov’o Puasono aproksimacijos binominiams skirstiniui.
Tegul p € (0, 1] ir tegul Pois(np) zymi Puasono skirstinj su parametru np, t.y. Pois(np) = exp{np(I — I1)}.
Prokhorov pirmasis jrodé, kad jei np < 1, tuomet aproksimacijos tikslumas yra O(p) eilés, zr. [13]. Ivertis

su geriausia zinoma konstanta
I((1 = p)I + pI)" — Pois(np)|| < 2min(p, np?)

irodytas [3].
Markov [10] parodeé, kad, jei peréjimo tikimybeés yra nenulinés konstantos, atitinkamai normuotas mar-
koviskai binominis skirstinys yra asimptotiskai normalus. Jei tenkinamos salygos pg = 1, pijon — oo,

po1n — oo ir max{npgg, np11} — 0o, tuomet markoviskai binominiam skirstiniui galioja

(Sp—1+1) —nM /9c 22
P{ T < x} — _Ooe dt,

kur M = po1/(p1o + po1) it A= (p1opo1 (P11 + poo))/ (Pro + por)?, 7r. [7].

Dobrushin [7] parodé, kad normalusis skirstinys yra tik vienas i$ septyniy galimy ribiniy désniy mar-
kovigkai binominiam skirstiniui. Pavyzdziui, jei p11 — D, npor — A ir pg = 1, tuomet sumos S,_1 + 1
ribinis désnis yra sasuka Go * exp{\(Go — I)}, kur Gy yra geometrinis skirstinys su parametru p, t.y.
Go(t) = (1 — p)e/(1 — pei*). Sis ribinis skirstinys buvo tirtas ir kity autoriy. Pvz., [6] irodyta, kad, jei
po = po1/ (P10 + po1) ir A > 0, tuomet

2po1 (1 + p11 + npo1(2 — p11))

L(Sn) — MG -1 < 2 — A+
1£(5) = exp{MG = D} < 2Anpor = N L

b

¢ia G yra geometrinis skirstinys ir G (t) = p1oe'’ /(1 —prre'?). Aproksimacijos tikslumas yra ne geresnis negu

O(np?,) eilés. Panasus jvertis buvo gautas ir [19].

Serijy schema: pirma tolygioji Kolmogorov’o teorema markoviskai binominiam skirstiniui

Beveik pries Sesiasdesimt mety Kolmogorov [8] jrodé, kad tolygiojoje metrikoje bet koks nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy sumos skirstinys mazai skiriasi nuo be galo daliy désniy aibés . Optimalius aproksima-
cijos tikslumo grei¢ius nustaté Arak ir Zaltsev, iSsamia Sios problemos istorija galima rasti [1]. Arak jrodé,
kad vienodai pasiskirséiusiy atsitiktiniy kintamyjuy sumai (taip pat vadinama pirma tolygioji Kolmogorov’o
teorema) galioja
Cin~?/3 < sup inf ||[F*™ — Dl < Con™2/3. (6)
Fer DED

Cia supremumas imamas pagal visy skirstiniy aibe. Nors skirstiniui ' néra jokiy prielaidy, aproksimacijos
tikslumas vis tiek yra daug geresnis negu zymiojoje Berry-Esseen teoremoje. Be to, geriausia be galo dali
aproksimacija néra tiesiogiai susijusi su aproksimuojamosios sumos ribiniu eglesiu.

Apskritai, pirmoji tolygioji Kolmogorov’o teorema negalima pilnosios variacijos metrikoje. I8 kitos pu-
sés, gardeliniams atsitiktiniams dydZiams, turintiems pakankama momenty skaiciy, tam tikras (6) analogas

pilnojoje variacijoje galioja; zr. [2] teorema 4.1. IS tikro aproksimacija bet kokio F' aibe D gali buti susiau-
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rinta iki aproksimacijos, kai F' yra gerai zinomas parametrinis skirstinys. Tuomet Kolmogorov’o problema
suprantame kaip F*" artumo D klasei tolygy jvertinimg pagal visus galimus F' parametrus. Pavyzdziui,
binominiam skirstiniui Kolmogorov’o problema yra visiskai iSspresta pilnojoje variacijoje, z. [1] and [12], IV

ir VIII skyrius. Tegul Bi(n,p), p < 1/2 Zymi binominj skirstinj. Tuomet
Csenp < %rég) [Bi(n,p) — D|| < Caenp. (7)

Cia €,, = min (np?,p, max ((np)~2,n~1)). Toliau galima formuluoti tolygiaja Kolmogorov’o teorema bi-
nominiam skirstiniui:
Csn™ 23 < sup inf ||Bi(n,p) — D|| < Cen™ /3. (8)
p<1/2 DeD
Pastebima, kad lygtyje (8) aproksimacijos tikslumo eilé yra ta pati kaip ir jvertyje (6), nors naudojama
stipresne metrika.

Priklausomy atsitiktiniy dydziy sumos aproksimacijos aibe ID problema dar néra iSspresta, nes sumos
elgesys stipriai priklauso nuo priklausomybés pobudzio. Netgi silpnai priklausomy Bernulio dydziy suma gali
turéti savybes, kurios labai skirsis nuo binominio skirstinio savybiy. Markoviskai binominis skirstinys yra
tiesioginis binominio skirstinio apibendrinimas. Dél Sios priezasties aproksimuojant galime tikétis kazkokio

lygties (7) analogo. IS teoremos 3.1 [6] iSplaukia, kad, jei p11 < 1/2, tuomet

%ré% [£(Sn) — D|| < Cpoi(p11 + po1) min (1’ ) + C'min(po1,npg;) + Cp1n + por)e <™. (9)

1
v/ 1Po1
Cia C7 = In30/19 = 0.4567 . ... Pastebime, kad esant pg; = O(1), lygties (9) jvertis yra tos pacios trivialios
eiles O(1). IS teoremos 1.3 [5] iSplaukia, kad, jei pp = 1, p11 < 1/20, po1/(p1o + po1) < 1/30 and p11 < po1,

tuomet
. . < -1 -2y
gé%HE(Sn) D <C(n™" + (npo1)7) (10)

Prielaida p1; < po1 yra labai ribojanti. Ji neapima sudétinio Puasono ribos tuo atveju, kai p;; — p > 0,
npor — A.

Sioje disertacijoje jrodomas (10) lygties analogas visiems p;; < 1/4 ir po; < 1/30. Kitaip tariant,
pasirenkame maza po; ir ne tokj maza pi1, kurie pagal prielaidas reikalingi, kad ribinis désnis buty sudétinis
Puasono skirstinys. IS vienos pusés abi tikimybés mazos, is kitos, tikimybés pg; ir p1; gali buti konstantos
eilés, t.y. apimama ir centrinés ribinés teoremos galiojimo sritis.

Toliau jvedame jvairias S,, charakteristikas. Tegul

M= P1oPo1 o = — PLoPds < + P1o > _ ’Yi
P10 + por’ (P10 + po1)? P10 + Po1 27
o m 2 p11P10(2P01 — P10) 2p01p%o }
Y3 = -+t {p po1 + +
’h{ 3 " popo+por) UM P10 + Po1 (P10 + po1)?
+ Po1 <p11 + P10 )}7
D10 + Po1 P10 + Po1
(pm — P11 ) P11P1o
= M\ ———— —Po), 2=Po——— >
P10 + Po1 P10 + Ppo1
v = —6n(yw+y3)+8, 0<pB<1, ir S yratoks, kad vy € Z,
B B
A= nn+4e+33) -6 A= rz A1 =—n(272 +373) + 3
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Taip pat apibréSime matus:

5 — = pioe ~
G = plofl*ijllfj <G(t)1—pllelt)’ H:I*F%Q(G*I),

U = G xexp{A(G—1)+ (G2 —I)+A_1(I_1 —I)/p1o}.

Suformuluosime pagrindinius trecio skyriaus antro poskyrio rezultatus.

2 Teorema. Tegul p11 < 1/4, po1 < 1/30, npo1 = 3. Tuomet

- 1 1
1£(Sn) — H xexp{sa(G—1)} xU|| < Cgmax <n’(npm)2>’ (11)
. Co 11
I£(Syn) — Hxexp{sa(G—I)}*U|lec < mmax (n’(mom)z). (12)

1 Pastaba. (i) Jeigu 2 teoremoje tikimybés p11 ir po1 yra absoliutinés konstantos, tuomet galioja centriné
ribiné teorema, #r. [7]. Siuo atveju, (11) jvertis yra O(n=1) eilés, t.y. daug geresnis negu O(n~/?) eilés,
kurios buty galima tikétis is normaliosios aproksimacijos.

(ii) Lemoje 5.3 [6] irodyta, kad H € D. Taip pat Sioje disertacijoje parodoma, kad exp{sc (Q—1I)}+U € D,

todél aproksimacija 2 teoremoje yra be galo dalus skirstinys (o ne Zenklg keiciantis matas).

Tolygiosios Kolmogorov’o problemos kontekste prielaida npg; > 3 néra labai ribojanti. Jei npg; < 3,
tuomet teoremoje gautas aproksimacijos tikslumas gali buti pasiektas su bet kokiu be galo daliu skirstiniu.

Suformuluosime tolygiosios Kolmogorov’o teoremos versija markoviskai binominiam skirtiniui.

3 Teorema. Ejgzistuoja tokios absoliutinés teigiamos konstantos Cyg ir C11, kad visiems n € N

sup inf [|£(S,) — D| < Cron~ /3, (13)
p11<1/4, 11701<1/30De
sup inf [|£(Sn) — D|loe < Cr1n~>/C. (14)

p11<1/4,p01<1/30 PED

Matome, kad aproksimacijos tikslumas jvertyje (13) yra toks pats kaip ir (6) bei (8). Lyginant su (10),
¢ia nenaudojama labai ribojanti prielaida p1; < poi. Klausimas apie galima nelygybés (13) iSplétima, kai

po1 — 1, lieka atviras.

Serijy schema: Simons-Johnson teorema markoviskai binominiam skirstiniui

1971 Simons ir Johnson [16] jrodé, kad binominio skirstinio Bi(n,p) konvergavimas j ribinj Puasono désnj
Pois(\) gali buti daug stipresnis negu pilnosios variacijos metrikoje. Jie jrodé, kad, jeigu p = A/n ir g(z)
tenkina > g(k)Pois(A){k} < oo, tuomet

Zg )[Bi(n, p){k} — Pois(\) {k}| = 0, n — oc.

Rezultatas buvo ispléstas nepriklausomy gardeliniy kintamiyjuy bendresniems atvejams. Panasus rezultatai
galioja m-priklausomiems dydziams.

Taip pat [4] buvo jrodyta, kad, jei h > 0, npo1 = A+ o(1), p11 = o(1), tuomet

> eMMB{j} - Pois(M{j} =0,  n—oc. (15)
j=0

Ivertis (15) yra nepatenkinamas dviem aspektais: a) jame naudojamas Puasono ribinis skirstinys vietoj

bendresnio sudétinio Puasono désnio; b) néra konvergavimo greicio jver¢io. Net aproksimuojant nepri-
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klausomy atsitiktiniy dydziy suma, sudétinis Puasono désnis kaip aproksimacija iki Siol tiriama esant labai
ribojan¢ioms prielaidoms, zr. [18]. Wang [18] taip pat pabrézé, kad jo rezultatas yra netinkamas sudétiniam
Puasono désniui su sudétiniu geometriniu skirstiniu.

Irodysime, kad jei markoviskai binominis skirstinys konverguoja i sudétinj Puasono ribinj désnj, konver-
gavimo greitis yra labai didelis yra jokia kita aproksimacija néra reikalinga. Jei p11 — p, npo1 — A, tuomet
markoviskai binominis skirstinys konverguoja j sudétinj Puasono désnj su geometriniu skirstiniu, t.y. turime
atveji, kuris nebuvo iSsprestas netgi esant nepriklausomiems dydziams. Nepaisant to, jrodysime, kad galioja
Simons-Johnson teoremos analogas. Tare, kad p11 bei npg1 yra arti ju tikétiny reikSmiy p ir A, jvertinsime

konvergavimo greitj. Tegul

w3
>
!
>

- 1
lpin — Pl < 5, |npor — Al < poi(e" +1)? < o5 Pe < (16)

57
Tegul Z = (1 —p) 11 % 3 ;2,7 I; iv ¥ = (I +pop(Z — I)) * exp{\(Z — I)}. Suformuluojame pagrindinius

treéio skyriaus trecio poskyrio rezultatus.

4 Teorema. Tegul h >0, A >0 ir 0 < p < 1 yra absoliutinés konstantos. Jei sglygos (16) galioja, tuomet
Zehk\ﬁ ){k} — U{k} < Cra(lpry — Bl + [npor — Al +n71). (17)
1 Isvada. Tegul h >0, 0< p <1, pe" < 1/4. Jei npoy — A, p11 — p, tuomet

> eMFIL(S){k}Y — W{k} — 0.

k=0

2 Pastaba. (i) Néra aisku, kada bity galima atsisakyti prielaidos pe" < 1/4. Sioje disertacijoje ji atlieka
techninj vaidmenj, t.y. esant $iai salygai, eiluté Y 1" (pexp{it + h})? konverguoja absoliuciai.
(ii) Pastebima, kad jei pg < 1, tuomet U € D, Zr. lemq 5.5, [6].

(iii) Sprendimas pasirinkti eksponentinius svorius e buvo pasirinktas remiantis jrodymo metodu.

Simetrinés trijy buseny Markovo grandinés aproksimacija SP désniu

Gerai zinoma, kad esant pakankamai silpnoms salygoms, nepriklausomy atsitiktiniy dydziy tinkamai nor-
muota suma silpnai konverguoja i be galo daly atsitiktinj kintamaji. Po ribinés teoremos naturalu jvertinti
konvergavimo greitj. Klasikiniu ribinés teoremos patobulinimu laikome konvergavimo greicio jvertinima ko-
kioje nors metrikoje. Tipiniai pavyzdziai yra centriné ribiné ir Berry-Esseen teoremos. Tipiné situacija, kai
ribinis skirstinys naudojamas galimai aproksimacijai statistikoje.

Siuolaikinéje tikimybiy teorijoje aproksimacija kokiu nors skirstiniu reiskia, kad jo artéjimas j aprok-
simuojama suma yra tiriamas esant kuo silpnesnéms salygoms lyginant su tomis, kurios yra reikalingos
ribinio skirstinio su panasia struktura egzistavimui. Pavyzdziui, (6) binominio ir Puasono skirstiniy artu-
mas jvertinamas esant visiems binominio skirstinio parametrams n ir p, nors Puasono riba atsiranda tik kai
p=0(1/n).

Vienas i$ Sios disertacijos tiksly yra isnagrinéti simetrijos efekta aproksimacijos tikslumui, kai aprok-
simuojami markoviskai priklausomi dydziai sudétiniu Puasono désniu. Simetrija pradiniame skirstinyje
i$ esmés pagerina nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumy aproksimacijos tiksluma. Pavyzdziui, vienas is

bendresniy rezultaty teigia, jei ﬁ(t) > 0 visiems t € R, tuomet
[F*" —exp{n(F — I)}||x < Cisn™", (18)

7r. teorema 5.5, [1]. Panasus rezultatai galioja ir atsitiktiniy dydziy, kurie jgyja reikséme 0 su daug dides-
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ne tikimybe, skirstiniams, 7zr. teorema 7.1., [1]. Bendru atveju, jvertis (18) negalioja pilnajai variacijai.
Kitavertus, jei F/{1} = F{—1} =b, F{0} =1 —2b, b < 1/4, tuomet bet kuriam n € N

[ = exp{n(F = D} < Cramin(nb®, n”"). (19)

Isplétima zr. [12]. Franken’o salyga tenkinantiems skirstiniams jvercio (19) iSpétima galima rasti [17].
Disertacijoje musy tikslas yra jrodyti jver¢io (19) analoga markoviskai priklausomiems atsitiktiniams
dydziams. Tiriama simetriné trijy buseny Markovo grandiné. Irodome, kad tokios Markovo grandinés suma
gali buti aproksimuojama sudétiniu Puasono désniu O(1/n) eilés tikslumu. Nors riboje sudétinis Puasono
skirstinys atsiranda tik tuo atveju, kai kurios nors is peréjimo tikimybiy yra O(1/n) eilés, aproksimacijos
tikslumas jvertinamas esant daug silpnesnéms salygoms, t.y. kai visos peré¢jimo tikimybés yra O(1) eilés.
Iverciai iS apacios parodo, kad esant tam tikroms salygoms, gauta aproksimacijos tikslumo eilé yra gera.
Tegul &,&1,...&n,... yra nestacionari triju busenu {aj,as,a3} Markovo grandiné. F, Zymi sumos
Sn = f(&)+- -+ f(&) (n € N) skirstinj, t.y. P(S, =m) = F,{m}, kur m € Z. Cia f(a;) = —1, f(az) =0,
f(az) = 1. Tegul pradinis skirstinys Zymimas P(§y = a1) = m, P(§o = a2) = mp ir P(§ = a3) = m3.

Pateikiamos peréjimo tikimybés:

P& =ai|&i1=a1) =q, P =az|&-1=a1)=1-2a, P& =az|&i-1 = a1)

P& =a1|&§i-1 =a2) = b, P =az|&§-1=az) =1-2b, P =az|&i-1=a2) =

P =a|§1=a3)=a, PlG=a2|li1=0a3)=1-2a, P(§=ua3|i1=0a3)=aqa,
a,b € [0,0.5].

a?
)

Taigi peréjimo tikimybiy matrica yra tokia:

a 1—2a a
b 1-2b b

a 1—2a a
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Ivedame tolimesnius zyméjimus:

L = %(I_1+11), X=L-I, D=(1-2(a—-b)—2aX)?xI+A),
P = W1I+MT(2+T(3I, p2:7r1[+w772+773]’
1—2a 1—2a
8b </ 20 \7\* 8(b— a) 2 =20\ N\
A= —2 _x L Ay =—— 2] L
(1+2b)? *(j;(lub) ) C T =) *<§(12b> ) ’
1 = (1/2N L
Az = (I+2(a-0I+2aX (I —2(a—bI-2aX)x>» [ '7)AY
3 2 = ,7
1 — (1/2) (v
= ((1=20)T +2aL & ((1-20) +2aL) x> ("7 )AY ),
2 g 7
Y 20X +(1—2a+20)1' i( 2a L>*j *i —-1/2 A%
b2 (1+2b)2 A1+ 2 =\ ’
2b(1 — 2a) > ,
= S (H-T H=(1-2ad)L 2aL)*
¢ = ep{ g 0 (H =)} (=201 43 2D,
1—2(a—b) 2a *J 2amy 2amy
M = —=2° 7 L E=(1- I L
1+2b ;(H% ) ’ < 1—2a> T2
—2b%(1 — 2a) 2(1 —2a)M 9
A (142 + L Nk (H—1)*
! (1—2a+2b)2(( Tl Ty ) H D
_ (H-) ~—2(1 - 2a)
B = s ™ Ml_(1—2a+2b)2(2M D)« (H=1).

Skirstinys F),, konverguoja j sudétinj Puasono désnj, kai nb — by, a — ag (kai a9 = 0, turime Puasono
désnj). Taigi sudétinés Puasono ribos egzistavimui reikia labai ribojanéios prielaidos b = O(1/n). Kiek §i
prielaida gali buti susilpninta, kad egzistuoty tinkama priesribiné sudétiné Puasono aproksimacija? Kaip
isplaukia i zemiau pateikty rezultaty, geras aproksimacijos tikslumas pasiekiamas net kai b = O(1). Visi

rezultatai gaunami esant salygai

1 1
—, 0<b< —.
30’ 30

Irodymo metodas nulemia konstanty mazuma. Formuluojame pagrindinius trecio skyriaus ketvirto poskyrio

(20)

0<a<

rezultatus.

5 Teorema. Tegul galioja sqlyga (20). Tuomet visiems n =1,2,...,

1
im-peareer) < o(mn{lobroza—y), 1)
n

1
F,—E«xM+«G"||w < C{ming——,bp+02"a—0|],
| e < o(mn{ 750} o)

Vnb
|Fy — ExM+G™|lw < C<min{”,b}+o.2”|a—b|).
n

3 Pastaba. Aproksimuojantysis désnis turi tris atskiras komponentes.

(i) Sudétinis binominis skirstinys E susijes su pradiniu § skirstiniu ir néra be galo dalus. Vis délto, jei
tarsime, kad mo = 0, tuomet E = 1.

(i) M yra sudétinis geometrinis skirstinys su sudétiniu simetriniu skirstiniu L. Taigi M yra tam tikras

sudétinio Puasono skirstinio atvejis. IS tikryjy,

2/ 2a \V'LY-1
MeXp{J;(1+2b> j }
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(iii) Pagrindiné aproksimuojancio désnio dalis yra n-karté G sqsuka. Akivaizdu, kad G yra sudétinis
Puasono skirstinys su sudétiniu skirstiniu H. Pastebime, kad H taip pat yra sudétinis geometrinis skirstinys

su sudétiniu simetriniu skirstiniu L.

2 Isvada. Tegul tenkinama sqlyga (20). Tuomet visiems n=1,2,...,
|F, — ExM*G*™|| < Cn™t. (22)

Lyginant (21) ir (19) jver¢ius matome, kad pastarasis yra tikslesnis kai b < 1/n. IS esmés jmanoma gauti

ivertj nb? sudétingesnés aproksimacijos struktiiros kaina. Kita i$vada parodo §j fakta.

3 Isvada. Tegul galioja sqglyga (20). Tuomet visiems n=1,2,...,
|Fo — (E+ E1) « M« (I + M) = G*™| < C(min(nb®,n~") +0.2"|a — b]).

4 Pastaba. Jeia = b, tuomet F,, tampa F*", tirtu (19). Tuo tarpu ExM xG*™ skiriasi nuo exp{n(F —1I)}.
Skirtumas atsiranda, nes Ex M «G*™ atsizvelgia j galimgq skirstinio F,, artumq sudétiniui Puasono skirstiniui
su sudétiniu geometriniu désniu. Panasus ribiniai skirstiniai yra negmanomi nepriklausomiems tritaskiams

atsitiktiniams dydziams.
Parodysime, kaip aproksimacijos tikslumas gali buti pagerintas antros eilés aproksimacija.

6 Teorema. Tegul galioja sqlyga (20). Tuomet visiems n =1,2,...,

1
|Fw — (B + E1) « G x (I + nAy + My)|| < C(min{nQ,bQ}+0.2"|ab|>,

*n . 1 2 n
IFo — (E + Ex) « G % (I +nds + M) |lw < C(min{g,b2}+0.2n|ab|).

Aptarsime, kokiu mastu teoremos jverciai yra nepagerinami. Pateiksime jvercius i$ apacios.

7 Teorema. Tegul galioja sqglyga (20), nb > 1 ir mo = 0. Tuomet egzistuoja tokios absoliutinés konstantos
C;, (i=14,...,19) kad visiems n =1,2,...,

Cia
n

(1—-C170.2"%a — b)),

|F, —ExM«G™"|| > ||F,—ExMxG™"||g >

C1e
nv/nb
CisVb

o

4 Isvada. Tegul galioja sqlyga (20), nb > 1 ir my = 0. Tuomet egzistuoja tokia absoliutiné konstanta Cay,

(1 — 015 O.2"|a — b|), (23)

[Fn = ExM+G™"|o >

By — B« M+ G™||w (1 - C190.2"a — b]).

WV

kad visiems n > Cog,

C!
1F — B 5 M G| > =2,
n

Taigi eile O(1/n), gauta (21), negali buti pagerinama.
Toliau suformuluosime netolygius jvercius. Jie reikalingi norint nustatyti aproksimacijos tiksluma, kai

m yra toli nuo vidurkio.
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8 Teorema. Tegul nb > 1 ir tenkinama sqglyga (20). Tuomet visiems m = 0,1,2,

cey

(F, — E*M*G*”){m}|<1 + "”') < ¢

Vnb nvnb’
(Fy — E % M % G*™){(—00,m]}| (1 + \'%) < %

Suformuluosime Simons-Johnson teoremos analoga trijy buiseny Markovo grandinés skirstiniui. [vesime
tokius zyméjimus. Tegul 0 < a < 1ir

24 R

E=ml+ (I - an)m + w3l M= (1-2a) ;(2@) ,
2 > .

B:exp{(L—I)* (2&L)*7}, G=ExM=xB™".
n o

Tegul
a A 1 1
la—a| < % b-A <3, 1)<l < (24)

9 Teorema. Tegul h >0, A > 0 ir 0 < a < 1 yra kaZkokios absoliutinés konstantos. Jei galioja prielaidos
(24), tuomet

Y e"MIE{k} = G{k} < Clla —al + nb— A +n7").

k=—o00

5 Isvada. Tequl h >0,0<a<1, ae® <1/4. Jeinb— X, a — a, tuomet
oo
> HIE{k} - g{k} — 0.

k=—o0

Visy suformuluoty teoremy jrodymai pateikti disertacijoje.
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ISvados

Homogeninei Markovo grandinei su baigtiniu buseny skai¢iumi Nagaev [11] jvertino normaliosios aproksima-
cijos tiksluma. Sioje disertacijoje tokiai pat grandinei taikyta paslinkta Puasono aproksimacija. Lyginant

su normaliaja aproksimacija, paslinkta Puasono aproksimacija turi siuos privalumus:
« sukoncentruota ant tos pacios gardelés kaip ir pradinis skirstinys;
e kitaip nei normaliosios aproksimacijos atveju, nebereikia papildomo glodinancio nario;
 paslinktos Puasono aproksimacijos tiksluma galima jvertinti pilnosios variacijos metrikoje.

Markoviskai binominiam skirstiniui aproksimuoti sukonstruota geriausia be galo dali aproksimacija. Paro-
dyta, kad

o aproksimacijos tikslumo greitis pilnosios variacijos metrikoje yra O(n~1), t.y. daug geresnis negu

normaliosios aproksimacijos, kurios eilé buty O(nil/ )

e pirmosios tolygiosios Kolmogorov’o teoremos analogas turi ta patj tiksluma kaip ir binominio skirstinio

atveju.

Irodytas Simons-Johnson teoremos analogas markoviskai binominiam skirstiniui bei simetrinés trijy buseny

Markovo grandinés sumos skirstiniui. Parodyta, kad
e abiem atvejais aproksimuojama sukonstruotu sudétiniu Puasono désniu su geometriniu skirstiniu;
« konvergavimas galioja sumoms su eksponentiniais svoriais;

Simetrinei trijy tasky Markovo grandinei sukonstruota sudétinio Puasono désnio su sudétiniu geometriniu

skirstiniu aproksimacija. Parodyta, kad

o aproksimacija pilnojoje variacijoje yra O(n~!) eilés, t.y. tokios pat kaip ir simetrizuoto binominio

dydzio atveju;
o antros eilés sudétiné Puasono aproksimacija pagerina konvergavimo jvertj iki O(n=2) eilés;
o tam tikrais atvejais jvertis i§ apacios irgi yra O(n=1) eilés;

e gauti netolygus jverciai.
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SUMMARY
Research topic

Limit Theorems for sums of random variables (rv’s) play a central role in Probability Theory and have a
wide range of applications in Statistics. In this thesis, we consider sums of Markov dependent integer-valued
rv’s. The majority of known research in this field is restricted to the scheme of sequences, i.e., when X;
does not depend on n and S,, = X1 + Xo+---+ X,, = S;,—1 + X,,. The Central Limit Theorem (CLT) and
its improvements (Berry-Esseen type estimates and Edgeworth type expansions) are investigated in many
papers. Notably, the main approximation to the discrete sum of Markov dependent variables is continuous
Normal distribution. Consequently, only uniform Kolmogorov metric can be applied. The more general
scheme of triangular arrays (S, = X1, +Xon+- -+ Xnn, Sn—1 = X1 n—1+---+X,_1,,—1) is considerably
less explored. For this setup Poisson and Compound Poisson (CP) approximations are applied. However,
the majority of CP approximations indirectly assume strong dependency of the transition probabilities on
the number of summands n, and are of the trivial order O(1) for the scheme of sequences. Thus, they can
not be viewed as complete discrete analogues or the replacements of the Gaussian law. There are very few
approximations (mainly related to the Markov Binomial (MB) distribution), which are universal in a sense
that they can effectively replace the normal approximation for the whole spectrum of transition probabilities.
In other words, the same approximation can be applied when certain transition probabilities converge to
zero with the order O(n~1) and to the case, when all transition probabilities are absolute constants. As far
as we know, the case of Poisson type approximations to the symmetric Markov chain was not investigated.

In this thesis, we apply CP type approximations to the sums ZZ=1 f(&k), where f is integer-valued
function and &1,&s, -+ ,&, form a homogeneous Markov chain with a finite state space. The triangular
array of Markov chains is used for the case when the value domain of f is {0,1} or {—1,0,1}. In the letter

case, a special emphasis is on the symmetry of transition matrix.

Actuality

Discrete analogues of the normal approximation, that hold for stronger metrics and are more precise in
the scheme of triangular arrays are of theoretical and practical importance. The initial distribution of
Markov dependent variables can be of a very complicated structure. Meanwhile, infinitely divisible CP
approximations have explicit structures and are much more convenient for practical calculations, especially

when combined with Fourier transforms or recursive algorithms.

Aims and goals

1. To show that translated Poisson approximation can be preferable to the Normal approximation in the

scheme of sequences of Markov dependent integer-valued rv’s.

2. To prove Simons-Johnson theorem for the MB distribution and symmetric three-state Markov chain,

that is, to demonstrate that convergence to the CP limit holds in stronger than total variation metric.

3. To prove a partial case of the first uniform Kolmogorov theorem for the MB distribution by construc-

ting CP distribution which approximates MB with the accuracy O(n~2/3).

4. To construct a CP approximation to symmetric three-state Markov chain with the accuracy compa-

rable to that of accompanying Poisson approximation to the sum of symmetric independent rv’s.
5. To construct a second-order CP approximations for symmetric three-state Markov chain.

6. To obtain non-uniform, local and lower bound estimates for CP approximations for symmetric three-

state Markov chain.
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Novelty

In this thesis, CP approximation is for the first time applied to the sum of symmetric Markov dependent rv’s.
Its accuracy of approximation is estimated in the total variation, Wasserstein and local metrics. The partial
case of the first uniform Kolmogorov theorem is proved for the MB distribution. The Simons-Johnson
theorem is proved for MB and symmetric three-state Markov chain. It is demonstrated that translated

Poisson distribution can replace the normal law in the analogue of the CLT for the scheme of sequences.

Main results

Translated Poisson approximation to Markov dependent integer-valued rv’s distribution is applied (theorem
3.1 in the thesis). MB distribution is approximated by the set of infinitely divisible laws in the total
variation and local metrics (theorems 3.2, 3.3 in the thesis). Simons-Johnson theorem for MB distribution
and for symmetric three-state Markov chain is obtained (theorems 3.4, 3.9 in the thesis). Upper and lower
bound estimates for approximation of a symmetric three-state Markov chain by the accompanying CP
law are established in the total variation, local and Wasserstein metrics (theorems 3.5, 3.7 in the thesis).
The approximation of symmetric three-state Markov chain is improved by the second-order approximations

(theorem 3.6 in the thesis). Non-uniform local estimates are proved (theorem 3.8 in the thesis).

Statements presented for defence

1. The closeness of the MB distribution to the set of all infinitely divisible distributions in total variation
is of the order O(n=2/3).

2. Symmetry improves the approximation of Markov dependent variables by CP law. The accuracy of
approximation for the sum of a three point distribution is of the order O(n~!) and is equivalent to

the accuracy of CP approximation in the case of independent rv’s.

3. The CP approximations used for the symmetric three-state Markov chain are universal in the sense,
that they can be applied for the case of triangular arrays (when some of the transition probabilities
are of the order o(1)) and for the case of sequences (when all transition probabilities are absolute

constants).

4. Lower bound estimates in total variation, local and Wasserstein metrics for constructed CP type
approximation to symmetric three-state Markov chain confirm that upper bound estimates are of the

right order.

5. The Simons-Johnson theorem holds for the MB distribution and the distribution based on a symmetric

three-state Markov chain, that is the convergence to a CP limit holds with exponential weights.

6. Second order CP type approximations for symmetric three-state Markov chain improve the rate of

accuracy to O(n=2).

7. In the scheme of homogeneous Markov chains the translated Poisson approximation has the same

accuracy as the Normal approximation, but is structurally more adequate.

Methods

In this thesis, the characteristic function method is used.

21



Structure of the thesis

In Chapter 2, the necessary notation is introduced and an overview of known results is given. Chapter 3
contains formulations of the results. All proofs and auxiliary results are given in Chapter 4. Finally the

conclusions and bibliography are presented Chapter 5.

General conclusions

Nagaev [11] estimated the accuracy of normal approximation for homogeneous Markov chain with an finite
number of states. In this thesis a translated Poisson approximation is constructed for the same Markov
chain. In comparison to the normal approximation the translated Poisson approximation has the following

advantages:

e it is concentrated on the same lattice as the initial distribution;

o unlike the normal case, no additional smoothing summands are needed;

e the accuracy of a translated Poisson approximation can be estimated in the total variation metric.
The best infinitely divisible approximation is constructed for MB distribution. It is shown that

o the accuracy of the approximation is of the order O(n~!) in total variation, i.e. much better than

O(n’l/ 2), the order that can be expected from the normal approximation;

e the first uniform Kolmogorov theorem for the MB distribution has the same accuracy as for the case

for binomial distribution.

The Simons-Johnson theorem is proved for the MB distribution and for distribution of sum of symmetric

three-state Markov chain. It is proved that

e in both cases constructed approximation is a CP distribution with the compounding geometric dist-

ribution;
e the convergence holds for sums with exponential weights.

It is proved the limit law of symmetric three-state Markov chain is a CP distribution with the compounding

geometric distribution. It is also proved that

o the approximation is of the order O(n~!), i.e. the same order as for the case of symmetrized binomial

rv;
o the second order CP approximation improves the rate of convergence and is of the order O(n=2);
« in some cases the lower-bound estimates are also of the order O(n~1);

« non-uniform estimates are constructed.
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