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1. Įvadas 
  

Klasikinis kraštinio Rymano uždavinio formulavimas:  

Tegu duotas glodus uždaras kontūras L , kuris dalija kompleksinę plokštumą į vidinę sritį  

+D  ir išorinę sritį −D , ir dvi kontūro L  taškuose apibr÷žtos funkcijos )(tG , )(tg , tenkinančios 

Hiolderio sąlygą, 0)( ≠tG .  

Reikia rasti dvi  funkcijas: )(z+Φ  - analizinę srityje +D  ir )(z−Φ  - analizinę srityje −D , 

įskaitant ∞=z , kurių kraštin÷s reikšm÷s )(t±Φ   kontūro L  taškuose tenkina tiesinę lygtį: 

 ),()()()( tgttGt +Φ=Φ −+        (1.1) 

Funkcija )(tG  vadinama Rymano uždavinio koeficientu, o funkcija  )(tg  –  laisvuoju na-

riu.  Kai 0)( ≡tg , tai turime homogeninį kraštinį Rymano uždavinį, o kai 0)( ≡/tg  – nehomogeninį 

kraštinį Rymano uždavinį [1]. 

 Pirmą kartą šis uždavinys pamin÷tas B. Rymano darbuose. V÷liau jį nagrin÷jo daugelis ma-

tematikų: Gilbertas, Plemelis, Pikaras, Privalovas, Karlemanas ir kiti [3]. 

 Pilnas ir efektyvus kraštinio Rymano uždavinio sprendimas klasikin÷je formoje buvo pa-

teiktas F.D. Gachovo 1936 metais. Jis apibr÷ž÷ kraštinio uždavinio indekso sąvoką, kuri Rymano 

uždavinyje yra pagrindin÷ charakteristika:  

 )(arg
2

1
)( tGtGInd LL ∆==

π
κ .   (1.2) 

F.D. Gachovas  įrod÷:  

1) kai 0<<∞− κ , homogeninis uždavinys neturi apr÷žtų sprendinių, išskyrus 0)( ≡Φ± z ; 

2) kai +∞<≤ κ0 , homogeninis uždavinys turi 1+κ  tiesiškai nepriklausomus apr÷žtus spren-

dinius:  
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čia  κ,...,1,0=k , o  ∫ −
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Homogeninio uždavinio bendrasis sprendinys apr÷žtų analizinių funkcijų klas÷je nusako-

mas formule: 

 )()()( zPzz κΧ=Φ ,       (1.3) 

čia )(zPκ  –  bet koks daugianaris, kurio laipsnis ne didesnis už κ ,  
κ

κκ zazazaazP ++++= ...)( 2
210 , 
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o )(zΧ  – homogeninio uždavinio kanonin÷ funkcija: 





∈
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3) kai +∞<≤− κ1 , nehomogeninis kraštinis Rymano uždavinys išsprendžiamas prie bet kurio 

laisvojo nario )(tg   ir jo bendrasis sprendinys nusakomas formule:  

 ∫ Χ+
−

Χ
=Φ +

L

zPz
z

d

X

g

i

z
z )()(

)(

)(

2

)(
)( κτ

τ
τ
τ

π
     (1.4) 

(kai 1−=κ , tai 0)( ≡zPκ ); 

4) kai 1−<<∞− κ , nehomogeninis kraštinis Rymano uždavinys apskritai neišsprendžiamas. 

Tam, kad jis būtų išsprendžiamas, būtina ir pakankama, kad laisvasis narys )(tg  tenkintų 

1−−κ  sąlygą:  

∫ =
Χ

−
+

L

k d
g

0
)(

)( 1 ττ
τ
τ

,      1,...,2,1 −−= κk . 

Kai tenkinamos aukščiau nurodytos sąlygos, tada vienintelis sprendinys randamas pagal 

(1.4) formulę, kurioje 0)( ≡zPκ . 

 V÷liau Rymano uždavinys buvo apibendrintas įvairiomis kryptimis [3]. L. А. Čikino darbe 

[6]  buvo nagrin÷tas ypatingasis Rymano uždavinio atvejis, kai koeficientas )(tG kontūro L  taškuo-

se gali būti lygus nuliui arba begalybei ([1], 51-56 p.).          

Tačiau visuose apibendrinimuose kraštinio Rymano uždavinio indeksas ir tiesiškai nepri-

klausomų sprendinių skaičius yra baigtinis.   

 Pirmą kartą kraštinis Rymano uždavinys su begaliniu indeksu buvo išspręstas N.V.Govoro-

vo [4]. 

 1 apibr÷žimas. Jeigu kontūro L  vienpus÷je (dvipus÷je) taško 0t  aplinkoje funkcijos  

)(arg tG  argumentas neapr÷žtas, tai tašką 0t vadinsime sukūrio tašku (vienpusiu arba dvipusiu).  

 2 apibr÷žimas. (1.1) kraštinio uždavinio indeksą vadinsime begaliniu, jeigu kontūre L eg-

zistuoja nors vienas sukūrio taškas. 

 N.V. Govorovas nagrin÷jo (1.1) uždavinio atvejį, kada  L – begalinis tolydus atviras kontū-

ras, neinantis per koordinačių pradžią, o funkcijos )(tG  ir )(tg  tenkina sąlygas: 

1) 
ρ

πϕ tttG )(2)(arg = ,    (1.5) 

čia ∞<< ρ0 , )()( LHt µϕ ∈ , 

(Hiolderio  su  10 ≤< µ  begaliniame kontūre L, 0)( ≠=∞ λϕ ). 

2) )(ln tG , )()( LHtg µ∈ .          (1.6) 



 5 

 Pagal 1 ir 2 apibr÷žimus  (1.1) kraštinis uždavinys su sąlygomis (1.5) ir (1.6) yra Rymano 

uždavinys su begaliniu indeksu, o taškas  ∞=t  –  vienpusis sukūrio taškas. Šio uždavinio 

sprendimas apr÷žtų visoje plokštumoje analizinių funkcijų klas÷je, kai 
2

1
0 << ρ pateiktas [2], 1 

skyriuje. 

Kraštinio Rymano uždavinio su begaliniu indeksu  sprendimui N.V Govorovas sukūr÷ 

naują metodiką, kuria naudojamasi tolimesniuose tyrimuose. Dabar sąlyginai galima teigti, kad 

atsirado trys tarpusavyje susijusios kraštinių uždavinių sprendimo su begaliniu indeksu kryptys. 

 Pirmai krypčiai priklauso N.V Govorovo ir jo mokinių darbai ([3], 510 – 520 p.). Šių 

mokslininkų darbuose Rymano uždavinys ir jo apibendrinimas sprendžiamas apr÷žtų funkcijų 

klas÷je ir kai kuriose jos poklas÷se. Be to, šiuos darbus vienija sprendimo metodų artumas. Būtina 

pamin÷ti M. E. Toločko tyrimus ([2], 2 ir 3 skyrius). Jie yra N.V. Govorovo gautų rezultatų 

apibendrinimai dvipusio sūkurio taško atveju. M. E. Toločko išsprend÷ begalinio indekso laisnin÷s 

eil÷s 10 << ρ  Rymano uždavinį. Sud÷tingesnį atvejį – begalinio indekso bet kokios laipsnin÷s eil÷s 

Rymano uždavinį dvipusio sūkurio taško atveju nagrin÷jo I. Е. Sandrigailo [6], [7]. Jo darbuose yra 

gautas  ne tik anksčiau aprašyto kraštinio Rymano uždavinio sprendimas, bet ir kai kurie nauji 

svarbūs rezultatai analizinei funkcijai pusplokštum÷je.          

 P. G. Jurovo darbuose [8-10] teigiama, kad )(arg tG  be galo nutolusio taško aplinkoje yra 

tγλ ln , ∞<<∞→ γ0,t  (taip vadinamas logaritmin÷s eil÷s begalinio indekso atvejis). Be to, buvo 

gauta logaritminio Koši tipo integralo asimptotika ([2], 4 skyrius). Šia gauta Koši tipo integralo 

asimptotika pasinaudojo P. Alekna, nagrin÷damas logaritmin÷s eil÷s begalinio indekso kraštinį 

Rymano uždavinį pusplokštumei ([2], 5 skyrius). 

 

 Šiame darbe nagrin÷jamas homogeninis kraštinis Rymano uždavinys: 

 ∞<<∞−Φ=Φ −+ tt
tQ

tP
tGt ),(

)(

)(
)()( 0 ,    (1.7) 

kai koeficientas: 
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∏
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∞
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1

0

ρσ ϕψπ ,     (1.8) 

čia 10 <<σ , 10 << ρ , o ∏
∞

−∞=n

'   reiškia, kad sandauga imama visoms sveikosioms  indekso n 

reikšm÷ms, išskyrus 0=n .  
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Funkcijos )(),( tt ϕψ  priklauso funkcijų klasei, tenkinančioms Hiolderio sąlygas kiekvieno 

baigtinio taško aplinkoje, kai −∞→+∞→ tt , . Be to, realiųjų skaičių sekos { }na , { }nb  turi 

baigtinius tankius ±∆P , ±∆Q , o jų eil÷s – Pρ , Qρ   ( 1,0 << QP ρρ ). Skaičiai QP ρρσρ ,,,  skirtingi 

tarpusavyje. Uždavinio sprendimas nagrin÷jamas klas÷je B apr÷žtoms funkcijoms )(z±Φ  ir klas÷je 

)(0 ρB  eksponentin÷s eil÷s funkcijoms maž÷jančioms begalyb÷je.  

Šio darbo tikslas – ištirti koeficiento )(tG nulių ir polių  bei )(ln tG  augimo įtaką 

homogeninio kraštinio Rymano uždavinio išsprendžiamumui. Taip pat išnagrin÷ti priklausomybę 

tarp dydžių: ,,,, QP ρρσρ )(lim1 t
t
ϕλ

−∞→
= , )(lim2 t

t
ϕλ

+∞→
= , )(lim1 t

t
ψν

−∞→
= , )(lim2 t

t
ψν

+∞→
= , ±± ∆∆ QP ,  

kuriems esant:  

1) (1.7) –  (1.8) homogeninis kraštinis Rymano uždavinys apr÷žtų sprendinių neturi;  

2) homogeninis kraštinis Rymano uždavinys išsprendžiamas ne tik klas÷je B , bet  ir 

siauresn÷je klas÷je )(0 ρB ; 

3) sprendinių klas÷je )(0 ρB  n÷ra, išsprendžiamumas klas÷je B  jau ne nusakomas uždavi-

nio parametrais, o priklauso nuo papildomų funkcijos )(tG  savybių. 

2. Darbe naudojamų funkcijų klas÷s 
 

Pateiksime darbe naudojamų funkcijų klasių sąvokas. 

3 apibr÷žimas. Funkcija )(tf , ],[ ∞−∞∈t , tenkina Hiolderio sąlygą, kai ],[ ∞−∞ , jeigu   

 1) µ
2121 )()( ttAtftf −<− ,  10 ≤< µ , 0>= constA ,       (2.1) 

     bet kokiems ]2,2[, 21 cctt −∈ , 0>c ; 

 2) 
µ

21
21

11
)()(

tt
Atftf −<− ,                                    (2.2) 

   bet kokiems ],[, 21 ctt −−∞∈  ir ],[, 21 ∞∈ ctt . 

Žym÷sime tai vienu iš simboliu : ],[)( ∞−∞= µHtf , µHtf ∈)( , Htf ∈)( . 

4 apibr÷žimas. Funkcija )(tf , ],[ ∞−∞∈t  tenkina sąlygą H
~

: ],[
~

)( ∞−∞∈Htf , jei tenkina-

mos sąlygos:  

1) Kiekvieno taško ),( ∞−∞∈t  aplinkoje funkcija )(tf  tenkina sąlygą  (2.1) arba  (2.2), be 

to, konstantos 0>A , 10 ≤< µ ,  priklauso nuo t ; 

2) ∞≠=
−∞→

1)(lim λtf
t

, ∞≠=
+∞→

2)(lim λtf
t

;                                                              (2.3) 
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3) Kai kuriems 10 << ρ  egzistuoja baigtin÷s ribos:  

 ∫ =
−

+∞→

t

t
d

f

t 0

1

)(
lim λττ

τ
τρ ρ

ρ , 

 ∫ =
+∞→

t

t
d

f

t 0

2

)(
lim λττ

τ
τρ ρ

ρ . (2.4) 

Jeigu tenkinamos tik 4 apibr÷žimo 2), 3) sąlygos ir funkcija )(tf apr÷žta, tai šį faktą 

žym÷sime ],[ ∞−∞∈HSf .  

 Klases H
~

 ir HS charakterizuoja parametras ρ . Tod÷l kartais žym÷sime ρH
~

, ρHS . 

 Pirmoji  iš nagrin÷jamų funkcijų klasių yra detaliai išnagrin÷ta ir sutinkama dažnai ([5], 1 

skyrius).  Kitos dvi čia pateikiamos pirmą kartą ir susietos su teorema, įrodyta N.V. Govorovo ir I. 

Е.Sandrigailo darbe [10]. Išskirsime tik kai kuriuos skirtumus tarp funkcijų iš µH  ir iš H
~

. 

Pirmiausiai iš (2.2) išplaukia, kad bet kokiai funkcijai ],[)( ∞−∞∈ µHtf  egzistuoja  ∞≠
−∞→

)(lim tf
t

,  

∞≠
+∞→

)(lim tf
t

. Tai reiškia, kad tenkinamos 4 apibr÷žimo sąlygos. Tod÷l teisinga HH
~

⊆µ . 

 Pateiksime funkcijos pavyzdį µHtftf ∉)(:)( 00 , ∀ 10 ≤< µ , bet Htf
~

)(0 ∈ . 

 1 pavyzdys. Tarkime  
 















<

<≤−+−⋅

−<≤−−+⋅−
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+
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+
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;
2

1
,122

;
2

1

2

1
,122

,...;2,1,
2

1
1,1

)(

1

11

1

11

0

tjei

ntnnt

ntnnt

nntnjei

tf

n

nn

nn

nn

n

 

0
2

1
10 =






 −
+n

nf . Tod÷l )(lim 0 tf
t −∞→
∃/  ir µHtf ∉)(0 . 

Iš kitos pus÷s  1)(lim 0 =
∞±−→

tf
t

.           (2.5) 

Taip pat, bet kuriam 10 << ρ :   

∫ ∫ ∫∫
+ +

−

+

+≡−−=≤
t t

E

t

t

tItI
d

fdd
ff

0

1][

0

210

1][

0

100

1][

)()()](1[
)()(

τ
ττ

ττττ
τ
ττ

τ
τ
τ ρ

ρ
ρ

ρ , 

čia { }1)(,1][0 01][ ≠+≤>=+ τττ ftE t . 

( )ρ
ρ

1][
1

)(1 += ttI , 
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2][0
1][0

1][2
2

1
1))(1(maxmes)(

++≤≤
+ −≤








−⋅≤

tt
t fEtI

τ
τ

τ
ρ

τ
. 

Vadinasi, 

 1
)(

lim
0

0 ≤∫−∞→

t

t
d

f

t
ττ

τ
τρ ρ

ρ
.      (2.6) 

Analogiškai įrodoma, kad 

 1
)(

lim
0

0 ≥∫+∞→

t

t
d

f

t
ττ

τ
τρ ρ

ρ .      (2.7) 

 Iš (2.5) – (2.7) galima teigti, kad ],[
~

)(0 ∞−∞∈Htf . Bet kokiame baigtiniame intervale 

],[ RR−  funkcija )(0 tf priklauso klasei µH , kai 1=µ . Bet skaičius А, figūruojantis  (2.1) nelygy-

b÷je priklauso nuo R, kai ∞→R , ∞→)(RA . 

Pastaba. Iš (2.3), (2.4) sąlygų išplaukia, kad Htf
~

)( ∈∀  egzistuoja taip vadinamos 
„silpnos“ ribos:   

 1
* )(lim)(lim

1

λ=≡
∉
−∞→−∞→

tftf
Et

tt
,        

 2
* )(lim)(lim

2

λ=≡
∉
+∞→+∞→

tftf
Et

tt
, (2.8) 

čia   
{ } { }

0
),0(mes

lim
r

)0,(mes
lim 21 =

∩
=

−∩
∞→ r

rErE
r

.          

Tačiau  4 apibr÷žimo (2.3), (2.4) sąlygos negali būti pakeičiamos (2.8) sąlyga, tod÷l, kad   

+∞=
∞→

)(lim tf
t

. 

Apibr÷šime dabar dvi dalimis analizinių funkcijų klases kompleksin÷je plokštumoje  

([2], 53 p.). 

 5 apibr÷žimas. Dalimis analizinę funkciją )(z±Φ   ( )(z+Φ  – analizin÷ pusplokštum÷je 

0Im >z ir tolydi 0Im ≥z , )(z−Φ  – analizin÷ 0Im <z  ir tolydi 0Im ≤z ), apr÷žtą  išpl÷stin÷je 

kompleksin÷je plokštumoje C  vadinsime  funkcijų klase В. 

 6 apibr÷žimas. Funkciją Bz ∈Φ± )( , tenkinančią asimptotinę nelygybę 

 { } 10,0,exp)( <<>−<Φ± ρρθ AArrei ,        (2.9) 

vadinsime  eksponentin÷s maž÷jimo ρ  eil÷s  funkcija ir žym÷sime tokių funkcijų klasę )(0 ρB . 
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3. Laipsnin÷s eil÷s 10 << ρ  begalinio indekso homogeninio kraštinio Rymano 
uždavinio formulavimas 

 

Tarkime realiosios ašies taškuose apibr÷žta kompleksin÷ funkcija )(0 tG  tenkina sąlygas: 

 1) 
ρ

πϕ tttG )(2)(arg 0 = , 10 << ρ , (3.1) 

 ],[
~

)( ∞−∞∈Htϕ , (3.2) 

1)(lim λϕ =
−∞→

t
t

,    2)(lim λϕ =
+∞→

t
t

,    02
2

2
1 ≠+ λλ . (3.3) 

 2)  
σ

πψ tttG )(2)(ln 0 = , 10 <<σ , (3.4) 

],[
~

)( ∞−∞∈Htψ , (3.5) 

1)(lim νψ =
−∞→

t
t

, 2)(lim νψ =
+∞→

t
t

, 02
2

2
1 ≠+νν . (3.6) 

Realiosios ašies taškuose apibr÷žtos funkcijos )(tP , )(tQ yra sveikųjų funkcijų )(zP , 

)(zQ kontūrin÷s reikšm÷s, kurių eil÷s atitinkamai yra Pρ , Qρ ( Pρ<0 , 1<Qρ ). 

Sveikųjų funkcijų )(zP , )(zQ  visos šaknys yra realios ir  jų tankiai nusakomi: 

3) ±

±∞→
∆=∃ P

P

t Pt

tn
ρ

)(
lim

*

 , ±

±∞→
∆= Q

Q

t Qt

tn
ρ

)(
lim

*

,             (3.7) 

nulius skaičiuojanti funkcija: 

 




<−−

≥
=

.0),(

;0),(
)(

1

2*

ttn

ttn
tnP                                   

čia )(2 tn - sveikosios funkcijos )(zP  šaknų skaičius srityje { }0Re, ≥< ztz ,  

)(1 tn - sveikosios funkcijos )(zQ šaknų skaičius srityje { }0Re, << ztz  (atitinkamai )(* tnQ ),  

 0)0( ≠P , 0)0( ≠Q , 0)()( 22 ≠∆+∆ −+
PP , 0)()( 22 ≠∆+∆ −+

QQ . (3.8) 

  Nagrin÷sime kitą homogeninį Rymano uždavinį. Kiekvienoje klas÷je B  ir )(0 ρB - rasti 

dalimis analizinę funkciją 0)( ≡/Φ± z , kurios ribin÷s reikšm÷s )(t±Φ  realiosios ašies taškuose 

tenkina kraštinę sąlygą: 

 )(
)(

)(
)()( 0 t

tQ

tP
tGt −+ Φ=Φ , ∞<<∞− t . (3.9) 

 Remiantis 1 apibr÷žimu, be galo nutolęs taškas yra funkcijos )()]()[()( 1
0 tGtQtPtG ≡−  

sūkurio taškas. Tod÷l (žr. 2 apibr÷žimą) uždavinio indeksas yra begalinis. Kadangi koeficientas 

)(tG  kai kuriuose realiosios ašies taškuose lygus nuliui arba begalybei, t.y. turime Rymano 
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uždavinio ypatingąjį atvejį ([1], 50 p.). Kadangi funkcijos )(0 tG indeksas yra begalinis, tai funkcijų 

)(tP  ir )(tQ  nulių skaičius taip pat yra begalinis, kas naudojama (3.7) sąlygoje. 

 Be to, uždavinys nagrin÷jamas pusplokštumei, t.y. ieškomos funkcijos )(z+Φ , )(z−Φ  yra 

analizin÷s viršutin÷je ( 0Im >z ) ir apatin÷je ( 0Im <z ) pusplokštum÷se. Visa tai ir nusako 

nagrin÷jamo uždavinio pavadinimą.  

4. Analizinių kampo viduje funcijų teorijos kai kurie teiginiai 
 

 7 apibr÷žimas. Tarkime 0)( ≡/zf  - funkcija, analizin÷ kampo viduje ];[ βα  ir  tolydi jo  

kraštin÷se. Tada tikslus apatinis r÷žis fρ , skaičiui 0>ν , kuriems tolygiai θ  atžvilgiu 

0)(lnlim ≡−

∞→

θν i

r
refr ,     ];[ βαθ ∈ , θirez = , 

vadinamas )(zf  eile kampe ];[ βα .  

 8 apibr÷žimas. Baigtin÷s eil÷s ρ  analizin÷s kampo ];[ βα  viduje funkcijos )(zf  kitimą 

kiekvienos pusties÷s θ=zarg  taškuose, kai ∞→z , nusako funkcija: 

 )(lnlim)( θρθ i

r
f refrh f−

∞→
=  , ];[ βαθ ∈ , (4.1) 

kuri vadinama funkcijos )(zf  indikatoriumi. 

 9 apibr÷žimas. Jeigu funkcijos )(zf , analizin÷s kampo ];[ βα viduje, eil÷ lygi fρ , tai bet 

koks skaičius fργ ≥ vadinamas šios funkcijos formaliąja eile kampe ];[ βα .  

 Funkcija )()( θγ
fh ( )()()( θθγ

ff hh ≡ , kai fργ = , ];[ βαθ ∈  ir 0)()( ≡θγ
fh ,kai fργ > , 

];[ βαθ ∈ ) žymi funkcijos )(zf  taip vadinamą formalųjį indikatorių, esant  formaliajai eilei γ .  

([4], 43 p.) 

 Indikatorius (vadinasi, ir bet koks formalusis indikatorius) analizin÷s kampo viduje 

funkcijos )(zf   pasižymi trigonometrinio iškylumo savybe ([2], 17 – 18 p.). Būtent, jeigu )(zf  

analizin÷ kampo viduje ];[ βα , jos eil÷ 1)( −−< αβπρ f , o indikatoriui )(θfh  teisingos nelygyb÷s: 

1)( hh f ≤α , 2)( hh f ≤β  ( 1h , 2h  - baigtiniai skaičiai),  

tada 

 
)(sin

)(sin)(sin
)( 21

αβρ

αθρθβρ
θ

−

−+−
≤

f

ff
f

hh
h  , βθα ≤≤ .      (4.2) 

Iš šios indikatoriaus savyb÷s betarpiškai išplaukia dvi lemos. 
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 1 lema. Sakykime, kad iš kiekvienos iš funkcijų )(z±Φ  eil÷  neviršija )1;0(∈ω . Tuomet 

)()( 0 ωBz ∈Φ±  tada ir tik tada, kai   

 0)0()( <+Φ
ωh ,  0)()( <+Φ

πωh , (4.3) 

 0)()( <−Φ
πωh ,  0)2()( <−Φ

πωh . (4.4) 

 2 lema. Jeigu Bz ∈Φ± )( , )(z±Φ  eil÷ nedidesn÷ kaip )1;0(∈ω , tai  

 0)0()( ≤+Φ
ωh , 0)()( ≤+Φ

πωh ,                  (4.5) 

 0)()( ≤−Φ
πωh ,  0)2()( ≤−Φ

πωh .              (4.6) 

 Jeigu pirmojoje lemoje yra  būtina ir pakankama sąlyga )(z±Φ  priklausyti klasei )(0 ωB , 

tai antrojoje lemoje yra tiktai būtina sąlyga )(z±Φ  priklausyti klasei B  ([2], 61 p.).  Norint gauti 

būtiną ir pakankamą sąlygą tam, kad Bz ∈Φ± )( , pasinaudosime viena  Fragmeno ir Lindeliofo 

teorema kampui ([2],  18 p.). 

 Tarkime )(zf  – analizin÷ funkcija kampo ];[ βα  viduje ir tolydi ant šio kampo kraštinių. 

Su kai kuriais 0>A ir 1)(0 −−<< αβπσ galioja įvertis: 

σ
zAezf <)( ,  βα << zarg , 

o ant kampo kraštinių: 
 Mzf ≤)( , 0>= constM .           (4.7) 

Tada (4.7) nelygyb÷ teisinga visame kampe ];[ βα .  

 Vadinasi, 2 lema duoda ir pakankamą sąlygą Bz ∈Φ± )( . 

 Pateiksime dar kai kurių žinių iš sveikųjų funkcijų teorijos. 

 10 apibr÷žimas. Sveikoji funkcija )(zf ,turinti baigtinę teigiamą eilę fρ  ir  apr÷žtą 

indikatorių )(θfh  vadinama  visiškai reguliariaus augimo funkcija, jeigu galima nurodyti tokią 

aibę 0E , sudarytą iš teigiamų skaičių ir turinčią nulinį santykinį matą 

{ }
0

),0(Emes
lim

0

=
∩

∞→ r

r
r

, 

čia ∞→r , 0Er∉  funkcija: 

frf
r

ref
h

i

ρ

θ

θ
)(ln

)(, = , 

tolygiai ]2;0[ πθ ∈ atžvilgiu art÷ja į )(θfh  ([7], 182 p.). 
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 Išvardinsime visiškai reguliariaus augimo funkcijų savybes ([7], 208 p.).  

1) Bet kuri baigtin÷s eil÷s 0>fρ  sveikoji funkcija )(zf  yra  bet kokios formaliosios eil÷s fργ >  

visiškai reguliariaus augimo funkcija su indikatoriumi 0)()( ≡θγ
fh . 

2) Tarkime  )(zf  ir )(zg  - sveikosios funkcijos, kurių eil÷s σρ ≤f , σρ ≤g  ( ∞<< σ0 ) , ir bent 

viena iš šių funkcijų yra visiškai reguliariaus augimo funkcija su σ eile. Tada sandaugos 

)()( zgzf ⋅  formalusis indikatorius atžvilgiu σ  eil÷s lygus atitinkamų funkcijos indikatorių 

sumai:             

 )()()( )()()( θθθ σσσ
gfgf hhh +=⋅ .       (4.8) 

 Jeigu f  ir g  n÷ra visiškai reguliariaus augimo funkcijos, tai  (4.8) lygyb÷je, apskritai 

lygyb÷s ženklas keičiamas ženklu ,,≤ ,,  . 

 Analogiški rezultatai teisingi ir visiškai reguliariaus augimo analizin÷ms funkcijoms 

kampo viduje [4]. 

5. „Įvedimo“ uždavinio kanonin÷s funkcijos savyb÷s ir sveikosios funkcijos 
)(zP , )(zQ  

 

Analogiškai baigtinio indekso atvejui, kartu  su (3.9) uždaviniu nagrin÷sime taip vadinamą 

„įvedimo“ uždavinį: 

 )()()( 0 ttGt −+ Ψ=Ψ ,   ∞<<∞− t ,         (5.1) 

čia { }]||)()([2exp)(0

ρϕψπ ttittG += , Htt ∈)(),( ϕψ .  

 Lygindami (3.9) ir (5.1) uždavinių išsprendžiamumo sąlygas, nustatysime, kokią įtaką 

(3.9)  uždavinio išsprendžiamumui turi šio uždavinio koeficiento )(tG  nuliai ir poliai. Apibr÷šime 

„įvedimo“ uždavinio kanoninę funkciją. 

 11 apibr÷žimas. Dalimis analizinę funkciją 

 




<

>
=








−
=

−

+∞

∞−

± ∫ ;0Im),(

;0Im),(

)(

)(ln

2
exp)( 0

zzX

zzX

zxx

dxxG

i

z
zX

π
    (5.2) 

vadinsime (5.1) „įvedimo“ uždavinio kanonine funkcija ([1], 38 p.). 

 Ištirsime )(zX ±  savybes. 

 3 Lema. Esant (3.1) – (3.6) sąlygoms funkcija  

 








−
= ∫

∞

∞−

± dx
zxx

xGz
zX a )(

)(ln

2
exp)( 0

π
  (5.3) 

yra analizin÷ ir ρ  eil÷s atvirose pusplokštum÷se  0Im >z  ir 0Im <z , 
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 o jų indikatoriai: 

 










<<−−−

<<−−
==

±

∞→
±

.2)],(cos)2(cos[
sin

;0)],(coscos[
sin)(ln

lim)(

21

21

πθππθρλπθρλ
ρπ
π

πθπθρλρθλ
ρπ
π

θ ρ

θ

r

reX
h

i
a

rX a
 (5.4) 

Be to, per÷jimas prie ribos yra tolygus );0( πθ ∈ ir )2;( ππθ ∈  atžvilgiu. 

 Įrodymas. Pirmas teiginys išplauk÷ iš Koši integralo bendrų savybių ir (3.1), (3.2) sąlygų. 

Antrojo teiginio įrodymui nagrin÷sime integralą 

 ∫
∞ −

−
=

0

1

2

)(
)( dx

zx

xx
zzI

ρϕ
. (5.5) 

Iš (2.4) sąlygos išplaukia, kad funkcija : 

∫=
t

dtp
0

)(
)( τ

τ
ττϕ ρ

. 

Išreiškiame taip: 

 ρρλ
ρ

ttpttp )(
1

)( 02 += , (5.6) 

čia 0)(lim 0 =
∞→

tp
t

. (5.7) 

Integruodami dalimis, išsiaiškinsime integralo )(2 zI  asimptotiką; 

∫ ∫ ∫∫∫
∞ ∞∞=

=
−

+








−
=








−
=

0 0 0
2

000

2

)(

)(

)()(1
)(

xx

x

xx

d
zx

dx
zd

zx

z
dd

zx
zzI τ

τ
ττϕ

τ
τ
ττϕ

τ
τ
ττϕ ρρρ

. 

Iš (2.4) sąlygos gauname, kad pirmas d÷muo lygus nuliui. Antrojo d÷mens įvertinimui pasinau-

dosime (5.6) formule: 

)()(
)(

)(

)(
)( 2221

0
2

0

0
2

2
1

2 zIzIdx
zx

xxp
zdx

zx

x
zzI +≡

−
+

−
= ∫∫

∞∞ ρρ
ρ λ . 

Integralas )(21 zI betarpiškai suskaičiuojamas (rezidiumų teorijos pagalba) kiekvienam poliui z , 

nesančiam ant realiosios ašies teigiamos pusaš÷s: 

 ρρπ

ρπ
πλ

zezI i ⋅−= −

sin
)( 2

21 . (5.8) 

Parinksime 0>ε .  Iš (5.7) ribos išplaukia, kad su )(εRt ≥  

 ε
ε

<
≥

)(max 0
)(

tp
Rt

 . (5.9) 

Tarkime ]2;[arg ηπηθ −∈= z , tada tolygiai θ  atžvilgiu  

 
22 1 η

η

iret
N

zt −≥− , θirez = , 0>= constNη .  (5.10) 

Vadinasi, 
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∫∫
∞

≥≤≤
≤

−
⋅⋅+

−
⋅⋅≤

)(
20

)(

)(

0
20

)(0
22 )(max)(max)(

ε
η

ρ

ηε

ε

η

ρ

ηε

θ

R
iRt

R

iRt

i dx
rex

x
Ntprdx

rex

x
NtprreI  

∫∫
∞∞ +−

≤
−

+⋅≤
−

+⋅≤
0

,2,

)(

2

1

,

11 ρ
ηεη

ρ

η
ρ

ηε

ε
η

ρρ

ηηε εεε rLdu
eu

u
Nr

r
Kdu

eu

ur
Nr

r
K

i

r

R
i

 

su )(εRr ≥ , 0, >= constL ηε , t.y. tolygiai pagal  ]2;[ ηπηθ −∈ egzistuoja 

 0
)(

lim 22 =
∞→ ρr

zI
r

. (5.11) 

Tokiu būdu gaunama (5.5) integralo  išraiška:  

 ρρρπ

ρπ
πλ

zzIzezI i )(
sin

)( 2
2

2 +−= −  , (5.12) 

čia plokštumoje su pjūviu pagal teigiamą spindulį  analizinei funkcijai )(2 zI  tolygiai pagal 

]2;0[ πθ ∈  teisinga: 

 0)(lim 2 =
∞→

θi

r
reI , πθ 20 << . (5.13) 

Imdami keitinį z−=ζ , analogiška išraiška gaunama ir integralui  

 ∫
∞− −

=
0

1 )(

)(
)( dx

zxx

xx
zzI

ρϕ
, (5.14) 

būtent 

 










≤<+

<≤+
=

− .2,)(
sin

;0,)(
sin)(

1

21

1
1

1

πθπ
ρπ
πλ

πθ
ρπ
πλ

ρρπρ

ρρ

zzIze

zzIz
zI

i

 (5.15) 

Čia funkcijai )(1 zI teisinga  (5.13)  riba tolygiai pagal );0[ πθ ∈  ir ]2;( ππθ ∈ . Iš (5.12) ir 

(5.15) išraiškų ir gauname lemos tvirtinimą.  Lema įrodyta. 

 4 lema. Funkcijų )(zX a
+ , )(zX a

−  indikatoriai yra tolydūs iki realiosios ties÷s, t. y. 

 






=−=+

=−=+

−−−−

++++

).2()02(),()0(

);()0(),0()0(

ππππ
ππ

aaaa

aaaa

XXXX

XXXX

hhhh

hhhh
 (5.16) 

 Įrodymas. Nagrin÷kime (5.5) integralą, t.y., kai 0>= tz ,  

∫ ∫ ∫∫ ++=
−

+
−

+
−

=
−

=
∞∞ 2

0

2

3

2

321

2

30

2 )()()(
)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)(

t t

t t

tttd
t

td
t

td
t

td
t

ttI ψψψτ
ττ
ττϕ

τ
ττ
ττϕ

τ
ττ
ττϕ

τ
ττ
ττϕ ρρρρ

. 

Parinkime 0>ε . Rasime skaičių 0>Τ : 

 








Τ≥∀<

Τ≥∀<

∫ .,
)(

;,)(

0

td
t

tt
t

ετ
τ
ττϕρ

εϕ
ρ

ρ

 (5.17) 
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t.y. pasinaudojant (2.3), (2.4), laikysime, kad 02 ≠λ . Ši sąlyga nekenkia bendram atvejui, tod÷l 

integralas 

∫
∞

−0

2

)(
τ

ττ
τλ ρ

d
t

t  

gali būti betarpiškai suskaičiuojamas. 

 Imsime dabar Τ> 2t ir nagrin÷sime )(2 tψ . Funkcija )(τϕ  tenkina Hiolderio sąlygą visame 

intervale 







2

3
,

2

tt
, t. y. 







∈∀
2

3
,

2
, 21

tt
tt  teisinga nelygyb÷: 

 
µ

ϕϕ
21

21

11
)()(

tt
Att −≤− . (5.18) 

 Tai išplaukia iš 4 apibr÷žimo 1 sąlygos. Iš tikrųjų, atkarpa 







2

3
,

2

tt
 galima padengti 

baigtiniu skaičiumi intervalų, kiekviename iš kurių )(tϕ tenkina Hiolderio sąlygą (šio teiginio 

įrodymas gaunamas iš priešingos 4 apibr÷žimo 1 sąlygos). Tada parinkdami didžiausiąją konstantą 

iš baigtinio skaičiaus konstantų, o iš baigtinio skaičiaus konstantų µ  – mažiausiąją, gauname (5.18) 

nelygybę intervale 







2

3
,

2

tt
. Tuomet  

∫ ∫ ∫ ∫ ≡
−

+
−
−

+
−
−

+−=
2

3

2

2

3

2

2

3

2

2

3

2

2 )()(
)(

)()()(
)(

t

t

t

t

t

t

t

t t

d
ttd

t

t
td

t

t
dt

τ
τ

ϕτ
τ
τ

ϕττ
τ
ϕτϕ

τ
τ
ττϕ

ψ ρ
ρρ

ρ
ρ

 

)()()()( 23222120 tttt ψψψψ +++≡ . 

Iš (5.18) išraiškos gauname 

∫ ∫∫ −−−+−+−+−−−− =−=−=
−

−
≤

2

3

2

2

3

2

1
1

111
2

3

2

1
11

21 1)(

t

t

t

t

t tAduuuAtdtAtd
t

At µρµρµµρµµµρµµρ

µ

τ τττττ
τ

ψ  . (5.19) 

Pasinaudoję nelygyb÷mis: 

 txxtx −≤− −1ρρρ ,  txttx −≤− −1ρρρ , (5.20) 

kurios teisingos 0, >∀ xt , 10 << ρ , įvertinsime integralą 

( ) ( )[ ]
∫ ∫

−
=≤

−
− −

2

3

2

2
1

2
32

3

2

1

t

t

t

t

tdd
t

t

ρ
τττ

τ
τ ρρ

ρρ
ρρ

. 

Kadangi iš (5.17) nelygybių seka, kad εϕ <)(t  




∈∀
2

3
,

2

tt
τ , 
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tod÷l  ρεψ tAt ⋅⋅≤ 222 )(  . (5.21) 

Įvertiname 

 ρ
ρ

ρ
ρ

ε
ε

ρ
ε

τ
τ
ττϕ

ψ tAtdt

t

t

⋅⋅=






≤= ∫ 3

2

3

2

20 2

)(
)( . (5.22) 

Pagaliau 0)(23 =tψ .            (5.23) 

Nagrin÷sime integralą 

∫ ∫∫∫∫ ∫ =
−

+








−
=








−
=

−
=

=

=

2

0 0

2

0
2

00

2

0 0

1

)(

)(

)()(1

)(

)(
)(

2
1t tt

dx
x

xx

t

d
tdx

x

xx

t

t
dx

x

xx
d

t
td

t
tt

τ ρ
τ

τ

τ ρτ ρρ ϕ
τ
τϕ

τ
ϕ

τ
τ

ττ
ττϕ

ψ  

∫ ∫∫∫∫ ⋅⋅≤
−

+
−

+−=
Τ

Τ2

0

4

0

2

2
00

2

)(

)(

)(

)(

)(
2

t t

tAdx
x

xx

t

d
tdx

x

xx

t

d
tdx

x

xx ρ
τ ρτ ρρ

ε
ϕ

τ
τϕ

τ
τϕ

. (5.24) 

 Pirmojo integralo įvertis išplaukia iš (5.17). Antrasis integralas yra analizin÷ skritulio 

2

3Τ
<t  išor÷je funkcija. Vadinasi, jis yra apr÷žtas už šio skritulio. Trečiojo integralo įvertis 

gaunamas tiesiogiai iš (5.17) ir sąlygos Τ> 2t . 

Taip pat iš (5.17) gauname įvertį 

∫
∞

−
⋅≤

2

3
3 )(

)(
t t

d
tt

ττ
ττ

εψ
ρ

. 

Apskaičiuosime integralą 

∫
∞

−
=

2

3 )(
)(

t

d
t

tI τ
ττ
τ ρ

. 

Tam tikslui nagrin÷jame integralą pagal sud÷tinį kontūrą C: 

[ ] [ ]BCBCC tt
B t ,, 2

3
2
3

2
3 ∪∪∪= −+  (1 br÷žinys) 

  

1 br÷žinys 

   
 
 
               
 о t 

2
3t

B 

+
BC  −

2
3tC  
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[ ] 01
)(

)(

2

3
2

3

2

2

3

2

3

2

3

=++−=+++≡
−

≡ ∫∫∫∫∫∫∫∫
−+

−

−+
tCBC

B

t

i

B

t
tC

t

B
BCC

ed
z

zI πρ
ρ

τ
ττ
τ

    
2

3t
z <∀ . 

0
1

2
)(

1  →
−

⋅≤
− ∞→

−∫
+

B

C
tB

BB
t

d

B

ρ
ρ

π
ττ
ττ

. 

Vadinasi, 

 1
622 2

32

1

2

)(1

1
)(

2
3

−

−− ≤







−

≤
−−

= ∫
+

ρ
ρ

πρ

ρ

πρ

π
ττ
ττ

tA
t

tet

d

e
tI

i
C

i

t

. (5.25) 

Apjungdami įverčius (5.19), (5.21) – (5.25) gauname 

 0
)(

lim 2 ≤
∞→ ρt

tI
t

. (5.26) 

 Panaudodami analizin÷s kampo viduje funkcijos indikatoriaus trigonometrinio iškilumo 

savybę, J.V.  Sochotskio formules gauname lemos tvirtinimą. Lema įrodyta. 

 5 lema. Dalimis analizin÷ funkcija 

 








−
= ∫

∞

∞−

± τ
ττ
τ

π
d

z

G

i

z
zX l )(

)(ln

2
exp)( 0  (5.27) 

yra σ eil÷s uždarose pusplokštum÷se 0Im ≥z  ir 0Im ≤z  su indikatoriumi: 

 
[ ]

[ ]







≤≤−−−

≤≤−−
==

±

∞→±

;2,)(sin)2(sin
sin

;0,)(sinsin
sin)(ln

lim)(

21

21

πθππθσνπθσν
σπ
π

πθπθσνσθν
σπ
π

θ
σ

θ

r

reX
h

i

l

rlX
(5.28) 

arba 

 
[ ]

[ ]







≤≤−−−

≤≤−−
=±

.2,)(cos)2(cos
sin

;0,)(coscos
sin)(

21

21

πθππθσαπθσα
σπ
π

πθπθσασθα
σπ
π

θ
lX

h  (5.29) 

Čia 

σπ
νσπν

α
sin

cos 21
1

+−
= ,   

σπ
σπνν

α
sin

cos21
2

+−
= . 

 (5.28) lygyb÷je viršutinę ribą galima pakeisti tikslia riba, kai πθ <<0 , πθπ 2<< , tod÷l 

šiuo atveju ribinis per÷jimas yra tolygus θ  atžvilgiu. 

 Ši lema išplaukia iš 3-4 lemų, atitinkamai dauginant gautas išraiškas iš )( τ− . 
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 Pastaba. Jeigu Htf
~

)( = , tai kaip įrod÷me, dalimis analizin÷ funkcija  

 












−
= ∫

∞

∞−

± dx
zxx

xxf

i

z
zX f )(

)(

2
exp)(

ρ

π
 (5.30) 

yra visiškai reguliaraus augimo ρ  eil÷s funkcija uždarose pusplokštum÷se  0Im ≥z  ir 0Im ≤z . 

  Iš [10] išplaukia, kad teisinga tam tikra prasme atvirkštinis teiginys, t.y. jei funkcija 

)(zX f
± turi visiškai reguliarų augimą,tai išpildomos (2.3), (2.4) sąlygos. 

 Dabar nagrin÷sime kai kurias sveikųjų funkcijų )(zP , )(zQ savybes. 

 6 lema. Funkcijos )(zP , )(zQ  yra sveikosios Pρ , Qρ eil÷s visiškai reguliaraus augimo 

funkcijos su atitinkamais indikatoriais  

=≡=
∉
∞→∞→ P

P

P r

reP

r

reP
h

i

Er
r

i

r
P ρ

θ

ρ

θ

θ
)(ln

lim
)(ln

lim)( *  

 
[ ]

[ ]









≤≤−∆+−∆−

≤≤−∆+∆−
=

+−

+−

.2,)(cos)2(cos
sin

;0,)(coscos
sin

πθππθρπθρ
πρ

π

πθπθρθρ
πρ

π

PPPP

P

PPPP

P  (5.31) 

 

=≡=
∉
∞→∞→ Q

Q

Q r

reQ

r

reQ
h

i

Er
r

i

r
Q ρ

θ

ρ

θ

θ
)(ln

lim
)(ln

lim)( *  

 

[ ]

[ ]









≤≤−∆+−∆−

≤≤−∆+∆−

=
+−

+−

.2,)(cos)2(cos
sin

;0,)(coscos
sin

πθππθρπθρ
πρ

π

πθπθρθρ
πρ

π

QQQQ

Q

QQQQ

Q  (5.32) 

čia  

{ } { }
0

),0(
lim

),0(
lim =

∩
=

∩
∞→∞→ r

rEmes

r

rEmes Q

r

P

r
. 

 Įrodymas. Funkcijų )(zP , )(zQ indikatorių formul÷s išplaukia iš ([7] p. 129), o jų visiškai 

reguliarus augimas iš svarbiausios teoremos apie sveikąsias visiškai reguliaraus augimo funkcijas 

([7], p. 205). Pasteb÷sime, kad atvirose pusplokštum÷se, t. y., kai ),0( πθ ∈ , )2,( ππθ ∈  (5.31), 

(5.32) lygyb÷se ribas *lim  (taip vadinamąją  ,,silpną,, ribą ) galima pakeisti paprastąja riba.  
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6. Laipsnin÷s eil÷s 10 << ρ  begalinio indekso homogeninio uždavinio 
sprendimas QP ρρσρ ===  atveju 

 

 Kaip jau buvo įrodyta, funkcijų )(zX a
± , )(zX l

± , )(zP , )(zQ augimo eil÷s yra skirtingos. Čia 

smulkiai nagrin÷sime tą atvejį, kai jų augimo eil÷s sutampa. 

 7 lema. Bet kuris homogeninio uždavinio (3.1) – (3.9) sprendinys nusakomas išraiška 

 




=Φ

=Φ
−−

++

);()()()(

);()()()(

0

0

zFzQzXz

zFzPzXz
     (6.1) 

čia )(zF - ρρ ≤F eil÷s sveikoji funkcija. 

Lemos įrodymas išplaukia iš kraštin÷s sąlygos (3.9) išraiškos 

 
)()(

)(

)()(

)(

00 tQtX

t

tPtX

t
−

−

+

+ Φ
=

Φ
 , ∞<<∞− t   (6.2) 

ir teoremos apie analizinį tęsinį ir apibendrintos Liuvilio teoremos ([1], p. 33-34). 

Greta su uždaviniu (3.1) – (3.9), nagrin÷sime du pagalbinius uždavinius:  

 )()()( 11 ttDt P
−+ Ψ=Ψ , ∞<<∞− t , (6.3) 

 )()()( 22 ttDt Q
−+ Ψ=Ψ , ∞<<∞− t , (6.4) 

čia tolydūs koeficientai )(tDP , )(tDQ  išreiškiami:  

 { }ρπ ttidtD QPQP )(2exp)( ,, = , (6.5) 

],[)(),( ∞−∞∈ µHtdtd QP , be to, 

 






=∆−−==∆−−=

=∆−+==∆−+=
−

+∞→

−

−∞→

+

+∞→

−

−∞→

.)(lim,)(lim

,)(lim,)(lim

222111

222111

γαλγαλ
βαλβαλ

QQtQQt

PPtPPt

tdtd

tdtd
 (6.6) 

Uždaviniams (6.3), (6.4) apibr÷žiame kanonines funkcijas 

 












−
= ∫

∞

∞−

± dx
zxx

xxd
zzY QP

QP )(

)(
exp)( ,

,

ρ

. (6.7) 

 1 teorema. Tam, kad uždavinys (3.1) – (3.9) būtų išsprendžiamas klas÷je )(0 ρB , būtina ir 

pakankama, kad pagalbiniai uždaviniai (6.3), (6.4) tur÷tų šioje klas÷je sprendinius: 

 )()()(1 zFzYz P
±± =Ψ , (6.8) 

 )()()(2 zFzYz Q
±± =Ψ , (6.9) 

čia )(zF - ρρ ≤F eil÷s sveikoji funkcija. 

 Įrodymas.  Iš (6.5) sąlygos bei kanoninių funkcijų (6.7) išraiškos gauname 
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≤≤≡+

≤≤≡+

−−

++

.2),()()(

,0),()()(

0

0

πθπθθθ

πθθθθ

QYQX

PYPX

hhh

hhh
  (6.10) 

Kita vertus, iš 3-6 lemų išplaukia, kad 

)()()(
00

θθθ PXPX
hhh +≡ ++ , 

)()()(
00

θθθ QXQX
hhh +≡ −− . 

Tod÷l, jeigu (6.8), (6.9) yra uždavinių (6.3), (6.4) sprendiniai, tai 
0)0()0( )( <++

ρ
FY

hh
P

, 0)()( )( <++ ππ ρ
FY

hh
P

, 

0)()( )( <+− ππ ρ
FY

hh
Q

,  0)2()2( )( <+− ππ ρ
FY

hh
Q

. 

Bet tada tai pačiai sveikajai funkcijai gauname 
0)0( <+Φ

h , 0)( <+Φ
πh , 

0)( <−Φ
πh , 0)2( <−Φ

πh . 

t.y. (žr. 1 lemą) )()( 0 ρBz ∈Φ± . 

 Iš kitos pus÷s, jeigu )()( 0 ρBz ∈Φ± , tai  

 0)0()0( )( <++
ρ

FY
hh

P
, 0)()( )( <++ ππ ρ

FY
hh

P
.   (6.11) 

 D÷l funkcijos )(zYP
± indikatoriaus tolydumo ir π2 - periodiškumo ir sveikosios 

funkcijos )(zF  savybių bei (6.11) nelygybių išplaukia, kad  

0)()( )( <+− ππ ρ
FY

hh
P

, 0)2()2( )( <+− ππ ρ
FY

hh
P

. 

Šios nelygyb÷s rodo, kad )()( 01 ρBz ∈Ψ± . Analogiškai įrodoma, kad )()( 02 ρBz ∈Ψ± . 

 Iš M.E. Toločko [14] gautų rezultatų, kurie teisingi pagalbiniams uždaviniams (6.3), (6.4), 

ir iš tik ką įrodytos 1 teoremos išplaukia teorema: 

 2 teorema. Laipsnin÷s eil÷s 10 << ρ  begalinio indekso homogeninio kraštinio Rymano 

uždavinio (3.1) - (3.9) išsprendžiamumui ypatinguoju atveju klas÷je )(0 ρB būtina ir pakankama, 

kad dydžiai QP ρρσρ === , kk γβ ,  ( 2,1=k ) tenkintų vieną iš sąryšių: 

 1) ;0,0;0,0;
2

1
0 2121 ≥≤≥≤<< γγββρ  

 2) ;cos)(,0,;0,0;
2

1
0 sgn1

212121 ρπγγγγββρ γ <>≥≤<< − k  

 3) ;0,0;cos)(,0,;
2

1
0 21

sgn1
2121 ≥≤<><< − γγρπββββρ βk          (6.12) 

 4) ;0,0;cos)(,0,;
2

1
0 21

sgn1
2121 ≥≤<><< − γγρπββββρ βk  

 5) { } { } .0,min,0,max;1
2

1
2211 ><<< γβγβρ  
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 3 teorema.  Esant išpildytai vienai iš (6.12) sąlygų, homogeninis uždavinys (3.1) – (3.9) 

turi begalinę aibę sprendinių )()( 0 ρBz ∈Φ± , apibr÷žiamų  (6.1) formule, čia )(zF - sveikoji 

neaukštesn÷s ρ  eil÷s funkcija, kurios formalusis indikatorius )()( θρ
Fh  su eile ρ tenkina sąlygas:  

 
{ }

{ }









−−⋅<

−−⋅<

.cos,cosmin
sin

)(

,cos,cosmin
sin

)0(

1212
)(

1212
)(

ρπγγρπββ
ρπ
π

π

γρπγβρπβ
ρπ
π

ρ

ρ

F

F

h

h
 (6.13) 

 Pažym÷sime, kad begalinis skaičius sprendinių išplaukia iš galimyb÷s sudaryti tiesiškai 

nepriklausomą sprendinių  sistemą, aprašomą 

 



=Φ

−

+
±

).(
~

)()(

);(
~

)()(
)(

00

00

zFzQzXz

zFzPzXz
z

k

k

k  (6.14) 

čia 1)(
~

0 ≡zF , kai 
2

1
0 ≤< ρ  ir )()(

~
00 zFzF ≡ , kai 1

2

1
<< ρ , )(0 zF - sveikoji funkcija, kurios 

šaknys  išd÷stytos viename spindulyje. Tačiau (6.14) funkcijų sistema nebūtinai  vienintel÷  

uždavinio (3.1) - (3.9) tiesiškai - nepriklausomų sprendinių sistema klas÷je )(0 ρB . Tokios sistemos 

pavyzdžiu galima laikyti )()()( zfzz kkf ⋅Φ=Φ ±± , čia )(zf - ρρ <f  eil÷s bet kuri sveikoji funkcija.  

 Jeigu tenkinamos 2 teoremos sąlygos, t.y. uždavinys (3.1) - (3.9) išsprendžiamas klas÷je 

)(0 ρB , tai jis išsprendžiamas,  ir  platesn÷je plokštumoje apr÷žtų funkcijų  klas÷je B . Bendras 

sprendinys, remiantis 6 lema, nusakomas (6.1) formule, čia sveikoji funkcija )(zF jau tenkina 

silpnesnes negu (6.13) sąlygas.  

 4 teorema. Kai tenkinamos (6.12) sąlygos bendrasis homogeninio kraštinio Rymano 

uždavinio (3.1) – (3.2) su 10 << ρ  laipsnin÷s eil÷s begaliniu indeksu sprendinys  ypatinguoju 

atveju nusakomas (6.1), čia  )(zF  -  ρρ ≤F  eil÷s sveikoji funkcija, tenkinanti realioje ašyje 

nelygybę: 

 { }∫
∞

∞−

+−
−

−−< FCtQtPdx
txx

xGttG
tF )(ln,)(lnmax

)(

)(arg

22

)(ln
)(ln 00

π
, (6.15) 

čia 0, >= FF CconstC . 

 Įrodymas. Iš tikrųjų, jeigu Bz ∈Φ± )( , tai iš 6 lemos išplaukia ρρ ≤F realiosios ašies 

taškuose 

FCtFtPtXt <++≡Φ ++ )(ln)(ln)(ln)(ln 0 , 

FCtFtQtXt <++≡Φ −− )(ln)(ln)(ln)(ln 0 . 
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 Iš 4 apibr÷žimo 1 sąlygos gauname, kad funkcijos )(0 zX ±  ribin÷s reikšm÷s egzistuoja 

kiekvienam realiam t , ∞<<∞− t . Panaudodami J.V. Sochotskio formules, gauname (6.15) 

nelygybę. 

 Sakykime atvirkščiai, jog sveikosios funkcijos )(zF eil÷ ρρ ≤F  ir tenkina (6.15) 

nelygybę. Tuomet funkcijos )()()()( 0 zFzPzXz ++ =Φ  eil÷ kampe ],0[ π  ir  

)()()()( 0 zFzQzXz −− =Φ  kampe  ]2,[ ππ  neviršija 1<ρ . Visiems realiosios ašies taškams teisinga 

Mt <Φ± )( , remiantis Fragmeno ir Lindeliofo teorema Mt <Φ± )( . 4 teorema įrodyta. 

 Galima įrodyti, kad santykiui tarp dydžių kk γβρ ,, ( 2,1=k ), netenkinančių n÷ vienos iš  

(6.12) sąlygų, teisinga. 

 5 teorema. Homogeninis kraštinis Rymano uždavinys (3.1)-(3.9) neturi apr÷žtų 

sprendinių,  jei duoti dydžiai kk γβρ ,, ( 2,1=k ) tenkina vieną iš sąlygų: 

 1) ;0,;10 21 ≤≥<< ββρ  

 2) ;cos)(,0,;
2

1
0 sgn1

2121 ρπββββρ β >><< − k  

 3) ;0,;1
2

1
21 ><≤ ββρ                                                                                          (6.16) 

 4) ;0,0;10 21 ≤≥<< γγρ  

 5) ;cos)(,0,;
2

1
0 sgn1

2121 ρπγγγγρ γ >><< − k  

 6) .0,;1
2

1
21 ><≤ γγρ  

 Įrodymas. Tarkime, jog išpildyta viena iš (6.16) santykių ir sakykime, priešingai,kad  šiuo 

atveju egzistuoja uždavinio (3.1) - (3.9) apr÷žtas sprendinys 0)( ≡/Φ± z . Tada egzistuoja sveikoji  

ne aukštesn÷s nei ρ  eil÷s funkcija )(
~

zF  tokia, kad  

0)()()()( )(
~

0
≤++≡ ++Φ

θθθθ ρ
FPX

hhhh ,  πθ ≤≤0 , 

0)()()()( )(
~

0
≤++≡ −−Φ

θθθθ ρ
FQX

hhhh ,  πθπ 2≤≤ . 

 Nagrin÷kime dabar (kaip ir 1 teoremos įrodyme) du pagalbinius uždavinius  (6.3), (6.4) su 

tolydžiais koeficientais )(tDP , )(tDQ . Iš (6.10) tapatybių ir priimto teiginio, kad egzistuoja apr÷žtas 

sprendinys, išplaukia, kad funkcijoms )(
~

)()(1 zFzYz P
++ ≡Ψ  ir )(

~
)()(2 zFzYz Q

+− ≡Ψ  teisingos 

nelygyb÷s: 

0)()()( )(
~

1
≤+= ++Ψ

θθθ ρ
FY

hhh
P

, πθ ≤≤0 , 

0)()()( )(
~

2
≤+= −−Ψ

θθθ ρ
FY

hhh
Q

, πθπ 2≤≤ . 
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Iš šių nelygybių bei  funkcijų )(1 z±Ψ ,  )(2 z±Ψ  indikatoriaus tolydaus iškilumo gauname 

 { })(),(max)(
~ θθρ

±±−≤
QP YYF

hhh . (6.17) 

 Tačiau [4] darbe įrodyta, kad, jeigu išpildoma viena iš  (6.16) sąlygų, neegzistuoja sveikoji 

funkcija, kuri tenkintų (6.17 )nelygybę. 

 Tegu dabar kβρ ,  tenkina iš (6.16) pirmąją sąlygą ( 0,;10 21 ≤≥<< ββρ ) . Tada, kai 

2

1
0 << ρ  arba 0)0( >+

PY
h , arba 0)( >+ π

PY
h . Vadinasi,  funkcijos )(

~
zF eil÷ lygi ρ  ir iš (6.17) 

nelygyb÷s matyti, kad funkcija )(
~

zF  turi maž÷ti spindulyje. Tai prieštarauja sveikosios funkcijos 

savybei 0)(
~

≡/zF . Jeigu 1
2

1
<≤ ρ , tai egzistuoja ];0[

20 π
ρ
π

θ ∈=  toks, kad 0cos 0 =ρθ . Tada 

020 sin)( ρθπβθ −=+
PY

h , 010 sin)( ρθπβπθ =+−
PY

h  ir iš  kβ  ženklo išplaukia, kad )(
~

zF maž÷ja  

spindulyje 0arg θ=z . O tai prieštarauja sveikosios 1~ <
F
ρ  eil÷s funkcijos savyb÷ms. 

 Teoremos patvirtinimui įrod÷me 1 atveją iš (6.16). Analogiškas teoremos įrodymas ir 

likusiais 4 atvejais iš (6.16). 

 Pastaba. (6.12), (6.16) atvejai neapima visų galimų kk γβρ ,, ( 2,1=k ) santykių. Ten 

neįeina atvejai: 

 a) ;cos)(,0,;
2

1
0 sgn1

2121 ρπββββρ β =><< − k  

 b) 0,;1
2

1
21 ><≤ ββρ arba ;0,0 21 == ββ  

 c) ;cos)(,0,;
2

1
0 sgn1

2121 ρπγγγγρ γ =><< − k  (6.18) 

 d) 0,0;1
2

1
21 =<<≤ γγρ  arba .0,0 21 == γγ  

 Kaip ir uždavinio su tolydžiais koeficientais (14) tyrime, galima pasakyti, kad (3.1) - (3.9) 

uždavinio išsprendžiamumas šiuo atveju jau nenusakomas tiktai dydžiais kk γβρ ,, , o priklauso taip 

pat nuo papildomų )(arg 0 tG , )(ln 0 tG , )(tP , )(tQ savybių. Pailiustruosime tai pavyzdžiu. 

 2 pavyzdys. Tegu )(0 tG , )(tP , )(tQ  tenkina tokias sąlygas: 

 а) { }ρλπ ttitG ⋅= sgn2exp)(0  , 0,
2

1
0 ><< λρ ; 

 b) 1)( ≡tQ ; 

 c) visos )(zP  šaknys išsid÷sčiusios spindulyje π=zarg , tod÷l 









+−+−+−=

2

1
)())(cos1()( 2*
ρ

ρρπλ tattnP , 0<= consta . 
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Tada atvejis  а) iš (6.18) sąlygų. Iš (5.4), (5.28) išplaukia, kad 

 0)(
0

<+ θPX
h , ];0( πθ ∈ , 0)(

0
<− θQX

h , ]2;( ππθ ∈ , 0)0(
0

=+PX
h .      (6.19) 

 Nagrin÷kime funkcijos )()(0 tPtX +  kitimą realiosios ašies teigiamame spindulyje. Kai 

0Im >z , tolesn÷ išraiška:  

∫ ∫ ∫∫∫
∞

∞− ∞−

∞

∞−

+ −
−
−−

+
−

=
−

−
−
−−

+
−

=
0

0 0

0

*0

0 )(

)(

)()(

)(

)(

)(

)(
)()(ln dx

zxx

x
zdx

zxx

x
zdx

zxx

xn
zdx

zxx

x
zdx

zxx

x
zzPzX P

ρρρρ λλλλ

 ∫∫
∞−∞−

≡
−

−+−+
+

−
−+−++

−
0 20 2*

)(

)())(cos1(

)(

)())(cos1()(
dx

zxx

xax
zdx

zxx

xaxxn
z P

ρ
ρ

ρ
ρ ρπλρπλ

 

)()()()( 4321 zIzIzIzI +++≡ . 

N.V. Govorovo darbe ([4], 126 p.) įrodyta, kad consttI ≤+ )(3 , kai +∞→t . 

).()(
)()(

)( 1211

1

0 1

1 zIzIdx
zxx

x
zdx

zxx

x
zzI +=

−
+

−
= ∫ ∫

∞ ρρ λλ
 

consttI <+ )(11 , kai ∞→t . 

 Integralui )(12 zI ([5], 58 p.) su pagalba keitinio 







==
υζ
1

,
1

xz  gauname  

)1(
sin

)( 1
12 O

e
I

i

+−= −ρ
ρπ

ζ ζ
ρπ

πλ
, 0→ζ . 

Pereinant prie ankstesnio kintamojo turime 

)1()(Im)(cos
sin

)( 1212 OzIi
r

zI ++−−= πθρ
ρπ

πλ ρ

, ∞→= θirez , 

)1()(Imctg)( 1212 OtIittI ++−= ++ ρππλ ρ ,  +∞→t . 

Toliau  

∫∫
∞−∞−

+≡
−
−

+
−
−

=+
0

)2(
4,2

)1(
4,2

20

42 )()(
)(

)(

)(

)(cos
)()( zIzIdx

zxx

xa
zdx

zxx

x
zIzI

ρ
ρρπλ

. 

Integralams )()1(
4,2 tI , )()2(

4,2 tI  teisinga  tokia išraiška: 

ρ

ρπ
ρππλ

tI
sin

cos)1(
4,2 = , ∞<≤ t0 , 

2

2

)2(
4,2 sin

ρ

ρπ

π
t

a
I = , ∞<≤ t0 . 

Sujungus gautus rezultatus, turime 

 )1()(Im
sin

)()(ln 1
2

2

0 OtIit
a

tPtX ++≤ ++
ρ

ρπ

π
, +∞→t .        (6.20) 

Analogišką rezultatą turime ir kai  −∞→t . T.y.  
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consttPtX <+ )()(0 , ∞<<∞− t . 

Vadinasi,  

)()()( 0 zPzXz ++ ≡Φ , BzXz ∈≡Φ −− )()( 0 .   

7. Laipsnin÷s eil÷s 10 << ρ  begalinio indekso homogeninio uždavinio su kitomis 
priklausomyb÷mis tarp QP ρρσρ ,,,  sprendimas 

 

Panagrin÷kime atskirai du atvejus: 

1) tarkime { }QP ρρσρ ,,max≥ . Iš 3 – 6 lemų  gauname, kad funkcijos )()(0 zPzX + ir 

)()(0 zQzX −  yra visiškai reguliaraus augimo funkcijos pusplokštum÷se  0Im ≥z , 

0Im ≤z atitinkamai, tod÷l jų eil÷ neviršija  ρ . 

 Tada šių funkcijų formalusis indikatorius su eile ρ  gali būti aprašytas. Su jų pagalba 

analogiškai taip, kaip tai dar÷me 1 teoremos įrodyme, šį atvejį pakeisime jau nagrin÷tu  atveju.  

 6 teorema.  Uždavinių (3.1) – (3.9) išsprendžiamumas klas÷se B ir )(0 ρB , kai 

{ }QP ρρσρ ,,max≥  aprašytas 2,4,5 teoremose ir  5 teoremos pastaboje.  Dydžiai Kβ , kγ  

sąlygose (6.12), (6.16), (6.18) toliau pakeičiami taip:  

1) kk λλ , , kai { }QP ρρσρ ,,max> ; 

2) kkkk αλαλ −+ , , kai   { }QP ρρσρ ,max>= ; 

3) kpk λλ ,±∆− , kai   { }QP ρσρρ ,max>= ; 

4) ±∆− Qkk λλ ,  , kai { }PQ ρσρρ ,max>= ; 

5) kkPkk αλαλ −∆−+ ± ,  , kai  QP ρρσρ >== ; 

6) ,, ±∆−−+ Pkkkk αλαλ kai  PQ ρρσρ >== ; 

7) ,, ±± ∆−∆− QkPk λλ  kai  σρρρ >== QP . 

 Išvada. Uždavinio (3.1) - (3.9) išsprendžiamumo sritis, kai { }QP ρρσρ ,,max≥  ne 

platesn÷ nei išsprendžiamumo sritis uždavinio  

 )()( 0
)(arg

0
0 tet tGi −+ Ψ=Ψ , ∞<<∞− t            (7.1) 

 Išvada gaunama lyginant uždavinių  (3.1) - (3.9) ir (7.1) rezultatus. 
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 2) Tarkime { }QP ρρσρ ,,max< . 

 7 teorema. Homogeninis kraštinis Rymano uždavinys  (3.1) - (3.9), kai 

 { }QP ρρσρ ,,max<  neturi apr÷žtų sprendinių. 

 Šios teoremos įrodymas skirstomas į kelis atvejus: 

 a) tarkime, pavyzdžiui { }QP ρρρσ ,,max> . 

 Funkcijų )()(0 zPzX + ir )()(0 zQzX −  eil÷ atitinkamai 0Im ≥z  ir 0Im ≤z  lygi šiuo atveju 

σ , o jų indikatoriai apskaičiuojami pagal (5.28) formulę , t.y. sutampa su funkcijos )(zX l
±  

indikatoriumi. Bet tada  

 






−=

−=

−+

−+

).()(

),2()0(

00

00

ππ
π

QXPX

QXPX

hh

hh
  (7.2) 

 Tarkime, kad  egzistuoja sveikoji funkcija )(zF , nusakanti uždavinio (3.1)-(3.9) 

sprendinio (6.1) formulę. Iš sąlygos (3.3) ir (7.2) lygyb÷s išplaukia, kad 

arba 0)0()( <σ
Fh , 0)()( ≤πσ

Fh , 

arba 0)0()( ≤σ
Fh , 0)()( <πσ

Fh . 

Iš čia pagal indikatoriaus trigonometrinio iškilumo savybę pusplokštumei gauname 0)()( <θσ
Fh  

visiems ]2,0[ πθ ∈ , tačiau išskirsime arba πθ = , arba 0=θ . Tada sveikosios funkcijos )(zF eil÷ 

1<= σρF  ir  )(zF  maž÷ja bet kokia tiese skirtinga nuo realiosios ašies.  O tai prieštarauja 

sveikosios funkcijos, kurios eil÷ 1<Fρ  savybei. 

 b) Tarkime  dabar { }QP ρσρρ ,,max> . Šiuo atveju funkcijos )()(0 zPzX + eil÷ 0Im ≥z  

lygi Pρ , o jo indikatorius apskaičiuojamas pagal formulę (5.31), t.y. kampe ],0[ π  sutampa su 

sveikosios funkcijos )(zP  indikatoriumi.Iš funkcijos )(* tnP  (3.7) apibr÷žimo išplaukia, kad 0>∆+P ,  

0<∆−P . Vadinasi, indikatorius )()(0 zPzX + sutampa su (7.1) uždavinio kanonin÷s funkcijos 

indikatoriumi,  kada (7.1) uždavinio indeksas  yra minus begalyb÷. (7.1) uždavinys su minus 

begaliniu indeksu neturi apr÷žtų sprendinių ([4], 36 p.). O tada pagal 6 teoremos išvadą neturi 

apr÷žtų sprendinių ir (3.1) – (3.9) uždavinys. 

 Kadangi funkcijos )(zP  įtaka  yra tiktai sprendinio pliusiniam komponentui )(z+Φ ,o 

įtaka )(zQ - tiktai minusiniam  komponentui )(z−Φ , tai analogiškas b) atvejui rezultatas bus 

teisingas,  kai { }PQ ρσρρ ,,max> , ir kai { }σρρρ ,max>= QP . 

 c) Tarkime, kad { }QP ρρρσ ,max>= . Pagal 5,6 lemas indikatorius sandaugos 

)()(0 zPzX +  lygus funkcijų )(zX l
+ , )(zP  indikatorių  sumai. Vadinasi, jeigu  egzistuoja sveikoji 
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funkcija )(zF , nusakanti (6.1) formule uždavinio (3.1) - (3.9) apr÷žtą sprendinį, tai jo formalusis 

indikatorius su eile σ tenkina nelygybes: 

 




≤≤−+−−≤

≤≤∆−−−∆−≤ −+

.2),2(cos)(cos)(

;0,cos)()(cos)()(

12

)(

12

)(

πθππθσαπθσαθ
πθσπαπθσαθ

σ

σ

F

PPF

h

h
 (7.3) 

Pasinaudojus (4.2) nelygybe d÷l 01 =θ , πθ =2 , πθ 23 = , kai 
2

1
≤σ iš (7.3) gauname 

0
cos2

cos
)()( <

∆+∆−
≤

−+

σπ
σπ

πσ PP
Fh . 

Paskutin÷ nelygyb÷ prieštarauja sveikosios funkcijos, kurios eil÷ 1<Fρ  savybei. 

 Jeigu 
2

1
>σ , tai iš 2,5 teoremų išplaukia, kad (7.3) nelygyb÷s antroji nelygyb÷  išpildoma 

tiktai, kai 01 ≥α , 02 ≤α . Bet šiuo atveju (7.3) nelygyb÷s pirmoji nelygyb÷ reikalauja uždavinio 

(7.1) su minus begaliniu indeksu išsprendžiamumo. (7.1) uždavinys su minus begaliniu indeksu 

neišsprendžiamas klas÷je B . Vadinasi, c) atveju neišsprendžiamas klas÷je B  ir uždavinys (3.1) -

(3.9). 

 Akivaizdu,  kad analogiškas rezultatas gaunamas ir kai { }PQ ρρσρ ,max>= . Jeigu 

ρσρρ >== QP , tai sveikoji funkcija )(zF  (6.1) tenkins nelygybes:   

 




≤≤−∆++−∆+−≤

≤≤∆−−−∆−≤
−+

−+

.2),2(cos)()(cos)()(

;0,cos)()(cos)()(

12

)(

12

)(

πθππθσαπθσαθ
πθσθαπθσαθ

σ

σ

QQF

PPF

h

h
   (7.4) 

 Tada, kai
2

1
≤σ   analogiškai samprotaujama c atvejui. Iš 2,5 teoremų išplaukia,  kai 

2

1
>σ  (7.4) nelygyb÷se būtina pareikalauti, jog 







≥∆−−∆−

≤∆−−∆−
++

−−

.0,

;0,

22

11

QP

QP

αα
αα

 

 Iš pirmųjų nelygybių gauname { } 1,min α≥∆∆ −−
QP , o iš antrųjų nelygybių 

{ } 2,max α−≤∆∆ ++
QP . Šios nelygyb÷s kartu galimos tiktai tuo atveju, kai 021 == αα , o tai 

priešgyniauja uždavinio sąlygai. Teorema įrodyta.        
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8. Išvados 
 

Šiame darbe atliktas tyrimas begalinio indekso homogeninio kraštinio Rymano uždavinio 

ypatingu atveju pusplokštumei, kai laipsnin÷ eil÷ yra 10 << ρ . Kiekvienoje iš klasių B ir )(0 ρB  

sudarytas bendrasis sprendinys – dalimis analizin÷ funkcija 0)( ≡/Φ± z , kai jos ribin÷s reikšm÷s 

)(t±Φ  realiosios ašies taškuose tenkina kraštinę sąlygą: )(
)(

)(
)()( 0 t

tQ

tP
tGt −+ Φ=Φ , ∞<<∞− t . 

Taip pat ištirta koeficiento )(tG nulių ir polių bei )(ln tG  augimo įtaka homogeninio kraštinio 

Rymano uždavinio išsprendžiamumui.  

Laipsnin÷s eil÷s 10 << ρ  begalinio indekso homogeninio kraštinio Rymano uždavinio 

išsprendžiamumas priklauso nuo parametrų: ,,,, QP ρρσρ )(lim1 t
t
ϕλ

−∞→
= , )(lim2 t

t
ϕλ

+∞→
= , 

)(lim1 t
t
ψν

−∞→
= , )(lim2 t

t
ψν

+∞→
= , ±± ∆∆ QP , .  

Galima teigti, jog, kai { }QP ρρσρ ,,max< , homogeninis kraštinis Rymano uždavinys 

neišsprendžiamas klas÷je B.  

Kada { }QP ρρσρ ,,max≥ , išskiriami  tokie santykiai tarp parametrų, kuriems esant: 

1) homogeninis kraštinis Rymano uždavinys apr÷žtų sprendinių neturi;  

2) homogeninis kraštinis Rymano uždavinys išsprendžiamas ne tik klas÷je B , bet ir     

siauresn÷je klas÷je )(0 ρB ; 

3) sprendinių klas÷je )(0 ρB  n÷ra, išsprendžiamumas klas÷je B  nusakomas ne parametrais, o 

priklauso nuo papildomų funkcijos )(tG  savybių. 
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Thema. Homogeneous boundary-value problem of Riemann with the infinite index and the 

gradual order 10 << ρ  in special the case for the half-plane: Master‘s work in mathematics / 

supervisor dr. P. Alekna; Department of mathematics, Faculty of mathematics and 

informatics, University of  Siauliai. – Siauliai, 2008. – 29 p. 

 

SUMMARY 

 

 This paper analyses homogeneous boundary-value problem of Riemann with the infinite 

index, when gradual order is 10 << ρ . In every class - B  and )(0 ρB  - the solution is partial 

analitic function 0)( ≡/Φ± z , when its limit values )(t±Φ   meet the marginal condition 

)(
)(

)(
)()( 0 t

tQ

tP
tGt −+ Φ=Φ , ∞<<∞− t  in the points of real axis. 

 The paper also discusses solvability of the problem in the special case for the half – plane. 

Moreover, functions )(z+Φ  and )(z−Φ  are examinated, of which analytic upside 0Im >z  

and underside 0Im <z  half-plane. The coefficient‘s )(tG   noughts and piles, and growth of )(ln tG  

are analyzed as possible influential factors for the problem’s solvalibility. The paper examines 

dependence between given variables ,,,,, 1λρρσρ QP  ±± ∆∆ QP ,,,, 212 ννλ , for which boundary-value 

problem of Riemann does not have limited solutions.  

 The paper made analysis of homogeneous boundary-value problem of Riemann with the 

infinite index special the case for the half-plane, when 10 << ρ  in every class of B and )(0 ρB . 

Furthermore, general solution is presented, excluding cases when the problem is unsolvable in these 

classes.  

 

 
 


