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1. [vadas

Klasikinis krastinio Rymano uzdavinio formulavimas:

Tegu duotas glodus uzdaras kontiras L, kuris dalija kompleksine plokstumq i vidine sritj
D" ir iSorine sriti D™, ir dvi kontiro L taSkuose apibréztos funkcijos G(t), g(t), tenkinancios
Hiolderio sqlyga, G(t) #0.

Reikia rasti dvi funkcijas: ®(z) - analizine srityje D" ir ® (z) - analizine srityje D™,
iskaitant z = oo, kuriy krastinés reiksmés ®*(t) kontiiro L taSkuose tenkina tiesine lygti:

Q7 (1) =GO)D (1) +g(1), (1.1)

Funkcija G(¢) vadinama Rymano uzdavinio koeficientu, o funkcija g(¢) — laisvuoju na-
riu. Kai g(¢) =0, tai turime homogeninj krastini Rymano uzdavini, o kai g(¢) # 0 — nehomogenini
krastini Rymano uzdavini [1].

Pirma karta §is uzdavinys paminétas B. Rymano darbuose. Véliau ji nagrinéjo daugelis ma-
tematiky: Gilbertas, Plemelis, Pikaras, Privalovas, Karlemanas ir kiti [3].

Pilnas ir efektyvus krastinio Rymano uZzdavinio sprendimas klasikinéje formoje buvo pa-

teiktas F.D. Gachovo 1936 metais. Jis apibrézé kraStinio uzdavinio indekso savoka, kuri Rymano

uzdavinyje yra pagrindiné charakteristika:
Kk =1Ind,G(t) = %AL arg G(¢). (1.2)
V4

F.D. Gachovas jrodé:
1) kai —oo < x <0, homogeninis uzdavinys neturi aprézty sprendiniy, isskyrus ®*(z)=0;
2) kai 0 <k <+00, homogeninis uzdavinys turi x +1 tiesiSkai nepriklausomus apréztus spren-
dinius:
D (z)=z" @,
D (z)=z"""?,

¢ia k=01,..,x,0 I'(z)= L,J-Mdr.

2my T—2z

Homogeninio uzdavinio bendrasis sprendinys aprézty analiziniy funkcijy klas¢je nusako-
mas formule:
D(z)=X(2)P.(2), (1.3)

¢ia P_(z) — bet koks daugianaris, kurio laipsnis ne didesnis uz «,

P(z)=a,+az+a,z> +..+a.z",



o0 X(z) —homogeninio uzdavinio kanoniné funkcija:
e'?. zeD",

-k T'(z)

X(z)=
(2) z'e' 7, zeD .

3) kai —1 <k <+, nehomogeninis krastinis Rymano uzdavinys i$sprendZiamas prie bet kurio

laisvojo nario g(¢) ir jo bendrasis sprendinys nusakomas formule:

X(z2) ¢ glr) dr
() = ! Yoo XORE) (1.4)

(kai kx =-1,tai P.(2)=0);
4) kai —oo < k¥ < -1, nehomogeninis krastinis Rymano uzdavinys apskritai nei§sprendZiamas.

Tam, kad jis biity iSsprendziamas, butina ir pakankama, kad laisvasis narys g(¢) tenkinty
-k —1 salyga:

j&r“dr =0, k=12...—x—1.
X"(7)

L

Kai tenkinamos auksciau nurodytos salygos, tada vienintelis sprendinys randamas pagal

(1.4) formulg, kurioje P.(z)=0.

Véliau Rymano uzdavinys buvo apibendrintas jvairiomis kryptimis [3]. L. A. Cikino darbe
[6] buvo nagrinétas ypatingasis Rymano uzdavinio atvejis, kai koeficientas G(¢) kontiiro L taskuo-
se gali buti lygus nuliui arba begalybei ([1], 51-56 p.).

Taciau visuose apibendrinimuose kraStinio Rymano uzdavinio indeksas ir tiesiSkai nepri-
klausomy sprendiniy skaicius yra baigtinis.

Pirma karta kraStinis Rymano uzdavinys su begaliniu indeksu buvo iSsprestas N.V.Govoro-
vo [4].

1 apibrézimas. Jeigu kontiiro L vienpuséje (dvipuséje) tasko t, aplinkoje funkcijos
arg G(t) argumentas neapreéztas, tai taskq t,vadinsime sukiirio tasku (vienpusiu arba dvipusiu).

2 apibrézimas. (1.1) krastinio uzdavinio indeksq vadinsime begaliniu, jeigu kontiire L eg-
zistuoja nors vienas sukiirio taskas.

N.V. Govorovas nagringjo (1.1) uzdavinio atveji, kada L — begalinis tolydus atviras kontu-

ras, neinantis per koordinaciy pradzia, o funkcijos G(¢) ir g(¢) tenkina salygas:

1) argG(1) = 27p(t)lf” 1.5)

Cia 0<p<oo, p(t)eH (L),
(Hiolderio su 0 < x <1 begaliniame kontiire L, ¢(0)=A4#0).

2) In|G(1)|, g(t) e H,,(L). 1.6)




Pagal 1 ir 2 apibrézimus (1.1) krastinis uzdavinys su salygomis (1.5) ir (1.6) yra Rymano

uzdavinys su begaliniu indeksu, o taskas f=o — vienpusis sukirio taskas. Sio uzdavinio
. iy . y . . .. .. . 1 .
sprendimas aprézty visoje plokStumoje analiziniy funkcijy klaséje, kai 0< p < Epatelktas [2], 1

skyriuje.

Krastinio Rymano uzdavinio su begaliniu indeksu sprendimui N.V Govorovas sukiiré
nauja metodika, kuria naudojamasi tolimesniuose tyrimuose. Dabar salyginai galima teigti, kad
atsirado trys tarpusavyje susijusios krastiniy uzdaviniy sprendimo su begaliniu indeksu kryptys.

Pirmai krypéiai priklauso N.V Govorovo ir jo mokiniy darbai ([3], 510 — 520 p.). Siy
mokslininky darbuose Rymano uzdavinys ir jo apibendrinimas sprendziamas aprézty funkciju
klaséje ir kai kuriose jos poklasése. Be to, Siuos darbus vienija sprendimo metody artumas. Biitina
paminéti M. E. Tolocko tyrimus ([2], 2 ir 3 skyrius). Jie yra N.V. Govorovo gauty rezultaty
apibendrinimai dvipusio siikurio tasko atveju. M. E. Tolocko i$sprendé begalinio indekso laisninés
eilés 0 < p <1 Rymano uzdavinj. Sudétingesnj atveji — begalinio indekso bet kokios laipsninés eilés
Rymano uzdavini dvipusio siikurio tasko atveju nagrinéjo 1. E. Sandrigailo [6], [7]. Jo darbuose yra
gautas ne tik anksCiau apraSyto kraStinio Rymano uzdavinio sprendimas, bet ir kai kurie nauji
svarbils rezultatai analizinei funkcijai pusplok§tuméje.

P. G. Jurovo darbuose [8-10] teigiama, kad argG(¢) be galo nutolusio tasko aplinkoje yra

Aln’

t

,t > 0,0 <y <oo (taip vadinamas logaritmings eilés begalinio indekso atvejis). Be to, buvo

gauta logaritminio Kogi tipo integralo asimptotika ([2], 4 skyrius). Sia gauta Kosi tipo integralo
asimptotika pasinaudojo P. Alekna, nagrinédamas logaritminés eilés begalinio indekso kraStini

Rymano uzdavini pusplokstumei ([2], 5 skyrius).

Siame darbe nagrinéjamas homogeninis krasStinis Rymano uzdavinys:

d)*(t):Go(t)ECD’(t), —00<t<, 1.7)
o)
kai koeficientas:
t . . n=l1 a"
G(1) = Go(t)ﬁ = expaly (1) | 1|7 +ig(t) |1 [P |J——"t, (1.8)

o0 t
m|1-—
e ( bn]

¢ia O0<o<l, O0<p<l,o0 H ' reiSkia, kad sandauga imama visoms sveikosioms indekso n

n=—00

reikSméms, iSskyrus n=0.



Funkcijos w(¢), o(t) priklauso funkciju klasei, tenkinan¢ioms Hiolderio salygas kiekvieno
baigtinio tasko aplinkoje, kai ¢ — +wo,f > —0. Be to, realiyjy skaiCiu sekos {an}, {bn} turi
baigtinius tankius A%, AiQ ,0]jyeiles — p,, Po (0<pp,p, <1). Skaiciai p, o, p,, Po skirtingi
tarpusavyje. Uzdavinio sprendimas nagrinéjamas klaséje B apréztoms funkcijoms @*(z) ir klaséje
B,(p) eksponentingés eilés funkcijoms mazéjancioms begalybéje.

Sio darbo tikslas — istirti koeficiento G(f)nuliy ir poliy bei ln|G(t)| augimo itaka
homogeninio krastinio Rymano uzdavinio i§sprendziamumui. Taip pat iSnagrinéti priklausomybe
tarp dydziw: p, &, p,, Py, 4 =lim (1), 4, =lim p(0), v, =lim y(1), v, =lim y (1), A,, A,
kuriems esant:

1) (1.7) — (1.8) homogeninis krastinis Rymano uzdavinys aprézty sprendiniy neturi;

2) homogeninis kraStinis Rymano uzdavinys iSsprendziamas ne tik klas¢je B, bet ir
siauresn¢je klaseje B,(p);

3) sprendiniy klas¢je B,(p) néra, i§sprendZiamumas klaséje B jau ne nusakomas uzdavi-

nio parametrais, o priklauso nuo papildomy funkcijos G(¢) savybiy.
2. Darbe naudojamy funkcijy klasés

Pateiksime darbe naudojamuy funkciju klasiy savokas.
3 apibrézimas. Funkcija f(t), t e[~»,x], tenkina Hiolderio sqlygq, kai [-w,], jeigu

D [f) - f)| <4t -6, 0<pu<l1, A=const>0, 2.1

bet kokiems t,,t, e[-2c,2c], ¢>0;

U

L, (2.2)

1
4ot

2) |f(t)- f(ty)|< 4

bet kokiems t,,t, € [—0,—c] ir t,,t, €[c,0].
Zymésime tai vienu i§ simboliu : f(f) = H [-0,0], f()eH,, f(t)eH.
4 apibrézimas. Funkcija f(t), t €[—o,0] tenkina squgqﬁ S f()e H[~,0], Jjei tenkina-
mos sqlygos:
1) Kiekvieno tasko t € (—0,) aplinkoje funkcija f(t) tenkina sqlygq (2.1) arba (2.2), be

to, konstantos A >0, 0< u <1, priklauso nuo t;

2) limf() =4 #0o, im/f(t)=A, #o; 2.3)

t——0 t—>+0



3) Kai kuriems 0 < p <1 egzistuoja baigtinés ribos:

t—+o0 P

1imﬁerPdr=ﬂl,
0 T

lim ﬁj&r”dr =2, . 2.4)
0 T

(>0 P
Jeigu tenkinamos tik 4 apibrézimo 2), 3) salygos ir funkcija f(¢)aprézta, tai Si fakta
zymeésime f € HS[—o,0].
Klases H ir HS charakterizuoja parametras p . Todé¢l kartais zymésime H L, HS .
Pirmoji i§ nagrin¢jamy funkcijy klasiy yra detaliai iSnagrinéta ir sutinkama daznai ([5], 1
skyrius). Kitos dvi ¢ia pateikiamos pirma karta ir susietos su teorema, jrodyta N.V. Govorovo ir L.

E.Sandrigailo darbe [10]. ISskirsime tik kai kurivos skirtumus tarp funkeiju i§ H, ir i§ H.

Pirmiausiai i§ (2.2) i8plaukia, kad bet kokiai funkcijai f(¢) € H ,[-o0,0] egzistuoja lim f(¢) # =,

—>—0

lim f(#) # . Tai reiSkia, kad tenkinamos 4 apibrézimo salygos. Todé¢l teisinga H , < H.

t—>+w

Pateiksime funkcijos pavyzdi f,(¢): f,() e H,, V 0 <u<1,bet f,(t) e H.

1 pavyzdys. Tarkime

1, jei n—1£t<n—2Ln, n=12,..;

— 2"t 2" -1, n—zinﬁt<n— L.

fo@®) = 2mt’

<t<mnm

2n+l -

2" = 2™ 1, n—

1, jei t<0.

fo(n—zl j:O.Todél Blim /,(t) it fy(t) & H .

n+l
t——0

I3 kitos pusés lim f,(7) =1. (2.5)

Taip pat, bet kuriam 0< p <1:

t [£]+1 P [t]+1 P
j—f°(f)rps j—f°(”’ dr= [c7dz- [ [1- f,())5 T+ L),
0 T

T T
0 0 E[t]+l

Sa By, ={r>0 [r<[]+1 £, () #1}.

L) =L (141,
D



0<r<[t]+1

T’ 1
|12 (t)| < meSE[I]H © max {(1 - fo (T))T} <l- 2[t]+2 :

Vadinasi,
tm 2 (LD g <y, (2.6)
t——0 tp 0 T

Analogiskai jrodoma, kad
limﬁ.[f‘)(r) tPdr >1. 2.7
>+ P T

IS (2.5) — (2.7) galima teigti, kad f,(¢) € H [-o0,0]. Bet kokiame baigtiniame intervale
[-R,R] funkcija f, (¢) priklauso klasei H,, kai w=1. Bet skaiCius 4, figiruojantis (2.1) nelygy-
béje priklauso nuo R, kai R — o0, A(R) —> .

Pastaba. IS (2.3), (2.4) salygu iSplaukia, kad Vf(¢) € H egzistuoja taip vadinamos
,,S1lpnos* ribos:
lim™ £(¢) = lim f(t) = A,,

teE,

lim" f(¢) = lim f(£) = 4,, (2.8)
t—>+0 ;;E;—oc
cia lim mes{E, N (-7,0)} lim mes{E, N (0,7)} 0.
r—>0 T r

Taciau 4 apibrézimo (2.3), (2.4) salygos negali biiti pakeiciamos (2.8) salyga, todél, kad
limf (f) =+

t—o0

Apibrésime dabar dvi dalimis analiziniy funkciju klases kompleksinéje plokStumoje

(121, 53 p.).

5 apibrézimas. Dalimis analizine funkcijq ®*(z) (®'(z) — analiziné pusplokstuméje
Imz>0ir tolydi Imz >0, ® (z) — analizine Imz <0 ir tolydi Imz <0), apréztq ispléstinéje
kompleksinéje plokstumoje C vadinsime funkcijy klase B.

6 apibrézimas. Funkcijq ®*(z) € B, tenkinanciq asimptotine nelygybe

@ (re”) < expl-Ar7}, 450, 0<p<l, 2.9)

vadinsime eksponentinés mazéjimo p eilés funkcija ir Zymésime tokiy funkcijy klase B,(p).



3. Laipsninés eilés 0 < p <1 begalinio indekso homogeninio krastinio Rymano
uzdavinio formulavimas

Tarkime realiosios aSies taskuose apibréZta kompleksiné funkcija G,(¢) tenkina salygas:

1) arg G, (t) = 27xp(t)lf|”, 0< p <1, 3.1
o(t) € H[—o0,00], 3.2)
@ () =4, @ p()=24,, X +2%0. (3.3)

2) In|G,(t)| =27y ()", 0<o <1, (3.4)
w(t) € H[-o0,00], 3.5)
@ W(z)zvl,ﬁ w(t)=v,, vi +v: £0. (3.6)

Realiosios asies taskuose apibréztos funkcijos P(¢), Q(¢) yra sveikyju funkciju P(z),
O(z) konturines reik§més, kuriy eilés atitinkamai yra p,, p,(0< p,,p, <1).
Sveikyju funkciju P(z), Q(z) visos Saknys yra realios ir juy tankiai nusakomi:

L ong()

. n, (¢ +
3) 31lim ) A, =A,, 3.7

1>+ |t|ﬂP L Mﬂg

nulius skai¢iuojanti funkcija:

‘- n,(t), t=0;
=1, o), t<o0.

¢ia n, () - sveikosios funkcijos P(z) Sakny skaicius srityje {[z| <t, Rez2> 0},
n,(t) - sveikosios funkcijos Q(z) Sakny skaicius srityje ﬂz| <t, Rez< 0} (atitinkamai n; (®)),
P(0)#0, 0(0)#0, (A%,)* +(A,)* #0, (A,)” +(A,)” #0. 3.9)
Nagrinésime kita homogenini Rymano uZdavini. Kiekvienoje klaséje B ir B,(p)- rasti
dalimis analizine funkcijq ®*(z)#0, kurios ribinés reiksmés ®(t) realiosios asies taSkuose

tenkina krastine sqlygq:

<I>+(t):G0(t)&d)‘(t), —00<t<00. 3.9
()
Remiantis 1 apibrézimu, be galo nutoles taskas yra funkcijos G,(t)P()[Q(®)] "' = G(¢)
stkurio taskas. Todél (zr. 2 apibrézima) uzdavinio indeksas yra begalinis. Kadangi koeficientas

G(t) kai kuriuose realiosios aSies taskuose lygus nuliui arba begalybei, t.y. turime Rymano



uzdavinio ypatingaji atveji ([1], 50 p.). Kadangi funkcijos G,(¢) indeksas yra begalinis, tai funkcijy
P(t) ir O(¢) nuliu skaicius taip pat yra begalinis, kas naudojama (3.7) salygoje.

Be to, uzdavinys nagrinéjamas pusplokstumei, t.y. ieSkomos funkcijos ®*(z), ® (z) yra
analizinés virSuting¢je (Imz >0) ir apating¢je (Imz <0) pusplokStumése. Visa tai ir nusako

nagrin€¢jamo uzdavinio pavadinima.
4. Analiziniy kampo viduje funcijy teorijos kai kurie teiginiai

7 apibrézimas. Tarkime f(z)#0 - funkcija, analiziné kampo viduje [o; f] ir tolydi jo

krastinése. Tada tikslus apatinis réZis p ., skaiciui v > 0, kuriems tolygiai 6 atzvilgiu
E& r ln‘f(reig)‘ =0, Oela;p], z=re",

vadinamas f(z) eile kampe [a; [].

8 apibrézimas. Baigtinés eilés p analizinés kampo [o; [ viduje funkcijos f(z) kitimq
kiekvienos pustiesés argz = 6 taskuose, kai z — o, nusako funkcija:

h(0) = @ 7 Inff(re”)| , O €la: B, @.1)

kuri vadinama funkcijos f(z) indikatoriumi.

9 apibrézimas. Jeigu funkcijos f(z), analizinés kampo [a; B]viduje, eilé lygi p,, tai bet
koks skaicius y 2 p , vadinamas Sios funkcijos formaligja eile kampe [a; fB].

Funkcija 47 (0) (K (0)=h,(0), kai y=p,, Ocla;f] it K (@)=0kai y>p,,

0ela; ﬂ]) zymi funkcijos f(z) taip vadinama formalyji indikatoriy, esant formaliajai eilei y .

(4], 43 p.)

Indikatorius (vadinasi, ir bet koks formalusis indikatorius) analizinés kampo viduje
funkcijos f(z) pasizymi trigonometrinio iSkylumo savybe ([2], 17 — 18 p.). Biitent, jeigu f(z)
analiziné kampo viduje [«; B], jos eilé p, <z(f - a)”', o indikatoriui 4 (0) teisingos nelygybés:

h (@) < h,h,(B)<h, (h,h, - baigtiniai skaiCiai),
tada
hysinp (B—0)+h,sinp (0-a)
sin p, (- )

h(0) < La<0<p. 4.2)

I§ Sios indikatoriaus savybes betarpiskai iSplaukia dvi lemos.

10



1 lema. Sakykime, kad i§ kiekvienos is funkcijy ®*(z) eilé nevirSija w e (0; 1). Tuomet
®*(z) € B,(w) tada ir tik tada, kai
(0) (@)
h,'(0)<0, 7 (7)<0, 4.3)
(0) (0)
h,(m) <0, h?(27)<0. 4.4)

2 lema. Jeigu ®*(z) € B, ®*(z) eilé nedidesné kaip w € (0; 1), tai

() (0)
h,”(0)<0, h,7(7)<0, 4.5)

(0) (0)
h,”(7)<0, h”(27)<0. (4.6)

Jeigu pirmojoje lemoje yra biitina ir pakankama salyga ®*(z) priklausyti klasei B,(®),
tai antrojoje lemoje yra tiktai butina salyga ®*(z) priklausyti klasei B ([2], 61 p.). Norint gauti
biting ir pakankama salyga tam, kad ®*(z) € B, pasinaudosime viena Fragmeno ir Lindeliofo
teorema kampui ([2], 18 p.).

Tarkime f(z) — analiziné funkcija kampo [a; f] viduje ir tolydi ant Sio kampo krastiniy.
Su kai kuriais A>0ir 0< o < 7(B —a)' galioja jvertis:

|f(z)| <A, a< argz < f3,

o ant kampo krastiniy:
|f(2) <M, M =const>0. .7

Tada (4.7) nelygybé teisinga visame kampe [a; f].

Vadinasi, 2 lema duoda ir pakankama salyga ®*(z) € B.

Pateiksime dar kai kuriy ziniy 1§ sveikyju funkciju teorijos.

10 apibréZimas. Sveikoji funkcija f(z),turinti baigting teigiamq eile p, ir apreéziq
indikatoriy h (0) vadinama visiSkai reguliariaus augimo funkcija, jeigu galima nurodyti tokiq
aibe E°, sudarytq is teigiamy skaiciy ir turinciq nulinj santykini matq

. mes{E° 1 (0,7)}

r—>0 v

=0,

Cia r - o, r¢ E° funkcija:

i0
L

PP

tolygiai 0 € [0;2r]atzvilgiu artéja i h (6) ([7], 182 p.).

11



ISvardinsime visiSkai reguliariaus augimo funkcijy savybes ([7], 208 p.).

1) Bet kuri baigtinés eilés p, >0 sveikoji funkcija f(z) yra bet kokios formaliosios eilés y > p,
visiskai reguliariaus augimo funkcija su indikatoriumi h‘(fy '(0)=0.

2) Tarkime f(z) ir g(z) - sveikosios funkcijos, kuriy eilées p, <o, p, <o (0<o <o), ir bent
viena is Siy funkcijy yra visiskai reguliariaus augimo funkcija su o eile. Tada sandaugos
f(2)-g(z) formalusis indikatorius atzvilgiu o eilés lygus atitinkamy funkcijos indikatoriy
sumai:

H7(0) =7 (0)+h(6). 4.8)
Jeigu f ir g néra visiSkai reguliariaus augimo funkcijos, tai (4.8) lygybéje, apskritai

lygybés zenklas keiciamas zenklu ,,<,, .

Analogiski rezultatai teisingi ir visiSkai reguliariaus augimo analizinéms funkcijoms

kampo viduje [4].

5. ,, Jvedimo“ uzdavinio kanoninés funkcijos savybés ir sveikosios funkcijos

P(z), O(2)

Analogiskai baigtinio indekso atvejui, kartu su (3.9) uzdaviniu nagrinésime taip vadinama
»lvedimo* uzdavini:
Y '0)=G,t)¥Y (1), —o<t<o, (5.1)

Sia G, (1) = expRaly (1) +ip(t) |t 1}, w(t) o) € H.

Lygindami (3.9) ir (5.1) uzdaviniy i$sprendziamumo salygas, nustatysime, kokia itaka
(3.9) uzdavinio iSsprendziamumui turi $io uzdavinio koeficiento G(#) nuliai ir poliai. ApibréSime
»ivedimo* uzdavinio kanoning funkcija.

11 apibrézimas. Dalimis analizine funkcijq

zjmgmw}

X (2)= exp{— i X"(z), Imz>0;

:{ (5.2)

2mi ¥ X (z), Imz<0;

vadinsime (5.1) ,,jvedimo *“ uzdavinio kanonine funkcija ([1], 38 p.).
I3tirsime X *(z) savybes.

3 Lema. Esant (3.1) — (3.6) sqlygoms funkcija

o0

Xj@ﬁmm{ijﬂﬁiﬁw} (5.3)

2 ¢ x(x—2z2)

—00

yra analiziné ir p eilés atvirose pusplokstumése Imz >0 ir Imz <0,
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o jy indikatoriai:

z
by (e - [A, cos p@— A, cos p(@—7)], 0<O<;
h..(0)= limw = Smﬁ/’” (5.4)
’ e r ‘ [, cos p(0—27)— A, cos p(0—7)], #<O<2r.
sin prr

Be to, peréjimas prie ribos yra tolygus 6 € (0; ) ir 0 € (r;2x) atzvilgiu.
Irodymas. Pirmas teiginys iSplauké i§ Kosi integralo bendry savybiy ir (3.1), (3.2) salygu.

Antrojo teiginio jrodymui nagrinésime integrala
0 p-1
L(z) =z PO e (5.5)
, X—z
IS (2.4) salygos iSplaukia, kad funkcija :
co(r)r”
p=| LA
v T

ISreiskiame taip:
p()= lxizt” + p, (1", (5.6)
o,
¢ia lim p,(¢) =0. 5.7

Integruodami dalimis, i$siaiSkinsime integralo /,(z) asimptotika;

o AL A

O)C z 4

IS (2.4) salygos gauname, kad pirmas démuo lygus nuliui. Antrojo démens jvertinimui pasinau-

dosime (5.6) formule:

['e]

%ﬂ'zxp T po(x)x”
1,(z) = Z!mdx+zb[mdx= L,(2)+1,(2).

Integralas 7,,(z)betarpiskai suskaiciuojamas (rezidiumy teorijos pagalba) kiekvienam poliui z,
nesanciam ant realiosios aSies teigiamos pusasés:

L,(z)= T e e (5.8)
sin pzr
Parinksime ¢ > 0. IS (5.7) ribos iSplaukia, kad su ¢ > R(¢)

max| Do (t)| <& . 5.9)

t2R(¢&)
Tarkime @ = argz €[n;27 —n], tada tolygiai @ atzvilgiu

1 12 A
|t—z|2 2—‘t—re”’ ,z=re"’, N, =const >0. (5.10)

n

Vadinasi,
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R
(&) © xp

i0 < . . - <
‘Izz(re )‘ rog%é)po(tﬂ N ! ‘x—re’”‘z dx +r g%§|po(t)| Nn RL x—ref”‘z dx <
1 eyt 1 T
<K, -—+reN, —du<K,, -—+ a»PNUj —du<l, o’
r R(e) (U — em r 0 ‘u - em‘
sur=R(¢), L,, =const >0, ty. tolygiai pagal 6 €[n;27 —n]egzistuoja
lim 223 _ . (5.11)
rF—0 ’,-p
Tokiu biidu gaunama (5.5) integralo iSraiska:
L) =T ez w1 (2)27 (5.12)
sin pr

¢ia plokStumoje su pjlviu pagal teigiama spinduli analizinei funkcijai /,(z) tolygiai pagal

0 €[0;2r] teisinga:

kggzz(re”)zo, 0<é@<2r. (5.13)
Imdami keitin] ¢ = —z, analogiSka iSraiSka gaunama ir integralui
()X
L(2)=z j M, : (5.14)
' x(x - Z)
biitent
il z/+1(z)z", 050 <,
_ sin pr
L=y (5.15)

— ez’ +1(2)z", <OL2r.
sin prr

Cia funkcijai I, (z) teisinga (5.13) riba tolygiai pagal 6 €[0;7) ir € € (7;27]. 18 (5.12) ir
(5.15) iSraisky ir gauname lemos tvirtinima. Lema jrodyta.

4 lema. Funkcijy X (z), X, (z) indikatoriai yra tolydis iki realiosios tiesés, t. y.

hX; (+0): hX: (0)7 hX; (7[_0) :hX: (ﬂ-)’ 5.16
h, (x+0)=h, (), h, Cx-0)=h,  (27). (5.16)
[rodymas. Nagrinékime (5.5) integralaU ty.,kai z=¢>0,
co( ) p(r)z” 2 p(0)r’
! (t)—tj jT(T jT(T j dr S AQR AORIACE
3
Parinkime & > 0. Rasime skai¢iyT >0
p(t)y<eg, Vt=T;

(5.17)

! P
P I p()r”
P

T

<g, Vtz=T.
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t.y. pasinaudojant (2.3), (2.4), laikysime, kad 4, #0. Si salyga nekenkia bendram atvejui, todél

integralas

® p
t .[ 1 dr
o T(t—1)
gali biiti betarpiskai suskai¢iuojamas.

Imsime dabar ¢ > 2T ir nagrinésime y,(¢) . Funkcija ¢(7) tenkina Hiolderio salyga visame

. t 3t t 3t . .
intervale| —,— |, t. y. Vt,,t, €| —,— | teisinga nelygybé:
(2 > j Y. Vi, (2 5 j g ygy

H

1

() - p(t,)] < 4 :

1 2

(5.18)

Tai i8plaukia 1§ 4 apibrézimo 1 salygos. I§ tikryju, atkarpa (é,%) galima padengti

baigtiniu skai¢iumi intervaly, kiekviename 1§ kuriu ¢(¢)tenkina Hiolderio salyga (Sio teiginio
irodymas gaunamas i§ prieSingos 4 apibrézimo 1 salygos). Tada parinkdami didZiausiaja konstanta

i$ baigtinio skai¢iaus konstanty, o i§ baigtinio skaiciaus konstanty ¢ — maziausiaja, gauname (5.18)

nelygybe intervale (é , %) . Tuomet

3t 3t 3t 3t

2 2 2 2
__felo)r” ¢(7) — p(1) r=t” dr__
Wz(t)——!TdT+!WTpdT+¢(t).! s dT+¢(t)tp!T_ =

2 2 2 2

=Wy (D) + Wy () +w, () +w, (@) .

IS (5.18) iSraiskos gauname

3t 3t 3
2] l|” 2 . 2 .
v @) < Ajﬁrﬂdr = At [ =" et dr = e [ e = A (5.19)
t - t 1
2 > >

Pasinaudoje¢ nelygybémis:

: (5.20)

b

‘x'” —t'”‘ < x”’1|x—t

x° —t'”‘St‘H|x—t

kurios teisingos V¢, x>0, 0 < p <1, jvertinsime integrala

3

Tl —t* dr < j'z_p—ldz_:tp |(%)p _(é)p|'

T—1t P

W~ —o |

2

Kadangi i8 (5.17) nelygybiy seka, kad ¢(¢t) <& V7 e [é,%} ,
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todel y,, (1)< 4, -t . (5.21)
[vertiname

3t

?qo(r)r” e (&Y
w0 =] S e s;ﬂ’[gj =Ay-e-t". (5.22)

Pagaliau y,,(¢) =0. (5.23)
Nagrinésime integrala

T=

X

E T P
_HJ' dt 2J'(o(x)x dy —
0 o(r_t) 0

7=l

é P T z P é z P
=—2jde+tj dz zj(”(x)x dx +1[ drzj(”(x)x dx< A, -c-1. (5.24)
y X o (T=0)77 x c(r=1)7y  x

Pirmojo integralo ivertis iSplaukia i§ (5.17). Antrasis integralas yra analizin¢ skritulio
3T ., .. .. S iy i o v o o
|t|<7 iSor¢je funkcija. Vadinasi, jis yra apréztas uz $io skritulio. TreCiojo integralo jvertis

gaunamas tiesiogiai i (5.17) ir salygos ¢ > 2T .

Taip pat i§ (5.17) gauname {verti

T orldr
t)y<e-t .
vy <e-t] -
2
ApskaiCiuosime integrala
]9 p
I(t) =
5t(z—1)

2
Tam tikslui nagrinéjame integrala pagal sudétinj kontiira C:

C=C;ul[Bx]u C, U [%, B] (1 brézinys)

v

1 brézinys
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I(z) = JTT Z)drzj. +j; + +j :[l_e-zm]j +J +J. =0 v|z|<%

.
Cp

P
[ 9 om0
.T(r—1) -t
Vadinasi,
P P
10 = | [ < .z(ﬁj <At (5:25)
‘l—e » & - )‘ 1-e?] 12
Apjungdami jvercius (5.19), (5.21) — (5.25) gauname
im2® <. (5.26)

too P
Panaudodami analizinés kampo viduje funkcijos indikatoriaus trigonometrinio iSkilumo
savybe, J.V. Sochotskio formules gauname lemos tvirtinima. Lema jrodyta.

5 lema. Dalimis analiziné funkcija

X: (z)—exp{ z jhl'G @l r} (5.27)

2m ° (7 —z)

yra o eilés uzdarose pusplokstumése Imz >0 ir Imz <0 su indikatoriumi:

InlX* (re : [v, sincd—v,sinc(6 - 7)],0<0 < x;
h,.(0)=Tim —‘ ") _Jsinoz " 2 (5.28)
: [v sino (0 —27)—v,sinc(0 — )], 7 <0 < 2r;
sinorx
arba
: [, cos 68—, cos (8 — 7)],0< O < 7;
h . (0)=1%"9% (5.29)
: , [, cos (6 - 27) -, cos o(0 — 7)), w < O < 271
sinor
Cia
—V,co08SOT +V, -V, +V,cosorn
a, = , a, = .

sin oz sin o
(5.28) lygybéje virsuting riba galima pakeisti tikslia riba, kai 0< @ < 7,7 <8 <27, todél
Siuo atveju ribinis peréjimas yra tolygus € atzvilgiu.

Si lema i$plaukia i§ 3-4 lemy, atitinkamai dauginant gautas israiskas i§ (7).
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Pastaba. Jeigu f(¢) = H, tai kaip irodéme, dalimis analiziné funkcija
» p
Xi(z)= exp{ziﬂi L f((;—)lxl) dx} (5.30)

yra visiskai reguliaraus augimo p eilés funkcija uzdarose pusplokstumése Imz >0 ir Imz <0.

Is [10] iSplaukia, kad teisinga tam tikra prasme atvirkStinis teiginys, t.y. jei funkcija
X Jf (z)turi visiskai reguliary augima,tai iSpildomos (2.3), (2.4) salygos.

Dabar nagrinésime kai kurias sveikuyju funkciju P(z), Q(z) savybes.

6 lema. Funkcijos P(z), Q(z) yra sveikosios p,, p,eilés visiSkai reguliaraus augimo

funkcijos su atitinkamais indikatoriais

h(0) = 11_{2 ln‘P(;eig)‘ e ln‘P(reig)‘ _

e
. z [— A, cos p,0+ A, cos p,(60— 72')],0 <0<,
e (5.31)
, z [— A, cos p,(0—-2m)+ A, cos p, (60— 7z)],7z <0<2rm.
sin p, 7
. In|O(re” In|O(re"
h,(0) =1lim ‘Q( )‘ = lim ‘Q( )‘ =
Q0 ] rpQ r—0 Po
rekg
- i [— A, cos p,0 + A, cos p, (6 - 72')],0 <0<
_ sin p, 7w (5.32)
- i [—A‘Q cos p,(0-2m)+ A, cospQ(H—ﬂ)],iz <0<L2r.
sin p, 7w
cia
E (0,
lim mes{EP M (0, r)} _ lim mes{ 0N ( 7”)} ~0
F—>0 l/‘ F—>0 ]/‘

Irodymas. Funkciju P(z), Q(z)indikatoriy formulés iSplaukia i§ ([7] p. 129), o ju visiSkai
reguliarus augimas i§ svarbiausios teoremos apie sveikasias visiSkai reguliaraus augimo funkcijas

([7], p. 205). Pastebésime, kad atvirose pusplokStumése, t. y., kai @ €(0,7), 0 € (x,2x) (5.31),

(5.32) lygybése ribas lim" (taip vadinamaja ,,silpna,, riba ) galima pakeisti paprastaja riba.
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6. Laipsninés eilés 0 < p <1 begalinio indekso homogeninio uzdavinio
sprendimas p=0=pp = Po atveju

Kaip jau buvo jrodyta, funkciju X (z), X, (z), P(z), Q(z) augimo eilés yra skirtingos. Cia
smulkiai nagrinésime ta atveji, kai jy augimo eilés sutampa.

7 lema. Bet kuris homogeninio uzdavinio (3.1) — (3.9) sprendinys nusakomas israiska

{cb*(z) = X, ()P(F(2); 6.1
O (z) = X, (2)Q(2)F (2);
cia F(z)- p. < peilés sveikoji funkcija.
Lemos irodymas iSplaukia i$ krastinés salygos (3.9) iSraiSkos
O __ PO i (6.2)
Xy (OP@) X, (0)Q()
ir teoremos apie analizinj tesinj ir apibendrintos Liuvilio teoremos ([1], p. 33-34).
Greta su uzdaviniu (3.1) — (3.9), nagrinésime du pagalbinius uzdavinius:
Y 't)=D,()¥, (1), —o<t<ow, (6.3)
¥ () =D,()¥,(t), —o<t<oo, (6.4)
Cia tolydus koeficientai D,(¢), D, (¢) iSreiSkiami:
D, o (t) = exprid, , ()i | (6.5)
dP (t)’ dQ (t) € H,Ll [_wﬂ w] > be to’
tli{ndp(t) =A+a -A,=p, tlimdp(t) =4 +a,-A, =0, 6.6
limd,() =24 —a, A, =7, limd,()=24,-a,-A,=7,. (6.6)
Uzdaviniams (6.3), (6.4) apibréziame kanonines funkcijas
tdp ()"
Y, (z)=explz [ dx|. 6.7
0 (2) p{ j i (6.7)

1 teorema. Tam, kad uzdavinys (3.1) — (3.9) biity issprendziamas klaséje B,(p), biitina ir
pakankama, kad pagalbiniai uZzdaviniai (6.3), (6.4) turéty Sioje klaséje sprendinius.
Y (2) =Y, (2)F(z), (6.8)
¥, (2) =Y, (2)F(2), 6.9
cia F(z)- p,. < peilés sveikoji funkcija.
Irodymas. IS (6.5) salygos bei kanoniniy funkcijy (6.7) iSraiSkos gauname
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h (0)+h,(0)=h (0), 0<O<7,
h (0)+hy(@)=h_(§), 1<0<2r.
X0 1]

Kita vertus, 1§ 3-6 lemy iSplaukia, kad
e (O)=hy (0)+ Dy (),
hXO,Q(Q) = hx(; (@) +hy(0).

Todél, jeigu (6.8), (6.9) yra uzdaviniy (6.3), (6.4) sprendiniai, tai
hy,r 0)+h?(0)<0, hy,r (r)+h(7) <0,

hy (1) + 0 (7)< 0, h_(27)+h (27) <0.

Bet tada tai paciai sveikajai funkcijai gauname
h,. (0)<0, A  (7)<0,

h, (7)<0,h,_(27)<0.
t.y. (zr. 1 lema) ®*(z) € B,(p).
I§ kitos puseés, jeigu ®*(z) € B,(p), tai

h,. (0) + h(0)<0, hy. (1) + h” () <0.

(6.10)

(6.11)

D¢l funkcijos Y, (z) indikatoriaus tolydumo ir 27 - periodiskumo ir sveikosios

funkcijos F'(z) savybiy bei (6.11) nelygybiy iSplaukia, kad

hy () +hY (1) <0, h_(27) + hY (27) < 0.

Sios nelygybés rodo, kad P,"(z) € B,(p). Analogiskai irodoma, kad ¥ (z) € B,(p).

IS MLE. Tolocko [14] gauty rezultaty, kurie teisingi pagalbiniams uzdaviniams (6.3), (6.4),

ir 18 tik ka irodytos 1 teoremos iSplaukia teorema:

2 teorema. Laipsninés eilés 0 < p <1 begalinio indekso homogeninio krastinio Rymano

uzdavinio (3.1) - (3.9) iSsprendziamumui ypatinguoju atveju klaséje B,(p) bitina ir pakankama,

kad dydziaip = o = p, = py, B, (k =12) tenkinty vienq is sqrysiy:
1) O<p<%; B=0,8,20; y,<0,y,20;
2) 0<p< %; B <0,8,20; y,7,>0, (,75)*" <cos pr;

3)0<p<%; B, By >0, (BB ) <cos pr; y,<0,7,20;

4)0<p<%; BBy >0, (BB, <cospr; 7, <0, y,20;

5)%<p<1; max{ﬂl,yl}<0, min{ﬁz,y2}>0.

(6.12)
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3 teorema. Esant ispildytai vienai is (6.12) sqlygy, homogeninis uzdavinys (3.1) — (3.9)
turi begaline aibe sprendiniy ®*(z)e€ B,(p), apibréZiamy (6.1) formule, cia F(z)- sveikoji

neaukstesnés p eilés funkcija, kurios formalusis indikatorius h\”(0) su eile p tenkina sqlygas:

R (0) < — i -min{f3, cos pz — B,, 7, cos px — 1},
S (6.13)

h () < — z -min{f, — B, cos pz,y, —, cos pr}.
sin prr

Pazymésime, kad begalinis skaiCius sprendiniuy iSplaukia i§ galimybés sudaryti tiesiskai
nepriklausoma sprendiniy sistema, apraSoma
2 X5 ()P, (2);

e . (6.14)
27 X, (2)Q(2)F, (2)-

-]

Ga F,(z)=1, kai 0< pé% ir F,(2)=F,(2), kai %< p <1, F,(z)- sveikoji funkcija, kurios

Saknys iSdéstytos viename spindulyje. Taciau (6.14) funkcijy sistema nebiitinai vienintelé
uzdavinio (3.1) - (3.9) tiesiSkai - nepriklausomy sprendiniy sistema klas¢je B,(p). Tokios sistemos
pavyzdziu galima laikyti Cfo(z) =®,(2)- f(2), ¢ia f(z2)- P, < p eilés bet kuri sveikoji funkeija.

Jeigu tenkinamos 2 teoremos salygos, t.y. uzdavinys (3.1) - (3.9) iSsprendziamas klas¢je
B,(p), tai jis iSsprendziamas, ir platesnéje plokStumoje aprézty funkcijy klaséje B . Bendras
sprendinys, remiantis 6 lema, nusakomas (6.1) formule, Cia sveikoji funkcija F(z)jau tenkina
silpnesnes negu (6.13) salygas.

4 teorema. Kai tenkinamos (6.12) sqlygos bendrasis homogeninio krastinio Rymano
uzdavinio (3.1) — (3.2) su 0< p <1 laipsninés eilés begaliniu indeksu sprendinys ypatinguoju
atveju nusakomas (6.1), cia F(z) - pp <p eilés sveikoji funkcija, tenkinanti realioje asyje
nelygybe:

%thifm%m
2 2 0 x(x—t)

—00

In|F (1)| < - dx — max{In| P(¢)), In|O(¢) | + C; (6.15)

cia C, =const,C, >0.
[rodymas. I§ tikryju, jeigu ®*(z) € B, tai i§ 6 lemos iSplaukia p, < prealiosios aSies
taskuose

In|@* (#) = In|X; ()] + In|P(8)| + I F (8)] < C.,

In|® " (£) = In| Xy (1)) + IQ(e) + [ F ()] < C; .

21



I8 4 apibrézimo 1 salygos gauname, kad funkcijos X (z) ribinés reik§més egzistuoja
kiekvienam realiam ¢, —oo<¢<oo. Panaudodami J.V. Sochotskio formules, gauname (6.15)

nelygybeg.
Sakykime atvirkSciai, jog sveikosios funkcijosF(z)eile p. < p 1ir tenkina (6.15)

nelygybe.  Tuomet  funkcijos  @7(z) = X, (2)P(2)F(z) eile  kampe [0, 7] ir
O (2)=X,(2)0(z)F(z) kampe [7,27] nevirSija p <1. Visiems realiosios aSies taSkams teisinga
‘d)i(t)‘ < M , remiantis Fragmeno ir Lindeliofo teorema ‘d)i(t)‘ < M . 4 teorema irodyta.

Galima jrodyti, kad santykiui tarp dydziu p, S,,7, (k =1,2), netenkinanciy né vienos i$
(6.12) salygu, teisinga.

5 teorema. Homogeninis krastinis Rymano uzdavinys (3.1)-(3.9) neturi aprézty

sprendiniy, jei duoti dydziai p, pB,,y, (k =1,2) tenkina vienq is sqlygy:

1)0<p<l; B2 B,<0;

D 0<p<s fufo>0. (B > cos pr

3) %S p<l; B.pB,>0; (6.16)

4)0<p<l; y,20, y,<0;

5)0<p< %; V1,72 >0, (17, )7 > cos pr;

6) %Sp<l; 7,7, > 0.

Irodymas. Tarkime, jog iSpildyta viena i$ (6.16) santykiy ir sakykime, prieSingai,kad Siuo
atveju egzistuoja uzdavinio (3.1) - (3.9) apréztas sprendinys ®*(z) # 0. Tada egzistuoja sveikoji
ne aukStesnés nei p eilés funkcijaﬁ (z) tokia, kad

h,. (0)= th @)+ hP(0)+h}p)(0) <0, 020<r,
h, (0)= hxa(ﬁ) +hy(0) + hf;”)(@) <0, 7<60L2r.

Nagrinékime dabar (kaip ir 1 teoremos irodyme) du pagalbinius uzdavinius (6.3), (6.4) su
tolydZiais koeficientais D, (), D,(¢). I8 (6.10) tapatybiy ir priimto teiginio, kad egzistuoja apréztas
sprendinys, iSplaukia, kad funkcijoms Y, (z)=7Y, (2)F(z) ir Y (z)=Y, (z)F(z) teisingos
nelygybés:

by (0)=h,. (0)+h? (0)<0,0<0<x,

h, (0)=h, (0)+h?(0)<0, z<O<2x.
2 [
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I8 $iy nelygybiy bei funkcijy W(z), W, (z) indikatoriaus tolydaus iskilumo gauname
1 < —maxjh,, (6), B, ©O)]. (6.17)

Taciau [4] darbe jrodyta, kad, jeigu iSpildoma viena i§ (6.16) salygu, neegzistuoja sveikoji
funkcija, kuri tenkinty (6.17 )nelygybe.
Tegu dabar p, 5, tenkina i§ (6.16) pirmaja salyga (0< p<1; B 2>, B, <0). Tada, kai

O0<p <% arba hy; (0)>0, arba hy,: (r)>0. Vadinasi, funkcijos ﬁ(z) eile lygip ir 1§ (6.17)

nelygybés matyti, kad funkcija F (z) turi mazéti spindulyje. Tai prieStarauja sveikosios funkcijos

savybei ﬁ(z) #0. Jeigu %S p <1, tai egzistuoja 6, = 2£ €[0; 7] toks, kad cos pg, =0. Tada
o,

hy; (6,) =—np, sin pb,, hY,: (6, + ) =np sinpf, ir i§ p, Zenklo iSplaukia, kad F (z) mazéja

spindulyje argz = 6. O tai prieStarauja sveikosios p. <1 eilés funkcijos savybéms.

Teoremos patvirtinimui irodéme 1 atveja i§ (6.16). AnalogiSkas teoremos irodymas ir
likusiais 4 atvejais i$ (6.16).
Pastaba. (6.12), (6.16) atvejai neapima visy galimuy p,f,,7, (k=1,2) santykiy. Ten

nejeina atvejai:
D 0<p<si fufu>0 (B =cos pr
b) %Sp<l; B, B, >0arba B, =0,8,=0;
Q) 0<p<i 7urs >0, ()™ =cos pr (6.18)

d) %Sp<l; 7, <0, y,=0arba y, =0, y,=0.
Kaip ir uzdavinio su tolydziais koeficientais (14) tyrime, galima pasakyti, kad (3.1) - (3.9)

uzdavinio iSsprendziamumas §iuo atveju jau nenusakomas tiktai dydziais p, S, ,7, , o priklauso taip

pat nuo papildomy arg G, (1), 1n|GO (), P(t),0(t) savybiy. Pailiustruosime tai pavyzdziu.

2 pavyzdys. Tegu G,(t), P(¢),Q(¢) tenkina tokias salygas:
. p 1
a) G,(t) = exp{lm/lsgnt-|t| } ,0<p <5,/1 >0;

b) () =1;
c) visos P(z) Saknys i$sidésCiusios spindulyje argz = r, todel

Pl
n,(t) = —{1(1 + cos prr)(—t)’+a(-t)? +% , a=const<0.
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Tada atvejis a) iS (6.18) salygu. IS (5.4), (5.28) iSplaukia, kad
thP(H) <0, 0 (0;x], hXO,Q(H) <0, Oe(n;2n], thP(O) =0. (6.19)
Nagrinékime funkcijos X (#)P(¢) kitima realiosios aSies teigiamame spindulyje. Kai

Imz > 0, tolesné iSraiska:

. T t=A(=x)” [ np(x) = A(=x)
lnXO(Z)P(Z):Zj dx+zj—dx—zj—dx= j dx+zj d
o X(x—z) c o x(x-2z) C x(x—2z) o X(x—z) cox(x—2z)
Vil P
0 _* P )2 0 AV — 2
3 Zj np(x)+ A1+ cos pr)(—x)” + a(—x) dr+ zj A(l+cos pr)(—x)” + a(—x) _
c x(x—z) . x(x—z)
=1 (2)+1,(2)+1;(2)+1,(2).
N.V. Govorovo darbe ([4], 126 p.) irodyta, kad I, (¢) < const, kai t — +o.
1 P ) P
I(z)=z dx +z dx=1(2)+1,(2).
(2) !x(x 5 !m_z) () +1,(2)
‘[fl (t)‘ < const ,kai t — .
. e 1 1
Integralui 7, (z) ([5], 58 p.) su pagalba keitinio | z = Z ,X =— | gauname
v
et
Ip()=————¢7"+00), {—>0.
sin prr
Pereinant prie ankstesnio kintamojo turime
P
I,(z)=—- cos p(@—r)+ilml,(2)+O(), z=re"”’ — o,
sin pr
I5() =—mlt’ctgpr +ilm I (1) + O(1), t — +o.
Toliau
0 0 2
AV )2
L)+ 1,(2) = | ACOSPTCD)” 4 zj—“( D" = 10(2) + 12)(2).
S Xx-2) =X(x—2) ’ ’
Integralams 13',(r), 1,7 (¢) teisinga tokia iSraiska:
a _ mAcospm ,
124: N —— ,0St<(X),
sin p7r
P
19 ="2 1> 0<t<c.
Tosin ¢
Sujungus gautus rezultatus, turime
P
In X, (t)P(¢) < — i Im/ (t)+0Q1), t > +oo. (6.20)
sin &~

2

Analogiska rezultata turime ir kai ¢ — —o. T.y.
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‘XJ (t)P(t)‘ <const, —0<t<o,

Vadinasi,

@' (z)= X, (2)P(z), D (2)=X,(z) e B.

7. Laipsninés eilés 0 < p <1 begalinio indekso homogeninio uzZdavinio su kitomis
priklausomybémis tarp p,o, pp, Po sprendimas

Panagrinékime atskirai du atvejus:
1) tarkime p2 max{a, Pps pQ}. I§ 3 — 6 lemy gauname, kad funkcijos X, (z)P(z)ir
X, (2)0(z) yra visiSkai reguliaraus augimo funkcijos pusplokStumése Imz>0,
Im z < 0 atitinkamai, todél ju eilé nevirSija p .
Tada Siy funkcijy formalusis indikatorius su eile p gali biiti apraSytas. Su juy pagalba
analogiskai taip, kaip tai daréme 1 teoremos jrodyme, $i atveji pakeisime jau nagrinétu atveju.

6 teorema. Uzdaviniy (3.1) — (3.9) iSsprendZiamumas klasése Bir B,(p), kai
pZmax{G, pP,pQ} aprasytas 2,4,5 teoremose ir 5 teoremos pastaboje. DydZiai B, y,
sqlygose (6.12), (6.16), (6.18) toliau pakeiciami taip:

1) A4,,4,, kai p> max{a, pP,pQ};
2y 4 +o,4 —a, kai p=0c> max{pp,pg};
3) A=A, A, kai p=p,> max{a, pQ};
4) A, =K, kai p=p, > max{c, p, };
5 A+o—Np b —a,  kai p=c=p,>p,;
6) A +a, A —a, —Npkai p=c=p,>p,;
T A =N, =Ny, kai p=p,=p,>0.
ISvada. Uzdavinio (3.1) - (3.9) iSsprendziamumo sritis, kai p > max{a, Pps pQ} ne
platesné nei i§sprendziamumo sritis uzdavinio
Wy (1) =Y (1), o<t <o (7.1)

ISvada gaunama lyginant uzdaviniy (3.1) - (3.9) ir (7.1) rezultatus.
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2) Tarkime p < max{a, PrsPo }

7 teorema. Homogeninis krastinis Rymano uzdavinys (3.1) - (3.9), kai
£ < max {0', Pps pQ} neturi aprézty sprendiniy.

Sios teoremos jrodymas skirstomas i kelis atvejus:

a) tarkime, pavyzdziui o > max {p, Prs> Py }

Funkciju X, (2)P(z)ir X, (2)Q(z) eilé atitinkamai Imz >0 ir Imz <0 lygi $iuo atveju
o, o ju indikatoriai apskai¢iuojami pagal (5.28) formule , t.y. sutampa su funkcijos X;’(z)

indikatoriumi. Bet tada

{hXSP(O) =~h, ,(2m), a2

thP(ﬂ) = _hx(;g (7).

Tarkime, kad  egzistuoja sveikoji funkcija F(z), nusakanti uzdavinio (3.1)-(3.9)
sprendinio (6.1) formulg. IS salygos (3.3) ir (7.2) lygybés iSplaukia, kad

arba h\”(0)<0, A7 (7)<0,

arba 27 (0)<0, h\7(7)<0.
I§ ¢ia pagal indikatoriaus trigonometrinio iskilumo savybe pusplokstumei gauname 4\ (8) <0
visiems € €[0,27], taCiau iSskirsime arba 6 = 7, arba 8 = 0. Tada sveikosios funkcijos F'(z) eilé
pr=0<11ir F(z) mazéja bet kokia tiese skirtinga nuo realiosios aSies. O tai prieStarauja
sveikosios funkcijos, kurios eilé p, <1 savybei.

b) Tarkime dabar p, >max{p, o, pQ}. Siuo atveju funkcijos X (z)P(z)eilé Imz>0
lygi pp, 0 jo indikatorius apskai¢iuojamas pagal formulg (5.31), t.y. kampe [0,7] sutampa su
sveikosios funkcijos P(z) indikatoriumi.I3 funkcijos 7, (¢) (3.7) apibrézimo isplaukia, kad A", >0,
A, <0. Vadinasi, indikatorius X, (z)P(z)sutampa su (7.1) uzdavinio kanoninés funkcijos
indikatoriumi, kada (7.1) uzdavinio indeksas yra minus begalybé. (7.1) uzdavinys su minus
begaliniu indeksu neturi aprézty sprendiniy ([4], 36 p.). O tada pagal 6 teoremos iSvada neturi
aprézty sprendiniy ir (3.1) — (3.9) uzdavinys.

Kadangi funkcijos P(z) itaka yra tiktai sprendinio pliusiniam komponentui ®*(z),0
itaka Q(z)- tiktai minusiniam komponentui® (z), tai analogiSskas b) atvejui rezultatas bus
teisingas, kaip, > max{p, o, pP}, irkai p, = p, > max{p,a}.

c) Tarkime, kad o =p, >max{p, pQ}. Pagal 5,6 lemas indikatorius sandaugos

X, (z2)P(z) lygus funkciju X, (z), P(z) indikatoriy sumai. Vadinasi, jeigu egzistuoja sveikoji
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funkcija F'(z), nusakanti (6.1) formule uzdavinio (3.1) - (3.9) aprézta sprendini, tai jo formalusis

indikatorius su eile o tenkina nelygybes:

7.3
h?(0) < —a,coso(@—n)+a,coso(@—2x), 1<60<L2r. 73

{h}c’) (@) <(a,—A,)coso(0—r)—(a, —A,)cosor, 0<60<r;
Pasinaudojus (4.2) nelygybe d¢l6, =0, 6, =7, 6, =27 ,kai o < % 18 (7.3) gauname

— A", cosor + A,
P £ <0.

h? (m) <
2cosom

Paskutiné nelygybé prieStarauja sveikosios funkcijos, kurios eilé p,. <1 savybei.
Jeigu o > %, tai 1§ 2,5 teoremy iSplaukia, kad (7.3) nelygybés antroji nelygybé iSpildoma

tiktai, kai , 20, a, <0. Bet Siuo atveju (7.3) nelygybés pirmoji nelygybé reikalauja uzdavinio
(7.1) su minus begaliniu indeksu iSsprendziamumo. (7.1) uzdavinys su minus begaliniu indeksu
neissprendziamas klaséje B. Vadinasi, c¢) atveju neiSsprendziamas klaséje B ir uzdavinys (3.1) -
(3.9).

Akivaizdu, kad analogiSkas rezultatas gaunamas ir kai p, =0'>max{p, pP}. Jeigu

Pp =Py =0 > p, tai sveikoji funkcija F'(z) (6.1) tenkins nelygybes:

{h}”) (0) < (@, ~ &,)coso(0 ) ~(a, = &, )cos o0, 0<O< (7.4

h?(0) < —~(a, + A,)cosa (6 —7) + (o, + A,)coso(0 —27), m<O<2rm.
Tada, kaio S% analogiskai samprotaujama c atvejui. IS 2,5 teoremuy iSplaukia, kai

o> % (7.4) nelygybése biitina pareikalauti, jog

a, —Ap—a, —A, <0;
a, = N,,—a, = A, > 0.

IS pirmyy nelygybiu gauname min{A},Ab}2|al, o 1§ antryju nelygybiu
max{A},A*Q}S—|a2|. Sios nelygybés kartu galimos tiktai tuo atveju, kai a, =a, =0, o tai

priesgyniauja uzdavinio salygai. Teorema jrodyta.
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8. ISvados

Siame darbe atliktas tyrimas begalinio indekso homogeninio krastinio Rymano uzdavinio
ypatingu atveju pusplokstumei, kai laipsniné eilé yra 0< p<1. Kiekvienoje i§ klasiy B ir By(p)
sudarytas bendrasis sprendinys — dalimis analiziné funkcija ®*(z)#0, kai jos ribinés reik§més

®*(¢) realiosios aSies taSkuose tenkina kraSting salyga: ®*(¢) =G, (t)&d)‘(t), —0<t<0,

()
Taip pat istirta koeficiento G(¢)nuliy ir poliy bei 1n|G(t)| augimo itaka homogeninio krastinio
Rymano uzdavinio i§sprendziamumui.
Laipsnings eilés 0< p <1 begalinio indekso homogeninio krastinio Rymano uzdavinio

iSsprendziamumas priklauso nuo parametry: p, o, p,, p,, 4 = E_n o), 4, = lim (1),

v, =limy (1), v, =lim y (1), &,, A,.

Galima teigti, jog, kai p < max {0', P P,pQ}, homogeninis krastinis Rymano uzdavinys
neiSsprendziamas klas¢je B.
Kada p > max{a, Prs Py }, iSskiriami tokie santykiai tarp parametry, kuriems esant:
1) homogeninis krastinis Rymano uzdavinys aprézty sprendiniy neturi;
2) homogeninis krasStinis Rymano uzdavinys iSsprendziamas ne tik klas¢je B, bet ir
siauresnéje klas¢je B, (p);
3) sprendiniy klas¢je B,(p) néra, iSsprendziamumas klasé¢je B nusakomas ne parametrais, o

priklauso nuo papildomy funkcijos G(¢) savybiy.
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Thema. Homogeneous boundary-value problem of Riemann with the infinite index and the

gradual order 0 < p <1 in special the case for the half-plane: Master‘s work in mathematics /

supervisor dr. P. Alekna; Department of mathematics, Faculty of mathematics and

informatics, University of Siauliai. — Siauliai, 2008. — 29 p.
SUMMARY

This paper analyses homogeneous boundary-value problem of Riemann with the infinite
index, when gradual order is 0 < p<1. In every class - B and B,(p) - the solution is partial

analitic function ®*(z)#0, when its limit values ®*(f) meet the marginal condition

O (1) =G, (t)%d)‘(t), — o <t <o in the points of real axis.

The paper also discusses solvability of the problem in the special case for the half — plane.
Moreover, functions ®*(z) and ® (z) are examinated, of which analytic upside Imz >0
and underside Im z < 0 half-plane. The coefficient‘s G(¢) noughts and piles, and growth of 1n|G(t)|
are analyzed as possible influential factors for the problem’s solvalibility. The paper examines
dependence between given variables p, o, pp, Py, 4, lz,vl,vz,AiP,AiQ, for which boundary-value
problem of Riemann does not have limited solutions.

The paper made analysis of homogeneous boundary-value problem of Riemann with the

infinite index special the case for the half-plane, when 0< p<1 in every class of B and B(p).

Furthermore, general solution is presented, excluding cases when the problem is unsolvable in these

classes.
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