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1 TVADAS

Atstatymo procesai daug kur taikomi gamyboje ir jvairiy sudétingy teoriniy
modeliy iliustraciniuose uzdaviniuose. éioje teorijoje esminé yra atstatymo
funkcija, kuri tiesiogiai sunkiai apskai¢iuojama, taciau nelabai sunkiai yra
surandama i§ integralinés atstatymo lygties, taikant Laplaso transformacijos

metodus.

Nagrinéjamas dvimatis atstatymo procesas

N(s,t) = i (T} < 8)1(T? < 1),

n=1

i=1 a3
somi, teigiami, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimy-

binéje erdvéje (2, F, P).

kur ! = Y X;, T? = > Y, Xy,...,X; (atitinkamai Y7, ..., Y;) - nepriklau-

Mano darbo uzdavinys: surasti jvairiy eiliy atstatymo procesy pradiniy
momenty funkcijas Ly(s,t) = M(N(s,t))*, k € N, = {1,2,3,4} ir istirti
tuy funkcijy Laplaso transformacijos, kai A\,p — 04, bei dvimaciy atstatymo
funkcijy, kai s, — oo asimptotika, kai dvimacio atstatymo proceso N (s,t),
s,t > 0 tarpiniai atsitiktiniai atstatymo momentai X, ir Y; priklauso stabilaus

désnio traukos zonai su eksponentémis o € [0;1) ir 3 € [0;1), t.y.
1 —F(z) ~x %Ly(z), 2 — o0

1= G(y) ~y " La(y),y — oo
kur
F(z)=P(X; <x),2>0;
Gly)=PY1<y),y=0.
Sio uzdavinio sprendimas susideda i$ keturiy etapy:
1. Atstatymo funkcijos L (s, t) integralinés diferencialinés lygties radimo.

2. Li(s,t) integralinés diferencialinés lygties pavertimo algebrine lygtimi

Laplaso transformacijos pagalba.



3. Atstatymo algebrinés lygties sprendimas ir jos sprendinio asimptotikos
nustatymas, kai Laplaso parametrai p, A — 0.
4. Taikant Taubero teoremas gaunamos atstatymo funkcijos Ly(at,bt)

asimptotines israiskos, kai t — oo.



2 VIENMATIS ATSTATYMO PROCESAS

Turime atstatymo procesg
N(t) =Y 1T, <t),
n=1

n

kur 7,, = >  X;, Xy, ..., X; - nepriklausomi, teigiami, vienodai pasiskirste
i=1

atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimybinéje erdvéje (X, F, P).

2.1 teorema [9]. Atstatymo proceso N(t) skirstinys nusakomas formule

P(N(t) =n) = Fu(t) = Fon (1),

kur F(t) = P(T, < 1), T, = S Xi, Fo(t) = 1, £ > 0.
=1

1=

2.2 teorema. Atstatymo proceso vidurkis M N (t) apskaiciuojamas pagal

formule
MN(t) = iFn(t),
kurt > 0. -
v
M(t) = MN(t)=> nP(N({t)=n)=Y n(F(t) — Fu(t) =
=Y n(Fu(t) =D (n=1D)Fu(t) = Fi(t) + Y _n(Fu(t) = > (n—1)F,(t) =
=R+ Y (n—n+D)F,(t) =Ft)+ Y Ft) =Y Fut)
A



2.3 teorema. (DidzZiyjy skaiciy désnis)

Tegu atstatymo proceso vidurkis M X, = a < oo, tada @ g%, t — o0.

2.4 teorema. Atstatymo proceso vidurkis L(t) = MN(t) tenkina tokig
integraline atstatymo lygts
L(t) = L(t) « F(t) + F(t),
t
kur L(t) * F(t) = [ L(t — x)dF(z).
0

v

[e.9]

L(t) =Y Fult) | *F(t),

n=1

F.(t) x F(t) = F1(t),

Z Fopq(t) Z Fu(t) =) Fu(t)

L(t)« F(t) = Y _F,(t) - F(t),

n=1

L(t) * F(t) + F(t) = L(t).

2.5 teorema [4]. Atstatymo funkcija L.(t) = M(N(t))" tenkina tokig
integraline atstatymo lygts:
L.(t) = L.(t)*x Ft)+CH~1)2L,_1(t) + C*(—=1)*L,_o(t) + ...+

C3H—1)""Ly(t) + CH—1)"Ly(t) + (1)t F(t),

r

n = Hn_Rl"

¢
kur L(t = [L(t — z)dF(z), CF = ™=
0



3 DVIMATIS ATSTATYMO PROCESAS

Turime atstatymo procesa

N(s,t) = i (T < 8)1I(T? < t),

n=1

kur T} = > X;, T2 = >V, Xi,..,X; (atitinkamai Yi,...,Y;) - neprik-
i=1 j=1

lausomi, teigiami, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimy-
binéje erdvéje (2, F, P).

3.1 teorema. Dvimacio atstatymo proceso N(s,t) skirstinys nusakomas

formule

P(N(s,t) = n) = Fu(s)Gn(t) = Foi1(s)Gnia (8),

kur F,(s) = P(T} < s),G,(t) = P(T? < t), T} = > X;, T? = Y)Y,
i=1 i=1
F0(8> = 1, s> 0, Go(t) = 1, t>0.

3.2 teorema. Dvimacio atstatymo proceso vidurkis M N (t) apskaiciuo-

jamas pagal formule

MN(s,t) =Y Fu(s)Gn(t),

kur s> 0 rt > 0.

v
M(t) = MN(s,t) = nP(N(s,t) =n) =
= 3 n(Fu$)Gnlt) = Fasa (5) G (1) =



1)+ Y n(F(s)Ga(t) = > (n— 1)F,(5)Galt) =

= F1(s)Gy(t +§: (n—n+1)F,s)Gn(t) =

n*2

= Fi(s +ZF

3.3 teorema. (Didziyjy skaiciy désnis) Tarkime, kad M X, = a; < o0,

MX,; = ay < o0, tadaw Pi—i/\z—j,tﬁooira/\b:min(a,b).



4 TAUBERIO TEOREMOS STABILIEMS
DYDZIAMS

4.1 apibrézimas [1]. Funkcija L(¢) vadinama létai kintanti, jei L(t)
apibrézta, kai t > 0, teigiama ir
L(zt)

I —1
i L)

kai Vz > 0.

4.2 apibrézimas [1]. Sakome, kad pasiskirstymo funkcija F'(t) priklauso
stabilaus désnio traukos zonai su eksponente «, Zymime F(t) € V,, kur a > 0,
jei egzistuoja létai kintanti funkcija L(t) tokia, kad 1 — F(t) ~ t~*L(t), kai

t — 00.

4.1 lema [1].

1. Jei L(t)létai kintanti ir v > 0, tai
kiekviename baigtiniame intervale:

L(t)t" — oo, jei vy > 0;

L(t)t” — 0, jei vy < 0.

2. Jei Ly(t) ir Ly(t) yra létai kintancios,tai Ly(t) - Lo(t) ir é;gg taip pat
létar kintancios. t

3. Jei Li(t) yra létai kintanti, kai t > a, tai [ 1L(z)dx taip pat létai

L(ut)
L(¢)

— 1, ket t — oo tolygias

kintantis.

4.1 teorema [8]. Tarkime, kad U - matas, kuriam apibrézta Laplaso

transformacija w(\), A > 0. Tada tokie teiginiai seka vienas i$ kito:

w(TN\) 1

wir) e Y
w

Ultx) )

U@ zr t — oo,



kartu
w(T) ~U)(p+1).

Komentaras. Jei f(t) = t*, tai

kai t — oo.

4.2 teorema [8|. Jei L(t) létai kintanti begalybéje ir 0 < p < oo, tai
1 1
~ —L(- 0
w(r) ~ SL(), 7

tada ir tik tada, kai

U(0) ~ oyt Het =

4.2 lema [1]. Jei F(t) € V,, 0 < a <1, tada
/e—stu ~F(#)dt ~ s T(1 — a)L(s ™),
0
kai s — 0.

4.3 teorema [8|. Tarkime 0 < p < oco. Jei U(t) nuo tam tikros vietos

turi monotonine isvestine (tanks) u(\), tai

11

tada ir ik tada, kas

1
I'(p)

2" L(z), x — oo.

U(t) ~




5 PAGRINDINIATI REZULTATAI

5.1 DVIMACIO ATSTATYMO PROCESO
INTEGRALINES LYGTYS IR JU SPRENDINIAI

5.1.1 teorema. Dvimacio atstatymo proceso vidurkis L1(s,t) = M N (s,t)

tenkina tokiq integraline lygts

Li(s,t) = Li(s,t) * F(s)G(t) + F(s)G(t),
bur Ly (s, £) % F(s)G(t) = b[ Oft Li(s — 2.t — y)dF(2)dC(y).

v

Zinome, kad
Li(s,t) =Y Fu(s)Gal(t).
Abi lygties puses per sasiika padauginkime i§ F(s)G(t):
Ly(s,t) * F(s)G(t) = i Fo(5)Ga(t) % F(5)G(t).
Tada 7
Ly(s,t) = F(s)G(t) = i Fr1(8)Gnya (t) = i Fo(s)Gn(t) = F(s)G(8);

Li(s,t) * F(s)G(t) = Li(s,t) — F(s)G(t);
Ly(s,t) = Li(s,t) x F(s)G(t) + F(s)G(t).

10



5.1.2 teorema. Dvimacio atstatymo proceso antras momentas La(s,t) =

M(N (s,t))? tenkina tokiq integraline lygti

La(s,t) = Ly(s,t) % F(s)G(t) + 2L1(s, t) — F(s)G(t),
kur L (s, £)  F(s)G(t) = Of Of Li(s — 2.t — y)dF(2)dG(y).
v
Lo(s,t) = M(N(s,1))* = Y n’P(N(s,t) = n).

Zinome, kad
P(N(s,t) =n) = Fu(s)Gn(t) = Frya ()G (1),

vadinasi, galime rasyti :

= io:lnan i n+1)—1)2F, 1 (5)Ghi(t) =
= 3RS0 = Y0+ 1 =20 1)+ D ()Gt -
= 3G = Y 1 (G0
230+ DFa(3)Guir (1= 3 Foia ()G (1) =
_ il nQFn(s)Gn(t)—inQFn(s)Gn(t)+2 i nFn(s)Gn(t)—i F(5)Gn(t) =
— F(SIG) + 23" nFu(s)Galt) — 2F()G(0) — 3 Fa(s)Galt) + PG
Vadinasi - . Oon:1
L) = 236 () = 3 Fu(Ga(0)
Lo(s,1) = 2gnFn(s)Gn(t) Ly(s.h). (5.1)



Abi lygties puses per sasuka padauginkime i§ F'(s)G(t):

LZ(Sa ) = 2ZnFn+l n+1 ) Ll(sat) * F<S)G(t)

Tada

Lo(s,t) % F(s Z n+1) VEni1(8)Grya(t) — La(s,t) * F(s)G(t) =

—QZnF t) — 2Ly (s, t) — Ly(s,t) * F(s)G(t).  (5.2)

I3 (5.1) lygybés atimame (5.2) lygybe ir gauname:
Lo(s,t) — Ly(s, t) * F(s) - QZnF — Ly(s,t) —QZnF

+2L1(s,t) + La(s,t) * F(s)G(t) =

12



= Li(s,t) + Li(s,t) * F(s)G(t).

I8 (5.1.1) teoremos zinome, kad Li(s,t) * F(s)G(t) =
Sig igraiska jstatome j (5.3) ir gauname:
Lo(s,t) = La(s,t) * F(s)G(t) + 2L1(s,t) — F(s)G(t).

A

13

Li(s,t) — F(s)G(1).



5.1.3 teorema. Dvimacio atstatymo proceso vidurkis Lz(s,t) = (M N(s,t))?
tenkina tokiq integraline lygty:

Ls(s,t) = L3(s,t) * F(s)G(t) + 3La(s,t) — 3L1(s,t) + F(s)G(t),

kur Ly(s,t) * F(s)G(t) = Of Li(s — ot — y)dF(2)dC(y).

o o

v

Ls(s,t) = M(N(s,))* = > n*P(N(s,t) = n).
Zinome, kad
P(N(s,t) =n) = Fu(s)Gn(t) = Fora ()G (t),

vadinasi, galime raSyti:

= Y #’P(N(s,t)=n) =) n’F,(s)G Z (n+1) = 1)°Fop1(8)Gpys (t) =
=Y 0PFu(s)Ga(t) = D> ((n+1)° =3(n+1)* +3(n+1) = 1) Foy1(s)Guia (t) =
= inan(s)Gn(t) — i(n + 1)3Fn+1 n+1 —|— 32 n —+ 1

14



= nPF(s)Gn(t) = > nPF(s)Gu(t) + F(s)G(t) + 3> n’F,(s)Gn(t)—

~3F (s —3ZnF t) +3F(s +ZF F(s)G(1) =

=3 n’F(s)Gn(t) = 3> nF,(s)Gu(t) + > Fu(s)Gu(t)
Kadangi
= Z FL.(s)G,(t

ir i$ (5.1) formulés

1 1
E nk,( t) = =Lao(s,t) + =Li(s,1),
2 2
tai

t) = 3§ 2F(s 3(1L( t)+1L( t)) + Li(s,t) =

S — n 9 2($, 2 1S, 1S, -
_ 3§ :n2F )= 2 La(s,t) — 2Li(s,t). (5.4)

2 2

Abi lygties puses per sasuka padauginkime i§ F'(s)G(¢):
3 1
Ls(s, t)*F (s = SZn Foria ()G (8= 5 La(s, )F ()G (£) =5 La (s, 1) <F ()G (1),

Kadangi
Li(s,t) « F(s)G(t) = Li(s,t) — F(s)G(t),
Lo(s,t) % F(s)G(t) = La(s,t) — 2Ly (s,t) + F(s)G(t)

= Zn2Fn Zn Fn+1 Gyt )
n=1

15



gauname

ZHQF"“ G (t Zn2F — Ly(s, 1),
tai
Ls(s,t) * F(s)G(t) = 3Zn2F — 3La(s,1) —gh(S £)+3La(s, t)—
_gF(s)G( )= 5 Li(s, ) + 5 P(s)G () =
_3Zn2F —9L2(3 t)+
2
+2L1(5,t) ~ F(s)G(1). (5.5)

I3 (5.4) lygybés atimame (5.5) lygybe ir gauname:

Ls(s,t) — Ly(s,t) * F(s) = 3Zn2F —ng(s t)—%Ll(st)
3 2F(s o t oL t) + F(s)G(t) =
—Zn (t) + 5 La(s,1) = 5 La(s, t) + F(s)G(¢) =

= 3Lsy(s,t) — 3Ly (s,t) + F(s)G(t).
Vadinasi

Ls(s,t) = Ls(s,t) * F(s)G(t) + 3La(s,t) — 3L1(s,t) + F(s)G(t).

16



5.1.4 teorema. Dvimacio atstatymo proceso vidurkis Ly(s,t) =

tenkina tokiq integraline lygty:

Ly(s,t) = Ly(s,t) * F(s)G(t) +4L3(s,t) — 6La(s,t) + 4Ly (s, t) — F(s)G(t),

kur Ly(s,t) x F(s)G(t) = j Li(s — z,t — y)dF(x)dG(y).

o

v

Ly(s,t) = M(N(s,t))* = > n*P(N(s,t) = n).
Zinome, kad
P(N(s,t) =n) = Fu(s)Gn(t) — Fura ()G (t),

vadinasi, galime rasSyti:

= in4P(N(s,t)—n)—in4Fn( i n+1)
n=1 n=1 n=1

:in“Fn i 4(n+ 1)+

+6(n+ 1) —4(n+1) + 1) Fi1(8)Grya (t) =

[e.e]

(MN(s,t))*

n+1(S)Gn+l<t) =

=Y n*Fu(s)Gn(t) = > (n+ 1) Fuya(s)Grra(t) + 42 n+1)>
n=1

n=1

630+ 1B ()G 0) 430+ V()G )

n=1

_E Fn+1 n+1

17



= n*Fu(s)Gn(t) = > n'Fu(s)Gn(t) + 4> nPF,(s)Gn(t)—

—6 > 02 Fu(s)Ga(t) + 43 nF()Galt) = Y Fu(s)Gult) =

n=2

= in4F Zn4F )+ F(s)G(t) + 4§:n3Fn(s)Gn(t)—
—4F (s —GZnQF t) + 6F(s)G(t )+4inFn(s)Gn(t)—
—4F(s)G(t) = Y Fu(s)Gn(t) + F(5)G(t) =
=43 0P F(s)Gn(t) = 6> n*Fu(s)Ga(t) + 4 nFu(s)Gn(t) = > Fu(s)Gal(t)
Kadangi
Li(s,t) =Y Fu(s)Gal(t),
i5 (5.1) formulés
1 1
ZnF = §L2(s t)+ 2L1(S t)
ir i$ (5.4) formulés
Zn2F = %Lg(S t)+ ;Lg(s t)+ éLl(s t),

tal

Ly(s,t) = 4in3Fn(s)Gn(t)—2L3(s,t)—

18



—3Lo(s,t)) — Lq(s,t) + 2La(s,t) + 2L1(s,t) — Ly(s,t) =

= 42 n’F, (s — 2L3(s,t) — Ly(s,t). (5.6)
Abi lygties puses per sasuka padauginkime i§ F'(s)G(¢):
Ly(s,t)%F (s = 4Zn Fi1(8)Goi1 (t)—2Lo(5, )% F (s)G(t)—Lao(s, )% F(s)G(t).

Kadangi
Lo(s,t) * F(s)G(t) = La(s,t) — 2Ly (s,t) + F(s)G(t),

Ls(s,t) * F(s)G(t) = L3(s,t) — 3La(s,t) + 3L1(s,t) — F(s)G(t)

ir is
Z n*F,(s Z n*Foi1(8) Gy (t)
gauname
ZTLSF”_H n+1 ZH3F L3(S t)
n=1
tail
Li(s,t) * F(s)G(t) = 4 Z n3F (s — 4Ly(s,t) — 2Ls(s,t) + 6La(s,t) — 6Ly (s, )+

+2F (5)G(t) — La(s,t) + 2L (s,t) — F(s)G(t) =

= 4Zn3F — 6Ls3(s, )+

45L(s,t) — ALy (5,1) + F(s)G(t). (5.7)

19



I5 (5.6) lygybés atimame (5.7) lygybe ir gauname:

Ly(s,t) — Ly(s,t) % F(s) = 4Zn3F t) —2Ls(s,t) — La(s,t)—

—4 Z n°F(s )+ 6Ls(s,t) — 5Lo(s, 1)+

+4L(s,t) — F(s)G(t) =

=4L3(s,t) —6Lo(s,t) +4L1(s,t) — F(s)G(t).
Vadinasi

Ly(s,t) = Ly(s,t) x F(s)G(t) + 4L3(s,t) — 6La(s,t) + 4L (s,t) — F(s)G(t).

20



5.2 DVIMACIU ATSTATYMO FUNKCIJU

LAPLASO TRANSFORMACIJA

5.2.1 teorema. Atstatymo proceso pirmojo momento Li(s,t) tankio

11(8, t) =

0sot
turt pavidalg:

ll<)‘7p> =

v

Irodysime formule

Li(s,t) % F(s)G(t) SL(Ap) - fF(N)g(p) :

[e.o]

g/ e fu(z) / y)dy = Z Fa(A

0

) Laplaso transformacija l;(\,p) = [ [ (s, t)e=*"Pdsdp
00

Li(s, ) * anﬂ g (p) = S (FON)™ (g(p))"+ =

=Y (O ()" FNglp) =

Turime atstatymo lygtj

Li(s,t) = Li(s,t) % F(s)G(t) + F(s)G(t).

Vadinasi, jos Laplaso transformacija:

LA p) =0L\p) - f(Ngp) + fF(N)g(p).

21



[sreiskiame [1 (), p) ir gauname:

LA p)(1 = f(Ng(p) = fF(N)g(p);

22



5.2.2 teorema. Atstatymo proceso antrojo momento La(s,t) tankio la(s,t) =

82L1(S,t)

5o Laplaso transformacija ly( X, p) = OfbfZQ(s,t)e_s’\_tpdsdp turi pavidalg

ZQ()‘ap) =

fN)g(p) FNalp) \?
ﬂ—ﬂMﬂMV+(1—ﬂMﬁm)'

v
Turime atstatymo lygti

Lo(s,t) = La(s,t) * F(s)G(t) + 2L1(s,t) — F(s)G(t).
Analogiskai (5.2.1) teoremos jrodymui jos Laplaso transformacija

la(A,p) = la(A, p) - f(N)g(p) +2L:(N, p) — fF(N)g(p).

Zinodami i§ (5.2.1) teoremos, kad

ll(/\wp) =

isreiskiame ly(\, p) ir gauname:

(A p)(1 = f(N)g(p)) =2

LA p)(1 = f(Ng(p) =

LA p)(1 = f(Ng(p)) =

F(N)g(p) £\
<1—ﬂ»mmv+(

l2<)‘7p) =

23



5.2.3 teorema. Atstalymo proceso treciojo momento Ls(s,t) tankio

I5(s,t) = % Laplaso transformacija l3(\,p) = J{lg(s,t)e_SA_tpdsdp

turt pavidalg

fNg(p)
(1 =FNg@)* (L= FNg(p))®

ZS()‘vp) =

v
Turime atstatymo lygti

Ls(s,t) = L3(s,t) x F(s)G(t) + 3La(s,t) — 3Ly (s, t) + F(s)G(1).
Analogiskai (5.2.1) teoremos jrodymui jos Laplaso transformacija
13(A,p) = l3(\, p) - f(N)g(p) + 3l2(A,p) = 3L(A,p) + fF(N)g(p).
Zinodami i§ (5.2.1) ir (5.2.2) teoremy, kad

f(N)g(p)

B TV

ir

F(N)g(p) fNa) \
A= FNg)? ( p>) |

isreiskiame I3(\, p) ir gauname:

l2<)‘7p> =

I3(A,p)(1 = f(Ng(p)) —3L

1=F(Ng@)*  \1=F(Ng(

AP = f(Ngp) =

f(Ng(p) +( fNg(p) )2]_3 f(Ng(p)
p)

13()\717)(1 - f(A)g(p)) = (1 — f()\>g(p))2 )
F(N9() (F(N9(p))? Ve )
BAP) = TR T T TP (1 = f<A>g<p>)
A
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5.2.4 teorema. Atstatymo proceso ketvirtojo momento Ly(s,t) tankio
li(s,t) = % Laplaso transformacija 14(\,p) = 4414(s,t)e_5A_tpd5dp

turt pavidalg

14()\713) =

FNa(p) (f(N)g(p))? (f(N)g(p))® fNap) \*
= F )= O *( m)'

i)
N~—
S~—
W~
—
—
|
~
—
>
N—
<
—~
=
S~—
N~—
W~

v
Turime atstatymo lygti

Ly(s,t) = Ly(s,t) * F(s)G(t) +4L3(s,t) — 6La(s,t) + 4L (s,t) — F(s)G(t).
Analogiskai (5.2.1) teoremos jrodymui jos Laplaso transformacija
LA p) = LA p) - F(N)g(p) + 4l3(N, p) — 612(A, p) +4L(A, p) — F(N)g(p)-

Zinodami i§ (5.2.1), (5.2.2) ir (5.2.3) teoremy, kad

[y
L(\p) = m>
— fNap) fNgp) o
P = T e T T F Ve )
fN)g(p) (f(N)g(p))? fN)g(p)

l3(/\7p) =

(1 =fWgp)?® 1 =Ff(Ngp))?

isreiskiame I4(\, p) ir gauname:

L)1 — f(Ng(p) = 4[( fNg(p)

(F(Na(p))? F(Ng()
T e - T T

3

~—r

~—
w

fN)g(p) F(N)g(p)
‘ﬁ[u—f@mwnf+ﬁ—f@mw>



LA p) (1= f(Ng(p) =

4f(Ng(p) +16(f(Ng(p)* + 4(fNg(@))* — 6f(Ng(p)(1 — f(Ng(p))
(1= fWNg(p))?

2f(Ng(p) +8(f(N)g(p))?* + 14(f(Ng(p)® — fF(Ng(p)
(1= f(Ng(p))?

3(/(Ng()* = 3(f(Ng(@)* + ()4f(A)g(p);

" (1= FNg(p))?
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5.3 LAPLASO ALGEBRINU ISRAISKU
ASIMPTOTIKA

5.3.1 teorema. Atstatymo funkcijosly(s,t) Laplaso transformacijail; (X, p)

teisinga tokia asimptotiné formulé:

1
lLi(A\, p) ~ :
WD) (T =)L) + T = HIL() — T (1 — @)L () - M1 — L)
kai A\,p — 0.
v
Tarkime,kad turime Laplaso transformacija
fN)g(p)
L\ p) = —2——.
)= T g
Apskai¢iuojame tankius f(\), g(p) ir ju sandauga:
fO) = [expods = [eare) - - / V(1 - F(s)) =
0 0

o0

:_e—)\s ’+/ —)\s:
o 9
:1+/1— e ™) ids =
0

_ 1—)\/ “Ns(1 = F(s))ds: (5.8)
g(p)Z?e Pg(t)ds = 76_’)th() 7 (1 - G(t) =



1+ / (1— Gt)(e™)dt =

=1 —p/e‘pt(l — G(t))dt; (5.9)
Fg) = (=2 [0 B - p [0 - atnan =
=1- p/e‘pt(l — G(t))dt — )\/6_)\8(1 — F(s))ds+
—I—p/e_pt(l — G(t))dt - )\/6_)‘8(1 — F(s))ds. (5.10)
Tada
(A, p) =

1—p ?e_pt(l —G(t))dt — A Te_)‘s(l —F(s))ds+p ?e‘pt(l —G(t))dt -\ Te_)‘s(l — F(s))ds
0 0 0 0

1—(1—p Z‘Je,pt(l —Gt)dt— A :fOe*AS(l — F(s))ds +p :foﬂt(l —G(t))dt- Zoefksa — F(s))ds)

Lo p [P (1— Gt)dt — A [ e>(1 = F(s))ds +p [ ePH(1 — G(t))dt - X [ e=>(1 — F(s))ds
0 0 0 0

p [ePt(1— G(O))dt + A [ e=5(1— F(s))ds — pA [ =P (1 — G(£))dt [ e=25(1 — F(s))ds
0 0 0 0
Remdamiesi (4.2) lema, gauname:

ll()‘ap) ~

1

T - @)L(;) + A A0 = B)L(5) —p-p* 7' T(1 = @) L(H)A - MDA~ B)L(5)
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Vadinasi

l1(>\ap) ~

1

Y

p°T(1—a)L(;) + MT(1 = B)L(5) — p°T(1 — ) L(;)) - MT(1 = B)L(3)

1
p p
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5.3.2 teorema. Atstatymo funkcijos ly(s,t) Laplaso transformacijaila(X, p)

teisinga tokia asimptotine formulé:

2
(p°T(1 = a)L(;) + MT(1 = B)L(5) — p°T'(1 — @) L(;))- AT (1 = B)L(5))*’

l2(>\7p) ~

kai \;p — 0.

v
Tarkime, kad turime Laplaso transformacija

fN)g(p) fNalp) \?
1= FNg))? (1 — f<A>g<p>) |

Tada i8 (5.8), (5.9) ir (5.10) formuliy gauname:

ZQ()‘vp) =

l2(A7p) =

1—p Te_pt(l — G(t))dt — X ?e‘ks(l — F(s))ds+p ?e‘pt(l —G(t))dt - X Te_’\s(l — F(s))ds
0 0 0 0
= e} oo (o) o0 +
1-(1-p bf e7PH1 — G(t))dt — A of e (1 —F(s))ds+p of e P11 — G(t))dt - A ()[ e~ (1 — F(s))ds))?

2

L—p [ e (1— G()dt — A [ e=5(1— F(s))ds +p [ e (1 — G(t))dt- A [ e (1 — F(s))ds
1-(1-p of e PH1 — G(t))dt — A { e (1 —F(s))ds+p of e PH1 — G(t))dt - A of e=*s(1 — F(s))ds)
Lo p [P (1— Gt)dt — A [ e>(1 = F(s))ds +p [ ePH(1 — G(t))dt - A [ e>(1 — F(s))ds
0 0 0 0

= o0 o0 o0 oo +
(p 6{ e PH(1 — G(t))dt + ‘of e~ (1 — F(s))ds — pA E{ e Pt(1 — G(t))dt of e=*s(1 — F(s))ds)?

2

(1 Cp [ e~ Gt))dt — A [ e (1 — F(s))ds +p [ e=P (1 — G(t))dt - A [ e=>5(1 — F(s))ds)
+ 0 0 0 0

p [Pl — G(E))dt + A [ e5(1— F(s))ds — pA [ e=Pi(1— G(£))dt [ e=5(1 — F(s))ds
0 0 0 0
Remdamiesi (4.2) lema, gauname:

12()\’17) ~
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1
(p-p* DL = a)L(;) + A- MDA = A)L(3) — p - p°~'T(1 = @) L(;)A - M7IT(1 = B)L(3))? "

1 2
" <p P = a)L(3) + A NI = A)L(E) —p-p* T = a)L()A- N1 - ﬂ)LG)) |

Vadinasi,

l2(>\7p) ~
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5.3.3 teorema. Atstatymo funkcijosl3(s,t) Laplaso transformacijailz(X, p)

teisinga tokia asimptotine formulé:

6
L) ~ e @) L(1) + VT (1 = B)L(3) — p°T (1 — ) L()NT(1 = B)L($))*
kai \,p — 0.
v
Tarkime, kad turime Laplaso transformacija
__ flp) (f(Ng(@)? fMNgp) 1\’
o) = L s+ 00w (T )

Tada i8 (5.8),(5.9) ir (5.10) formuliy gauname:
lS(A7p) =
1—p Te_pt(l — G(t))dt — X ?e‘ks(l — F(s))ds+p ?e‘pt(l —G(t))dt - X Te"\s(l — F(s))ds
0 0 0 0

= e} oo (o) o0 +
1-(1-p bf e7PH1 — G(t))dt — A of e (1 —F(s))ds+p of e P11 — G(t))dt - A ({ e~ (1 — F(s))ds))3

(L—p [P (1 G(t))dt — A [ e~ (1— F(s))ds +p [ e=P (1 — G())dt - X [ e=>*(1 — F(s))ds)?
0 0 0 0 +

+4 = = = =
(1—-(1-p of e PH(1 — G(t))dt — A bf e (1 —F(s))ds+p Of e Pl — G(t))dt - A of e (1 — F(s))ds))3

o o0 o0 oo 3
L—p [e P (1= GE))dt — X [ e (1 — F(s))ds+p [ e PH(1— G(t))dt - A [ e5(1 — F(s))ds
+ 0 0 0 0

I—(1—p Zoe—Pt(l —Gt)dt— Z‘Oe—ksu — F(s))ds +p :foe—Pt(l —Gt)dt- A :foe—’\s(l _ F(s))ds)

Lo p [ e P (1— G(t)dt — A [ e=>*(1— F(s))ds +p [ ePH(1 — G(t))dt- A [ e (1 — F(s))ds
0 0 0 0
= o0 o0 o o0 +
(p of e Pl — G(t))dt + of e~ (1 — F(s))ds — pA { e~PH(1 — G(t))dt of e~ (1 — F(s))ds)?

(1—p :foe*pt(l —G(t)dt — Zoe*AS(l — F(s))ds +p :foe*ma —G(t))dt - N :foe’)‘s(l  F(s))ds)?

+4 +

(p Z‘Oe—ptu —Gt)dE+ A Zoe—“(l — F(s))ds — pA Z‘oe—pt(l _G)dt Zoe—ksu _ F(s))ds)?
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1—p 706_1”(1 —G(t))dt — A }Ce_/\s(l — F(s))ds+p ?e‘pt(l —G(t))dt -\ j‘oe_xs(l — F(s))ds i
i 0 0 0 0

p [Pt (L= GO))dt + A [ e=25(1— F(s))ds — pA [ e=P(1 — G(t))dt | e=5(1 — F(s))ds
0 0 0 0
Remdamiesi (4.2) lema, gauname:

ZS()‘a p) ~

1
" G p T - L) A NI - HL) — p st T - ) LA NI - HLP

4
+ T +

(p-p* T = @)L(;) + A= AT = B)L(5) —p-p*'T(1 = a) L(HA - MID(1 = B)L(5))?

3
1
i (p P IT(I—a) L)+ A N I(1 = B)L(E) — p - p* T(1 — a)L(L)A- AIT(1 — ﬁ)L@)) |
Vadinasi,

6

B AT = )LD + AT = ALY — pT(1 — ) LN - AL
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5.3.4 teorema. Atstatymo funkcijosly(s,t) Laplaso transformacijaily(X, p)

teisinga tokia asimptotine formulé:

L\ =
W)~ @) L(1) + VT (1 = B)L(3) — pT (1 — ) L()NT(1 = B)L())"
kai \,p — 0.
v
Tarkime, kad turime Laplaso transformacija
_ fMlp) (f(Ng(p))* (fF(Ng(p))?® fMalp)
) = G G T g T e (T 77

Tada i8 (5.8),(5.9) ir (5.10) formuliy gauname:
l4(A7p) =
1—p Te_pt(l — G(t))dt — X ?e‘ks(l — F(s))ds+p ?e‘pt(l —G(t))dt - X Te"\s(l — F(s))ds
0 0 0 0

= e} oo (o) o0 +
1-(1-p bf e7PH1 — G(t))dt — A of e (1 —F(s))ds+p of e P11 — G(t))dt - A ({ e~ (1 — F(s))ds))*

(1—p Zoe*ptu —G(t))dt — A Zoeﬂsa — F(s))ds +p Zoe*ptu —G(t))dt- :feﬂsu — F(s))ds)?

1—-(1—-p of e Pt(1 — G(t))dt — A of e (1 —F(s))ds+p of e PH(1 — G(t))dt - A ‘0[ e (1 — F(s))ds))*
(L—p [ e P (1= G(t))dt — A [ e (1 — F(s))ds +p | e=P'(1 = G(t))dt - A [ e=>*(1 — F(s))ds)?
+11 0 0 0 0 n

(1—(1—p Z?efpta —Gt)dt— A :fOe*AS(l — F(s))ds +p :foewta —G(t)dt- :foe”‘s(l — F(s))ds))*

1—p Z‘Oe—ptu —Gt)dt— A :foe_)‘s(l _ F(s))ds +p Zoe—pt(1 —Gt)dt- z‘oe—ksu — F(s))ds

+ o0 o0 (o] o0
1-(1-p of e~PH1 — G(t))dt — A { e (1 —F(s))ds+p Of e~PH(1 — G(t))dt - A of e (1 — F(s))ds)

L= p [P (1— Gt)dt — A [ e>(1 = F(s))ds +p [ ePH(1 — G(t))dt - X [ e=>5(1 — F(s))ds
0 0 0 0
= oo o0 oo oo +
(p E)f e PH1 — G(t))dt + A bf e (1 — F(s))ds — pA g e Pt(1 — G(t))dt of e (1 — F(s))ds)*
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(1—p [P (1= Gt))dt — A [ e=*(1— F(s))ds +p [ e=P (1 — G(t))dt - X [ e=>*(1 — F(s))ds)?
+11 0 0 0 0

o0 o0 o0 oo +
(p { e Pt(1 — G(t))dt + X { e (1 — F(s))ds — pA bf e~Pt(1 — G(t))dt { e (1 — F(s))ds)*

(L—p [ e (1= G(t))dt — A [ e (1 = F(s))ds +p [ e~ (1 — G(£))dt - A [ e=>*(1 — F(s))ds)?
+11 0 0 0 0

o0 o oo (o) +
(p { e PH1 — G(t))dt + A { e=s(1 — F(s))ds — pA of e Pt(1 — G(t))dt of e~ (1— F(s))ds)*

L—p [ e (1= G(t)dt — A [ e=>5(1— F(s))ds +p [ e (1 — G(t))dt- A [ e (1 — F(s))ds
+ 0 0 0 0

p [ e Pt(1— G))dt + A [ e=25(1— F(s))ds — pA [ e=P(1 — G(t))dt | e=5(1 — F(s))ds
0 0 0 0
Remdamiesi (4.2) lema, gauname:

l4()‘ap) ~

1
T (= )LL) + A N1 = L) —p D1 — ) LA AT - AL

11

T T —a)L() + A AT = HLE) —p-p* T(1 — @) LA - AT (1 — HLL)E
11

+ +

(p- P T = ) L(E) + A N1 = BIL(E) = p- o T — ) LA NIT(1 = BL(E)

4
1
* (p P T — )LL) + A- N IT(1— B)L(L) — p-p* T(L— ) L(L)x- N IT(1 - 5>L<§>> |

Vadinasi:

" 24

a(A,p) ~ (p°T(1 — a)L(L) + M (1= B)L($) — p°T(1 — a) L(H)MT (1 — B)L(F)*
A
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5.4 DVIMACIU ATSTATYMO FUNKCIJU
ASIMPTOTIKA

Tegul F(t): 1 — F(t) ~ t*L(t), L(t) - létai kintanti funkcija, Zymésime
V().
Tada, jei F(s), G(t) € V(B), B € [0;1), tai
1—F(s) ~t*Ly(s),

1 — G(t) ~ t*Ly(t).

5.4.1 teorema. Jei tarpiniy momenty pasiskirstymo funkcija L (at,bt)

yra létai kintanti ir jos Laplaso transformacijos asimptotika yra

1
(a+b)NT(1—B3)L(5)’

kur A\ — 04 ir a,b = const, tai atstatymo funkcijos asimptotika yra tokia:

1 tPsin(np)

I (aX, bA) ~

Ly (at,bt) ~ : ,
at, b ~ = Ty
sin(mB) __ 1
kur t — 00, =37 = rirpra—p)-
v

(5.3.1) teoremoje imdami A\ = p gauname:

1
lLi(aX, bp) ~ aMT(1 — B)L(L) + bAPT(1 — B)L(L) — aMT(1 — B)L(L) - bAPT(1 — B)L(L)
1
hlad bp) ~ 35— B)L(X)(a+b—ab T (1= B)L(L))’
1

li(aX,bp) ~ (a+b)MT(1—B)L(3)

Pagal (4.2) teorema;

1 tﬁ L1 Osin()
Tl )~ T AT =) L0 —atb L) -nh
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5.4.2 teorema. Jei tarpiniy momenty pasiskirstymo funkcija Lo(at, bt)

yra létar kintanti ir jos Laplaso transformacijos asimptotika yra

2
((a+b)MT(1 = B)L(5))*

l(aX, bA) ~

kur A\ — 0y ir a,b = const, tai atstatymo funkcijos asimptotika yra tokia:

2 t3sin(mB)\’
Lalat,bt) ~ g ( L{t) - 7 ) |

sin(rf) __ 1
w3 ra+6)ra-p)-

kur t — oo,

v

(5.3.2) teoremoje imdami A\ = p gauname:

2
PN 00) ~ AT - B)L(5) +bAT(1 = B)L(3) — aNT(1 = B)L(3) - bAT(1 = B)L(5))*’
2
ZQ(CL)‘a bp) ~ (/\ﬁr(l _ ﬁ)L(%)(a +b— ab)\ﬁf(l - B)L(i)»zj
o (aX, bp) ~ -

(a+b)*(ML(1 = B)L(5))*
Pagal (4.2) teorema:

2 0 LN 2 (Psin(nB)
Lo(at, bt) ~ <a+b>z'(m +OI(1—8) L(t)) - <a+b>2'< L(t)-mp ) |

37



5.4.3 teorema. Jei tarpiniy momenty pasiskirstymo funkcija L3(at, bt)

yra létar kintanti ir jos Laplaso transformacijos asimptotika yra

6
((a+b)MT(1 = B)L(5))*

Is(aX, bA) ~

kur A\ — 0y ir a,b = const, tai atstatymo funkcijos asimptotika yra tokia:

6 t3sin(mB)\’
Lalat,b0) ~ ( L{t) - 7 ) |

sin(rf) __ 1
w3 ra+6)ra-p)-

kur t — oo,

v

(5.3.3) teoremoje imdami A\ = p gauname:

6
6
l3(&)‘7 bp) ~ (/\ﬁr(l _ ﬁ)L(%)(a +b— ab)\ﬁf(l - B)L(i)»?)’
I3(aX, bp) ~ 0

(a+b)*(MI(1 = B)L(5))*
Pagal (4.2) teorema:

6 18 1\° 6 t?sin(n3) °
Ls(at, bt) ~ (a+b)3'(p(1 TAT(1-3) L(t)) B (a+b)3'< L(t)-mp ) '
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5.4.4 teorema. Jei tarpiniy momenty pasiskirstymo funkcija Ly(at, bt)

yra létar kintanti ir jos Laplaso transformacijos asimptotika yra

24
((a+b)MT(1 = B)L(5))"

Li(aX, bA) ~

kur A\ — 0y ir a,b = const, tai atstatymo funkcijos asimptotika yra tokia:

24 t?sin(n3) !
Lalat,b0) ~ gyt ( L{t) - 7 ) |

sin(rf) __ 1
w3 ra+6)ra-p)-

kur t — oo,

v

(5.3.4) teoremoje imdami A\ = p gauname:

la(aX, b 2
4(a ’ p) ~ (a)\ﬁr(l o ﬁ)L(%) + b)\ﬁr(l — ﬁ)L(%) — a)\ﬁF(l — 6)[1(%) : b)"ar(l - ﬂ)L<§))47
24
l4(&)‘7 bp) ~ (/\ﬁr(l _ ﬁ)L(%)(a +b— ab)\ﬁf(l - B)L(i))yl’
ly(aX, bp) ~ .

(a+b)*(MI(1 = B)L(5))*
Pagal (4.2) teorema:

24 4 1\ 24 (sin(xB)\’
Latat, bt) ~ <a+b>4'(m +OI(1—8) L(t)) - <a+b>4'< L(t)-mp ) |
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6 ISVADOS

1. Nustatytos dvimaciy atstatymo funkcijy Ly(s,t) = M (N(s,t))*, kai
ke N, ={1,2,...}, integralinés lygtys.

2. Gauti dvimadiy atstatymo funkcijy Laplaso transformacijos pavidalai,
kai k € N, = {1,2,3,4}.

3. Taikydami atstatymo funkcijy asimptotine teorija, gavome nagrinéjamy

dvimaciy atstatymo funkcijy asimptotines formules:

3.1 Galime teigti, kad atstatymo funkcijos li (s, t) Laplaso transformacijai

(A, p) teisinga tokia asimptotiné formulé:

k!
(p°T(1 = a)L(;) + MT(1 = B)L(5) — p°T(1 — ) L(;)AN’T(1 = B) L(5))*’

P

kai A\,p — 0, ir k € N, = {1,2,...}.

3.2 Jei tarpiniy momenty pasiskirstymo funkcija Lg(at, bt) yra létai kin-

tanti ir jos Laplaso transformacijos asimptotika yra

k!
((a+D)AT(1 = B)L(5))*

lo(a\, bA) ~

kur A — 04 ir a,b = const, tai atstatymo funkcijos asimptotika yra tokia:

k! tPsin(m3) g
Lilat, ) ~ Ty ( L{t) - 73 ) |

sin(mB) __ 1 . o
kur t — oo, =5~ = A F ke N, ={1,2,..}.
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7 SUMMARY

In graduate research a two-dimensional renewal process

N(s,t) =Y 1T} < s)I(T7 < t),
n=1

where T! = > X;, T? = > V;, Xy,...,X; and Yy, ..., Y; - independent, posi-

n
i=1 i=1
tive with same distribution, definable on probability space (€2, F', P) random
values, is obtained.
The integral differential equation of renewal function Lg(s,t), its Laplase

transform and asymptotic’s by Teugels theorems was found.
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