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�vadas 
 

  
 Pirmasis graf� teorijos uždavinys, nagrin�tas  1736 m., buvo uždavinys apie Karaliau�iaus 

tiltus. Maždaug 100 met� laikotarpyje šio uždavinio sprendinys buvo vienintelis graf� teorijos 

rezultatas. 

 Graf� teorijos raidai žym� impuls� suteik� 1852 m. A. De Morgano iškelta keturi� spalv� 

hipotez�. Ši hipotez� graf� teorijos vystymesi suvaidino analogišk� vaidmen�, kaip didžioji Ferma 

teorema skai�i� teorijoje. 

 Visi sutaria, kad graf� teorijos, kaip savarankiškos matematikos šakos, gimimas yra 1936 m. 

, kai matematikas D. Kionigas išleido monografij� “Baigtini� ir begalini� graf� teorija”. Jis pirmasis 

vietoje �vairiuose moksluose naudojam� skirting� schem� pavadinim�: sociogramos (psichologija), 

simpleksai (topologija), grandin�s (fizika), diagramos (ekonomika), ryši� tinklai, vandentiekio 

tinklai, geneologiniai medžiai ir t. t., pasi�l� naudoti vien� termin� “grafas”. Taigi grafai yra 

�vairiausios fizin�s prigimties reiškini� matematiniai modeliai. Tai ir lemia graf� teorijos, kaip 

savarankiškos matematikos šakos, audring� vystym�si ir pla�ias taikymo galimybes. 

 Darbo tikslas – ištirti sankirt� graf� virš�ni� laipsni� pasiskirstym�. 

 Darbo uždaviniai – rasti tikimybes, kad gretimos sankirt� grafo virš�n�s  turi du ar daugiau 

bendr� objekt� aibi� sankirtoje. 
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1. Grafai, atsitiktiniai grafai G(n,p) 

 

 Graf� teorija – matematikos sritis, nagrin�janti grafus. 

Formaliai graf� galima apibr�žti dviem b�dais: 

1 b�das. Sakoma, kad grafas žinomas, jeigu: 

1) duota netuš�ia aib� � ���VV , 

2) duotas aib�s V atvaizdis � � aib	 V. 

Grafas žymimas simboliu � ��� ,VG . 

2 b�das. Tarkime V – netuš�ioji aib�. Jos elementus vadinsime virš�n�mis ir žym�sime 

.,,,,, 321 �� ivvvv  Aib� E yra aib�s V vis� galim� dvielemen�i� poaibi� aib�, t. y. 

� ��� yxVyxyxE �	
� ,:, . Tada grafas yra pora (V,U), �ia EU � . Žymime � �UVG ,� . 

 Aib� V vadinama grafo virš�ni� aibe. Aib�s V  element� skai�ius yra lygus grafo virš�ni� 

skai�iui ir dažnai vadinamas grafo eile. 

 Bendru atveju U yra s�junga dviej� rinkini�: LBU �� . Rinkinio B porose � �ji vv ,  virš�ni� 

surašymo tvarka nesvarbi: � � � �ijji vvvv ,, � . Tokios poros vadinamos briaunomis, jungian�iomis 

virš�nes ji vv , . Rinkinio L poros � �ji vv ,  vadinamos lankais, išeinan�iais iš virš�n�s iv  ir �einan�ios 

� virš�n	 jv . 
ia � � � �ijji vvvv ,, � . 

 Kai ��L  (rinkinyje U n�ra lank�), grafas � �BUVG �� ,  vadinamas neorientuotu. 

 Kai ��B  (rinkinyje U n�ra briaun�), grafas � �LUVG �� ,  vadinamas orientuotu. 

 Kai ���� BL ,  , grafas � �LBUVG ��� ,  vadinamas mišriuoju. 

 Aib� U neorientuoto grafo atveju vadinama grafo briaun� aibe, o orientuoto grafo atveju – 

lank� aibe. Laikysime, kad briaun� ar lank� skai�ius mU � , o apie graf� G, turint� n virš�ni� ir m 

briaun� sakysime, kad G yra � �mn,  - grafas. 

 Briaun� � �21 , vv  ribojan�ios virš�n�s 1v  ir 2v  vadinamos briaunos galais, o lanko atveju 

virš�n� 1v  yra lanko pradžia, o 2v  - lanko pabaiga (galas), arba 1v  ir 2v  yra lanko kraštin�s 

virš�n�s. 

 Briaunos gal� virš�n�s vadinamos gretimomis virš�n�mis. 

 Dvi briaunos yra gretimos, jei jos turi bendr� gal�. Orientuotojo grafo virš�n�s yra gretimos, 

jei jos yra kraštin�s lanko virš�n�s, o lankai yra gretimi, jei jie turi bendr� kraštin	 virš�n	. 



 5

 1 apibr�žimas.Grafas vadinamas pilnu, jei kiekviena jo virš�ni� pora sujungta briauna arba 

egzistuoja lankas su pradžia vienoje poros virš�n�je ir pabaiga kitoje poros virš�n�je. 

 Pilnas neorientuotas grafas, turintis n virš�ni�, žymimas nG . 

 2 apibr�žimas. Grafas vadinamas dviskil�iu grafu, jei jo virš�ni� aib	 galima suskirstyti � du 

poaibius 1V  ir 2V  taip, kad bet kuri grafo briauna jungia virš�nes iš skirting� poaibi�, o bet kuris 

lankas prasideda iš vieno poaibio ir baigiasi antrame poaibyje. 

 3 apibr�žimas. Dviskiltis grafas vadinamas pilnu, jeigu kiekviena 1V  virš�n� sujungta 

briauna ar lanku su kiekviena 2V  virš�ne. 

 Tarkime, jog aib�s 1V  element�, kuriuos vadinsime virš�n�mis, skai�ius – n, aib�s 2V  - m, 

tuomet pilnas dviskiltis neorientuotas grafas žymimas mnG , . 

4 apibr�žimas. Grafas, kur� plokštumoje galima pavaizduoti taip, kad briaunos nesikirst�, 

vadiname plokš�iuoju grafu. 

5 apibr�žimas. Jei kuri nors virš�n� nepriklauso jokiai briaunai ar lankui, ji vadinama 

izoliuota virš�ne. 

Tarkime, plokš�iojo neorientuoto grafo G  virš�ni� skai�ius – e, briaun� skai�ius – f. Grafo 

vaizdo plokštumos dalys, � kurias plokštum� suskaido briaunos, vadinamos grafo sienomis. Begalin	 

plokštumos dal�, esan�i� grafo vaizdo išor�je taip pat vadinsime siena. Sien� skai�i� pažym�kime g. 

Eulerio teorema. Skai�ius k=e-f+g vadinamas plokš�iojo grafo Eulerio skai�iumi 

(charakteristika). 

Aptarsime veiksmus su grafais. 

Virš�n�s šalinimas. Duotas grafas � �UVG ,� . Pašalinti virš�n	 x, tai iš grafo pašalinti ši� 

virš�n	 drauge su jai incidentin�mis briaunomis. Gaunamas grafas � �11 ,UVH � , �ia ��xVV \1 � , o 

\1 UU � {briaunos, incidentiškos virš�nei x}. 

Briaunos � �21 , vv  šalinimas. Iš grafo � �UVG ,�  šalinama briauna � �21 , vv . Gaunamas grafas, 

turintis t� pa�i� virš�ni� aib	 V ir briaun� aib	 � ��� 21
* ,\ vvUU � . 

Virš�ni� sutapatinimas. Tarkime, kad 1v  ir 2v  yra grafo � �UVG ,�  virš�n�s. Virš�ni� 1v  ir 

2v  sutapatinimas atliekamas taip: 

1) iš grafo G pašalinamos virš�n�s 1v  ir 2v ; 

2) �vedama nauja virš�n� v; 

3) virš�n� v jungiama  briaunomis su tomis virš�n�mis, kurios buvo gretimos arba virš�nei 

1v , arba 2v , t. y. 
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� � � � � �21 vNvNvN �� . 

 Briaunos sutraukimas. Tarkime � �21 , vv  yra grafo � �UVG ,�  briauna. Tada briaunos � �21 , vv  

sutraukimas - tai gretim� virš�ni� 1v  ir 2v  sutapatinimas. 

 Virš�n�s išskaidymo operacija. Operacija, duali briaunos sutraukimui, yra virš�n�s 

išskaidymo operacija. Tarkime v yra viena iš grafo G virš�ni� ir � � BAvN �� , �� BA . Tada 

virš�n�s išskaidymo operacija atliekama taip: 

1) iš grafo G pašalinama virš�n� v; 

2) �vedamos dvi naujos virš�n�s 1v  ir 2v  ir jas jungian�ioji briauna; 

3) virš�n� 1v  jungiama  briaunomis su aib�s A virš�n�mis, o 2v  - su aib�s B virš�n�mis. 

Graf� s�junga ir sankirta. Tarkime, kad duoti grafai � �111 ,UVG �  ir � �222 ,UVG � . Tada 

grafas � �UVG ,�  yra ši� graf� s�junga (žymime 21 GGG �� ), jei 21 VVV �� , o 21 UUU �� . Jei 

�� 21 VV , tai graf� 1G  ir 2G  s�junga vadinama disjunktyvine s�junga. Grafas � �UVG ,�  yra ši� 

graf� sankirta (žymime 21 GGG � ), jei 21 VVV � , o 21 UUU �  (1 pav.). 

 

 

 

1 pav. 

 

Operacijos apibendrinamos imant daugiau nei du grafus. 

� � � ��
n

i
iii UVGUVG

1
,,

�
�� , jei �

n

i
iVV

1�
� , �

n

i
iUU

1�
�  ir � � � ��

n

i
iii UVGUVG

1
,,

�
�� , jei �

n

i
iVV

1�
� , 

�
n

i
iUU

1�
� . 

Graf� sandauga. Graf� � �111 ,UVG �  ir � �222 ,UVG �  sandaugos grafas � �UVG ,�  (žymima 

21 GGG �� ) apibr�žiamas taip: 

1) 21 VVV ��  (aibi� Dekarto sandauga); 
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2) virš�n� � �ba,  jungiama su virš�ne � �dc, , jeigu: 

 a) ca �  ir � � 2, Udb 
  arba 

 b) db �  ir � � 1, Uca 
 . 

1959m. Redos ir Renyi išspausdino populiar� straipsn�, kuriame jie �ved� atsitiktinio grafo 

s�vok�. 

6 apibr�žimas. Atsitiktinis grafas – grafas, kuriame savyb�s: virš�ni� skai�ius grafe, grafo 

briaunos ir ryšys tarp j� yra nustatomas atsitiktiniu keliu. 

Aiškesnis yra sekantis apibr�žimas. 

7 apibr�žimas. Atsitiktinis grafas yra: 

- bet kuris atsitiktinis virš�ni� arba tašk� rinkinys; 

- bet kurios linijos arba briaunos, jungian�ios atsitiktinai virš�nes poromis; 

- kiekviena virš�n� turi mažiausi� laipsn� lyg� 1. 

Taigi, atsitiktinis grafas gaunamas paimant n atsitiktin� virš�ni� ir pridedant l atsitiktinai 

paimt� briaun�, jungian�i� tas virš�nes. Skirtingi atsitiktini� graf� modeliai, skirtingos briaun� arba 

lank� prijungimo tikimyb�s. Labiausiai matematin�je literat�roje išnagrin�tas modelis yra grafas 

� �pnG , , kuriame kiekviena iš galim� briaun�  ��
�

�
��
�

�

2

n
 atsiranda nepriklausomai  viena nuo kitos ir su 

tikimybe p.  

2004 metais Starkas išk�l� klausim�: kokie turi b�ti skai�iai n ir p, kad grafas � �pnG ,  b�t� 

jungus? Sprendžiant ši� problem� buvo tiriama, kaip elgiasi atsitiktinis grafas, kokios graf� 

jungumo tikimyb�s, kai n art�ja � begalyb	, jei kiekviena briauna tarp dviej� nepriklausom� grafo 

virš�ni� �traukta � graf� su tikimybe p.  

 

 

2. Parametrai – virš�ni� laipsnis 

 

 

1 apibr�žimas. Iš grafo virš�n�s v išeinan�i� (�einan�i�) briaun� skai�ius vadinamas virš�n�s 

valentingumu arba laipsniu ir žymimas d(v). Izoliuotos virš�n�s laipsnis laikomas lygus 0, kilpa 

laipsn� padidina 2. 

1 teorema. Vis� grafo virš�ni� valentingum� suma yra lyginis skai�ius. 
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Kiekviena grafo briauna turi du galus. Jei briaun� skai�ius yra f, tada virš�ni� valentingum� 

suma lygi 2f. 

Išvada. Virš�ni�, kuri� valentingumas yra nelyginis, yra lyginis skai�ius. 

2 apibr�žimas. Neorientuotas grafas vadinamas p-tojo laipsnio homogeniniu grafu, jeigu 

kiekvienos jo virš�n�s valentingumas lygus p. 

Homogeniniame p-tojo laipsnio grafe briaun� skai�ius: 

 
2

ep
f � , (2.1) 

kur e – virš�ni� skai�ius. 

Iš grafo virš�n�s v išeinan�i� lank� skai�i� pažym�kime � �vd1 , �einan�i� - � �vd2 . Kiekvienas 

lankas turi vien� pradži� ir vien� pabaig�, tod�l � � � ���
��

��
e

i
i

e

i
i vdvdf

1
2

1
1 . 

3 apibr�žimas. Maršrutu jkM , jungian�iu virš�nes jv  ir kv , vadiname sek� virš�ni� ir jas 

jungian�i� briaun� ar lank�: � � � � � � kknjj vvvvvvvvvv ,,,...,,,,,,, 122111 � , kur Vvvv n 
�121 ,...,, , 

� � � � � � Uvvuvvuvvu knnj 
��� � ,,...,,,, 121211 . Jei maršrutas neturi lank�, o briaunos nesikartoja, jis 

vadinamas keliu. 

4 apibr�žimas. Grafo virš�n�s jv  ir kv  vadinamos sujungtomis, jei egzistuoja maršrutai jkM  

ir kjM . 

5 apibr�žimas. Neorientuotas grafas, kurio kiekvienos dvi virš�n�s sujungtos, vadinamas 

jungiuoju neorientuotu grafu.  

2 teorema. Jei grafe lygiai dvi virš�n�s turi nelygin� laipsn�, tuomet tos virš�n�s sujungtos. 

Tarkime, kad � �UVG ,�  yra jungusis grafas, Vwu 
,  - dvi kurios nors jo virš�n�s. 

Sunumeruokime visus šias virš�nes jungian�ius kelius: 

� �wvvvuP
liiik ,,...,,,

21
� . 

 6 apibr�žimas. Atstumu tarp grafo virš�ni� vadinamas trumpiausio jas jungian�io kelio ilgis: 

 � � � �vuPwu k
k

,...,min, �� . (2.2) 

 Taip apibr�žtas atstumas turi metrikos savybes: 

1) � � 0, �wu� & � � wuwu ��� 0,� ; 

2) � � � � Vvuuwwu 
�� ,,, �� ; 

3) � � � � � � Vwuvwvwuuv 
��� ,,,,, ��� . 

 7 apibr�žimas. Grafo skersmeniu vadinamas maksimalus atstumas tarp grafo virš�ni�: 
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 � � � �wvGd
Vwv

,max
,

�



� . (2.3) 

 8 apibr�žimas. Virš�n�s ekscentricitetu vadinamas jos atstum� nuo kit� grafo virš�ni� 

maksimumas:  

 � � � �uvue
Vv

,max �



� . (2.4) 

 9 apibr�žimas. Virš�n� Vc
  vadinama grafo centru, jei jos ekscentricitetas yra minimalus: 

 � � � �vece
Vv


� min . (2.5) 

10 apibr�žimas. Centro ekscentricitetas vadinamas grafo spinduliu: 

 � � � �veGr
Vv


� min . (2.6) 

  

 

3. Grafo G(n, p) virš�ni� laipsnis  

 

 

 Atsitiktin� graf� paprasta sukonstruoti. Panagrin�kime vien� atsitiktinio grafo virš�n	. Su 

kiekviena iš likusi� n-1 grafo virš�ni� ji sujungiama tikimybe p. 

Tikimyb	, kad ši virš�n� turi laipsn�, lyg� skai�iui k, pažym�kime kp . Ji išreiškiama 

Binominio skirstinio formul�s tikimybe: 

 � � knk
k pp

k

n
p

�������
�

�
��
�

� �
� 11

1
. (3.1) 

 Virš�ni� pasirinkimo vidurkis � �pnz 1�� . Iš �ia 

 z
kNk

k e
k

z

n

z

zn

z

k

n
p

�
�

��
�

�
�
�

�
�

���
�

�
�
�

�
��

���
�

�
��
�

� �
�

!1
1

1

1 1

, (3.2) 

 

kur paskutin� apytiksl� lygyb� tampa lygybe, kai  n yra labai didelis. (3.2) formul� matematin�je 

literat�roje žinoma kaip Puasono pasiskirstymas.  
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4. Sankirt� grafai 

 
 
 Tarkime, jog turime aibi� ,...,2,1,0, �jW j šeim�. 

 Konstruojame neorientuot� graf� G. Jo virš�n�s jv  atitinka aibes jW , o grafo briaun� aib� 

� � � ��� ��� jiji WWvvGE |,  sudaroma taip: virš�n�s iv  ir jv  sujungtos briauna, jei atitinkamos 

aib�s iW  ir jW  turi netuš�i� sankirt�. Toks grafas vadinamas sankirtos grafu. 

Atsitiktinio sankirt� grafo s�voka buvo �vesta Singerio (1995) ir Karonskio (1999). V�liau 

buvo daugelio mokslinink� tyrin�ta ir apibendrinta. 

Tarkime, kad bet kuri sankirt� grafo G virš�n� jv , gauta iš jW  pasirenka kiekvien� aib�s jW  

element� su vienoda tikimybe p. Toks grafas vadinamas atsitiktiniu sankirt� grafu. 

Kiekvien� atsitiktin� sankirt� graf� galima pateikti kaip dviskilt� graf� � �pmnG ,,  tokiu b�du: 

Imama aib� V, turinti n virš�ni� jv  ir aib� W, turinti m element� iw . Kiekvien� virš�n	 jv  jungiame 

su kiekvienu elementu iw  su tikimybe p. Toki� briaun� yra m·n . Gauname piln� dviskilt� graf� 

� �pmnG ,,* . 

 Praktiniuose modeliuose vien� virš�n	 Vv j 
  jungiame ne su visais elementais iw , bet su 

aib�s W poaibi� elementais. Gauname nepiln� dviskilt� graf�. 

 

  

5. Virš�ni� laipsniai sankirt� grafuose 

 

 Tarkime, jog turime aib	 V su n virš�n�mis ir aib	 W su m objektais, kurie apibr�žia dviskilt� 

graf� � �pmnG ,,* . Atsitiktinis sankirt� grafas � �pmnG ,,  gaunamas iš grafo � �pmnG ,,* . aib�s V  

 Grafo � �pmnG ,,  savyb�s išnagrin�tos [2,6].Jos skiriasi nuo žinomo atsitiktini� graf� modelio 

� �pnG , , kuriame virš�n�s sujungtos nepriklausomai viena nuo kitos ir su tikimybe p. Aib�s W 

objekt� skai�ius m paimtas toks, kad � � nm � , kiekvienam 0! . 

 � sankirt� grafus galima ži�r�ti kaip � santyki� grafus. Pvz., jei  aib� V  yra matematikai, o W 

– matematik� referatai, tai jie sujungti briauna, jei matematikas v buvo autoriumi referato w. 

Gaunamas sankirt� grafas arba santyki� grafas aib�je V, kur du matematikai sujungti briauna, jei jie 

paraš� referat� kartu. Aibes V ir W galima sukeisti, kai du referatai sujungti briauna ir jie turi t� pat� 
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autori�. Jei � � nm � , tai � � �
�

�

�

�
�

�

�
�
   

11

1, mmn . Tuomet grafas � �pmnG ,,  su 1!� "  yra iš esm�s 

grafas � �pmnG ,,  su 11 #� �" . 

 Grafo � �pnG ,  virš�n�s laipsnio skirstinys konverguoja � Puasono skirstin� su parametru c, kai 

$%n  jei p 1�� cn . Kai 
� �

2

1  ��

� ncp , tuomet grafo � �pmnG ,,  virš�n�s laipsnio skirstinys 

konverguoja � Puasono skirstin�, jei 1! . Sakoma, kad atsitiktinio kintamojo seka nY  asimptotiškai 

art�ja � na , jei 01 %�
�
�

�
�
�
�

�
!� &

n

n

a

Y
P , kai $%n , kiekvienam 0!& . 

 1 teorema [6]. Turime atsitiktin� sankirt� graf� � �pmnG ,,  su � � nm �  ir 
� �

2

1  ��

� ncp : 

a) kai 1# , tai skai�ius neizoliuot� virš�ni� yra asimptotiškai arti 
� �

� �nonc �
�

2

1  

. Be to, 

fiksuotos virš�n�s iš V laipsnis  turi skirstin�, kuris silpnai konverguoja  � 0' , tikimyb�s 

skirstinys art�ja � 0. 

b)  kai 1� , tai fiksuotos virš�n�s iš V  laipsnis turi skirstin�, kuris silpnai konverguoja � 

sud�tin� Puasono skirstin� iš atsitiktini� dydži� sumos NZZZ ��� ...21 , kur 

,...,, 21 ZZN ~ � �cP . 

c) kai 1! , tai fiksuotos virš�n�s iš V laipsnis  turi skirstin�, kuris silpnai konverguoja � 

Puasono skirstin� su parametru c.  

Šit� teorem� galima paaiškinti taip: kai 1#  tikimyb�, kad bet kuri virš�n� Vv
  sujungta 

su virš�ne iš W , lygi nuliui ir tokiu atveju grafo � �pmnG ,,  virš�n�s skirstinys konverguoja � 0'  ir 

dauguma virš�ni� yra izoliuotos. Kai 1�  , virš�n� tur�s apytiksliai Puasono � �c  skai�i� kaimyn� 

aib�je W ir kiekvienas iš t� kaimyn� nepriklausomai nuo Puasono  � �c  skai�iaus tur�s kaimyn� iš 

aib�s V, ne�skaitant v. 

2 teorema. � �pmnG ,,  - atsitiktinis sankirt� grafas su � � nm � , tarkime, kad 1!  ir tarkime, 

kad p tenkina s�lygas $%2
nmp  ir �

�

�

�

�
�

�

�
�

��
33

2  

nop  jei 21 (# , �
�

�

�

�
�

�

�
�

��
23

1  

nop  jei 2! . Tuomet 

teisinga prielaida: 

 
� �

� �1,0N
X

EXX
)

�
*

, (5.1) 
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kur � �X*  yra atsitiktinio dydžio X standartinis nuokrypis, o � �1,0N  - standartinis normalusis 

skirstinys. 

  

  

 

6. Sankirt� graf� virš�ni� laipsni� asimptotika 

 

 Panagrin�kime sankirt� grafo model� (2 pav.). 

 

                                         ...............                   ...............................................               nV  

 

 

 

 

 

                                       ...     .......       ........     ......   . ......    .  ......     ........    ...........         mW                                                  

  1w   2w  3w  4w        ................................................................................................... mw  

 

                 k 

2 pav. 

 


ia nvvv ,...,, 21  - virš�n�s, o mwww ,...,, 21  - objektai, k –  aib�s 1W  element� skai�ius, pasirinktas 

fiksuotas skai�ius. Kiekviena virš�n� renkasi objektus su  tam tikra tikimybe p. Tikimyb	, kad 

virš�n�s iv  ir jv  turi du ir daugiau bendr� objekt� pažym�sime � �ji vvP ~ . Sakysime, jog bendr� 

objekt� (rakt�) skai�ius yra s. M�s� uždavinys rasti su kokia tikimybe dvi gretimos virš�n�s turi du 

ir daugiau bendr�  objekt�. Taikome priešingos tikimyb�s formul	: 

 � � � �APAP ��1 . (6.1) 

Kiekvienas objektas pasirenkamas su tikimybe 2
p . Tikimyb�, kad objektas n�ra bendras yra 

� � 21 pWP i �� . Tuomet 

1v  2v  
9v  nv  3v  
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 � � � � � ���
i

m

ii pWPWP
21��� . (6.2) 

Gavome tikimyb�s išraišk�, kai dvi virš�n�s neturi n� vieno bendro objekto iš mW .  

Dabar paimkime, kad vienas elementas iw  bendras, o visi kiti ne bendri. Tada 

� � � � 122 1
�

��
m

i ppWP . Galutinis rezultatas, kai �� ji WW , ji �  yra: 

 � � � � � ��
�

���
i

m

ii pmpWPWP
122 1� . (6.3) 

 �raš	 (6.2) ir (6.3) � (6.1) gauname, kad tikimyb�, jog dvi virš�n�s 1v  ir 2v  turi bent du 

bendrus objektus yra 

 � � � � � � 1222
21 111~

�
�����

mm
pmppvvP . (6.4) 

Pagal (6.4) formul	 skai�iuojame tikimyb	, kad dviems virš�n�ms iv  ir jv  atitinkamos aib�s 

iW  ir jW  turi du ir daugiau bendr� tašk�. �vertiname du narius (6.4) formul�je, kuri� laipsniai m ir 

m-1. Pirmasis narys 

 � � � � � �
ee

pmpm m

p
22 1ln1ln21 ��� ���  . (6.5) 

Nat�rin� logaritm� skleidžiame Makloreno eilute, palikdami tik du pirmuosius narius, nes 

kiti nariai yra aukštesn�s eil�s begalin� mažyb� 

� � �
�
�

�
�
�
�

�
�����

�
�

�
�
�
�

�
������� ...

2
...

2
1ln

4
2

4
22 mp

mp
p

pmpm . 

 Eksponent	 skleidžiame taip pat Makloreno eilute ir paliekame tik tuos narius, kuri� p 

laipsnis lygus keturiems arba mažesnis: 

...
22

1...
2422

1
424

2
6282424

2
2

4
2

��������������
�

�
�
�
�

�
�� pmmp

mp
pmpmpmmp

mpe
mp

mp .  

 Gavome:  

     � �
22

11
424

22 pmmp
mpp

m
����� . (6.6) 

 Antr�j� nar� �vertiname analogiškai: 

� � � � � � � �212 1ln11ln121 pmpm
eep

m
�����

���
�

. 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
�������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...

22
...

2
11ln1

4
2

4
2

4
22 p

p
mp

mp
p

pmpm . 

...
2222

1
442

4
4

2
4

2
22

4
2

4
2 ppm

mp
p

p
mp

mpe
p

p
mp

mp ����������
�

�
�
�
�

�
���� . 
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Gavome: � �
2222

11
442

4
4

2
4

212 ppm
mp

p
p

mp
mpp

m
���������

�
. 

Šis reiškinys yra padaugintas iš 2
mp . Tod�l imame tik narius, kuri� p laipsnis lygus 2. 

Tuomet gauname, kad: 

 � � � � 4422222122 11 mppmmppmpmppmp
m

���������
�

. (6.7) 

�raš	 gautas išraiškas (6.6) ir (6.7) � (6.4) formul	, turime, jog tikimyb�, kad virš�n�s 1v  ir 2v  turi 

bent du bendrus taškus, yra 

� �
2222

11~
424

4422
424

2
21

pmmp
mppmmp

pmmp
mpvvP ����������� , t. y.  

 � �
2

~
42

21
pm

vvP � . (6.8) 

M�s� tikslas apskai�iuoti ir pa�i� tikimyb	 p. Ji randama iš s�lygos: 

 � � � � cpmppn
mm

n

�
+
,
-

.
/
0������

�

$%

1222 111lim . (6.9) 

Kadangi riba turi art�ti � const, tai )%� const
pm

n
2

42

 

2

1

4

1

4

1

4

1

2

mn

c
p

�

�
� . 

 Gavome tikimyb�s  p išraišk�, kai s=2, virš�n�s 1v  ir 2v  turi du ir daugiau bendr� objekt� 

aib�s W poaibiuose 1W , 2W . 

Kai s=3, tikimyb� skai�iuojama pagal formul	 

 � � � � � � � � � � 221222
21 1

!2

1
111~

��
�

�
������

mmm
p

mm
pmppvvP . (6.10) 

�vertiname visus (6,10) formul�s narius. Tai darome tokiu pat b�du, kaip ir atveju s=2. Tik 

dabar skleisdami eilute imame tris pirmuosius narius. 

� � � � � �22 1ln1ln21 pmpm
eep

m
�� ��� . 

� � �
�
�

�
�
�
�

�
������

�
�

�
�
�
�

�
�������� ...

32
...

32
1ln

64
2

64
22 mpmp

mp
pp

pmpm . 
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.
62322

1

...
66328232

1

63626424
2

631028262824264
2

32

64
2

pmpmmppmmp
mp

pmpmpmpmpmpmmpmp
mpe

mpmp
mp

�������

��������������
�

�
�
�
�

�
���

                               � �
62322

11
63626424

22 pmpmmppmmp
mpp

m
�������� .                           (6.11)  

 Analogiškai apskai�iuojame antr� (6.10) formul�s  nar�. 

� � � � � � � �212 1ln11ln121 pmpm
eep

m
����

���
�

. 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
�������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...

22
...

2
11ln1

4
2

4
2

4
22 p

p
mp

mp
p

pmpm . 

.
22

3
1

...
22222222

1

42
42

4
2

6
4

646282424
2

4
2

22

4
2

4
2

pm
pp

mp
mp

mp
mp

pppmpmpmp
p

mp
mpe

p
p

mp
mp

������

����������������
�

�
�
�
�

�
����

 

 
22

3

22

3
1

63
64

62
422

42
42

4
22 pm

mpmp
pm

pmmp
pm

pp
mp

mpmp �������
�
�

�
�
�
�

�
������ . (6.12) 

 Skai�iuojame tre�i� (6.10) formul�s nar�:  

� � � � � � � �222 1ln21ln221 pmpm
eep

m
����

���
�

. 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
�������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...2

2
...

2
21ln2 42

4
2

4
22

pp
mp

mp
p

pmpm . 

.
2

32

2

5
1...22

282
2

2
1

42
42

4
244

628242
42

4
22

2
42

4
2

pm
pp

mp
mpmpp

pmpmpm
pp

mp
mpe

pp
mp

mp

���

�����������������
�

�
�
�
�

�
����

 

Gaut� išraišk� padauginame iš 
2

42
pm

 ir 
2

4
mp

� . Gauname: 

.
22

42

3

4

5

222
32

2

5
1

2

62
6342

8482
62

83634242
42

4
2

42

pm
pmpm

pmpm
pm

pmpmpmpm
pp

mp
mp

pm

���

��������
�
�

�
�
�
�

�
������

 

 6
62442

42
4

2
4

222
32

2

5
1

2
mp

pmmppm
pp

mp
mp

mp
�����

�
�

�
�
�
�

�
������� . (6.13) 

�raš	 (6.11)-(6.13) išraiškas � (6.10) gauname: 
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� �

.
623

)
22222

2

3

62322
11~

63626
6

624
62

634263

64
62

422
63626424

2
21

pmpmmp
mp

pmmp
pm

pmpmpm

mpmp
pm

pmmp
pmpmmppmmp

mpvvP

����������

��������������
 

Mus domina  tikimyb�s p išraiška. Iš ribos: 

� � � � � � cp
mppm

pmppn
mm

n

�
1+

1
,
-

.
/
0��

�
�

�
�
�
�

� �
������

��

$%

22
4421222 1

!2
111lim  gauname: 

2

1

6

1

6

1

6

1
63 6

6
mn

c
pconst

pm
n

�

�
�)%� . Gavome tikimyb�s p išraišk�, kai s=3: 

2

1

6

1

6

1

6

1

6

mn

c
p

�

�
� . 

 Kai s=4, riba atrodo taip: 

� � � � � � � � � .1lim
32

6626322
4421222 1

326
1

22
11

.
/
0���

�
�

�
�
�
�

�
������

�
�

�
�
�
�

�
������

���

$%
�

mmmm

n

p
mppmpm

p
mppm

pmppn

 
 Po ribos ženklu yra reiškinys, kuris lygus tikimybei � �21 ~ vvP .  Skai�iuojame  visus narius, 

po ribos ženklu analogiškai, kaip ir atvejais s=2, s=3.  

 Pirmasis narys 

� � � � � �22 1ln1ln21 pmpm
eep

m
�� ��� . 

 � � �
�
�

�
�
�
�

�
�������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...

432
...

432
1ln

864
2

864
22 mpmpmp

mp
ppp

pmpm . 

....
244

63282432
1

8483

6382628242864
2

432

864
2

���

�������������
�

�
�
�
�

�
����

pmpm

pmpmpmpmpmmpmpmp
mpe

mpmpmp
mp

  

 � �
2446214

11

2432
11

848363628242864
22 pmpmpmpmpmpmmpmpmp

mpp
m

������������ .(6.14) 

�vertiname antr� nar�: 

� � � � � � � �212 1ln11ln121 pmpm
eep

m
����

���
�

. 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
���������

�
�

�
�
�
�

�
���������� ...

3232
...

32
11ln1

64
2

64
2

64
22 pp

p
mpmp

mp
pp

pmpm . 
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.
623

2

3

4

2

3
1...

22662

22223232
1

63
62

426
42

64
2

6626636

4
64624264

2
64

2
3232

64
2

64
2

pm
pm

pmp
pp

mpmp
mp

mppmppmmp

mp
pppmpmpp

p
mpmp

mpe
pp

p
mpmp

mp

����������������

���������������
�

�
�
�
�

�
������

 

.
623

2

3

4

2

3

623

2

3

4

2

3
1

84
83

638
64

82

62
422

63
62

426
42

64
22

pm
pm

pmmp
mpmp

pm

pm
pmmp

pm
pm

pmp
pp

mpmp
mpmp

�������

�����
�
�

�
�
�
�

�
����������

 

 � �
623

2

3

4

2

3
1

84
83

638
64

8262
422122 pm

pm
pmmp

mpmp
pmpm

pmmppmp
m

�����������
�

.(6.15) 

Skai�iuojame tre�i�j� nar�: 

� � � � � � � �
ee

pmpm m

p
222 1ln21ln221 �����

���
�

. 

 Paliekame narius su ketvirtuoju p laipsniu, nes dar reik�s dauginti iš nari�, esan�i� prieš 

skliaustus.  

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
�������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...2

2
...

2
21ln2 42

4
2

4
22

pp
mp

mp
p

pmpm . 

.32
22

5
1...222

22
1 42

424
2442

424
22

2
42

4
2

pp
pmmp

mpmppp
pmmp

mpe
pp

mp
mp ����������������

�

�
�
�
�

�
����

2

3

44

5

22
32

22

5
1

2

82
62

84836342
42

424
2

42
pm

pm
pmpmpmpm

pp
pmmp

mp
pm

�������
�
�

�
�
�
�

�
������ . 

 
2

3

44

5

22
32

22

5
1

2

8
6

8382624
42

424
2

4
mp

mp
pmpmpmmp

pp
pmmp

mp
mp

��������
�
�

�
�
�
�

�
������� .(6.16) 

 Iš paskutinio nario gauname: 

� � � � � � � �
ee

pmpm m

p
232 1ln31ln321 �����

���
�

. 

� � � � � � � � � �...3...31ln3 2222 ������������ pmppmpm . 

� � ...31 223 22
������ pmpe

pmp . 

 � �
266

31
6

838463
22

63
pmpmpm

pmp
pm

������ . (6.17) 

 � �
2

3

22
31

2

828362
22

62
pmpmpm

pmp
pm

�������� . (6.18) 

 � � 8
826

22
6

33
31

3
mp

pmmp
pmp

mp
������ . (6.19) 
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 �raš	 reiškinius (6.14)-(6.19) � tikimyb�s � �21 ~ vvP  išraišk� esant s=4,  gauname: 

� �

.
244

2412
)

332

3

22266

2

3

44

5

222

3

44

5

2

2623

2

3

4

2

3

24

463282432
11~

8483

828
8

826828362838463

8
6

838262482
62

848363

4284
83

638
64

8262
422

84

836382628242864
2

21

pmpm

pmmp
mp

pmmppmpmpmpmpmpm

mp
mp

pmpmpmmppm
pm

pmpmpm

pmpm
pm

pmmp
mpmp

pmpm
pmmp

pm

pmpmpmpmpmpmmpmpmp
mpvvP

��

������������

������������

�������������

�������������

 

 Randame p išraišk�: 

2

1

8

1

8

1

8

1
84 24

24
mn

c
pconst

pm
n

�

�
�)%� . Gavome p išraišk�, kai s=4: 

2

1

8

1

8

1

8

1

24

mn

c
p

�

�
� . 

 Kai penkios ir daugiau virš�ni� bendros, skai�iuojame rib�: 

� � � � � � � � �

� � .

1lim

42
8828384

32
6626322

4421222

1
424

11

424

1
326

1
22

11

.
/
0���

�
�

�
�
�
�

�
����

����
�
�

�
�
�
�

�
������

�
�

�
�
�
�

�
������

�

���

$%
�

m

mmmm

n

p
mppmpmpm

p
mppmpm

p
mppm

pmppn

 

 Skai�iuojame visus narius, esan�ius riestiniuose skliaustuose po ribos ženklu. Pirmasis narys 

� � � � � �22 1ln1ln21 pmpm
eep

m
�� ��� . 

� � �
�
�

�
�
�
�

�
��������

�
�

�
�
�
�

�
���������� ...

5432
...

5432
1ln

10864
2

10864
22 mpmpmpmp

mp
pppp

pmpm . 

.
120122424

7

4612

5

24

11

225

432
1...

120122486466

432825432
1

10510484103836310282624210

864
2

105104841031038363102

1028262824210864
2

5432

10864
2

pmpmpmpmpmpmpmpmpmpmmp

mpmpmp
mp

pmpmpmpmpmpmpmpm

pmpmpmpmpmmpmpmpmp
mpe

mpmpmpmp
mp

�����������

���������������

��������������
�

�
�
�
�

�
�����

 



 19

� � ��������������
4612

5

24

11

225432
11

836310282624210864
22 pmpmpmpmpmpmmpmpmpmp

mpp
m

 

120122424

7 10510484103
pmpmpmpm

���� . (6.20) 

 Antras narys 

� � � � � � � �212 1ln11ln121 pmpm
eep

m
����

���
�

 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
�����������

�
�

�
�
�
�

�
����������� ...

432432
...

432
11ln1

864
2

864
2

864
22 ppp

p
mpmpmp

mp
ppp

pmpm

.
2412

5

624

35

212

25

6

11

2

3

1...
24646244642224

24683223428323

22432432
1

84836382
62

42
8642

864

2
88828384868868282

62836388648868286
4

82

6242864
2

864
2

432432

864
2

864
2

pmpmpmpm
pm

pm
pppp

mpmpmp

mp
pmppmpmpmppmpmpmppmpm

pmpmpmppppmpmpmppmmpmp
mp

pm

pmpmppp
p

mpmpmp
mpe

ppp
p

mpmpmp
mp

�������������

����������������

����������������

��������������
�

�
�
�
�

�
��������

.
2412

5

624

35

212

25

6

11

2

3
)

2412

5

624

35

212

25

6

11

2

3
1(

10510484103
83

63
10864

1028262
422

8483

6382
62

42
8642

864
22

pmpmpmpm
pm

pm
mpmpmpmp

pmpmpm
pmmp

pmpm

pmpm
pm

pm
pppp

mpmpmp
mpmp

�����

�������������

��������������

� � ������������
�

212

25

6

11

2

3
1

63
10864

1028262
422122 pm

mpmpmpmp
pmpmpm

pmmppmp
m

          

2412

5

624

35 10510484103
83 pmpmpmpm

pm ����� .  (6.21) 

 Skai�iuojame likusius po ribos ženklu riestiniuose skliaustuose esan�ius narius: 

� � � � � � � �
ee

pmpm m

p
222 1ln21ln221 �����

���
�

. 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
���������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...

3

2
2

32
...

32
21ln2

6
42

64
2

64
22 p

pp
mpmp

mp
pp

pmpm . 
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.
62

3

23

8
32

3

13

2

5
1...2

6
22

2
223

2
2

32
1

6362

426
42

64
2662

63
646

64
62426

42
64

2
3

2
2

32

6
42

64
2

pmpm

pmp
pp

mpmp
mpmppm

pm
ppmp

mpmp
pmpmp

pp
mpmp

mpe
p

pp
mpmp

mp

��

����������������

��������������
�

�
�
�
�

�
������

����
�
�

�
�
�
�

�
���������

2262

3

23

8
32

3

13

2

5
1

2

63426362426
42

64
2

42
pmpmpmpmpmp

pp
mpmp

mp
pm

 

 
124

3

43

4

2

3

6

13

4

5 1051048410282
62

10383
pmpmpmpmpm

pm
pmpm

�������� . (6.22) 

�����
�
�

�
�
�
�

�
����������

2262

3

23

8
32

3

13

2

5
1

2

6246362426
42

64
2

4
pmmppmpmpmp

pp
mpmp

mp
mp

 

 
124

3

43

4

2

3

6

13

4

5 10410383108
6

10282
pmpmpmmpmp

mp
pmpm

�������� . (6.23) 

� � � � � � � �
ee

pmpm m

p
232 1ln31ln321 �����

���
�

. 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
�������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...

2

3
3

2
...

2
31ln3

4
2

4
2

4
22 p

p
mp

mp
p

pmpm . 

.
2

63
2

7
1...3

2

9

22

3
3

2
1

42
42

4
24

4424
2

4
2

2

3
3

2

4
2

4
2 pm

pp
mp

mpmp
ppmp

p
mp

mpe
p

p
mp

mp �����������������
�

�
�
�
�

�
����

 

12212

7

662
63

2

7
1

6

105
103

83104846342
42

4
2

63
pm

pm
pmpmpmpmpm

pp
mp

mp
pm

�������
�
�

�
�
�
�

�
����� .(6.24) 

�������
�
�

�
�
�
�

�
������

2

3

4

7

222
63

2

7
1

2

82103836242
42

4
2

62
pmpmpmpmpm

pp
mp

mp
pm

 

 
4

3
104

102 pm
pm �� .   (6.25) 

 
6

2
6

7

332
63

2

7
1

3

103
108

10282642
42

4
2

6
pm

mpmp
pmpmmppm

pp
mp

mp
mp

�������
�
�

�
�
�
�

�
����� .(6.26) 

� � � � � � � �
ee

pmpm m

p
242 1ln41ln421 �����

���
�

. 

� � � � � � � � � �...4...41ln4 2222 ������������ pmppmpm . 

� � ...41 224 22
������ pmpe

pmp . 

 � �
62424

41
24

10410584
22

84
pmpmpm

pmp
pm

������ . (6.27) 
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 � � 103
10483

22
83

44
41

4
pm

pmpm
pmp

pm
�������� . (6.28) 

 � �
6

11

24

11

24

11
41

24

11 10210382
22

82
pmpmpm

pmp
pm

������ . (6.29) 

 � � 10
1028

22
8

44
41

4
mp

pmmp
pmp

mp
�������� . (6.30) 

 Skai�iuojame tikimyb	, kad dvi virš�n�s turi penkis ir daugiau bendr� tašk�. Suraš	 (6.20)-

(6.30) formules � tikimyb�s išraišk�, gauname: 

;
12012

24

7

15

7

446

11

24

11

24

11

44

624246
2

6

7

334
3

2

3

4

7

2212212

7

66124

3

43

4

2

3

6

13

4

5

22124

3

43

4

2

3

6

13

4

5

222412

5

624

35

212

25

6

11

2

3

1201224

24

7

4612

5

24

11

225432
11

105104

10310
10

102810210382
103

10483

10410584103
108

102826104
102

82

1038362105
103

831048463104103

83108
6

1028262410510484102

82
62

10383634210510484103
83

63
10864

1028262
422

10510484

103836310282624210864
2

pmpm

pmmp
mp

pmmppmpmpm
pm

pmpm

pmpmpmpm
mpmp

pmpmmppm
pm

pm

pmpmpmpm
pm

pmpmpmpmpmpm

pmmpmp
mp

pmpmpmmppmpmpmpm

pm
pm

pmpmpmpmpmpmpmpm
pm

pm
mpmpmpmp

pmpmpm
pmmp

pmpmpm

pmpmpmpmpmpmpmmpmpmpmp
mp

��

�������������

�������������

������������

�������������

������������

��������������

��������������

  

t. y. � �
120

~
105

21
pm

vvP � .  

 Kadangi riba art�ja � const, tai 

2

1

10

1

10

1

10

1
105 120

120
mn

c
pconst

pm
n

�

�
�)%� . Gavome p išraišk�, kai 

s=5. 

2

1

10

1

10

1

10

1

120

mn

c
p

�

�
� . 

 Po vis� skai�iavim� galima prognozuoti bendr� formul	 tikimybei p apskai�iuoti, 

priklausomai nuo s: 
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� �

2

1

2

1

2

1
2

1

!

mn

sc
p

s

s
s

�

�
� . (6.31) 

 Virš�n�s laipsnis skai�iuojamas pagal formul	: 

 � � 111 ~~~1 13121
...

nvvvvvvvd ���� . (6.32) 

kur 
+
,
-

�
.,0

,,1
1

21

21
~ 21 objekt�bendr�daugiauirdviej�neturivirvkai

objekt�bendr�daugiauirduturivirvkai
vv   

 Kiekvienas iš indikatori� yra nepriklausomi atsitiktiniai  dydžiai ir j� iš viso yra n-1. 

 Kai s=2 ir n - didelis, gauname:  

 � � .
2

,1~
42

1 ��
�

�
��
�

�
�

pm
nBvd                                                         (6.33) 

 Tai �rodo, kad virš�n�s laipsnis turi Binomin� pasiskirstym�. 

 Kitas mus dominantis klausimas: kaip pasikeis tikimyb� � �21 ~ vvP , kai &�� mpk ? &  - kaip 

norint mažas dydis. �vesime, kai kuriuos naujus pažym�jimus: kB  - aib� objekt�, kuriuos pasirenka 

virš�n� 1v , 2S  - pasirinkt� objekt� iš mW  skai�ius  virš�n�s 2v .  Kai 2�s  skai�iuojame tikimyb	: 

 � �� � � � � � � � � � � � 1
222121 1111012|~ �������������� kk

kkk pkppBSPBSPBSPkvdvvP . 

(6.34) 

 Skai�iuojame narius, esan�ius po paskutinios lygyb�s. Pirmasis narys 

� � � �
e

pkk
p ��� 1ln1 . 

� � � � � � �
�
�

�
�
�
�

�
���������

�
�

�
�
�
�

�
��������� ...

6262
...

62
1ln

3243
2

32
pp

p
mpmp

mp
pp

pmppmp
&&

&&& . 

.
222

2226262
1

42432

4
3

22423243
2

6262

3243
2

ppmp

pm
pm

ppmpp
p

mpmp
mpe

pp
p

mpmp
mp

&&&

&
&

&&&
&

&&
&

���

��������������
�

�
�
�
�

�
������

 

� � �������������
2226262

11
4

3
22423243

2 pm
pm

ppmpp
p

mpmp
mpp

k &
&

&&&
&  

 
222

42432
ppmp &&&

��� . (6.35) 

 Skai�iuojame antr�j� nar�: 

� � � � � �
e

pkk
p ��� �� 1ln111 . 
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� � � � � �

....
626262

...
62

11ln1

323243
2

32

�
�
�

�
�
�
�

�
�����������

��
�
�

�
�
�
�

�
����������

pp
p

pp
p

mpmp
mp

pp
pmppmp

&&
&

&&

 

....
22

3

2

6

7

2

3

2

3
1...

2222

2262622
1

32
3

22

3
2

323
2

333
2

32
33

22232323
2

626262

323243
2

����

������������������

��������������
�

�
�
�
�

�
���������

p
pm

p

p
pp

pp
p

mp
mp

ppp
p

p
mppm

pppp
p

pp
p

mp
mpe

pp
p

pp
p

mpmp
mp

&
&

&

&&
&

&&
&

&
&

&&&
&

&&
&

 

��
�
�

�
�
�
�

�
�����������

223

2

6

7

2

3

2

3
1

32
3

223
2

323
22 p

pm
pp

pp
pp

p
mp

mpmp
&

&
&&&

&  

= �������� 43
54

3
52

422

6

7

2

3

2

3
mpmp

pmpm
pm

pm
pmmp

&&
&  

 
223

2 52
52

425
pm

pm
pmmp &

&
&

���� . (6.36) 

��
�
�

�
�
�
�

�
�����������

223

2

6

7

2

3

2

3
1

32
3

223
2

323
2 p

pm
pp

pp
pp

p
mp

mpp
&

&
&&&

&&  

 
223

2

6

7

2

3

2

3 43
42

334
32

4232
22

4
3 p

pm
pp

pp
pp

p
mp

mpp
&

&
&&

&&
&&

&
&

&& ������������ . (6.37) 

 �raš	 (6.35), (6.36) ir (6.37) � (6.34), gauname: 

� �� �

.
226

2

222

3

2
3

2

26

5

23

4

2223

2

6

7

2

3

2

3

22

3

22

22226262
11|~

433343424232
43

22

42324343
42

334
32

4232

22
4

3
42

43
4

3422
424

324
3

22423243
2

121

ppppppmp
pmpm

p

pmppmpmpp
pm

pp
pp

pp

p
mp

mpp
pm

mpmp
pm

pmpmmp
ppm

ppm
pm

ppmpp
p

mpmp
mpkvdvvP

&&&&&&&
&&

&

&&&
&

&&
&&

&&

&
&

&&
&&

&
&&

&&
&

&&&
&

����������

���������������

��������������

���������������

 

 Galutinis rezultatas: 

 � �� � � �� �11
2

|~
42

121 o
pm

kvdvvP ��� . (6.38) 

 Taigi, kai &�� mpk : 
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 � � � �� �11
2

~
42

21 o
pm

vvP �� . (6.39) 

 Vadinasi kai 2�s  ir &�� mpk , tikimyb� nepasikei�ia ir virš�n�s laipsnis turi t� pat� 

Binomin� skirstin� kaip ir (6.33) formul�je. 
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Išvados 

 
 Pasaulyje ir Lietuvoje vis daugiau mokslinink� nagrin�ja grafus, skai�iuoja virš�ni� 

laipsnius esant tam tikroms s�lygoms. Skai�iavimai ir analiz� padeda projektuoti tinklus ir 

garantuoti, kad jie veiks nepriekaištingai arba bent išvengs didesni� klaid�. 

Darbe rastos tikimyb�s, kad dvi gretimos virš�n�s atsitiktiniame sankirt� grafe � �pmnG ,,  

turi du ir daugiau bendr� objekt� (dažnai juos vadina “raktais”), t. y. nustatyta su kokia tikimybe tos 

virš�n�s pasirenka raktus. Svarbiausias rezultatas: grafo � �pmnG ,,  virš�n�s laipsnis, kai  virš�ni� 

skai�ius n – didelis turi Binomin� skirstin�. Rezultatai gauti, kai pirmosios grafo virš�n�s 1v  

pasirinkt� element� skai�ius k buvo fiksuotas ir truput� nukryp	s nuo vidurkio. Kai  skai�ius k – 

atsitiktinis, bus tolimesni� tyrim� tikslas kitame darbe. Galima sp�ti, kad rezultatas bus toks pat, bet 

tai reik�s dar �rodyti. 

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 



 26

Literat�ra 

 
 

1. Fišas. M. Tikimybi� teorija ir matematin� statistika, V., Mintis, (1968). 

2. Godehardt. E., Jaworski. J., Two Models of Random Intersection Graphs for Classification 

(2002). 

3. Krylovas. A. Diskre�ioji matematika, V., Technika, (2005). 

4. O. Ore. Grafai ir j� pritaikymas, V., Mintis, (1973). 

5. Plukas. K. Taikomoji diskre�ioji matematika, K., Technologija, (2007). 

6. Stark. D. The Vertex Degree Distribution of Random Intersection Graphs, Wiley 

InterScience, (2004). 

7. http://www.pnas.org/cgi/reprint/99/suppl_1/2566. 

8. http://www2.math.su.se/~mia/rig.pdf. 

9. http://en.wikipedia.org/wiki/Random_graph. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 27

 Summary 
 

 
 Random intersection graphs � �pmnG ,,  audits vertex degree distributions are viewed. Its 

proved, vertex degree has Binomial distribution ��
�

�
��
�

�
�

2
,1

42
pm

nB . 

 Probability p that two vertex of graph chooses common object is find. 

 

 

 

 


