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Ivadas

Pirmasis grafy teorijos uzdavinys, nagrinétas 1736 m., buvo uZdavinys apie Karaliauciaus
tiltus. MaZdaug 100 mety laikotarpyje §io uZdavinio sprendinys buvo vienintelis grafy teorijos
rezultatas.

Grafy teorijos raidai Zzymy impulsa suteiké 1852 m. A. De Morgano iSkelta keturiy spalvy
hipotezé. Si hipotezé grafy teorijos vystymesi suvaidino analogiska vaidmeni, kaip didZioji Ferma
teorema skaiciy teorijoje.

Visi sutaria, kad grafy teorijos, kaip savarankiskos matematikos Sakos, gimimas yra 1936 m.
, kai matematikas D. Kionigas iSleido monografija “Baigtiniy ir begaliniy grafy teorija”. Jis pirmasis
vietoje {vairiuose moksluose naudojamy skirtingy schemy pavadinimy: sociogramos (psichologija),
simpleksai (topologija), grandinés (fizika), diagramos (ekonomika), rySiy tinklai, vandentiekio
tinklai, geneologiniai medZiai ir t. t., pasiiilé naudoti viena termina “grafas”. Taigi grafai yra
ivairiausios fizinés prigimties reiSkiniy matematiniai modeliai. Tai ir lemia grafy teorijos, kaip
savarankiSkos matematikos Sakos, audringa vystymasi ir placias taikymo galimybes.

Darbo tikslas — iStirti sankirty grafy virStiniy laipsniy pasiskirstyma.

Darbo uZdaviniai — rasti tikimybes, kad gretimos sankirty grafo vir§iinés turi du ar daugiau

bendry objekty aibiy sankirtoje.



1. Grafai, atsitiktiniai grafai G(n,p)

Grafy teorija — matematikos sritis, nagrin¢janti grafus.

Formaliai grafa galima apibrézti dviem budais:

1 budas. Sakoma, kad grafas Zinomas, jeigu:

1) duota netus¢ia aibé V(V = @),

2) duotas aibés V atvaizdis /| aibg V.

Grafas Zymimas simboliu G = (V,T).

2 biidas. Tarkime V — netuscioji aibé. Jos elementus vadinsime vir§inémis ir Zymésime
VisVy,V3,..s Vis.... Aibé E yra aibés V visy galimy dvielemenciy poaibiy aibe, t. .
E={{x.y}:x.yeV anx#y}. Tada grafas yra pora (V,U), &ia U c E. Zymime G =(V,U).

Aib¢ V vadinama grafo virSiiniy aibe. Aibés V elementy skaicius yra lygus grafo virSiiniy
skaiCiui ir daZnai vadinamas grafo eile.

Bendru atveju U yra sgjunga dviejy rinkiniy: U = B U L. Rinkinio B porose (Vi Y j) virStniy
suraSymo tvarka nesvarbi: (Vi WV )=( j,vi). Tokios poros vadinamos briaunomis, jungian¢iomis
vir§tnes v;,v ;. Rinkinio L poros (vi,vj) vadinamos lankais, iSeinanciais i§ vir§iinés v; ir jeinancios
1 virSang v;. Cia (vi,vj);t(vj,vi).

Kai L= (rinkinyje U néra lanky), grafas G =(V,U = B) vadinamas neorientuotu.

Kai B= (rinkinyje U néra briauny), grafas G =(V,U = L) vadinamas orientuotu.

Kai L#@, B+ , grafas G=(V,U = BU L) vadinamas misriuoju.

Aib¢ U neorientuoto grafo atveju vadinama grafo briauny aibe, o orientuoto grafo atveju —
lanky aibe. Laikysime, kad briauny ar lanky skaicius |U | =m, o apie grafa G, turintj n virStniy ir m
briauny sakysime, kad G yra (n, m) - grafas.

Briauna (v;,v,) ribojancios vir§iinés v, ir v, vadinamos briaunos galais, o lanko atveju
virStiné v, yra lanko pradzia, o v, - lanko pabaiga (galas), arba v, ir v, yra lanko kraStinés
virSunés.

Briaunos galy vir§inés vadinamos gretimomis virSinémis.

Dvi briaunos yra gretimos, jei jos turi bendra gala. Orientuotojo grafo virStinés yra gretimos,

jei jos yra krastinés lanko vir§iinés, o lankai yra gretimi, jei jie turi bendra krasting virSiing.



1 apibrézimas.Grafas vadinamas pilnu, jei kiekviena jo virSiiniy pora sujungta briauna arba
egzistuoja lankas su pradZia vienoje poros virStingje ir pabaiga kitoje poros virSiinéje.

Pilnas neorientuotas grafas, turintis » vir§iniy, Zymimas G,, .

2 apibréZimas. Grafas vadinamas dviskilCiu grafu, jei jo virSiiniy aibg galima suskirstyti { du
poaibius V; ir V, taip, kad bet kuri grafo briauna jungia virStnes i§ skirtingy poaibiy, o bet kuris
lankas prasideda i§ vieno poaibio ir baigiasi antrame poaibyje.

3 apibrézimas. Dviskiltis grafas vadinamas pilnu, jeigu kiekviena V, virSiné sujungta
briauna ar lanku su kiekviena V, virSiine.

Tarkime, jog aibés V, elementy, kuriuos vadinsime virSinémis, skaiius — n, aibés V, - m,

tuomet pilnas dviskiltis neorientuotas grafas Zymimas G, , .

4 apibrézimas. Grafas, kuri plokStumoje galima pavaizduoti taip, kad briaunos nesikirsty,
vadiname plokSc¢iuoju grafu.

S apibréZimas. Jei kuri nors vir§iné nepriklauso jokiai briaunai ar lankui, ji vadinama
izoliuota virSune.

Tarkime, ploks¢iojo neorientuoto grafo G virSuniy skaicius — e, briauny skaicius — f. Grafo
vaizdo plokStumos dalys, i kurias plokStuma suskaido briaunos, vadinamos grafo sienomis. Begaling
plokstumos dalj, esancia grafo vaizdo iSor¢je taip pat vadinsime siena. Sieny skaiCiy pazymékime g.

Eulerio teorema. Skaiius k=e-f+g vadinamas ploks¢iojo grafo Eulerio skai¢iumi

(charakteristika).

Aptarsime veiksmus su grafais.

Virstinés $alinimas. Duotas grafas G =(V,U). Pasalinti vir§iine x, tai i§ grafo pasalinti $ia
virSiing drauge su jai incidentinémis briaunomis. Gaunamas grafas H =(V;,U,), ¢ia V; =V \{x}, o
U, =U \ {briaunos, incidentiSkos virStnei x}.

Briaunos (v;,v,)_8alinimas. I§ grafo G =(V,U) $alinama briauna (v,,v, ). Gaunamas grafas,
turintis ta pacia virStniy aibg V ir briauny aibg U A\ {(vl, vV, )}

Virsiiniy sutapatinimas. Tarkime, kad v, ir v, yra grafo G =(V,U) vir§tnés. Virliniy v, ir

v, sutapatinimas atlickamas taip:
1) i8S grafo G paSalinamos vir$tnés v; ir v,;
2) ivedama nauja vir§iné v;
3) vir§iin¢ v jungiama briaunomis su tomis vir§tinémis, kurios buvo gretimos arba virSiinei

v, arba vy, t.y.



N(v)zN(vl)uN(vz).

Briaunos sutraukimas. Tarkime (v, v,) yra grafo G =(V,U) briauna. Tada briaunos (v;,v,)

sutraukimas - tai gretimy virStiniy v, ir v, sutapatinimas.

VirSiinés iSskaidymo operacija. Operacija, duali briaunos sutraukimui, yra virSiinés

iSskaidymo operacija. Tarkime v yra viena 1§ grafo G virSuniy ir N (v)= AUB, AnB=¢. Tada

vir§tnés iSskaidymo operacija atlieckama taip:

1) iS grafo G pasalinama vir§iing v;
2) ivedamos dvi naujos vir$iinés v, ir v, ir jas jungianc¢ioji briauna;
3) virSuné v; jungiama briaunomis su aibés A vir§inémis, o0 v, - su aibés B virSinémis.

Grafy sajunga ir sankirta. Tarkime, kad duoti grafai G,=(V,,U,) ir G,=(V,,U,). Tada

grafas G=(V,U) yra $iu grafy sajunga (Zymime G=G, UG,), jei V=V, UV,, 0 U=U, UU,. Jei

V, NV, =@, tai grafy G, ir G, sajunga vadinama disjunktyvine sajunga. Grafas G =(V,U) yra §iy

grafy sankirta (Zymime G=G; NG, ),jei V=V, nV,,0 U=U, U, (1 pav.).

1 pav.

Operacijos apibendrinamos imant daugiau nei du grafus.

G=(v.U)=UG,;(,,U,), jei V:LnJVi, U:LnJUi ir G:(V,U):(n]Gi(Vi,Ui), jei V:(H]Vi,

i=1 i=1 i=l1 i=1 i=1

n

Grafy sandauga. Grafy G, =(v,,U,) ir G, =(V,,U,) sandaugos grafas G=(V,U) (Yymima

G =G, xG, ) apibréZiamas taip:

1) V =V, xV, (aibiy Dekarto sandauga);



2) viriiné (a, b) jungiama su virstine (c, d), jeigu:
a) a=c ir (b,d)eU, arba
b) b=d ir (a,c)eU,.
1959m. Redos ir Renyi iSspausdino populiary straipsni, kuriame jie j{ved¢ atsitiktinio grafo
savoka.
6 apibrézimas. Atsitiktinis grafas — grafas, kuriame savybés: virStiniy skaicius grafe, grafo
briaunos ir rySys tarp ju yra nustatomas atsitiktiniu keliu.
Aiskesnis yra sekantis apibréZzimas.
7 apibrézimas. Atsitiktinis grafas yra:
- bet kuris atsitiktinis virStiniy arba taSky rinkinys;
- bet kurios linijos arba briaunos, jungiancios atsitiktinai virStines poromis;
- kiekviena vir$iiné turi maziausia laipsni lygu 1.
Taigi, atsitiktinis grafas gaunamas paimant n atsitiktiny virStniy ir pridedant / atsitiktinai
paimty briauny, jungianciy tas vir§ines. Skirtingi atsitiktiniy grafy modeliai, skirtingos briauny arba

lanky prijungimo tikimybé¢s. Labiausiai matematingje literatiiroje iSnagrinétas modelis yra grafas

G(n, p), kuriame kiekviena i§ galimy briauny [J atsiranda nepriklausomai viena nuo kitos ir su

tikimybe p.

2004 metais Starkas iSkelé klausima: kokie turi biti skaiciai » ir p, kad grafas G(n, p) biity
jungus? Sprendziant §ia problema buvo tiriama, kaip elgiasi atsitiktinis grafas, kokios grafuy
jungumo tikimybés, kai n artéja | begalybg, jei kiekviena briauna tarp dviejy nepriklausomy grafo

vir§tniy jtraukta { grafa su tikimybe p.
2. Parametrai — virSuniy laipsnis

1 apibrézimas. I grafo virStnés v iSeinanciy (jeinanciy) briauny skaicius vadinamas virsiinés
valentingumu arba laipsniu ir Zymimas d(v). Izoliuotos virStinés laipsnis laikomas lygus 0, kilpa
laipsni padidina 2.

1 teorema. Visy grafo virSiiniy valentingumy suma yra lyginis skaicius.



Kiekviena grafo briauna turi du galus. Jei briauny skai€ius yra f, tada virS$iiniy valentingumy
suma lygi 2f.

ISvada. Vir§iniy, kuriy valentingumas yra nelyginis, yra lyginis skaicius.

2 apibréZimas. Neorientuotas grafas vadinamas p-tojo laipsnio homogeniniu grafu, jeigu
kiekvienos jo virsiinés valentingumas lygus p.

Homogeniniame p-tojo laipsnio grafe briauny skaicius:

e

_r
== 2.1)

kur e — virStiniy skaicius.

IS grafo virSiines v iSeinanciy lanky skai¢iy paZzymékime d,; (v) leinanciy - d, (v) Kiekvienas

e
lankas turi vieng pradZia ir viena pabaiga, todél f=3d,(v;,)=Xd,(v;).
i=1 i=1

3 apibréZimas. MarSrutu M ;. , jungianciu vir§tnes v; ir v;, vadiname seka virSiniy ir jas
jungian¢iy briauny ar lanky: Vi (vj V) l VI, (vl, Vv, ), V) ey (vn_l, Vi ), v, kur vi,vy,..,v, €V,
u; =(vj,v1 ),u2 = (v, vy )t = (v, v; )€U . Jei marSrutas neturi lanky, o briaunos nesikartoja, jis
vadinamas keliu.

4 apibrézimas. Grafo vir§tnes v; ir v, vadinamos sujungtomis, jei egzistuoja marSrutai M ;
ir M,;.

S apibrézimas. Neorientuotas grafas, kurio kiekvienos dvi vir§inés sujungtos, vadinamas
jungiuoju neorientuotu grafu.

2 teorema. Jei grafe lygiai dvi virSiinés turi nelygini laipsni, tuomet tos vir§tinés sujungtos.

Tarkime, kad G=(V,U) yra jungusis grafas, u,weV - dvi kurios nors jo viriiinés.
Sunumeruokime visus Sias virStines jungiancius kelius:

P, :(u, Vi Vi, ,...,v[],w).
6 apibréZimas. Atstumu tarp grafo virSiiniy vadinamas trumpiausio jas jungiancio kelio ilgis:
plu, w)=min|P, (u,....v) . (2.2)
k
Taip apibréZtas atstumas turi metrikos savybes:
D plu,w)>0 & plu,w)=0=u=w;
2) plu,w)= p(w,u)Vu,veV;
3) p(v,u)+ plu,w)= p(v,w)Vv,u,weVv .

7 apibrézimas. Grafo skersmeniu vadinamas maksimalus atstumas tarp grafo virStniy:



d(G)= max p(v,w). (2.3)

v,weV
8 apibrézimas. Virsiinés ekscentricitetu vadinamas jos atstumuy nuo kity grafo virSiiniy
maksimumas:

e(u)=max p(v,u). 2.4)

veV

9 apibrézimas. Vir§iin¢ ¢ eV vadinama grafo centru, jei jos ekscentricitetas yra minimalus:

e(c)= miél e(v). (2.5)
10 apibréZimas. Centro ekscentricitetas vadinamas grafo spinduliu:
"G)= mivne(v). (2.6)

3. Grafo G(n, p) virSuniy laipsnis

Atsitiktin grafa paprasta sukonstruoti. Panagrinékime viena atsitiktinio grafo vir§iing. Su
kiekviena i§ likusiy n-1 grafo vir§iiniy ji sujungiama tikimybe p.
Tikimybg, kad i virStné turi laipsni, lygu skaiciui k, paZymékime p,. Ji iSreiSkiama

Binominio skirstinio formulés tikimybe:

Pi =(”;lj-p" (1= py . (3.1)

Virsiiniy pasirinkimo vidurkis z=(n—1)p . I§ ¢ia
n-1 z Y z Y72k
= . | 1-— x=—e °, 3.2
P ( k J (n—l—zj ( n—J K€ (3-2)

kur paskutiné apytikslé lygybé tampa lygybe, kai n yra labai didelis. (3.2) formulé matematingje

literatiiroje Zinoma kaip Puasono pasiskirstymas.



4. Sankirty grafai

Tarkime, jog turime aibiy W;, j=0,1,2,..., Seima.
Konstruojame neorientuota grafa G. Jo virSunés v; atitinka aibes W;, o grafo briauny aibé

E(G):{{v,-,v j}IW,- nW; ;t@} sudaroma taip: virSunés v; ir v; sujungtos briauna, jei atitinkamos

aibes W; ir W; turi netuscia sankirta. Toks grafas vadinamas sankirtos grafu.

Atsitiktinio sankirty grafo savoka buvo jvesta Singerio (1995) ir Karonskio (1999). Véliau
buvo daugelio mokslininky tyrinéta ir apibendrinta.

Tarkime, kad bet kuri sankirty grafo G virSuné v, gauta i§ W; pasirenka kiekviena aibés W;
elementa su vienoda tikimybe p. Toks grafas vadinamas atsitiktiniu sankirty grafu.

Kiekviena atsitiktinj sankirty grafa galima pateikti kaip dviskilti grafa G(n, m, p) tokiu btidu:
Imama aibé V, turinti n vir§tniy v ; ir aibe W, turinti m elementy w, . Kiekvieng virSing v; jungiame
su kiekvienu elementu w; su tikimybe p. Tokiy briauny yra m-n . Gauname pilna dviskilt] grafa
G (n, m, p) .

Praktiniuose modeliuose vieng vir§tng v; €V jungiame ne su visais elementais w;, bet su

aibés W poaibiy elementais. Gauname nepilna dviskiltj grafa.

5. VirSuniy laipsniai sankirty grafuose

Tarkime, jog turime aibg V su n vir§tinémis ir aib¢ W su m objektais, kurie apibréZia dviskilt]
grafa G*(n,m, p). Atsitiktinis sankirty grafas G(n,m, p) gaunamas i§ grafo G*(n, m, p). aibés V
Grafo G(n, m, p) savybeés iSnagrinétos [2,6].Jos skiriasi nuo Zinomo atsitiktiniy grafy modelio

G(n, p), kuriame vir$iinés sujungtos nepriklausomai viena nuo kitos ir su tikimybe p. Aibés W

objekty skaiCius m paimtas toks, kad m= \_n“ J, kiekvienam « >0.

I sankirty grafus galima Ziiiréti kaip 1 santykiy grafus. Pvz., jei aibé V yra matematikai, o W
— matematiky referatai, tai jie sujungti briauna, jei matematikas v buvo autoriumi referato w.
Gaunamas sankirty grafas arba santykiy grafas aibéje V, kur du matematikai sujungti briauna, jei jie

parasé referatg kartu. Aibes V ir W galima sukeisti, kai du referatai sujungti briauna ir jie turi ta pati

10



1
autoriy. Jei m:\_naj, tai ne|m®,(m+1), |. Tuomet grafas G(n,m,p) su a=pf>1 yra i§ esmés

grafas G(n,m, p) su a=p4"<1.

Grafo G(n, p) vir$iinés laipsnio skirstinys konverguoja i Puasono skirstinj su parametru c, kai

7(1+a)
n—>ow jei p=cn”'. Kai p=+en 2 , tuomet grafo G(n,m, p) virsiinés laipsnio skirstinys

konverguoja i Puasono skirstini, jei « >1. Sakoma, kad atsitiktinio kintamojo seka Y,

n

asimptotisSkai

artéjai a,, jei P{

Y . . .
i—1|>g —0, kai n—> o0, kiekvienam ¢>0.
al’l

—(1+a)

1 teorema [6]. Turime atsitiktini sankirty grafa G(n,m, p) Su m= \_naj ir p= Jen

(1+a)
a) kai a<l, tai skaifius neizoliuoty virStniy yra asimptotiSkai arti Jen 2 =o(n). Be to,

fiksuotos vir§iinés i§ V laipsnis turi skirstinj, kuris silpnai konverguoja i J,, tikimybés
skirstinys artéja 1 0.
b) kai a=1, tai fiksuotos virSinés i§ V laipsnis turi skirstini, kuris silpnai konverguoja i

sudétini Puasono skirstini i§ atsitiktiniy dydZiy sumos Z,+Z, +..+Zy, Kkur

N,Z,Z,..~Pc).

c) kai a>1, tai fiksuotos vir§iinés i V laipsnis turi skirstini, kuris silpnai konverguoja i

Puasono skirstinj su parametru c.

Sita teorema galima paaiSkinti taip: kai « <1 tikimybe, kad bet kuri vir§Siné veV sujungta
su virstine i W, lygi nuliui ir tokiu atveju grafo G(n,m, p) vir$iinés skirstinys konverguoja i &, ir
dauguma virStiniy yra izoliuotos. Kai a =1, virStné turés apytiksliai Puasono (\/Z ) skai€iy kaimyny
aibéje W ir kiekvienas i§ ty kaimyny nepriklausomai nuo Puasono (\/; ) skaiCiaus turés kaimyny i$
aibés V, nejskaitant v.

2 teorema. G(n,m, p) - atsitiktinis sankirty grafas su m= \_n“ J, tarkime, kad « >1 ir tarkime,

2 «a 1 a

kad p tenkina salygas nmp> - ir p=o/n 3 3 | jei 1<a<2, p=o/n 3 2 | jei a>2. Tuomet

teisinga prielaida:

X —-EX

O'(X )

= N(0,1), (.1

11



kur o(X) yra atsitiktinio dydZio X standartinis nuokrypis, o N(0,1) - standartinis normalusis

skirstinys.

6. Sankirty grafy virStniy laipsniy asimptotika

Panagrinékime sankirty grafo modelj (2 pav.).

L T L T e T L P P TT R ee w

2 pav.

Cia v;,v,,...,v, - VIr$inés, o w,,w,,...,w,, - objektai, k — aibés W, elementy skaicius, pasirinktas
fiksuotas skaiCius. Kiekviena virSiiné renkasi objektus su tam tikra tikimybe p. Tikimybe, kad
vir§tinés v; ir v; turi du ir daugiau bendry objekty paZymeésime P(vl- ~ vj). Sakysime, jog bendry

objekty (rakty) skaiCius yra s. Misy uzdavinys rasti su kokia tikimybe dvi gretimos virS§unés turi du

ir daugiau bendry objekty. Taikome prieSingos tikimybés formulg:
P(a)=1- P(a). ©6.1)
Kiekvienas objektas pasirenkamas su tikimybe p?. Tikimybe¢, kad objektas néra bendras yra

P(W,)=1- p*. Tuomet

12



POW)=NPwW,)=- )" 6.2)

Gavome tikimybes iSraiSka, kai dvi virStinés neturi né¢ vieno bendro objekto i§ W,, .

Dabar paimkime, kad vienas elementas w; bendras, o visi kiti ne bendri. Tada

-1 . :
P(W,)= p2(1 - pzyn . Galutinis rezultatas, kai W, "W, =@, i # j yra:

PUW;)=3 PW,)=mp? (- p? " 63)

[ras¢ (6.2) ir (6.3) 1 (6.1) gauname, kad tikimybe, jog dvi vir§iinés v, ir v, turi bent du
bendrus objektus yra
P(vl~v2):l—(1—p2)m—mpz(l—pzy’kl. (6.4)
Pagal (6.4) formulg skai¢iuojame tikimybg, kad dviems virSunéms v; ir v; atitinkamos aibés
W; ir W; turi du ir daugiau bendry tasky. [vertiname du narius (6.4) formuléje, kuriy laipsniai m ir
m-1. Pirmasis narys
(1 _p? )’" _ eln(l—pzr _ em-ln(1—p2) . (6.5)
Natiirinj logaritma skleidZiame Makloreno eilute, palikdami tik du pirmuosius narius, nes

kiti nariai yra aukStesnés eilés begaliné mazybeé
4 4

Eksponente skleidZziame taip pat Makloreno eilute ir paliekame tik tuos narius, kuriy p

laipsnis lygus keturiems arba maZesnis:

mp* 4 2 4 2 8 2 6 4 2 4
e‘[’"”2+2 :l_mpz_m;’ +m2p +m4p L np +...:1—mp2——mp +m2p +...
Gavome:
" mp4 m2p4
(l—pz) =1-mp* - 5 + 5 (6.6)

Antraji nari ivertiname analogiskai:

(l_pz)mfl :eln(l—pzylkl ze(mfl)»ln(lfpz).




m—1

4 4 2 4 4
Gavome: (1— pz) P P m

zl—mp2—7+ p2+7—mp4+

Sis reiskinys yra padaugintas i§ mp?. Todél imame tik narius, kuriy p laipsnis lygus 2.
Tuomet gauname, kad:
mp? (1= p2 )" = mp? (1= mp? + p?)=mp? —m?p* + mp* (6.7)
[raSe gautas iSraiskas (6.6) ir (6.7) 1 (6.4) formulg, turime, jog tikimybe, kad vir§tnés v, ir v, turi

bent du bendrus taskus, yra

4 2 4 4 2.4
P(v1 ~\/2):1—1+mp2 +%—M—mp2 +m*p* —mp* S L ,Ly.
2 2 2 2
m?p*
Py, ~vy)= R (6.8)

Misuy tikslas apskaiciuoti ir pacia tikimybe p. Ji randama 1§ salygos:

ymn-{1—(1—p2)ﬂ—mp2-(1—p2yn_l}=C. 6.9)

—>00

2 4

Kadangi riba turi artéti 1 const, tai n- — const =
o1
3 c4 .04

Pe
n4 .m?

Gavome tikimybés p iSraiSka, kai s=2, virStinés v, ir v, turi du ir daugiau bendry objekty
aibés W poaibiuose W;, W,.

Kai s=3, tikimybe¢ skai¢iuojama pagal formulg

P(v1 ~ v2)= 1—(1—p2)m —mpz(l—pz)m_1 —w(l—pz)m_z. (6.10)

Ivertiname visus (6,10) formulés narius. Tai darome tokiu pat budu, kaip ir atveju s=2. Tik

dabar skleisdami eilute imame tris pirmuosius narius.

(l_pZ)m :eln(l—pzyn :emln(l—pz).
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mp*  mPpt mp® m’p® m’p

)" <1-mp? - 2 2 3 2

AnalogiSkai apskai¢iuojame antra (6.10) formulés narj.

(1 — pz )mfl _ eln(lfpzy”*l _ e(mfl)ln(l—pz)'

(m_l).m(l_pz)z(m_l).[_pz_p_;_...}:_(mpu%_p _74+...J.

4
2 mp 2
— mp?+———p?—
e[

2

mp2 -[l—mp2 _3mzp +p2 +p4 + m2p j:mp2 —m2p4 -
Skaiciuojame trecia (6.10) formulés nari:

(1_p2)’"—2 zeln(l—pz)m_z :e(m—Z)ln(l—p

2).

(m—2)-ln(1—p2)=(m—2)-[—p2 —%—...Jz—[mpz +’"—"2’4—2p2 -p* +J

mp4 2 4 2 8 m2

4
oo mpt oy m
e[’”’” ) 2P ”J:I—mpz——z +2pt4pty + +

m2p4

+2p2+3p4+ .

Gauta i

2

2 4 4
N . . m . m
SraiSka padauginame is$ 2p ir — 12) . Gauname:

3.6

4 2 4 2 4
.[l—mpZ—szp +2p2+3p4+m2p j:mZP _m2p -

6
+2p4 —2mp4 -.

w=1l-mp- -

(6.11)

> Smp

4 8

4 4 2 4
mp 2 Smp 2 4 mp
M p? +2p2 +3p% + _
2 ( P , P TP 2 j

Irase (6.11)-(6.13) iSraiskas i (6.10) gauname:
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4 2 4 6 2. 6 3.6 2.6
mp' m~p’ mp° m°p  mp 2 2 4 3m’p 4 6
P(v, ~vy)=1-1+mp* + - + - + -mp~ +m + -mp” —mp° —
(v ~v,) P’ + = > 3 > - p p 5 p* —mp
3.6 2 4 3.6 4 2.6 2.6 3 6
_mp’ _mp  mp _mzp6+@_u+mp6)=mp _m’p” mp
2 2 2 2 2 3 2 6

Mus domina tikimybeés p iSraiSka. IS ribos:

1 2 4 4 5
lim?72- 1—(1—p2)»mp2(1—p2yn — mp2'mp (l—pzyn }zc gauname:

1 1
m?3 p® c6 .66 o C e ey .
n- —>const=p=———. Gavome tikimybés p iSraiSka, kai s=3:

n6 .m2

Kai s=4, riba atrodo taip:

R B L AN e S A

Po ribos Zenklu yra reiskinys, kuris lygus tikimybei P(v, ~v,). Skai¢iuojame visus narius,
po ribos Zenklu analogiskai, kaip ir atvejais s=2, s=3.

Pirmasis narys

2 3 4 3 4
6 6 2 4 2 8 2.6 28 3.6
p”  mp” mp
o +3+4j=1—mp2— p” _mp” mp” mTp® mp° mTp’ mp” mp’
2 3 4 2 8 2 3 6
) m3p8 m4p8
4 24
(1—p2)m e mp* ) mpS ) mp® . m? p? X 11m? p® . m? pS ) m3 p® ) m3 p® . m* p 6.14
2 3 4 2 14 2 6 4 24
[vertiname antra narj:
(l_pz)"H :eln(lpr)ml :e(m—l)ln(l—pz)'
4 6 6 4 6
(m—l)-ln(l—pz)z(m—l) [—pz —p——p?—...]z—(mpz + m12) + m;) - p? —%—%+ J



4 46 4 6 4 6 2.6 4 6
A mpr P2 P pJ 2 mp mp 2, P 14 m-p m-p 14 14 4
e P =l-mp- ———— +—+—+ + +—-mp” —
e[ 2 3 2 3 p 3 > 3 > > 5 > /4
3 6 6 2 6 4 6 6 2 4 36
3 4
_mp _mp p  mp " p2_ﬂ_ﬂ+p2+p4+i+ P +m?p® - 4
2 6 6 2 2 2 3 2 6
4 6 2 4 3 6 2 6
2 2> 3mp~  4mp 2 4 2p P 2 6 )4 > 2.4 3m'p
m, l-mp” —————— 4+ p "+ p"+—+ + =mp~ —-m - -
P ( 2 3 P TP 6 J P P 2
am? pt 2’ 36 4 8
_Tmp +mp* +mp® + mp_ b +m3p8—m6p
o 3m2p®  Am? S S’ 36 4 8
mpz(l—pz)m =mp? —m*p* - mzp - m3p +mp* + mp® + n;p +%+m3p8—m6p .(6.15)

Skai¢iuojame treciaji nari:
(1 _p? )’”*2 _ eln(1—pz)VH _ e(m—Z}ln(l—pz).
Paliekame narius su ketvirtuoju p laipsniu, nes dar reikés dauginti i§ nariy, esanciy pries

skliaustus.

(m—2)-ln(1—p2):(m—2)-(—p2 —%—...J:—(mﬁ +’"—"2’4—2p2 - p* +]

2, mp 2p2pt b mp m2P4 2 4 4 2 5mp4 mp 2 4
efmp +T p--p =1 mp~ — + +2p +2p Zmp —...=1-m — ) + +2p +3p .
2 4 4 2 4 3.6 3.8 4 8 2 8
mp | 2_dmp_  m7p Fople3pt 2P _mp _dm’p”  m'p +m2p6+3m
2 2 2 2 4 4 2
4 4 26 2.8 38 8
Ty 3P MUY 2 gt | e e ST mTpT e 3P 6 46
2 2 2 4 4 2
IS paskutinio nario gauname:
-3 -3
(1 _p? Y’ _ eln(1—p2)r" _ e(m—s)-ln(1—p2)_
(m—3)-ln(1—pz)z(m—3)-(—p2 —...)z—(mp2 —3p2 +)
e_(’”p2_3p2)=1—mp2+3p2+....
3.6 36 4.8 3 8
mp -(1—mp2+3p2):m p _mpP mP (6.17)
6 6 2
2 6 2 6 3 8 2 8
m-p 2 2\__m’p- m’p’ 3m’p
_ Al -m, +3 = — + — . 618
mp?+3p?) 2 2 2 (©.18)
6 6 2 8
%-(l—mp2+3p2):%—%+mp8. (6.19)
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Irase reiskinius (6.14)-(6.19) i tikimybés P(vl ~ v2) iSraiSka esant s=4, gauname:

6 8 2 4 2 8 2 6 28 3 6 3.8
Py, ~vy)=1-1+mp? + mp * G0 P e mp mP mP  mpP  MP
2 3 4 2 8 2 3 6 4
4 8 2 6 2 8 8 36 4 8 2 4
m-p 2, 2 4 3m"p" 4m7p 4 6 2mp~ m’p 3.8, mp° m'p
N -mp~ +m + + -mp” —mp’ ——————————m + -
a7 b 2 3 b Ty 2 P 2
36 3.8 4 8 2 8 4 2 6 2 8 3.8 8
Lmp +5mp _m’'p _m2p6_3mp Lmp” _mp _5Sm”p Lmp +mp6+3mp _
2 4 2 2 2 4
m3p6 m4p8 m3 8 m2p6 m3p8 3m2p8 mp6 m2p8 g mp8 m2p8
- + - + - + - + -mp°) = - -
6 6 2 2 2 2 3 3 12 24
3.8 4 8
_mp”  m
4 24

1 1

4 8 8 8
v e m c®-24 v ey .
Randame p iSraiska: » - —>const=p=——. Gavome p isSraiska, kai s=4:
n8 .m?2
1
_c8.248
P=—r
n8 .m?2

Kai penkios ir daugiau virStiniy bendros, skai¢iuojame riba:

n—»o0
) m* p® _m3p8 +11m2p8 _mps (1_ 2)’"—4}
. p .
24 4 24 4

Skaiciuojame visus narius, esancius riestiniuose skliaustuose po ribos Zenklu. Pirmasis narys

( _pz)m :eln(l—pz)”’ :emln(l—pz).

B e B B e B e e el IV

, [mpz mp mf: ZlonI_mpz ) p4 ) mpé Cmp® mplo . m2p4 mzps m2p6 . m2p8 . m2 o
2 3 4 5 2 8 2 3 4
. m? p!° ) m3 p6 m 25 mip® mdp » 4p10 5 10 I _mp4 ot mp®
6 6 4 6 8 24 12 120 2 3 4
mplo m2p4 m-p 11m2p 5m2p10 3p6 m3p Tm”p m p m p m-p
s i 2 2 24 12 6 4 24 24 12 120

18



B Tm3 p1 . m* p® . m* p10 B m3 p0
24 24 12 120

Antras narys

(m—l)-ln(l—pz)z(m—l) [—pz —p—4—p—6—p—8—...}=—(mp +mp4 +mp6 + 2P - p? _p_4____+
3 4 2 3 4 2

e e S S IR AR AP A S A

+m2p8 mng_mp6_mp mp +p_6+p_8+m4p8_m3p8 mng_mpg +p_8+,__:1_mp2_

+ +
4 2 2 2 4 6 4 24 6 4 6 24

4 6 8 2 4 2 8 3 6 3 8
~3mp”  1lmp>  25mp F e pt e pS b P26 Sm“p® m’p® Sm’p
2 6 12 2 24 6 12
3mp*  11mp®  25mp® m?p* 35m?pd  m?
2 2 P P /4 2 4 6 8 p 2.6 P p
mp”-(1—-mp~ — - - +p +p +p +p+ +m + -
p” - (1—mp 5 e 0 p +p +p +p 7 P o 6
sm’p®  m*p® > o4 3mPp® 1m?p®  25m*p"° 4 6 8 10, m
- " )=mp -m - - - +mp” +mp° +mp® +mp " +
12 IR P 2 6 12 by ey
310 4 8 410 510
+m3p8+35mp _m'p° 5m’p L mp
24 6 12 24
2 6 2 8 210
-1 11 2
mpz(l—pz)m :mpz—m2p4—3m p_ _m7p” 25m7p +mp* +mp® +mp® +mp'® + 2
2 6 12
310 4 3 410 510
+m3p8+35mp ~m’p> Sm’p mp_
24 6 12 24

Skaiciuojame likusius po ribos Zenklu riestiniuose skliaustuose esancius narius:

(1 _p? )’"—2 _ eln(1—pz)VH _ e(m—Z}ln(l—pz).
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4 6 6 4 6
_mp” mp 2p 2
e(mpz' M =1_mp2_m§ _m;) +2p*+pt+ l; +m2p +m2P —2mp* —mp® -
3.6 4 6 2 4
1
—mp6 +2p4 +2p6 —u+m2p6 —2mp6 —...=1—mp2 —5%—3%+2p2 +3p4 +%+%+
.\ 3m2p6 ~ m3p6
2 6
m?p* - Z_Smp4_13mp6+2p2+3p4+ p6+m2p4 3In2pS w3 pS _m2p4_m3p6_
2 3 2 2 6 2 2
3.8 310 2.8 210 4 8 410 510
_Sm”p” 13m”p 26 4 P 4m~p mp +3mp _m’p 6.22)
4 6 2 3 4 4 12
_mp4 o ) Smp _13mp6+2p2+3p4+ p6+m2p4 In2pS  m3pS _ mp4+m2p6+
2 2 3 2 2 6 2 2
Sm2p%  13m?p' . _3mp8 _4mp10 _m3p8 3m P10 mplo 6.23)
4 6 2 3 4 4 12
(l_pzyl 3 :eln(1—p2)" (m-3)n(1-p?)
4 4 4
(m—?y)-ln(l—pz)z(m—?))-[—p2 —%—...J:—(mpz -ir%—?ap2 —%—k...)
- 3,4 4 4 2 4 4 4 2 4
g_[m”2+5_3”2_§J:1—mp2—%+3p2+32 +m2p +912) —3mp4—...:1—mp2—7mzp +3p2+6p4+m2p
3.6 4 4 3.6 4 8 410 3 8 10
" (1— 2P 32 rept + D J=m6p —m6p 7m12p mzp +mPp® + L (6.24)
_m2p6 s Tmp +3p2+6p4+m2p4 _ m2p6+m3 8 7m3p10_3m2p8_
2 2 2 4 2
410
—3m?p? - f . (6.25)
6 4 2 4 6 2.8 210 310
/A8 1—mp2—7mp +3p2+6p4+m p_|_mp_ _mp _Tmp +mp8+2mp10+m P .(6.26)
2 2 3 3 6 6
(1_ p2)m 4 _ ln(lfpzy (m—4)-ln(17p2)
2 2 2 2
(m—4)-ln(l—p )=(m—4)-(—p - ):—(mp —4p +)
_(mp2_4p2)=1—mp2+4p2+....
4 8 48 510 410
m-p 2 2\_mp mp m-p
M=mp? +4p? )= - + . 6.27
24 ( P P ) 24 24 6 ( )



3 8

m 8 4 10

m3p
4

-(l—mp2 +4p2):—

ﬂ-(l—mp2+4p2)= m_p” _lm’p " 1lm"p
24 24 24 6

8 8 2 10
_ﬂ.(l_mpz+4pz)=_%+%_mpm~

(6.28)

(6.29)

(6.30)

Skaiciuojame tikimybg, kad dvi virStnés turi penkis ir daugiau bendry tasky. Surase (6.20)-

(6.30) formules i tikimybés iSraiska, gauname:

4 6 8 10 2 4 2 6 2 8 210 36 8 310
1—1+mp2+mp L mp mp mp~ m p" m'p" 1lm”p _Smp Lmp  mp +7mp B
3 4 5 2 2 24 12 6 24
4 3 410 510 2.6 2 8 210 36
m'p° m'p m”p 2, 24 3m"p” 1llm"p° 25m”p 4 6 8 1o _mp
- - + -mp~ +m + + + -mp  —mp —mp° —mp " —
24 12 120 P P 2 6 12 P P P P 2
) 3p8_35m3p10+m4p8 5m4p10_m5p10_m2p4+m3p6+5m3p8+l3m3p10_m2 6_3m2p8_
24 6 12 24 2 2 4 6 2
_4m2p10_m4p8_3m4p10 m p'0 mp4_m2 6_5m2p8_13m2p10+m 6+3mp8 4mp'®  m p8+
3 4 4 12 2 2 4 6 P 2 3 4
+3m3p10_m4p10_m3p6 m* p 7m4p1o_m3ps_m3 " m5p10+m2p6_m3p8 Tm3 p'°
4 12 6 6 12 2 T 2 2 4
2 8 410 6 2 8 210 310 4 8 510 410
3m”p Fam2pl0 P My mTp L Imp Cmp® ol P M mp T mp
2 4 3 3 6 24 24 6
33 410 2 8 310 210 8 2 10 10 310
11 11 11
Lmp _mp +mpl0_ mp” MNm'p” 1lm"p " mp~ m +mloz_%np +7mp
4 4 24 24 6 4 15 24
_m4p1o mspw'
12 120
510
m-p
t.y. Plvi ~vy )J=———
y (1 2) 120
1 1
. o . m’p' 10 .12010 o .
Kadangi riba artéja 1 const, tai n- —>const=>p=—7p———. Gavome p iSraiska, kai
anE
s=5.
1 1
c10 .12010
B
710 .2

Po visy

priklausomai nuo s:

21

skai¢iavimy galima prognozuoti bendra formulg tikimybei p apskaiCiuoti,




p=— 6.31)
I’lg . ma
VirSiinés laipsnis skai¢iuojamas pagal formulg:
A1) =140, + 1y + oot Ly - (6.32)

1, kai v, ir v, turi du ir daugiau bendry objekty,

kur1, , =
nTh {0, kai vy ir v, neturi dviejy ir daugiau bendry objekty.

Kiekvienas i§ indikatoriy yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai ir ju i$ viso yra n-1.

Kai s=2 ir n - didelis, gauname:

2 4
d(v,)~ B(n -, 2p J (6.33)

Tai jrodo, kad virStnés laipsnis turi Binominj pasiskirstyma.

Kitas mus dominantis klausimas: kaip pasikeis tikimybe P(v1 ~V, ) kai k=mp+¢7? ¢ -kaip
norint mazas dydis. [vesime, kai kuriuos naujus paZymeéjimus: B, - aibé objekty, kuriuos pasirenka
virStuné v;, S, - pasirinkty objekty i§ W,, skai€ius vir§unés v,. Kai s=2 skaiiuojame tikimybg:

P(v ~ vy 1d(v;)=k)=P(S, "B, >2)=1-P(S, " B;|=0)-P(S, "B |=1)=1-(1=p)* —kp(1—p)*~".

(6.34)
Skaiciuojame narius, esancius po paskutinios lygybés. Pirmasis narys
(1_ p)k :ekln(l—p).
2 3 3 4 2 3
p P 2 P mp & &
mp+¢e)nll—-p)l=mp+¢)-|-p—-———-—"——..|=—|mp~ + +—+p+ +—+
(p)(p)(p)[p26j{p26ép26J
2 3 2 3 2 4 2.2 4
I T | pr 0t @ @ et St e met
e[ o2 P 6 772 6 2 2 P
2 3 4 2 4
LEp mypt
2 2 2
3 4 2 3 2 4 4
1—p)fmt-mp? -2 TP g PP MP L EP gt Py
(1-p) p P @+ =
2 3 4 2 4
LEP  MD E P (6.35)
2 2 2

SkaiCiuojame antraji nari:

(1 _ p)k—l _ e(k—l)ln(l—p) )
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2 6 2 6 2 6
3 4 2 3 23 3 2 3 2 3 2 2 2
_mp2+mp+mp+6p+6p+ép_p_p_p]:1_m 2_mp” @& P P ETPT P
e[ 2 6 2 6 2 6 P 2 2 6 p 2 6 > >
2 3 3 3 3 3 2 3 3
3 3 €D 2 & & p 2 3mp 3ep”  Tep 2 2p
+mep’ —mp” + - -+t . =1-m +p+pT+——+
& P 2 » 2 2 2 P 2 2 6 p=p 3
2 2 2 3
T +map3+gp + o
2
3mp? 3p? 1 , 2p° 2,2 s &2p
mp?| 1—mp? - +p+p - +—+ +mep” +
p( P S R T T
25 4 5
=mp2_m2p4_3 p 3 3mep” Tmep £ mp® + mp* +
2 2 6
S 4 2.5
il L S P L (6.36)
3 2
3mp’ 32 1] . 2pd £2p? s e2pd
l—mp? - — g2 2 Ly p? el 2D gl =
6p[ O T T T T
4 2 3 2 4 4 33 3 4
—&p—anp3—3mp —£2p2—3€ p__Te7p +¢9p2+5p3+2i+€—p+m52p4+€ P . (6.37)
2 6 3 2 2
Iraseg (6.35), (6.36) ir (6.37) 1 (6.34), gauname:
3 4 2 3 2 4 22 4 2 3
mp mp & & m-p Ep 3 mep &p
Plv, ~vy ld(v))=k)=1-1+mp* + —+ 4 g+ 42 T 0 282 g3 7% 22
(1 2 (1) ) P 2 6 &P 5 6 > > & > >
4 2 4 4 2 4 4
—%—T—mp2+m2p4+m&p3+ i —mp3—mp4— 2]) —ep+emp3+ P e?p?+
2 3 2 4 4 3.3 3 4 4 2 3 2 4
L3 Tep . _6p3_26p _EPTprph EP_mp dmp” _ep”  Sepm mTp”
2 6 3 2 2 3 2 6 2
2 2 2 3 2 4 2 4 3 4 33 34
L EP e 4 3mept + EP _3me"p”  &°p” g 2 &p &p
2 2 2 2 2 6 2 2
Galutinis rezultatas:
m? p*
P(v; ~v,y 1d(v))=k)= > (1+0(1)). (6.38)

Taigi, kai k=mp +¢&:
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2 4

P (1+0(1)). (6.39)

m
P(v ~vy)=
Vadinasi kai s=2 ir k=mp+¢&, tikimybé nepasikeiCia ir virStnés laipsnis turi ta pati

Binomini skirstinj kaip ir (6.33) formuléje.
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ISvados

Pasaulyje ir Lietuvoje vis daugiau mokslininky nagringja grafus, skaiiuoja virStiniy
laipsnius esant tam tikroms salygoms. Skai¢iavimai ir analizé padeda projektuoti tinklus ir
garantuoti, kad jie veiks nepriekaistingai arba bent iSvengs didesniy klaidy.

Darbe rastos tikimybés, kad dvi gretimos vir§iinés atsitiktiniame sankirty grafe G(n,m, p)
turi du ir daugiau bendry objekty (daznai juos vadina “raktais”), t. y. nustatyta su kokia tikimybe tos
virSiinés pasirenka raktus. Svarbiausias rezultatas: grafo G(n,m, p) vir§iinés laipsnis, kai vir§iiniy
skaiCius n — didelis turi Binominj skirstini. Rezultatai gauti, kai pirmosios grafo virSinés v,
pasirinkty elementy skaicius k buvo fiksuotas ir truputi nukrypes nuo vidurkio. Kai skaicius k —
atsitiktinis, bus tolimesniy tyrimy tikslas kitame darbe. Galima spéti, kad rezultatas bus toks pat, bet

tai reikeés dar jrodyti.
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Summary

Random intersection graphs G(n,m, p) audits vertex degree distributions are viewed. Its

2 4
proved, vertex degree has Binomial distribution B(n -1, n 2p J .

Probability p that two vertex of graph chooses common object is find.
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