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SUMMARY

Consequences of the joint universality of Hurwitz zeta-functions

Let s = 6+ it be a complex variable, and o, 0 < a0 < 1, be a fixed parameter. The Hurwitz

zeta-function {(s,a), for 6 > 1, is defined by the series

— 1
C(SJ(X} = W;QW»

and continues meromorphically to the whole complex plane. It is known that, for some values of
the parameter o, the function {(s,o) is universal in the sense that the shifts {(s +it,a), T € R,
approximate any analytic function.

Also, Hurwitz zeta-functions are jointly universal. This means that any collection of analytic
functions can be approximated by a collection of shifts {(s+it,a), ..., (s + iT, oty).

In the master work, we consider the universality of the function F({(s,a),...,C(s, o)) for
some classes of functions F : H"(D) — H(D), where H(D) is the space of analytic functions on
D={seC: % < 6 < 1} equipped with the topology of uniform convergence on compacta. We

give one example. Suppose that the set
{log(m+o;) :me Ny, j=1,....r}

is linearly independent over the field of rational numbers, and that F : H" (D) — H(D) is continuous
function such that, for every open set G C H(D), the set F~'G is not empty. Let K be a compact
subset of D with connected complement, and f(s) be a continuous function on K which is analytic
in the interior of K. Then, for every € > 0

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s+it,0),...,C(s +it,0,)) — f(s)] <€} > 0.
T—e T seK



SANTRAUKA

Jungtinio Hurvico dzeta funkcijuy universalumo iSvados

Tegul s = ¢ + it yra kompleksinis kintamasis, o &, 0 < a0 < 1, yra fiksuotas parametras.

Hurvico dzeta funkcija {(s, o) pusplok§tuméje 6 > 1 yra apibréZiama eilute

— 1
C(SJ(X} = W;QW»

ir yra meromorfiskai pratgsiama j visa kompleksing plokStuma. Yra Zinoma, kad funkcija {(s, o),
su kai kuriomis parametro o reik§mémis, yra universali ta prasme, kad jos postimiai {(s + it,a),
T € R aproksimuoja kiekvieng analizing funkcija.

Beto, Hurvico dzeta funkcija turi jungtinio universalumo savybe. Tai reiskia, kad kiekvienas
analiziniy funkcijy rinkinys gali bati aproksimuojamas postimiy {(s+it,0 ), ..., {(s+iT,0,) rink-
iniu.

Magistro darbe nagrinéjame sudétiniy funkcijy F(C(s,a),...,{(s, o)) universaluma kai ku-
rioms funkcijy F : H"(D) — H(D) klaséms, ¢ia H(D) yra analiziniy funkcijy erdvé juostoje
D={seC: % < 0 < 1} su tolydaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Pateiksime

pavyzdj. Tarkime, kad aibeé
{log(m+o;) :me Ny, j=1,....r}

yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skaiciy kiino, o F : H"(D) — H(D) yra tokia tolydi
funkcija, kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé F~'G yra netui¢ia. Tegul K yra D kom-
paktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje.
Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup |F ({(s+it,01),...,C(s+it,00)) — f(s)] <€} > 0.
T—e T seK



1. IVADAS

Tegul s = 6 4 it yra kompleksinis kintamasis, o o, 0 < o < 1, yra fiksuotas parametras.

Hurvico dzeta funkcija {(s, o) pusplok§tuméje 6 > 1 yra apibréZiama eilute

- 1
C(s,) = n;()m.

Tokio pavidalo funkcinés eilutés yra vadinamos Dirichlé eilutémis, jy bendras pavidalas

oo

Yo

m=1 %7
¢ia a,, yra kompleksiniai skaiciai. I§ Dirichlé eiluciy savybiy i$plaukia, kad {(s,a) yra analiziné
pusplokStumeéje ¢ > 1. Beto, ji yra analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing plokStuma, iSskyrus
paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1. Kai o = 1, tai funkcija {(s, o) virsta Rymano dzeta

funkcija C(s), kuri pusplok§tuméje 6 > 1 yra apibréZiama eilute

o m
Be to, yra teisinga lygybeé
C(s,5) = (27 = 1)E(s)-

Kadangi funkcija {(s, o) priklauso nuo parametro a, tai jos analizinés savybés priklauso nuo to
parametro aritmetinés prigimties. Sis parametras gali biti racionalusis, transcendentusis arba alge-
brinis jracionalusis skai¢ius. o yra vadinamas transcendenciuoju jeigu jis néra polinomo Saknis su
racionaliaisiais koeficientais, ir yra vadinamas algebriniu, jei yra polinomo su racionaliaisiais koe-
ficientais Saknis. Kai kuriais atvejais transcendenciojo parametro o atvejis yra pats paprasciausias,
kadangi aibe {log(m,a) : Ng = NUO} yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skaiciy kiino.

Yra zinoma, [1], [3], kad funkcija {(s,o) su transcendenciuoju arba racionaliuoju # 1, %
parametru o yra universali ta prasme, kad jos postamiai (s + it,a), T € R aproksimuoja norimu
tikslumu kiekvieng analizing funkcija. Tegul D ={s € C: % <0< 1}, 0meas{A} yra macios aibés
A C R Lebego matas. Grieztas funkcijos {(s, o) universalumo savybés formulavimas yra toks.

1.1 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis arba racionalusis # 1, % skaicius, K yra kom-
paktiné juostos D aibé, turinti junguji papildini, o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos
viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup|C(s +it, ) — f(s)] <€} > 0.
Toeo T sekK

Teoremos nelygybé parodo, kad postimiy (s + it,o), aproksimuojaciy norimu tikslumu duota

analizing funkcija f(s),aibé yra begaliné, ji netgi turi teigiama apatinj tankj. Atveju o = 1,%
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funkcija {(s,o) taip pat yra universali, taiau §iuo atveju aproksimuojama funkcija turi nevirsti 0
aibéje K.

Yra zinoma [5], kad kai kurios sudétinés funkcijos F({(s,o)) taip pat iSlaiko unversalumo
savybg aproksimuojant analizines funkcijas. Pateiksime viena pavyzdj. Tegul H(D) yra analiziniy
juostoje D funkcijy erdveé su tolydaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Sioje topologi-
joje seka g, (s) € H(D), kai n — oo, konverguoja j funkcija g(s) € H(D), jei su bet kuria kompaktine
aibe K C D

lim sup|ga(s) — g(s)| = 0.

= scK
Tegul ay, ...,a, yra kokie nors kompleksiniai skaiCiai, 0 Uy 4, ... 4, yra tokiy tolydziy funkcijy F :

H"(D) — H(D) klas¢, kad F(H(D)) D Hy,,...q,(D), 0
Hy..0(D)={g€H(D): (g(s)—a;) ' €H(D),j=1,...,r}.

Tuomet yra teisingas toks tvirtinimas.

1.2 teorema. Tarkime, kad o transcendentusis skaicius, o F € Uy q4,.... a,- Kai r =1, tegul K C D
yra kompaktiskas poaibis, turintis junguji papildini, o funkcija f(s) yra tolydi, # a) aibéje K
ir analiziné jos viduje. Kai r > 2, tegul K C D yra bet kuris kompaktinis poaibis, o funkcija

f(s) € Hy,....a,(D). Tuomet su kiekvienu € >0

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s+it),0) — f(s)| <€} > 0.
T—eo T seK

PavyzdZiui, i§ Sios teoremos iSplaukia, kad sin({(s,a)) ir cos({(s,a)) yra universalios funkci-
jos. Sivo atvejur =2,0a; = —1,a; = 1.

Yra 7inoma, kad dzeta ir L funkcijos turi ir jungting universalumo savybe. Siuo atveju analiziniy
funkciju rinkinys tuo paciu metu tolygiai, kurios nors srities kompleksinése aibése yra aproksimuo-
jamas dzeta arba L funkcijy postimiy rinkiniu. Pirmajj tokio tipo rezultata Dirichlé L funkcijoms
irodé S. M. Voroninas. Priminsime Dirichlé L funkcijy apibrézima. Tegul y(m) yra Dirichlé
charakteris moduliu g, t.y., x(m) yra periodiné, su periodu g (x(m+ q) = x(m), m € IN), visiskai

multiplikatyvi () (mn) = x(m)y(n),m,n € IN) funkcija tenkinanti salyga

#0, (m,q)=1.

Atitinkama Dirichlé L funkcija L(s,y) pusplok§tuméje 6 > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

Lon= ¥ B8

Beto, funkcija L(s,%) yra analizi$kai pratgsiama j visa s plokS§tuma, jei X néra pagrindinis charank-

teris. Jei ¢ pagrindinis charakteris, tai funkcija L(s,7) taske s = 1 turi paprastaji poliy. Du Dirichlé
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charakteriai vadinami ekvivalenciais, jeigu jie yra generuojami to paties primityvaus charakterio.

Sias savokas galima rasti [7] monografijoje.

Yra teisingas toks tvirtinimas [8].

1.3 teorema. Tarkime, kad (1, ..., % yra poromis neekvivalentiis Dirichlé charakteriai. Su kiekvienu
j=1,...,r, K yra juostos D kompaktiné aibé turinti jungyji papildin, o funkcija f;(s) yra tolydi,

# 0 aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{t € [0,T]: sup sup|L(s+it,x;)— fi(s)] <&} > 0.
T—e T 1<j<rsek;

Yra Zinoma, kad Hurvico dzeta funkcijos taip pat turi jungting universalumo savybe. Visiems
j=1,..,rtegula; € R,0<0; <1,0{(s,0;) yraatitinkama Hurvico dzeta funkcija.

ApibréZiame aibe
L(ay,...,o) = {log(m+oj) :me Nog=NU{0},j=1,...,r}.

Tuomet [4] darbe buvo jrodyta tokia teorema.

1.4 teorema. Tarkime, kad aibé L(a.y, ...,0,) yra tiesiskai nepriklausoma virs$ racionaliyjy skaiciy
kano Q. Su kiekvienu j = 1,...,r, K; yra juostos D kompaktiné aibé, turinti jungyji papildini, o
funkcija f;(s) yra tolydi aibéje K; ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{t € [0,T]: sup sup |{(s+it, ;) — fi(s)| <€} >0.
T—oeo T 1< j<rsek;

Magistro darbo tikslas yra gauti kai kurioms funkcijy F klaséms sudeétiniy funkcijy F ({(s, ot1), ...,

C(s,0,)) universaluma. Viena i§ tokiy funkciju F klasiy yra apraSoma taip. Tegul

Sakome, kad F : H"(D) — H(D) priklauso klasei Lip(B1,...,Br), B1,---,Br > 0, jei yra ipildytos

salygos:
1° Su kiekvienu polinomu p = p(s) egzistuoja elementas g € F ~YpycH'(D);

2° Kiekvieng kompakting aib¢ K C D, turinCia jungyji papildinj, atitinka konstanta ¢ > 0 ir
kompaktinés aibés Kji,...,K, C D, turin¢ios jungiuosius papildinius, kad su bet kuriomis

(8j1,---8jr) € H' (D), j = 1,2, yra teisinga nelygybe

Sup|F (g11(s), -+, 81-(5)) = F (g21(s), -, 82,(s))| < ¢ sup sup |g1;(s) — g2, (5)[P".
seK 1<j<rs€k;



1.5 teorema. Tarkime, kad aibé L(Q.y, ..., Q) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F € Lip(By, ..., Br)-
Tegul K C D yra kompaktiné aibé, turinti jungyji papildinj, o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir
analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup |F ({(s+it,01),..., (s +it,00)) — f(s)] <€} > 0.
T—e T sekK

Dabar suformuluosime 1.5 teoremos analogus kitoms funkcijy F' klasems.
1.6 teorema. Tarkime L(0Q.1,...,0) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H" (D) — H(D) yra
tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé F~'G yra netus¢ia. Tegul K ir
f(s) yra tokios pacios kaip ir 1.5 teoremoje. Tuomet yra teisingas 1.5 teoremos tvirtinimas.

Tegul ay,...,a; € C apibrézia aibg
Hy...o(D)={g<cH(D):(g(s) —aj)_l €H(D),j=1,...,k}.

1.7 teorema. Tarkime L(Q.1, ..., Q) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o F : H (D) — H(D) yra
tokia tolydi funkcija, kad F(H"(D)) D Hg, .., (D). Kai k=1, tegul k C D yra kompaktiné aibe,
turinti jungyji papildinj, o funkcija f(s) yra tolydi, # a; aibéje K ir analiziné jos viduje. Kai
k > 2, tegul K C D yra bet kokia kompaktiné aibé, o f(s) € Hy, ... q,(D). Tuomet yra teisingas 1.5
teoremos tvirtinimas.

Funkcijy F pavyzdZiai bus pateikti véliau.

1.5 teorema tiesiogiai iSplaukia i§ 1.4 teoremos, o 1.5 ir 1.6 teoremy jrodymui yra naudojamas

tikimybinis metodas.



2. TIKIMYBIU TEORILJOS ELEMENTAI

Siame skyrelyje pateiksime kai kuriuos rezultatus, reikalingus tikimybinio metodo taikymui
irodin¢jant universalumo teoremas. Pirmiausia priminsime tikimybinio mato savoka.
Tarkime, kad  yra bet kuri netus&ia aibé. Sios aibés poaibiy sistema 4 yra vadinama ¢ kanu,

jeigu yra iSpildomos salygos:
1° Qe 1,

2° JeiA € A4, taiir A€ € 4;

3° JeiAy,Ap,As,... € A4, taiir |J Aj €.
j=1

Pora (Q, 4) yra vadinama macia erdve.
Neneigiama aibés funkcija P : 4 — R yra vadinama tikimybiniu matu, apibréZtu macioje

erdvéje (Q,4), jei galioja salygos:

1° P(Q)=1;

[e] (o]

2° JeiA1,Ar,A3,... € ﬂiI‘AJ‘ﬂAk =0, j # k, tai P( U Aj)

j=1 j=1

I
™
ac}
>

Pastaroji mato P savybé yra vadinama ¢ adityvumu.

Trejetas (Q, 4, P) yra vadinamas tikimybine erdve.

Tegul § yra metriné erdvé (bendru atveju S gali buti topologiné erdvé). ¢ kiinas, generuotas
erdvés S atviryjy aibiy sistemos, t.y., minimalus ¢ kiinas, kuriam priklauso erdvés S atviryjy aibiy
sistema, yra vadinamas erdvés S Borelio ¢ kiinu, arba Borelio aibiy klase, ir yra Zymimas B(S).

Funkcija X : Q — S yra vadinama S reikSmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu tikimybingje

erdvéje (Q, 4, P), jeigu su kiekviena aibe A € B(S)
{oeQ:X(w) eA} € 4.

Kitais ZodZiais tariant, atsitiktinis elementas X yra (B(S), 4) mati funkcija.
Atsitiktinio elemento pasiskirstymu yra vadinamas tikimybinis matas Py erdvéje (S,B(S)),
apibréziamas formule
Px(A)=P{loeQ:X(w) € A}, A € B(S).
Universalumo teoremos jrodymas remiasi ribinémis teoremomis apie silpnaji tikimybiniy maty
konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje. Todél priminsime silpnojo tikimybiniy maty konvergav-

imo apibréZzima ir kai kurias jo savybes.



Tegul S yra metriné erdvé su savo Borelio ¢ kunu, o P,, n € IN, ir P yra tikimybiniai matai
erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad P,, n — o, silpnai konverguoja j mata P, jei su kiekviena realia,

tolydzia, apréZta funkcija f erdvéje S yra teisinga lygybe

lim /fdP = /fdP
n—soo
S S
Pagal §; apibréZima néra lengva patikrinti silpnaji maty konvergavima, todél yra naudojami
1vairus silpnojo maty konvergavimo ekvivalentai jvairiy tipy aibiy terminais. Mums bus reikalingas
toks ekvivalentas, naudojantis atvirasias aibes.
2.1 lema P,, n — oo, silpnai konverguoja i P tada ir tik tada, kai su kiekviena atvirgja aibe G C S,
yra teisinga nelygybé
liminfPy(G) > P(G).
n—yoo
Lema yra 2.1 teoremos i§ [2] dalis. Cia yra duotas ir jos jrodymas.
Dar mums bus reikalingas silpnasis tikimybiniy maty konvergavimas kai turime dviejy metriniy
erdviy atvaizdzius. Tegul S ir S, yra dvi metrinés erdveés su ju Borelio 6 kanais B(S;) ir B(S,).

Funkcija i : S| — S, yra vadinama (‘B(S}), B(S2)) macia, jeigu yra teisingas sarysis
1 B(Sy) € B(S)).

Tai reiskia, kad su kiekviena aibe A € B(S,) pirmavaizdis 2~ 'A € B(S)).

Tegul i : S; — Sy yra (‘B(S1),B(S2)) mati funkcija. Tuomet yra Zinoma [2], kad kiekvienas
tikimybinis matas P erdvéje (S, B(S])) apibréZia vienintelj tikimybinj mata Ph~! erdvéje (Sa, B(S))
formule

Ph'(A) = P(h'A), A € B(Sy).
Yra jrodoma, kad jei funkcija /4 : S; — S» yra tolydi, tai yra ir (B(S1), B(S2)) mati. Daznai yra
naudojamas toks paprastas tvirtinimas.
2.2 lema. Tarkime, kad funkcija h: Sy — S yra tolydi, P,, n € N ir P yra tikimybiniai matai
erdvéje (S, B(S1)) ir P,, n — oo silpnai konverguoja i matq P. Tuomet P,h™', n — oo, taip pat
silpnai konverguoja i matq Ph™!.

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijoje.

Universalumo teoremy jrodymui dar yra reikalingas tam tikry tikimybiniy maty atramos iSreiks-
tinis pavidalas. Todél primename tikimybinio mato atramos apibrézima. Tegul P yra tikimybinis
matas erdvéje (S,B(S)), o metriné erdve yra separabili. Minimali, uzdara aibé A C S yra vadi-
nama mato P atrama, jei P(A) = 1. Atrama A sudaryta i$ ty erdvés S elementy a, kuriy kiekvienai
atvirajai aplinkai G galioja nelygybé

P(G) > 0.

10



3. PAGALBINIAI REZULTATAI

Siame skyrelyje pateiksime jvairaus pobiidZio rezultatus, kurie tiesiogiai naudojami univer-
salumo teoremy jrodymui.
Tegul v yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje C, ty., y={s € C: |s| = 1}.
ApibréZiame aibg

Q= H Ym>
m=0

sandaugos Zenklas reiSkia Dekarto sandauga, o 7, =y su visais m € Ng = NU{0}. Aibé Q yra
vadinama begaliniamaciu toru, ja sudaro visos funkcijos, atvaizduojancios aibg INg vienetiniame
apskritime y. Aibéje Q galima apibrézti pataskinés daugybos operacijq bei sandaugos topologija
[6]. Tuomet aibé €2 tampa topologine grupe. Kadangi vienetinis apskritimas yra kompaktiné aibé,
tai i§ Tichonovo teoremos [6] iSplaukia, kad vienetiniy apskritimy sandauga taip pat yra kompak-
tiné aibé. Taigi gauname, kad Q yra kompaktiné topologiné erdvé. Yra Zinoma, kad kiekvienoje
topologingje grupéje galima apibrézti tikimybinj Haro mata. Taigi, erdvéje (Q,B(Q)) egzistuoja
tikimybinis Haro matas uy. Haro matas is kity tikimybiniy maty iSsiskiria invariantiSkumo savybe,

kurios esmé yra tokia: su kiekviena A € B(Q) ir kiekvienu elementu ® € Q yra teisingos lygybés
p(A) = up (0A) = pp (Aw).
AbibréZziame dar vieng aibiy Dekarto sandauga
Q =01 x..xQ,,

Cia Q; = Q, visiems j = 1,...,r. Kadangi  yra kompaktiné topologiné erdve, tai pagal Tichonovo
teoremga turime Q" taip pat yra kompaktine topologiné erdvé. Todél erdvéje (Q7, B(Q")) galime
apibrezti tikimybinj Haro mata my. Gauname tikimybine erdve (Q”, B(Q"),my). Tegul ;(m) yra
elemento w; € Q;, j=1,...,r, projekcija i vienetinj apskritima ,,, m € INg. Grupés Q" elementus
Zymeésime simboliu ® = (®1,...,®,), ®; € Q, j=1,...,r. Tegul, trumpumo delei, & = (01, ..., 0y ).

Tikimybingje erdvéje (Q", B(Q"),mpy) apibréziame H" (D) reik§mj atsitiktinj elementa {(s, ®, o)

formule
Q(S,(D,Q):(C(S,O)l,Ocl),...,C(S,Cl)r,OCr)),
Cia
_ v 0jm)
C(sa(’)jaaj> —mgo(m_]'_—aj)s, j=1,...r.

Tegul P; yra atsitiktinio elemento {(s,®, o) pasiskirstymas, t.y.,
P(A)=mu(we Q" :{(s,0,0) €A),A € B(H'(D)).
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1.4 teoremos jrodyme pagrindinj vaidmen;j atlieka ribiné teorema apie silpnaji mato
1
PrA) Y Zmeas{t € [0.T]: {(s +it.0) € A}, A € B(H' (D)),

konvergavima. Cia
C(Sag) = (C(Sval)v P C_,(S,OCV)).

Minéta teorema mums bus reikalinga, todél ja pateikiame atskira lema.
3.1 lema. Tarkime, kad aibé L(04,...,0,) yra tiesiSkai nepriklausoma virs Q. Tuomet matas
Pr, T — oo, silpnai konverguoja i matq Pr.

Lemos jrodyma galima rasti [4] straipsnyje.

Dabar jrodysime ribing teorema sudétinei funkcijai F ({(s,a)).
3.2 lema. Tarkime, kad aibé L(Qy,...,q,) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o funkcija F :

H' (D) — H(D) yra tolydi. Tuomet tikimybinis matas
1
Prr¥ wmeas{T € [0,T]: F({(s+i).0) €A}, A € B(H(D)),

kai T — oo, silpnai konverguoja i matq PcF -1

Irodymas. 18 maty Py ir Py g apibrézimy matome, kad
1
Prr(A)=Z{te[0,T]: L(s+it0) € F~'A} = Pr(F~'A) = PrF~'(4)

su kiekviena aibe A € B(H(D)). Taigi, turime, kad Pry = PrF~!, I3 &ia bei 3.1 ir 2.2 lemy
gauname, kad matas Pr r, kai T — oo, silpnai konverguoja | matg PCF -1 O
Dabar formuluosime tvirtinimus apie tikimybiniy maty atramas.
3.3 lema. Tarkime, kad aibé L(0Q.,...,0,) yra tiesiSkai nepriklausoma virs Q. Tuomet mato P
atrama yra visa erdvé H" (D).
Lemos jrodymas yra duotas [4] straipsnyje.
3.4 lema. Tarkime, kad aibé L(a.,...,0,) ir funkcija F : H"(D) — H(D) tenkina 1.6 teoremos
saqlygas. Tuomet mato P F 1 atrama yra visa erdvé H(D).
Irodymas. Tegul g yra bet kuris erdvés H(D) elementas, o G yra bet kuri atviroji elemento g
aplinka. I§ funkcijos F tolydumo i§plaukia, kad aibé F~!G taip pat atvira ir pagal 1.6 teoremos
salyga ji yra netus¢ia. Vadinasi, aibé F~!G yra bet kurio nors elemento g € H"(D) atviroji aplinka.

Todéel 1§ 3.3 lemos ir mato atramos savybiy gauname, kad
my(w € Q" : {(s,m,a) € F'G) > 0.
IS ¢ia iSplaukia, kad
my(0e Q :F({(s,m,a)) € G) =my(oe Q :{(s,0,0) € F'G) > 0.
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Kadangi elementas g ir jo atviroji aplinka G buvo parinkti bet kaip, tai pastaroji lygybé rodo, kad
mato P¢F ~! atrama yra visa erdvé H(D). O
3.5 lema. Tarkime, kad aibé L(Qy,...,q,) yra tiesiSkai nepriklausoma virs Q, o funkcija F :
H"(D) — H(D) yra tolydi. Tuomet mato P¢F ~1atramai priklauso aibés F(H" (D)) uZdarinys.
Irodymas. Samprotaujame panasiai 3.4 lemos jrodymui. Imame bet kurj aibés F (H"(D)) elementa
g ir jo bet kurig atviraja aplinka G. Tuomet rasime tokj elementa g € H' (D), su kuriuo yra teisinga
lygybe
F(g) =g

I§ ¢ia ir funkcijos F tolydumo turime, kad atviroji aibé F~'G yra elemento g atviroji aplinka.

Todel 1§ 3.3 lemos ir atramos savybiuy iSplaukia, kad
P(F7'G)>0

Todél
PF 1 (G)=P/(F'G)>0.

Beto,
P.F~!(F(H'(D))) = P(F~'F(H'"(D))) = P(H"(D)) = 1.

Tai reiskia, kad mato P¢F ~1 atramai priklauso aibé F(H"(D)). Kadangi atrama yra uzdara aibe,

tai to mato atramai priklauso aibés F(H" (D)) uZzdarinys. O
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4. TEOREMU IRODYMAI

Visy magistro darbo teoremy jrodymui bus reikalinga Mergeliano teorema apie analizinés
funkcijos aproksimavima polinomais. Patogumo délei Sig teorema formuluosime atskiros lemos
pavidalu.
4.1lema. Tarkime, kad K yra kompleksinés plokstumos kompaktiné aibé, turinti junguji papildinj,
o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet kiekvienq € > 0 atitinka toks
polinomas p(s), kad

sup|f(s) —p(s)| <e.
seK

Lemos jrodyma galima rasti [9] monografijoje.
1.5 teoremos jrodymas. Si teorema yra tiesioginé 1.4 teoremos ir 4.1 lemos i§vada. Pagal 4.1 lema
egzistuoja toks polinomas p = p(s), su kuriuo

sup|f(5) ~ p(s)| < 5. (.1
sekK

Remdamiesi klasés Lip(Bi, ..., Br) 1° salyga, turime, kad egzistuoja elementas (g (s),...,&-(s)) €
F~'Yp} C H"(D). Tarkime, kad realieji skaiciai T tenkina nelygybe

1

_1 /E\G
sup sup |C(s+it, o)) —gi(s)| <c P (—) P , 4.2)
1<j<rsek; 2

kurioje juostos D kompaktinés aibés K7, ..., K, turi jungiuosius papildinius ir atitinka aib¢ K klasés

Lip(B1,...,Br) 2° salygoje, o B = lrgig B;. Tuomet i§ 2° salygos iSplaukia, kad T € R, tenki-
<jsr

nantiems (4.2) nelygybe, yra teisinga nelygybe

?161113|F(C(S+i17al)7"'7C(S+ita(xr)) —p(S)| =

flellp()]F(C(s—i—i‘C,Ocl),...,C(s—I—i‘c,(xr)) —F(g1(5),...,8r(5))] <

=il

, _Bre €
¢ sup sup |C(s—|—i’c,0¢1),...,C(s+i’c,0cr)—gj(s)]B/ <cc B (5) =3

ISjSI‘SEKj

Vadinasi (4.2) nelygybé ir 1.4 teorema duoda nelygybe

1 €
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s+it,t)) — p(s)| < =} > 0. 4.3)

Taciau i (4.1) nelygybés iSplaukia, kad

sup| F(5(s +i%,)) — f(5)| <
sup| 7 (5(s +17,00) — p(s) +-sups € KIf(5) —p(s)] < 345 =€
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Todeél

{re(0.7]: sup|F(Gls +im,@)) — fls)| <}

{r[0,7]: sup|[F(L(s+it,0) — p(s)| < 5}
seK

Vadinasi,

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s+it,a0)) — f(s)| < €} >
T T seK

1 €
li}n_jgffmeas{’c €10,7]: ?lgllll{) |F(E(s+it,a)) — p(s)| < 5}

IS ¢ia ir (4.3) gauname, kad
o] :
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s+it,a)) — f(s)| < €} > 0.
T—e T s€K
0
1.6 teoremos jrodymas. Vél i$ 4.1 lemos turime, kad egzistuoja toks polinomas p(s), su kuriuo

galioja (4.1) nelygybé. ApibréZiame aibe
€
G={geH(D):suplg(s) —p(s)| <5}
seK 2

Tuomet G yra atvira polinomo p(s) aplinka. Pagal 3.4 lema, polinomas p(s) yra mato PcF’ -1
atramos elementas. Todél yra teisinga nelygybe P F ~1(G) > 0. Beto, i§ 3.2 ir 2.1 lemy i$plaukia,
kad

| ) : 1
llygn_gorolf?meas{’c €[0,T]: F(E(s+it,)) € G} > P.F~(G).

Todel
1
liminffmeas{’c €[0,T]: F({(s+it,)) € G} > 0.

T—oo
IS Cia ir aibés G apibréZimo randame, kad
1 €
liminf —meas{t € [0,T] : sup |F ({(s+it,)) — p(s)| < =} > 0.
T—o0 T SGK 2
IS Cia ir (4.1) nelygybeés, kaip ir 4.1 teoremos jrodyme, gauname teoremos tvirtinima. O]
1.7 teoremos irodymas. Atskirai nagrinésime atvejus k =1 ir k > 2.
Tarkime k = 1. I§ 4.1 lemos turime, kad egzistuoja toks polinomas p(s), su kuriuo
€
sup|£(s) — p(s)| < 5. (4.4)
seK
Kadangi f(s) # a; aibéje K, tai i§ Cia turime, kad p(s) taip pat # a; aibéje K, jeigu tik € yra

pakankamai mazas skaicius. Todél galime apibréZti tolydZia logaritmo log(p(s) — a;) $aka, kuri
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aibés A viduje bus analiziné funkcija. Pritaike dar karta 4.1 lema, randame tokj polinoma pi (s), su
kuriuo
€

sup|p(s) —a; — ep‘(s)| < 4.5)

sek 4
Aisku, kad funkcija go(s) = e”'®) 4 g yra analiziné juostoje D, t.y., go(s) € H(D), ir go(s) #
ay, nes eP%) = 0. Taigi turime, kad funkcija go(s) € Hy, (D). Todél, pagal teoremos hipotezes
ir 3.5 lema, funkcija go(s) yra mato P F ~1 atramos elementas. Beto, i§ (4.4) ir (4.5) nelygybiy

iSplaukia, kad

sup | f(s) —go(s)| < sup|f(s) — p(s)| +sup|p(s) —go(s)| < §+ £_
sek s€K sek

€
=. 4.6
> (4.6)
ApibréZiame aibg
€
G ={g € H(D):sup|g(s) —go(s)| < 5 }.

seK 2

Tuomet §i aibé yra elemento, priklausancio mato P¢F ~! atramai, atviroji aplinka. Todél P F -1G) >

0.I$3.21ir 2.1 lemy ir aibés G apibréZimo, gauname, kad

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup |F (C(s+it, ) — go(s)| < E} > 0.

I8 Cia ir (4.6) nelygybés iSplaukia teoremos tvirtinimas atveju k = 1, t.y.,
1
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s+it, ) — f(s)| <€} > 0.
T—e T seK

Atvejis k > 2 yra paprastesnis. ApibréZiame aibe
G2 ={g € H(D): suplg(s) — f(s)| < &}
NS

Tuomet i§ teoremos salygy ir 3.5 lemos turime, kad G, mato P F ~! atramos elemento f(s) atviroji

aplinka. Todel i§ 3.2 ir 2.1 lemy iSplaukia nelygybé

1
liminf —meas{t € [0,T] : sup|F ({(s +it,a0)) — f(5)| <&} > P.F ' (G2) > 0.
T—ow T seK
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