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1. Ivadas

Gamtoje nuolat vyksta jvairlis procesai, reiSkiniai. Nagrin¢jant tokius procesus,
dazniausiai yra sudaromi matematiniai modeliai. Norint tiksliau aprasyti fizikinj procesa, reikia
naudoti diferencialines lygtis, kadangi norima iStirti proceso priklausomybe¢ nuo nepriklausomo
kintamojo — laiko, ivertinti proceso vyksmo greiti — pirmoji funkcijos iSvestiné, pagreit; — antroji
funkcijos iSvestiné.

Diferencialing¢ lygtis — lygybe, siejanti nepriklausomus kintamuosius, nezinoma funkcija
ir jos iSvestines [8]. Jei diferencialinéje lygtyje yra tik vienas nepriklausomas kintamasis, ja
vadiname paprastaja diferencialine lygtimi, prieSingu atveju — diferencialine daliniy iSvestiniy
lygtimi. ISsprendg tiriamojo vyksmo matematini model; (diferencialing lygti) ir atsizvelgeg 1
pradinius duomenis, randame to vyksmo kitimo désni.

Kuo sudétingesni procesai, tuo sudétingesnés diferencialinés lygtys, aprasancios tuos
procesus. Dazniau vartojamos diferencialinés lygtys dalinémis iSvestinémis, nes realiy procesy
priklausan¢iy tik nuo vieno kintamojo praktiSkai néra. Tiriant keliy tarpusavyje susijusiy
sudétingy procesy vyksma, sudaromos diferencialiniy lygciy dalinémis iSvestinémis sistemos.
Tokiy sistemy sprendiniy analiziniy iSraiSky radimas yra daznai nelengvas uzdavinys. Be to,
tokiy uzdaviniy sprendima apsunkina diferencialiniy lyg€iy iSsigimimas. Diferencialinés lygties
i§sigimimas reiSkia, kad tam tikry taSky aplinkose mazéja diferencialinés lygties eilé (tarkime, 18
diferencialinés lygties gauname algebring lygti ar panaSiai). Sunkiausia yra spregsti
diferencialines lygtis su ireguliariuoju eilés i§sigimimu, kai i§sigimimo laipsnis yra didesnis uz
ieSkomosios funkcijos i§vestings, pries kurig yra iSsigimimo daugiklis, eilg.

Magistro darbe nagrinéjame keturiy pirmos eilés diferencialiniy lygéiy sistema
dalinémis iSvestinémis, su x laipsniu p+1 eilés i§sigimimu, kai p = 0. Nagrin€¢jamoji sistema turi
laipsnin iSsigimima ir yra zinomos Moisilo Teodoresko sistemos apibendrinimas [10].
Nagrin¢jamos sistemos iSsigimimas taSkuose x=0 yra reguliarusis, atitinkantis paprastyju
diferencialiniy lygciy eilés iSsigimima, o kada sistemos koeficientai priklauso nuo kintamuyjuy,
pagal kuriuos daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciy sistema neiSsigimsta, turime analogo
analizingje iSsigimusiy paprastyjy diferencialiniy lyg¢iu teorijoje neturincio, iSsigimimo atveja,
kuri sekdami [16] vadiname kvazireguliariuoju iSsigimimu.

Daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygCiu sistema spregsime apibendrintyjy laipsniniy
eilu¢iy metodu, isdéstytu [16], ir ji modifikuosime. Sis metodas pla¢iai taikomas issigimusiy
tiesiniy paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy ir ju sistemy sprendimui.

Nagrinésime du atvejus: bendraji ir kai sistemos koeficienty pradiné matrica yra
specialios struktiiros. Patikrinsime, kaip pasikeis sistemos sprendiniai nuo koeficienty, esanciy
prie daliniy iSvestiniy. IeSkosime sistemos analiziniy sprendiniy visur, i§skyrus galbiit sistemos

eilés iSsigimimo taSkus. Tre€iajame ir ketvirtajame paragrafe yra nagrinéjami jvairis reguliariojo



1§sigimimo atvejai ir kvazireguliarusis i§sigimimas. Darbe bandysime rasti i§sigimusios daliniy
iSvestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinius, iSsiaisSkinti sprendiniy struktiira bei ju

elgsena iSsigimimo tasky aplinkoje. Darbo rezultatai yra pateikiami iSvadose.



2. Uzdavinio formulavimas

Magistro darbe nagrin¢gjama keturiy tiesiniy diferencialiniy lyg€iy dalinémis

iSvestinémis sistema:

0 0 0 0 0 4
xp+1(a U, +h U, +h U,y +e U, +d u4)+za1/(x}yyz)u/ =0
ox Oy ox oy oz = '
ou, Ou, Ou 4
P A )4 Y (o v,z)u. =0
(Gx o az) Jz;z,(y)_,
ou, Ou, Ou 4 D
P T 22 )Y g (o, 2)u, =0
( ax ay az) ; 3]( y ) J
Ou, Ou, Ou 4
xPT 2 )Y g, (g v, z)u . =0
(ax (9)} 62) ; 4]( y ) J

Sioje sistemoje:
e X, y, z— apskritai nepriklausomi kompleksiniai kintamieji;
e a b,c,d— Zinomos konstantos.
u(x,y,2)
u(x,y,z)= 4y(%,7,2) — ieSkomasis keturmatis vektorius stulpelis;
uy(x,,2)
Uy (x,¥,2)

A(x,y,z)= {aij(X, y, z) =const} 1=1,2,3,4 j=1,2,3,4 ketvirtos eilés kvadratiné¢ matrica —
funkcija, kurios elementai yra holomorfinés funkcijos policilindre D: {(x,y,z) / [x| <Tt, |[y-yo| <r1,
|z-z0| <13 }.

Ieskosime (1) sistemos sprendiniy, kurie buity analiziniai policilindre P(x,y,z) = {(X,y,z)
/x| <1, |y| <11, |z| <1rp }visur, i8skyrus galbiit iSsigimimo hiperplokstumos T = {x | x = 0}
taskus.

Diferencialiniy lygciy dalinémis iSvestinémis sistemos (1) koeficientai yra iSdéstomi
konverguojancia x = 0 aplinkoje laipsnine eilute:

a(XaYJZ):za(k)?/ (ya Z)xk ’ ke ZO . (2)
k=0

(1) sistema uzra§ydami matricine forma naudosime tokius Zymenis:

0 a b 0 0 b ¢ 0 00 0 d
L E=[l 00 0] ,_j0 0 0 1], 00 -1 0
000 —1|-""J1t 0 0 of-2lo1 0 o0
001 0 0 -1 0 0 10 0 0

Tai matricos, sudarytos i§ koeficienty, esanciy prie ieSkomyjy funkcijy daliniy iSvestiniy, pagal

) ) 3 ou , ou . ou ,
nepriklausoma kintamaji x, —~,y,—~, z, —~.
Ox oy 0z




Panaudojus matematinés kompiuterinés programos Mathcad paketa, apskaiCiuojame

matricy E, I;, I, determinantus:

E=(0 a b 0),1,=(0 b ¢ 0),1,=(0 0 0 d
1 00 0 00 01 00 -1 0
00 0 —1I 1 0 00 01 0 0
001 0 0 -1 00 1 00 0

Tirdami nagrinéjamosios sistemos sprendiniy struktiira, turésime atsizvelgti { sistemos
matricy, esanciy prie daliniy iSvestiniy pagal nepriklausomus kintamuosius, determinanty
reik§mes. Siose tyrimuose svarbu, ar minétos matricos yra i§sigimusios, t.y. ar ju determinantai
lygiis nuliui, ar ne. Jeigu minétos matricos neiSsigimusios, tai egzistuoja ju atvirkstinés matricos
ir tada Zymiai papras¢iau ir kompaktiskiau galima uZraSyti nagrin¢jamos sistemos sprendinius.
Dabar ir i$siaiSkinsime Siuos faktus.

Jeia=-1, 0 b =0, tai gauname, kam lygu matricos E determinantas

detE =|E|=1.

Jeic=-1, 0 b =0, tai matricos I; determinantas yra:
detl; = |I;| = 1.

Jei d =-1, tai matricos I, detreminantas lygus
detl, = || = 1.

Daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistema turi sprendinius tada ir tik tada, kai

matricos determinantas nelygus nuliui, t.y.
det |[E| #0.

Daliniy i8vestiniy diferencialinés lyg€iy sistemos negalime sprgsti atvirkStinés matricos
metodu. Jei det [E| = 0, tai i§ to seka, kad E"' neegzistuoja. Remiantis tiesinés algebros
formulémis, atvirkSting matrica uzraSome taip:

All A21 A3l A41
E—l — 1 AlZ A22 A32 A42
detE | 4y Ay, Ay Ay
A14 A24 A34 A44

IS ¢ia matome, kad p liks nenustatytas, kai det |[E| = 0, nes dalyba i§ nulio yra
negalima. Todél p nustatyti galime tik tada, kai det |[E| # 0.
0

0
e O= ol” nulinis vektorius stulpelis.

0
Pasinaudojame minétais zymenimis ir (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciu

sistema uzrasome kaip matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti:



x-(E%—i—]l%ﬁ-]z%)—l-A-u:O A3)
ox oy oz

Akivaizdu, jog atlikus veiksmus su matricomis (3), gausime (1) daliniy iSvestiniuy
diferencialiniy lygciy sistema. Kai x = 0, tai iSsigimsta (1) sistemos eilé ir daliniy iSvestiniy
diferencialiniy lyg€iy sistema virsta tokio pavidalo sistema:

A(x,y,z) u(x,y,z)=0. (3a)
(3a) lygciu sistema yra algebriné, o ne diferencialiné. Jeigu | x nekreiptume démesio, tai (1)
sistema yra elipsiniy diferencialiniy lyg€iy sistema.

IS analizinés paprastyju diferencialiniy lygciy teorijos yra zinoma, kad iSsigimusiy
paprastyjy diferencialiniy lygc¢iy sistemos sprendiniy struktiira i§ esmés skiriasi, kai laipsninés
funkcijos, esancios prie aukSciausios eilés iSvestinés yra didesnés uz iSvestinés eilg ir kada jos
yra mazesnés. Tai atitikty nagrin¢jamosios sistemos atveji, kada p = 0 ir kada p > 0. Minétoje
teorijoje $is faktas atitikty reguliaryji ir ireguliaryji paprastyjy diferencialiniy lygciy sistemy eilés
i§sigimima. Ireguliarusis paprastyjuy diferencialiniy lygéiy ir ju sistemy atvejis yra Zymiai
sudétingesnis uz reguliaryji, o reguliariojo i$sigimimo atvejis iSsigimusiai daliniy iSvestiniy
diferencialiniy lyg€iy sistemai — dar sudétingesnis, todél Siame darbe nagring¢jame (1)

i$sigimusia daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygc€iy sistema , kai p = 0.



3. Daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg€iy sistemos

sprendiniy struktiira kvazireguliaraus iSsigimimo atveju

Paprastumo délei vietoje (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciy sistemos
nagrinékime matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti:
ou

weBELH My 9%y g0 @)
ox oy 0z

(4) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties eilé taSkuose x = 0 i$sigimsta ir lygtis i$
pirmos eilés diferencialinés lygties tampa tokia algebrine lygciy sistema: A(x,y,z) u(x,y,z) = O.
Ieskosime (4) matricinés diferencialinés lygties sprendiniy, kurie biity analiziniai visur, i§skyrus
galbiit eilés iSsigimimo taSkus. Todé¢l (4) matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti
spresime apibendrintyjy laipsniniy eilu¢iy metodu, t.y. ieSkomaja funkcija u(x,y,z) déstome x
laipsniy eilute.

Priimame reikalavima, kad (4) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties
koeficienty matricos A(X,y,z) elementams galioja x laipsniy eilute:

Aley2y= 2 A, (12). )
Hiperplokstumos x = 0 taskai yra (1) sistemos reguliariis eilés i$sigimimo taskai, kada p

= 0. Nagrin¢kime (4) matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti

xo (g QUEY2) g OuX2) |y OUEY2) ) Ny y,2) = 0 (Sa)
ox oy 0z pary

ir joje imkime p = 0.
Siame paragrafe suformuluosime pagrindinius rezultatus apie $ios lygties sprendinius.

Informacija apie Sios sistemos sprendiniy radima atskiru atveju galima rasti [7].

1 _teorema. Jeigu visi (5a) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties
koeficienty matricos A(X,y,z) déstinio laipsnine eilute (5) koeficientai Ax(y,z), k = 0,1,2,...
priklauso nuo kintamyjy y ir z, tai (5a) formaliis sprendiniai iSreiSkiami tokia apibendrinta
laipsnine x laipsniy eilute

ulx,y.2)= 3 5" (v, 2,5). (6)
k=0
Cia p(y,z) - kintamyjy y ir z funkcija parametras, s = Inx — naujas nepriklausomas kintamasis.

Taikome apibendrinta laipsniniy eilu¢iy metoda iSdéstyta [5].

(4) matricin¢je diferencialinéje lygtyje yra ieSkomosios funkcijos dalinés iSvestinés
pagal kintamuosius X, y, ir z, tod¢l randame tas iSvestines. Diferencijuodami (6) pagal

kintamuosius x, y, z gauname tokias lygybes:



U _ 2 jip Ou,,
—= ((k+ +—), 7
~ kzzox ((k + p)u, 2 ) (7
Ou_ Zxk”’ (s r u, +_8uk , (8)
v = oy os
< op ou
E (s Lu, + 1), 9
o (s Py Uy o5 ) 9

(5), (6), (7), (8), (9) irase i (4) gauname:

= ou _ = op - op ou
xS EY ((k+pu, +—2)-x"P 1Y (s-Tu, +—5) - x"P+ LY (s u, +—L)+ x5 b+
{ ;(( pu, 85) 1;( oy k ) 2;( o aZ) }

+;Akxk -;x"*ﬂuk =0, (10)

(10) lygtyje atlike elementariuosius pertvarkymus gauname:

M

(E(k + p)x“"u, o —k Xk ps(1 a—’D+I 8p) (1 —E Oy LNy %)x’”mw
0 os ! oy Oz HiX oy 2

=~
Il

k (1n)
+ A4y + Y Au,_ x"")=0,

=0
cial=0,.....k.

Kad rastume (6) eilutés koeficientus uk(y,z,s), (11) lygybéje koeficientus prie vienody

x-0 laipsniy lyginame nuliui. Maziausias x-o laipsnis (6) eilutéje yra p. Koeficientas prie x” yra:
0
(Ep+Ag)ug+ = =0, (12)
os
Tesdami toliau gauname, kad koeficientas prie x**' yra

O g Moy oy g P, p)u0+Au0—0 13)
s oy 0z oy

E(p+1)+ 4, Ju, +

. + .
O prie x? ™ koeficientas yra

0
4y +1,
A)

6u1+[ ou,

(E(p+2)+ A, Ju, + s, a‘y’+1 Zp)u tAu, + A, =0 (14)

IS (12), (13), (14) seka, kad koeficientas bet kokio x-o laipsnio p+k, k=0, 1, 2, 3,... yra

randamas 1S Sios rekurentinés formulés

o o o
(E(p+Hk)+ 4, Ju, + a”k g, Pty P, ap+1 ap) U, | +ZAk u, =0, (15)
s oy oz oy
kurioje uy =0, kai k <0.
IS (15), kai k = 0, gauname
(Ep+Ao) uo+ %=o. (16)

Pareikalaukime, kad uy nepriklausyty nuo s, t.y. up = uy(y,z). Tuomet i$ (16) gauname;



Ep+4)u,=0 (16.1)

Gavome tiesiniu homogeniniy lyg¢iy sistema, kurioje up yra nezinomyjy vektorius
stulpelis. IS tiesinés algebros kurso zinoma, kad (16) tiesiniu homogeniniy lygc€iu sistema turés
nenulinj sprendinj tada ir tik tada, kai

det(Ep(y,z)+Ao(y.z)) = 0. 17)

(17) lygybés funkcijos p(y,z) atzvilgiu yra ketvirtojo laipsnio algebriné lygtis, kuri
bendruoju atveju vir§ kompleksiniuy skai¢iaus lauko turi keturias pi(y,z), 1 = 1,2,3,4 Saknis.
Pareikalaukime, kad Sakny skaicius nesikeisty visiems (y,z) € P.

(17) lygybe, analogiSkai kaip ir paprastyjuy diferencialiniy lygciy teorijoje, pavadinkime
(3) sistemos nusakanciaja lygtimi.

IS (17) formulés gavome p,(y,z), 1= 1,2,3,4,... .Pagal pasirinkta p, 1§ (16.1) lygybés
vienareikSmiSkai nustatome uo. Telieka surasti visus kitus ug, k= 1,2,3.... . Tuo tikslu (15) lygybe
pertvarkome iSreikSdami uy per uy.;.

ou,
ay

ou 0 0 au
(Ep+k)+ 4, Ju, +a—;=—<s<lla—;’+12 D +1, - +ZA ). (18)

Mus domina tik patys paprasCiausi (18) lygties sprendiniai. Tod¢l vy, z laikysime
konstantomis. Tada funkcija u priklauso tik nuo s, t.y. u = u(s). u(s) atzvilgiu (18) yra tiesiné
diferencialiné lygtis, kuria sprgsime konstanty varijavimo metodu.

Pirmiausia kairiaja puse prilyginame nuliui

(E(p+k)+Ao)uk+%=O. 19)
Tada atskyre kintamuosius, gauname
a;ﬂ =—(E(p+k)+ A, )ds. (20)
k
Abi (20) lygybés puses suintegrave, gauname:
Inwe=-s(E(p+k)+ A, )+ C(s) (21)

IS (21) randame kam lygus uy:

—s(E(p+k)+A4 )

uk =e C(s). (22)

Sioje lygybéje yra nezinoma funkcija C(s). Kad ja rastume (22) lygybe diferencijuojame
pagal s ir gauname:

W= Cle ) o g )+ Ay e E ) 23y
(22) ir (23) irase 1 (18), gauname (24):

10



(E(p + k) + A )'C .e—s(E(/Prk)Jer) n Cre—s(E(p+k)+A0) B C(E(p n k) n AO )e—s(E(,,+k)+A0) _

ou,_,

0 ou
= —(s(, +1 p)kl +1, +1, k1+zAk1”)

(24) lygybéje sutrauke panaSius narius, gauname

ou ou
k-1 k1+

+1,

Zf A u, ). (25)

c’ .efs(E(/Hk)Jer) ~(s(I, 8p +1, ap) s
oy 0z 0z =0

Si diferencialing lygtis C(s) atzvilgiu yra tiesiné diferencialiné lygtis su atskiraisiais

kintamaisiais. Atskyrg kintamuosius gauname

dc=— ) g1 Loy Loy h, &ék Ly, 8”k Ly Z A u, . (26)
y
Abi puses suintegrave, gauname
SR+ 4 ) op op ou,_ ou, , &
C=-|e (s, a—+[2 = Ju,_, +1, a}l +1, ail +;Ak_lu,)ds+C. (27)

C parenkame patys, tada C = 0.
(27) iraSe 1 (22) gauname, rekurenting formule, kai k= 1,2,...

_ _ s(E(p+h)+4, S(E("”kﬁAo). 6_p 6_,0 oy, Ouy, O
Uy =-e J-e (s(Z, 8y+12 az)”k—1 +1, oy +1, . +ZAk—1”1)dS- (28)

IS Sios rekurentinés formulés visi koeficientai ug(y,z,s), k = 1, 2,... randami
vienareikSmiSkai pagal laisvai pasirinkta uy(y,z), kuri yra analiziné¢ kintamyju y ir z funkcija.
Teisinga tokia teorema:

2 teorema. Matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties (3) formalis
sprendiniai, kuomet diferencialinés lygties koeficienty matricos A(x,y,z) déstinio laipsnine eilute
koeficientai priklauso nuo kintamyjy y ir z yra (6)

w3, 2)= Y 5 (7, 2.5).
k=0
¢ia p randame 1§ (17)
det(Ep(y,2)+Ao(y,2)) = 0.
ug randamas 1§ (28) lygybeés, k =0, 1, 2,..., 0 up parenkamas laisvai toks, kad nepriklausyty nuo s
ir priklausyty tik nuo kintamyjy y ir z.

Toliau iStirsime laipsninés eilutés (6) konvergavima. Tuo tikslu nagrinékime (15)
rekurenting formulg. (6) eilutés konvergavima tirsime maZzoranty metodu, kuris iSdéstytas
monografoje [2].

IS (5) lygybes seka, kad koeficienty Ax mazoranté yra tokio pavidalo, kuri galime rasti
literattroje [12]:

A<M, (29)

11



(13

¢ia M — Zinoma pastovi ketvirtos eilés kvadratiné matrica. Cia ir toliau “ << “ Zymésime
mazoravimo operacija.
Tarkime, kad uk(y,z,s) mazoranté yra:

w(y,2,8)<<Q"(ly-yol-|z-zo) *®-|sP 1, (30)

kur Q- nezinoma konstanta; I — ketvirtos eilés vektorius-stulpelis, kurios visi elementai vienetai,
a(k) ir (k) — dydziai, kuriuos nustatysime véliau. Kadangi Ax(y,z) yra holomorfiné funkcija, tai
jos mazZoranté yra :
ALy 2)<<M(y-yol [z-zal)", (31)

kur M — Zinoma pastovi ketvirtos eilés kvadratiné matrica. IS p(y,z,s) apibrézimo seka, kad Sios
funkcijos mazorantg galima imti tokia :

P(y.2)<<P(ly-yol-lz-zol)"" , (32)
kur P — konstanta.

(30),(31),(32) irase i rekurenting formulg (15) gauname, kad uk(y,z,s) mazoranté yra:

u, (v,2,5) <<(E(p+k)+ 4, ) (EQ"(1y-y, |-| 2=z, )"V | s /¥ T +
+s P Ly=po " lz=z " +1y=p [ 1227 )- 0" 1y =po || 2=z, )* -
[SP T L0 atk=1) || P07 oy = 3y 4 2=z [y =y, [ (33)

|Z—Z0 |_a(k—l)—1)+sz—lQl(|y_yo |'|Z—ZO |)—a(l)—1 |S|ﬂ(1) I)

kur L — ketvirtos eilés kvadratiné matrica, kurios visi elementai vienetai. Nesiaurindami

bendrumo 1§ (33) parenkame a(k) = 2k, B(k) = k. Tuomet uk(y,z,s) mazoranté yra :

ui(y,2,8)<<Q(Iy-yol-lz-zo) s . (34)
Irase auk) = 2k ir B(k) = k iSraiskas i (33), gauname :

u, (,2,5) <<(E(p+R)+4,) (EQ (\y-y, |-|z=z, ) [s[* (E-|s[" L+

1
tP(lz=z |+ ¥ =, |)-§|2k—2|-|y—yo 2=z |1y =y |+ 35)

k-1
Hz=z, )Lt Y MO (=g |-z =2, ¥ s ) 1

=0
[ (35) ieina |s|" arba IL Kadangi ieSkome sprendiniy, kai x— 0, tai |Inx|—> . IS to
nx
seka, kad |s|"' < &, kur &= 0. Kadangi | y — y, |< %1;| z—2z,|< %2, tai i§ (54) gauname :
|, (025) <O (1y-yo |- 2=z, V" |s | [(Ep+R)+4,)" ke +(Ep+R)+4,)" -

P(rl +r2)'L+(E(p+k)+A0)_l '|2k_2|rlr2(rl +r2)
20 80

L+Ep+k)+4,)" -rr(40M ™ —rr,L)" -1

(36)
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LauZztiniuose skliaustuose antrasis ir ketvirtasis démenys k augant | begalybe artéja i
nuli. Konstanta Q parinksime taip, kad (36) lygybés lauztiniuose skliaustuose esanciy pirmojo ir
treciojo démeny suma nebity didesné uz 1. Tuomet (6) eilutés koeficientams galioja Sis ivertis :

[y 2)1<Q"(Iy-yol-[z-zol) s/ . (37)

(37) ivertis garantuoja eilutés konvergavima, kai

2
nr. 7, r.
(12) ; ‘y_y0‘<_1,'2_20’< 2'

160 2 2

€ artéjant { nulj gautojo sprendinio konvergavimo spindulys yra labai mazas.

| x[<

3 teorema. Jeigu (1) sistemos nusakanciosios lygties Saknys yra:
+ realios,
+  skirtingos,
+  jy skirtumai néra sveikieji skaiciai
+  Sios savybeés galioja visoje kintamuyju y ir z srityje,
tai daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistema (1) srityje
160

turi keturias atskiryjy sprendiniy Seimas

x|< -z, <2

2

p
, |y_yo|<31"

ux, y,z) = . x""0y (y,z,Inx),i=1,234.

k=0

13



4. Reguliarusis iSsigimimas

IStirsime kit atveji. Nagrinékime matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti

we(BEQH e oy 0%y fou=0 3)
ox oy

0z
kada Sios matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties koeficienty matricos A(X,y,z)

elementams galioja déstinys tokia x — y laipsniy eilute:
ARy, z)=Aot Y A4, (y,2)x" (38)
k=0

Kada (3) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties koeficienty matricos A(x)
destinio laipsnine eilute koeficientai nepriklauso nuo kintamyjuy y ir z, tos lygties sprendiniy

ieSkosime tokia apibendrinta laipsnine x laipsniy eilute
ufx,y,2) = > (12,95, (39)
k=0

Cia ir toliau Siame paragrafe s = x /nx, ke Zy, p - parametras.
(3) matricinéje diferencialinéje lygtyje yra ieSkomosios funkcijos dalinés iSvestinés
pagal kintamuosius x, y ir z, todél randame tas iSvestines. Diferencijuodami (39) pagal

kintamuosius x, y, z, gauname tokias lygybes

°° 0
T (ot T (1 In) (40)
£
@ _ Zxk+/) % 41)
&y % oy
Ou _ Zx’”’) Ou (42)
0z = 0z

Kaip ir ankstesniu atveju, iraSome (38), (39), (40), (41) ir (42) 1 (3) ir gauname

{EZ(/{ +p)x" P, X 8&(1 +1Inx)+ Ilzxk+p Ouy +122xk+p %} n
Os k=0 o k=0

o
” (43)
+2Akxk+p -Zxk”’u =
k=0 k=0
Atlike¢ (43) lygtyje peréjg prie vienos sumos, gauname:
Y. (E(k +p)x " u, + Ouy yhepst g Qi kv I, LT I, Gup heprr g
=0 os os oy oz 4)

k
+ z Au, ,x"")=0
=0

¢ial=0,.....k-1.
Kad rastume (39) eilutés koeficientus uk(y,z), (44) lygybéje koeficientus prie vienody x-
o laipsniy lyginame nuliui. Maziausias x-o laipsnis (39) eilutéje yra p. Koeficientas prie x" yra:
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(EptAop)-up.+ s% =0 (45)

e . . .ot
Pratesus skai¢iavimus toliau gauname, kad koeficientas prie x*™' yra

ou, Ou ou ou
E(p+1)+ A4, )u, +s asl + 8s0 +1, ay° +1, 820 +Au,=0. (46)
O prie x? ™ koeficientas yra
(E(p+2)+ A4, Ju, +Saausz O O O g A =0 @47)

s oy oz
IS (45), (46), (47) seka, kad koeficientas bet kokio x-o laipsnio p+k, k =0, 1, 2,... yra
randamas 18 Sios rekurentinés formulés

(Ep+ k) + Ay uy +s 24 4 Pac
0s 0s

5 8
+1, ”é;lﬂ ”k1+ZAk,u,—0, (48)

kurioje uk(y,z) =0, kai k <0.
I$ (48), kai k = 0, gauname

(Ep+Ao) uo +s% = 0. (49)

Pareikalaukime, kad uy nepriklausyty nuo s, t.y. uyp = ug(y,z). Tuomet i§ (49) gauname
(EptAp) up=0. (50)

Tai tiesiniy homogeniniu lyg¢iu sistema, kurioje uy nezinomuyju vektorius stulpelis.

Tam, kad (50) sistema turéty nenulinj sprendini, biitina ir pakanka, kad
det (p E+Ap) = 0. (50a)

(50) lygybés funkcijos parametro p atzvilgiu yra ketvirtojo laipsnio algebriné lygtis,
kuri bendruoju atveju vir§ kompleksiniy skai¢iy lauko turi keturias p;, 1 = 1, 2, 3, 4 Saknis.
Tarkime, kad visos Saknys yra skirtingos, o ju skirtumai néra sveikieji skaiciai.

(50) lygybe, analogiskai kaip ir paprastuju diferencialiniy lygciu teorijoje, pavadinkime
(3) sistemos nusakancigja lygtimi. I (50a) formulés gauname p,, 1= 1, 2, 3, 4. Pagal pasirinkta
P;, 18 (50) lygybés vienareikSmiSkai nustatome uy.

Liko surasti kitus (39) eilutés koeficientus uy, kai k = 1, 2,.... . Tuo tikslu (48) lygybe

pertvarkome iSreikSdami uy per ux

ou,

(E(p+k)+ Ay +5 a”“+1 Oty
S

0z

= (1, agk ! +ZA u, ). (51)

Gavome primos eilés tiesing diferencialing lygti dalinémis iSvestinémis. Kadangi mus domina tik
paprasciausi Sios lygties sprendiniai, tai tarkime, kad

Uy = Uk(s).
Tada $i lygtis virsta paprastaja pirmos eilés tiesine daliniy iSvestiniy diferencialine lygtimi, kuria
spresime konstanty varijavimo metodu. Kairiaja lygties pusg prilyging nuliui, gauname:
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(E(p+k)+ A, +saaﬂ = 0.
S

Atskyrus kintamuosius gauname tokia lygti

My Epriy+ Ay E
S

Uy

Suintegrave (53) lygybés abi puses gauname

Inuyy=—(E(p+k)+ A4, -Ins+C(s).

IS (54) lygybés seka, kad

u, = C(s)- o~ (E(p+h)+dy)In s |

(55) lygybg diferencijuojame pagal s ir gauname

- +k)+4,)Ins 1 - +k)+ ns
u'k=C'(S)'€ (E(p+k)+4)-In: —;(E(p+k)+A0)-C'e (E(p+k)+4y)In:

(55) ir (56) iras¢ 1 (51) gauname:

dC (91,[ (31/[ 014
—(E(p+k)+4y)In s k-1 k-1 k-1
—— q. 0 _([1 — k=l {2 +

S-ée =

ds oy oz

(57) lygybgje atskyrg kintamuosius ir suintegrave gauname:

C = _Ie—(E<p+k>+Ao)1ns(]l Oy, +1, Ouy n Ouy n

0z os

(58) irase 1 (55) gauname rekurenting formulg

u, =
g s oy oz

kaik=1,2,3,.....

- 1 ou ou ou
_s <E<p+k>+Ao>1nsJ‘_S<E<p+k>+Ao>(11 LSRR il S B Ld S

(32)

(33)

(34)

(35)

. (56)
D A u, ). (57)
f‘j A, u,)ds . (58)
=0

k-1
Z A, u,)ds ,
=0

Gautasis sprendinys yra tik formalus. Kad jis virsty tikruoju sprendiniu reikia parodyti,

kad (39) eilute, kurios koeficientai randami i§ (58) formulés, konverguoja. Tai atliksime

mazoranty metodu, kuris iSdéstytas monografijoje [2].
Tarkime, kad Ax(y,z) - 0jo mazoranté yra:

Ay 2)<<M"(ly-yo|-|z-zo]) ",

(39)

¢ia M- pastovis ketvirtos eilés kvadratiné matrica. uy(y,z,s) mazorantg parinksime tokia

u, (v,2,8) << Qk(]y-y0|[z-z0|)-p(x) | s PO

kur I — keturmatis vektorius stulpelis, kurio elementai yra vienetai.

(59) ir (60) irase i rekurenting formule (44) gauname, kad uy(y,z,s) mazoranté yra

(60)

(y,2,8) << Q(Iy-yol - [z-zol) " - 5| P D (B(p+k)+A0)" - [| BlK) | -E +
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1 K)-a (k- B (k k-
AN EE N e N R

Q

1 _ _ o (h-1)— .
+§|0{(/€—1)|x- |5 |TPUIAGD (g — e Roma Dl etma (e

n | Y=y, |a(k)—a(k—1) . | z -z, |a(k)—a(k—1)—1) L+
k-1
DI (B N A e R R I
=0
(61),
kur L — ketvirtos eilés kvadratiné matrica, kurios visi elementai vienetai.
Nesiaurindami bendrumo i (61) parenkame «(k) =2k, f(k) = k.
Tuomet uk(y,z,s) mazoranté yra
Ui(y,2,5) << Q" (|y-yol [z-zo) ™ [s" 1. (62)
Irase a(k) =2k, f(k) =k iSraiskas i (61) gauname

w(y,2:8) << Q“(ly-yol - [z-zo) - Is| ((E(p+k)+Ao)" - (k-E+

k—1]1 _ 2k-2 _
L Gy gy 2=z 0 s BB sy 1222, P+
0 0
2 O kel Ik 2h-20-1 | _ 202k (63)
Hy=yo P lz=zo ) L+ DY MO ([ y=py -1 z=z, P2 s 4]0
=0
Siame paragrafe s = x Inx. Kai x —» 0, tai s — 0.
Vadinasi |s|< £,|L| <N, (|L|)2 <N?*,  kur -0, 0 N > o.  Kadangi
s s

v . . .
|y =y, |< 31| z—z,|< ?2 , tai 1§ (63) gauname iSraiska:

[u(y,z.8)| << Q“(ly-yol-|z-zo]) - Is]* [(E(p+k)+Ap)" - k + E(ptk)+Ap)" -

2772

|k—1](rr,) N +(E(p+k)+A0)_l-|2k_2|r1r2(r1 +1r,)N
160 80

— ()’ L)1

L+(E(p+k)+4,) " rr,160M '&* —

(64)

(64) lygybés lauztiniuose skliaustuose ketvirtasis démuo k, augant i begalybg, artéja 1
nuli. Konstanta Q parinksime taip, kad (64) lygybés lauztiniuose skliaustuose esanciy pirmojo,
antrojo ir treciojo démeny suma nebtity didesné uz 1. Tuomet (39) eilutés koeficientams galioja
§is jvertis:

ui(y.z,8)| << Q“(ly-yol-lz-zol) **[s/"I. (65)
(65) 1vertis garantuoja eilutés konvergavima, kai

2
1,7 7, V.
(tin) Ar=rol<dilz-z <2

|x[<
160 2
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4 teorema. (3) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties formaltis sprendiniai
randami, kuomet diferencialinés lygties koeficienty matricos A(x,y,z) déstinio (5) laipsnine

eilute visi koeficientai nepriklauso nuo y ir z, o matrica 4, yra paprastosios struktiiros matrica,

tai tos lygties formaliis sprendiniai yra pavidalo

ux, y,z) = Zuk(y, 2)x"7
k=0

2
o srityje |X|<(’}r—2);

60

7 7, e . o
y—y,|<—;|z—z,|<—= yratikrieji tos sistemos sprendiniai.
2 )
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ISVADOS

Magistro darbe iSnagrinéjome iSsigimstancios diferencialiniy lygciu sistemos sprendiniy

struktiirg i§sigimimo hiperploktSumoje T = {x | x = 0} taSkuose ir darome Sias iSvadas:

1) ISnagrinéta daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciu sistema,
ou ou 2

St 4+d—2)+> a, (x,v,z)u. =0
o oy ox oy az)_,z_;“(y)-’
4

Zazj(x,y, Zu; =0
j=1

xpﬂ(a8u2+b8u2+b8u
Oy | Oy Oy
ox oy oz
Ou, Ou,  Ou, . <
—t—F+—=)+ > a,.(x,y,z)u. =0
ax ay Z) ; 3]( y ) J
Ouy _ Ouy | Oy
ox Oy Oz

xp+l(

xp+1(

xp+1(

4
)+Za4j(x,y,z)uj =0
=1

kurios matriciné forma yra

AL L S NI
ox oy 0z

Sioje matricinéje daliniy iSvestiniy diferencialinéje lygtyje X, y, z — nepriklausomi
kompleksiniai kintamieji; E, I;, I, — konkrecios ketvirtos eilés kvadratinés matricos; u(x,y,z) —
ieSkomasis keturmatis vektorius stulpelis, parametras p =0; A(x,y,z) — ketvirtos eilés kvadratiné

matrica — funkcija, kurios elementams galioja déstinys apibendrinta x-o laipsniy eilute
A(Xayaz) = zxkAk (y7 Z) :
k=0

Si eiluté konverguoja i$sigimimo hiperplok§tumos tasky aplinkoje. Daliniy i$vestiniy
diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniy struktiira i§ esmés priklauso nuo parametro p
parinkimo.

ISnagrinéti Sie atvejai:

2) kai parametras p =0, o

2 k
AXy,z)= 2 Ak(y,Z)x -
k=0

(1) sistemos sprendiniai iSreiSkiami $ia apibendrinta x-o laipsniy eilute

o0
ue, y,9= L TP (2
k=0

¢ia s = Inx, o p(y,z)— kintamyju y ir z funkcija parametras. Parametras p(y,z) ir koeficientas
uo(y,z,s) yra randami i$ tokios matricinés lygties

(Ept+Ap)-ue=0.
Koeficientai uk(y,z,s), kai k = 1, 2, 3,... randami iS Sios rekurentinés formulés:
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S(E(p+k)+4 SE(p+i+4g ) op op ouy_, o, | &

u, =—e “le (s, —+1,—)u,  +1 +1 + > A, u,)ds.
‘ | (U o+ g+ 2 = ;k4»
Gautieji sprendiniai teiséti tokioje srityje:

2
. r, 14
() dy=yol<=ilz—zy <.

[X[<——=—
160 2 2

3) kai parametras p =0, o

< k
A(X>y’Z)ZAO + Z Ak (ya Z)x .
k=0

(1) sistemos sprendiniai iSreiSkiami tokia apibendrinta x-o laipsniy eilute

o0
k +
ux, y2) = X x0T Pu(y,2)
k=20
¢ia p— parametras. Parametras p ir koeficientas ug(y,z) randami i$ Sios sistemos
(EptAp)-up=0.

Koeficientai uk(y,z,s), kai k = 1, 2, 3,.... randami i$ Sios rekurentinés formulés:

, 1 ou Ou Oou =
u, =—s (E(p+k)+Ao)1nsJ‘_S(E(p+k)+A0)([1 k=1 4 I, k-1 S Z A, _u, )ds .
S oy Oz os o

Gautieji sprendiniai teisingi, kada

(rr. )2 r
172 ,. y_yo |< _1,.
160 2

[x|<

&
z-2z, |<3

Darbe gauti rezultatai neprieStarauja prof. habil.. dr. A.JanuSausko darbe [16] ir prof. dr.

D.Jurgaicio darbuose [12], [14], [15] gautiems rezultatams.

Santrauka

Magistro darbe nagrinéjama keturiy pirmos eilés diferencialiniy lygciy sistema
dalinémis iSvestinémis, su laipsniniu p+1 eilés iSsigimimu, kada p = 0. Daliniy iSvestiniy
diferencialiniy lyg€iy sistema iSspregsta modifikuotu apibendrintyjy laipsniniy eilu¢iy metodu.
ISnagrinéti du atvejai: bendrasis ir kai sistemos koeficienty pradiné matrica yra specialios
struktiiros matrica. Parodyta, kaip sistemos sprendiniai priklauso nuo koeficienty, esanciy prie
ieSkomosios funkcijos daliniy iSvestiniy. Sukonstruotos keturios atskiryjy nagrinéjamos sistemos
sprendiniy Seimos ir jrodyta, kad kiekviena i§ ju priklauso nuo vienos laisvai pasirinktos
kintamuyjuy y ir z funkcijos. Sistemos sprendiniy struktiira iSsigimimo tasky aplinkoje priklauso ne
tik nuo x laipsnio, bet ir nuo kintamyjy y ir z. Tokio tipo iSsigimimo analizingje i$sigimusiy
paprastyju diferencialiniy lygciy teorijoje néra, todél nagrinétaji daliniy iSvestiniy diferencialiniy
lygciu sistemos i$sigimima vadiname kvazireguliariuoju.

Raktiniai zodziai: diferencialiné lygtis, daliné iSvestiné, kvazireguliarusis iSsigimimas.
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Summary

In this master thesis it is analyzed the system of four partial fluxions of the primary row
of differential equations the row of which dwindles at the point of p+1, when p = 0. The system
of partial fluxions of differential equations has been solved through the modified technique of
summarized degree rows. Two cases were explored: general and when the system’s ratios initial
matrix is a special structure matrix. The solutions of the system dependence on the ratios, which
are near partial fluxions of the searched function, were explored. There were designed four
families of the detached solutions and proved that each of them depends on one optional function
of y and z variables. The structure of system of solutions at the malformation points depends not
only on x degree, but also on y and z variables. There is no such type of malformation in the
theory of dwindle simple differential equations, therefore this analyzed dwindle of the system of
partial fluxion of differential equations is called quasi-regular malformation.

Keywords: differential equation, partial derivation, quasi-regular malformation.
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PRIEDAS

1) Matematinés programos Mathcad paketo pagalba apskai¢iuojame matricos E
determinantg:

a:=-1 b:=0
0ab 0
100 O
E:=
000 -1
001 0
|E| =1
detE := | E|
detE =1

2) Matematinés programos Mathcad paketo pagalba apskaic¢iuojame matricos I,
determinanta:

I1:=

[11] =1

detll := |11]

detll =1

3) Matematinés programos Mathcad paketo pagalba apskai¢iuojame matricos I,

determinanta:
d:=-1
00 0 d
00-10
12:=
01 0 0
10 0 0
12| =1
detl2 = |12
detl2=1
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