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Jvadas

Beveik kontaktinés struktiiros (¢, &, #) tenzoriniu metodu buvo pradétos tyrinéti 1960 metais
Japonijoje [5]. Jy analogai ir apibendrinimai tiriami iki $iy dieny jvairiose Salyse [3, 4 — 6, 7]. 1968
metais Kazanéje buvo pradéti nagrinéti $iy struktiiry hiperboliniai analogai [10, 11], suteikiant
tradicinéms (¢, &, 7)-struktiiroms elipsinio tipo beveik kontaktiniy struktiiry varda.

Nuo 1976 mety jvairiy Saliy matematikai tyré hiperbolinio tipo II raSies struktiiras,
pavadindami jas beveik parakontaktinémis metrinémis struktiromis [6]. Tuo tarpu beveik
parakontaktiniy metriniy strukttiry elipsiniai analogai nuo jy jvedimo 1968 metais beveik netyrinéti.
Mums zinomas tik vienas straipsnis [8], nagrinéjantis elipsinio tipo II rusies beveik kontaktines
metrines struktiiras.

Pateikiamas darbas skirtas elipsinio tipo II rasies (¢, & #, g)-struktiroms, egzistuojanc¢ioms
elipsinio tipo B-erdviy hiperpavirSiuose. Struktliry savybiy tyrimas praturtina minéty erdviy

pavirsiy teorija.



1. TENZORINES STRUKTUROS DAUGDAROSE IR
PODAUGDARIUOSE

Apibrésime pagrindines savokas, kurios bus naudojamos darbe.
Apibrézimas 1. Netuscios aibés X poaibiy sistema 1, tenkinanti aksiomas:
1) Xer, ver;
2) bet kuriy aibiy 18 T sgjunga yra aibé is t;
3) baigtinio skaiCiaus aibiy i§ T sankirta yra aibé is t,
vadinama topologija.
Aibés U, priklausancios topologijai, vadinamos atvirosiomis, aibés X / U — uzdarosiomis.
Pora (X,7) vadinama topologine erdve, aibés X elementai — taskais.
Metringje erdvéje atvira aibe vadinama tokia aibé U, kurios kiekvienas taSkas turi aplinka
(atvirg rutulj), jeinancig | ta aibe. Topologijoje jrodoma, jog metrine prasme atvirosios aibés tenkina
topologijos aksiomas, t.y. apibrézia metrinéje erdvéje topologija.
Apibrézimas 2. Metrinés erdvés M atvaizdis ] metring erdve N vadinamas tolydziuoju, jei be
galo artimy tasky x,,x, € M vaizdai y,,y, € N yra be galo artimi.

Apibrézimas 3. Atvaizdis h: M — N vadinamas topologiniu atvaizdziu, arba

homeomorfizmu, jei jis yra bijektyvus, tolydus, ir atvaizdis h™ — tolydus.

Jei egzistuoja dvi atvirosios netuscios aibés U, e 7, U, € 7, nesutampancios su aibe X,
kuriy sgjunga U, UU, =X, o sankirta U, N"U, = o, tuomet aibé X vadinama nejungiaja
topologine erdve. PrieSingu atveju ji vadinama jungigja topologine erdve.

ApibréZimas 4. Elementarigja n-mate N-tos klasés diferencijuojamaja daugdara vadinama

topologiné erdve M, homeomorfiska realiyjy skaiciy aibés Dekarto n-tojo laipsnio netusc¢iam
atviram jungiajam poaibiui Q.

Homeomorfizmas h: M, —Q c R" vadinamas koordinaiy sistema, skai¢iai x' =h(M),
1=1,2,..,n MeM,, vadinami tasko M koordinatémis.

Tarkime, jog duotos dvi koordinaciy sistemos: ,,5enoji*“ h ir ,,naujoji* h .

Daugdara M, vadinama diferencijuojamaja daugdara, jei ,,naujosios* bet kurio tasko
M e M, koordinatés Xil iSreiSkiamos ,,senosiomis* Xi (,,senosios“ — ,,naujosiomis®)
vienareikSmisky N Karty tolydziai diferencijuojamy funkcijy pagalba:

X' =x(x'), X :xi(x"), i =1,2,...,n (1.1)



Apibrézimas 5. (k +l)—valenciu k karty kovariantiniu ir | karty kontravariantiniu tenzoriumi
daugdaros M, taske My vadinsime n**' skaiciy Vilj“'."jI , kurie keiciantis koordinaciy sistemai pagal
(1.1) formulg, keiciasi pagal désnj:

o oxh ox: oxl AP ox -
Vi = 2 (M) (M) o (M) - o (M) (M) o (M) -V, B
(Mo} 5 (M) =5 (Mg)- = (M)~ (M) = (M)

[ _ale
i]_! i2)""ik| jla"" j| =ll 21-'-|n)

1,0 2,00k, j‘1,..., j‘| =12,..,n
Jei vienartiSiai tenzoriai apibrézti kiekviename daugdaros taSke M(Xi), ty. jei auksciau

pateiktose formulése visi dydziai yra n kintamyjy X' funkcijos, tuomet daugdaroje M, turime

tenzorinj lauka.

Pvz., vektorinio lauko \7(Xi) koordinac¢iy Kitimo désnis yra: V i (Xj )— o (M (Xj »\/ i (Xj );

e
. . . : X' o :
kovektorinio lauko C(Cj) koordinaciy kitimo désnis:C. =8—i.(M )Ci; afinoriaus  f.':
o . : G N
f. =—_.-Ffi, metrinio tenzoriaus, t.y. bitiesinés simetrinés neiSsigimusios formos
ox' OX
i i
koordinaciy kitimo désnis yra g, :ﬁﬁi i -
boax' ox!

Susipazinkime su iSorine daugyba ir iSoriniu diferencijavimu.

Tarkime, jog turime p simboliy Uy,U,,..,U,, i§ kuriy sudaromas dar vienas simbolis

U=u, AU, A..AU,. Jis vadinamas simboliy U;,U,,..,U, iSorine sandauga, jei tenkina

reikalavimus:
1) monomais vadinamus reiSkinius k-U =ku1/\u2/\.../\up, keR, galima
sudéti, atimti, dauginti i§ skaiCiaus, ir tos operacijos tenkina komutatyvumo, asociatyvumo ir

distributyvumo désnius;

2) iSoriné daugyba asociatyvi, distributyvi ir antikomutyvi:
a) UA(VAW)=(UAV)AW;
b) (U+V)AW=UAW+VAW;
C) U, AU, =—U, AU,

Pfafo forma, arba diferencialine 1-forma, n-matéje daugdaroje M, vadinamas invariantas
n=n,dx'. Cia dx' - vektorius, 7, - kovektorius.

Pfafo formos 7 iSoriniu diferencialu vadinama diferencialiné 2-forma
5



dn=(%dxijmxi — (0,7, -0 ,7, X' Adx)). (1.2)

Apibrézimas 6. Jei elementariojoje diferencijuojamoje N-tos klasés n-matéje daugdaroje My

apibréztas dukart kovariantinis simetrinis, neiSsigimes tenzorius g; (metrinis tenzorius), o
funkcijos g; (x') yra (N - I)-mos klasés, tuomet daugdara M, vadinama n-mate Rymano daugdara.

x'x) >0, kai x=0, tai metrinis tenzorius

Jei kiekvieno vektoriaus X skaliarinis kvadratas X* = g

g; Vvadinamas teigiamai apibréztu, o jei egzistuoja vektoriai a/ a® >0, egzistuoja vektoriai
b/b2 <0, egzistuoja vektoriai € =0/€? =0, metrika g; Yyra vadinama pseudo-metrika, o
daugdara M, — pseudo-Rymano daugdara.

Sakoma, kad metrinis tenzorius g; Rymano daugdaroje M, apibrézia metring struktiira.

Paprastumo délei ateityje kalbédami apie elementarigsias diferencijuojamasias N-tos klasés
n-mates daugdaras, zodzius: ,,elementarioji, diferencijuojamoji, N-tos klasés* praleisime.
Darbe mes dazniausiai susidursime su Rymano daugdaromis, kuriose svarbig vietg uzima

Kristofelio simboliai
I :%gk'(aigj,+6jg”—a|gij). (1.3)
Cia (g”):(gi,-)'l yra kontravariantinio metrinio tenzoriaus matrica.
Siy simboliy pagalba atliekame kovariantinj diferencijavima. Pvz., vektorinio lauko ¢&!
kovarianting¢ iSvestine
V& =08+l (1.4)
Kovektorinio lauko 7; kovariantiné iSvestin¢

Vi, =0y, _ijinj' (1.5)
Afinoriaus ¢/ kovariantiné ivestiné
vk(Pij =8k¢ij _Flii¢lj +ijl(pi| . (1.6)
Jeigu kovariantiné tenzorinio lauko iSvestiné lygi 0, tenzorinis laukas vadinamas
kovariantiSkai pastoviu. Pvz., V,g; =0,0; —l",:igij —Fi;gij =0, todél metrinis tenzorius g; Yyra
kovariantiskai pastovus [1].
Matematika nagrinéja matematines struktiras, tarp kuriy yra ir tenzorinés struktiiros, pvz.,

metrinés struktiiros. Tarp tenzoriniy struktiiry zenklig vieta uzima afinorinés struktiiros, kurias

daugdarose apibrézia afinoriniai laukai, tenkinantys tam tikras savybes.



Nelyginio matavimo daugdaroje Man; beveik kontakting struktiirg (¢, &, #) apibrézia

afinorius ¢/, vektorius &' ir kovektorius 7, tenkinantys aksiomas [1]:

§Dij¢:'( :_é‘ik +§k77i’ (Dijﬂj =§0ij§i =0, fiﬁi =1 (17)
y 1 jei i=k . L.
Cia & = ’J.el. I. " yra Kronekerio simbolis, i, j, k, ...= 1, 2, ..., 2n-1.
0, jei i =Kk,

Tarkime, jog daugdaroje Ma,.1 duotas metrinis tenzorius g, kuris kartu su tenzoriais o, &, 7

(1.7) tenkina salygas:
005 =i = PP, 9,8’ = e, p=tl, =+1. (1.8)
Atvejj, kai p=-1, ¢=1, 0 metrika g yra teigiamai apibrézta, tyré japony matematikai [5].
Daugdaroje Myn.1 apibrézta (¢, &, 1, g)-struktirg (1.7), (1.8) jie pavadino beveik kontaktine metrine
struktiira. Jei metrika g nebitinai teigiamai apibrézta, t. y. £ =11, p=-1, (p, & 5, g)-struktira
buvo pavadinta elipsinio tipo I raiSies beveik kontaktine metrine struktiira, o kai p =1, — II riiSies

struktdra [10].

Matematingje literatiiroje gerai zinomos tokios §iy struktiiry savybes.

(¢, & n)-struktiira (1.7) vadinama integruojamaja, jei afinoriaus ¢ Nijenhuis‘o tenzorius N

lygus O [1]:
N} = o100} - plo,0l - o (010} —0,0!)=0; (1.9)
normaligja, jei lygus nuliui tenzorius Si‘; :
SE =N+ &0, —0,m)=0, (1.10)
ir kontaktine, jei kovektoriaus # rangas yra maksimalus, t.y.
nadnpa..andn=0. (1.11)

1
Cia d — i$orinio diferencijavimo simbolis, A — i§orinés daugybos simbolis.
Panagrinékime lyginio matavimo daugdarg M, kurioje apibréztas afinorius F/ ir metrinis
tenzorius G,z , tenkinantys salygas
F/F;=-6,, F/G, =F, =F,. (1.12)
Cia 57— Kronekerio simbolis, 0 , 8, ...=1, 2,..., 2n. Tokia daugdara vadinama beveik kompleksine
daugdara su B-metrika [11]. Jei afinorius F yra kovariantiSkai pastovus, t.y.
V,F;=0,F; —{zﬂ }F; +{;5}Fj =0, tuomet daugdara My, (F, G) vadinama elipsinio tipo B-erdve.

Cia {;ﬂ}=%G‘/“ (0,G, +0,G,; —0,G,,) yra metrikos G, Kristoferio simboliai.



Tarkime, jog beveik kompleksinéje daugdaroje Mz, (x*) su B-metrika (1.12) hiperpavirsius
Map1 (yi) apibréztas parametrinémis lygtimis x“ = x“(y'). Normalizuokime hiperpavirsiy,

kiekviename jo taSke apibrézdami vektoriy C, kuris su hiperpavirSiaus lieCiamaisiais vektoriais
sudaryty daugdaros Mgy, lie¢iamosios erdvés baze. Normalizacijg atlikime beveik kontaktiniu
vektoriumi, t.y. tokiu vektoriumi, kurj paveik¢ afinoriumi F gauname hiperpavirSiaus lieciamajj
vektoriy.

Teorema 1.1 [10]. Beveik kompleksinés daugdaros My, turinios B-metrika,

hiperpavirSiuje Man.1, normalizuotame beveik kontaktiniu e-vienetiniu vektoriumi

C*= (n“ +g,uF/§‘n”), u=F,nn’ £=G,C“C’=G_n“n” =1, (1.13)

1
L
inivariantiSkai apibréztu normalés e-vienetiniu vektoriumi n® = J_rFﬁ"‘nﬂ, indukuojasi elipsinio tipo
IT risies beveik kontaktiné metriné struktira (¢, &, #, g), gaunama i$ sistemos

F(Bi)=¢/ Bi+7iC, F(C) = - £'B; gi= Gs B’ B”. (1.14)

. . i~ Dy .. . o X“
Cia B; — hiperpavirSiaus lie¢iamieji vektoriai, kuriy koordinatés B* = 0 —

Pastebime, jog simetrinis tenzorius F,, (1.12) yra daugdaros Mg, kitas metrinis tenzorius. I3
(1. 13) formulés matome, jog normalés vektorius n* yra beveik kontaktinis vektorius C * tada ir tik
tada, kai u = Faﬁn“nﬂ =0, t. y. kai normalés vektorius yra izotropinis metrikos F,, atzvilgiu.

Teorema 1.2 [10]. Elipsinio tipo B-erdvés hiperpavirSius turi integruojamaja elipsinio tipo
II rasies (¢, & 7, g)-struktiirg tada ir tik tada, kai galioja tenzoriné lygybé

hijq)kj - hkj¢ij = §0||< h|j§j77i _¢i| hlj§j77k ) (1-15)
ir normaligjg (¢, &, #, g)-struktiirg, kai galioja viena i§ ekvivalenciy sglygy
1) 0;n; —0;n; =0 (kovektoriaus 7 — gradientas),
2) h;p) —hye! =0(tenzorius h;p] - simetrinis). (1.16)

h, =o,B“C, +B*B/ {7, |c (1.17)

4

yra hiperpavirSiaus, normalizuoto vektoriumi C* (1. 13), asimptotinis tenzorius, gaunamas i§ Gauso
lygeiy [1]: 6,B] + {Zy }BiﬁBjV —Fi;( By =h;C”, C, randami i§ sistemos C B =0, C,C* =1, {Zﬂ} yra
metrikos G4 Kristofelio simboliai, l“i:.‘ - metrikos g;; Kristofelio simboliai.

Jei elipsinio tipo II raisies (¢, & #, g)-struktira elipsinio tipo B-erdvés hiperpavirSiuje yra
normalioji, tai ji yra ir integruojamoji. Irodymas iSplaukia i§ normalumo apibrézimo (1.10) ir

teoremos 1.2. Pavyzdziui, umbilinis hiperpavirSius, kurio asimptotinis tenzorius h; = Ag;, tenkina



(1.16) salyga, nes ¢'g, =@, =¢,. Vadinasi, umbilinis hiperpavirSius turi normaligjg, taigi ir

integruojamaja, elipsinio tipo II rasies (¢, &, 7, 9)-struktiirg.
Kadangi d7n=(3,7, —0,1,)dx' Adx’, tai i§ teoremos 1.1 iSplaukia, kad normalioji elipsinio
tipo II rasies (¢, &, #, g)-struktara elipsinio tipo B-erdvés hiperpavirSiuje negali buti kontaktiné, nes

d»n=0.



2. ELIPSINIO TIPO I RU$IES BEVEIK KONTAKTINIY METRINIY
STRUKTURY SEIMOS SAVYBES

Elipsinio tipo B-erdvéje Man(x") panagrinékime dviparametring metriky Seimg

Gs=aG,, +bF,, a, b =const, (2.1)

p )
tarp kuriy yra B-metrika G,4(a = 1, b = 0) ir metrika F,5(a =0, b = 1). Keiciantis parametrams a ir
b hiperpavir§iuje Mon1(y") gauname normalés vektoriy dviparametrine $eima n’(a, b). Pagal
(1.13) formule vektoriams n’ randame beveik kontaktinius vektorius C ' (a,b).

Lema 2. 1. Beveik kontaktiniy vektoriy C ' kryptis nepriklauso nuo parametry a ir b.

A Kadangi vektorius n'(n’“) yra statmenas hiperpavir$iui metrikos G 7 atzvilgiu, tai

Gyn’*Bf =aG,, n"*B/ +bF,; n"*B/ =0.
I§ ¢ia ir (1.12) formulés G, (@ n”“+bFn"’) B/=0, todélan’*+ b Fn’" = v n “ Pastargja
lygybe paveikime afinoriumi F ir vél pritaikykime (1.12) formulg:
F/(an“+bFn")=vF/ n*
aF’ n*-bn”’=wF’/n",

Vadinasi, dvimaté vektoriné erdvé V,, kurioje yra vektoriai n’ % Fﬁ“n’ﬂ, sutampa su

vektorine erdve, kurios bazé yra (n*, N =F7n”). Bet vektoringje erdvéje Vs, egzistuoja vienintelé

beveik kontaktiné kryptis, kuri gaunama hiperpavirsiaus lieCiamajg erdve kertant erdve V, ir
sankirtg veikiant afinoriumi F. TaigiC'=tC. V¥
Normuokime vektoriy C ' taip, kad G75 C"* C F = &, ==1. Pritaike (1.14) ir (2.1) formules

randame

cr=__1t (n”‘ +.9,uFﬂ“nﬁ),

i+ 4t

2 =g)/(G/,,C*CP) =

&

aG,,C“C’ +bF,,C“C”

1
Je,(as — o)

Lema 2. 2. Normalizuojant hiperpavirsiy Moyn.1 < My, beveik kontaktiniu vektoriumi

7(a,b) = (2.2)

C '= 1 C, jame indukuojasi dviparametriné elipsinio tipo II riSies beveik kontaktiniy metriniy

struktiiry (¢ / &', ', g') $eima, kuriy struktiiriniai tenzoriai yra o7 = Q) & =g T ==,

gij=ag;* b(pij + bl”7i77j .



A (¢ &' n', g')-struktiry egzistavimas iSplaukia i§ teoremos 1.1. Struktiiriniai tenzoriai
gaunami i$ sistemos
F(B)=¢'Bj+ 7'iC',F(C)=-£"Bi  95=GyBBf. (2.3)

Palygine (2.3) ir (1.14) formuliy pirmasias lygybes gauname, jog ¢/ = ¢!, & = &, ' = %77 i

Rasime metrinj tenzoriy g . IS (1.14), (2.3) ir (2.1) formuliy

B? =

gfijzaGaﬁB.“BijFaﬁBfo = ag; +b[pfB/ +1,C”1G ;B!

ag;; +b(Pij +b77iGyﬁcyB}B = ag;; +b(Pij +bﬂ77i77j:
nes pagal (1. 13), (1.14), (1.12) formules

G,C'B/ =;g,uGyﬂF;n“Bjﬁ =

i+ u?

=G n“(p*B; +7,C")=

1+ u?

-2 n, I G, n“F;n” |=un. V
Vit Lt L

Teorema 2. 3 [2]. Elipsinio tipo II rasies (¢, &, 7, g)-struktiiros, gautos i$ (1.14) sistemos,

elipsinio tipo B-erdvés hiperpavirSiuje integruojamumas, normalumas, kontaktiSkumas ekvivalentus
kiekvienos (¢, &, 71/, Q')-struktiros i§ dviparametrinés struktliry Seimos, gautos pagal lema 2,
integruojamumui, normalumui, kontaktiSkumui (atitinkamai).

A Kadangi (o’ij:(pij, 0 strukttros integruojamumo bitina ir pakankama salyga (1.9)
priklauso tik nuo afinoriaus, tai pirmoji teoremos dalis jrodyta.

Kai normalizatoriy C* (1. 13) padauginame i$ t (2.2), dydZziai C, pasikei¢ia j dydzius C7,

gaunamus is lygybiy C, B =0, C,C“* =1. Vadinasi, C/, :lca. Tuo tarpu metrikos G

T
Kristofelio simboliai {7, } nepasikeicia, todél i§ formulés (1.17)
. 1
h%=0,BfC%+B B/ {,|C% ==h,.
T

Pagal teoremg 1. 2 (¢, & #, Q)-struktiros normalumo kriterijus yra lygybé (1.16),.

Padauginkime $ig lygybe 18 1 . Pritaike lemg 2.2 gauname, jog
T

rj ’ rj 1 j j
hiio - hije)’ :;(hijgokj _hquoij) =0.

11



Vadinasi, visos Seimos struktliros yra normaliosios. Atvirks¢iai, jei kuri nors viena (¢ ; &', nn', d')-
struktiira yra normalioji, t. y. h%j@.’ - hije/) = 0, tuomet galioja (1.17) lygybe, ir (¢, & 7, 9)-
struktiira yra normalioji.

Tarkime, kad (¢, &, #, g)-struktiira yra kontaktiné, todél teisinga nelygybé (1.11). Kadangi
n'j= 1771. ,T#0,0 d77’:d(1/r)/\17+1 dn, tai
T T

1
n'Adn'A..ndy’ =—(nrdypAa..Andy) =0,
- T | ——

n-1 n-1
nes nan = 0. Taigi visos Seimos struktiiros yra kontaktinés. Akivaizdu, kad vieno kurio nors

kovektoriaus 7’ kontaktiSkumas salygoja ir kovektoriaus 7 kontaktiskuma. V¥

12



3. K_OMPLEKSINES KETURMATES PSEUDOEUKLIDINE§
ERDVES BEVEIK KONTAKTINIAI METRINIAI HIPERPAVIRSIAI

Panagrinékime keturmate pseudoeukliding nulinés signatiiros erdve 2E4 (Xl,xz,x3,x4),

kurios metrinis tenzorius yra

10 0 O (3.1)
01 0 O
(Gaﬂ): , —
0 0 -1 O a py..=1,2 3 4
00 0 -1
Tarkime, jog Sioje erdvéje turime afinoriy
0 0 10
0 0 01 3.2
) 62

-1 0 00O
0 -1 00

Afinorius F/ir metrinis tenzorius G,, tenkina (1.12) salygas, tvy. ’E,4 yra beveik
kompleksin¢ erdve su B-metrika. Kadangi G,; = const, Fﬂ“ =const, tai Kristofelio simboliai

{Z,ﬁ }= 0, o afinorius F yra kovariantiskai pastovus: V,F/ =0. Vadinasi, erdvé “E4 yra elipsinio tipo
B-erdvé [1]. Sioje erdvéje E, (X“) panagrinékime hiperpavirsiy Mg(Xi), apibrézta viena lygtimi

X' = (X' )0, j,K,...=1,2,3. (3.3)

a

C . . . . X .
Liec¢iamyjy vektoriy koordinatés B = 86 yra tokios:
X

B, 0, 0, f,),
B,(0, 1, 0, f,), (3.4)
B,(0, 0, 1, f,)
ot
ox'

Rasime vektoriy N, statmeng vektoriams éi. Pazymékime jo koordinates
(', n?, n°, n*). 1§ statmenumo salygos B, -i=G,,B"n” =0, paéme i = 1, 2, 3, pritaike

(3.1), (3.4), gausime lyg¢iy sistemg. Pvz., kai i = 1,
G,,B’n” =G,B/n" +G,,B/n* +G;;B/n° + G,,B/n* + G,,Bn" +G,,B/n* +G,,B/n’ +
+G,,Bn* +G,B’n' +G,,B’n* +G,,B’n® +G,,B’n* +G,,B/n" +G,,B'n* +G,,B'n® +

+G,,B/n* =0.
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I§ ¢ia gauname, kad n' — f,n* =0. Analogiskai, kai i = 2, galioja lygybé n* — f,n* =0, jeii=3, -

n® + f,n* = 0. Taigi miisy lygéiy sistema turi pavidala:

n'—fn*=0, n' = fn*
n’—f,n* =0, & In?o f,n*,
n®+ f,n* =0, n®=—f.n*

Normuokime vektoriy A iki e-vienetinio vektoriaus. Jei f°+f”—f7-1=0, ty., jei

1

normalinis vektorius néra izotopinis, tare, jog n* = \/ ‘fz 22 gauname normalinj
SR
1 2 3

g-vienetinj vektoriy fi:

(fl fz _f3 1)-E,k=\/|f12+f22_f32 _1|, 8=Sgn(f12+f22_f32 —1)=i1.

i (3.5)
I§ lygties (1.14)3 rasime hiperpavir$iuje metrinj tenzoriy gj;:
gll = GllBJ:.LBZi- + (BIZBZI:!-BI2 + Gl3BJ:} Bil.3 + Gl4B]:.LBl4 + (321812 BJ:} + GZZ Bl2 Bl2 + GZ3B].2 Bf + (324812 Bf +

+G,,B’B; +G,,B B} +G,,B’B} +G,,B’B, +G,,B,'B; +G,,B,/B} +G,;B,/B’ +G,,B,B; =1 >

AnalogiSkai randamos kitos metrinio tenzoriaus koordinatés. Metrinio tenzoriaus matrica

yra
1-f2 —f,f, -ff,
(gij): _fle 1- fzz _fzfs
—ff, —f,f, —1-f2

(3.6)

Hiperpavir§iaus M, (Xi ) nei$sigimusio metrinio tenzoriaus koordinaciy gjj determinantas

1-f2 —ff, —ff,| [f2-1 ff, ff,
A=det(g,)=|-f,f, 1-f2 —f,f|=— ff, f1-1 ff|=
—ff, —f,f, —1-f2 |ff, f,f, fi+

= (12 =12 —af(p2 1)+ 2626 20 2620 2(5 2 —1)— £282(F2 —1)— £262(£2 +1)|=

=f2+f; - -120.

Ateityje mums bus naudingos formulés, siejanc¢ios dydziy k ir A reikSmes:

k=|t2+ 62 -12-1= A >0a=ck. 3.7)

Vektoriy i (3.5) paveike afinoriumi F (3.2), turime vektoriy F(ﬁ), kurio koordinatés

LY
Kk

~ |

f
F/n“ yra -2, -
a y k
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F@)(f,, -1 f, fz)-%. (3.8)

Vektoriai I§i (3.4) ir n(3.5) yra tiesiSkai nepriklausomi, todél sudaro kiekviename
hiperpavirsiaus taske erdvés °E; baze. Vektoriy F(ﬁ) (3.8) isreiskiame baziniais vektoriais:
F(A)=A'B, + Ai. Padauginkime lygybe skaliariskai i§ vektoriaus fi: F(f)-fi=A'B, -fi+ AR,
Kadangi vektorius fi statmenas lie¢iamiesiems vektoriams, o fi* = &, tai

A=¢-F(i)-fi=e-F/G,n"n".
Jei vektorius i néra izotropinis metrikos Faﬂ atzvilgiu, t.y. jei FfGﬁyn“ny #0,tal A=0, ir
vektorius i néra beveik kontaktinis vektorius.

leskome beveik kontaktinio vektoriaus D, priklausanio plokstumai (fi, F(i7)):
D=f+v-F(i).

I§ (3. 5), (3. 8) formuliy i¥plaukia, kad vektoriaus D koordinatés yra tokios:

Dl=%(fl+v-f3),
D? :%(f2 -v)

D3:%(— f,+v-f))

3.9)

1
D* :E(1+v- f,)

Nezinomajj v ieSkosime i§ reikalavimo, kad vektorius D turi biiti beveik kontaktinis, t.y., kad
vektorius F (5) biity hiperpavirsiaus lieCiamasis vektorius:
F'D'D, =0, (3.10)
kur 5j gaunami i3 lygéiy B/ 5j = 0. Nesunku apskaiciuoti, kad 5j (f1 f, f, —1).
I$ (3. 10) lygybés rasime v:

1 1 1 1
E(fl+v- f,)f, +E(f2 —v)(—l)—E(— f,+v- fl)fl—E(1+v- f,)f, =0,

%v(ff F1- 2= )=t f 4+ f,— £ 6, 4 1y,

V:1 2}522 _ff;fa)fz _ Zz,kurL: fz—flf3, A=—-1— f32+f12+ f22-
+1;,-1"-1, _
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Jrase gauta v reikdme j vektoriaus D koordinadiy i3raiskas (3.9), gauname beveik kontaktinj

vektoriy D, apibrézta normaliniu vektoriumi fi, t.y. esantj plok§tumose (ﬁ, F(ﬁ)):
1 1 2L 1
D' = E(fl tv: fa)zi(fl _X' fsJ = K(flA_ZLfs)’

Dzzé(g—v%ji(UA+2Q,

D? :%(— fo+v- fl):é(— f,A—2Lf,),

o = Lever)= Lzt L=t g,

Rasime jo skaliarinj kvadrata: D° =G,_,D“D” =

1
- K2A

= AlK* +4%)1K2A = gk + 417 ) A2

[A?(f7+ f7— 7 D) +4L3(f7 +1- f212)+4AL(-f f, + f, - f f, + f,)]=

Pastebime, jog D?Zenklas yra ¢, kaip ir A Zenklas.

Normuokime vektoriy D taip, kad jis bity e-vienetinis, ir patogumo délei pakeiskime jo
kryptj.
-D _ 1 (
JB7 Jialk® +4L?)

Vektorius C yra beveik kontaktinis e-vienetinis vektorius, esantis plok§tumoje (A, F(f)).

C= —fA+2Lf, —f,A-2L f,A+2Lf, —A+2Lf,)- (3.11)

Paveikime afinoriumi F vektoriy C ir gauta vektoriy iSreiskime vektoriais I§i. I$ (1.14),

rasime dydzius &'. Kai g =1, pritaike (3.2), (3.4), (3.11), gausime, jog

FIC'+F/C*+FIC®+F/C* =—&'B! - £%B} —£°B; arba _ AL o g
1/|A|ik4 +417)
1_ f,A+2Lf,
,/|A|ik4 +417)
Analogiskai, kai £=2,3, randame 52:_“—2”2, 53:H. Taigi
JAllk? +412) JAk? +412)
turime, jog
E(f,A+2LF, —A+2Lf,, f,A-2Lf,) 1 (3.12)

Jallk +412)
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Paveikiame lie¢iamuosius vektorius B, afinoriumi F ir gautus vektorius isreidkiame tiesiskai
nepriklausomais vektoriais I§i , C. I8 (1.14), lygybés pritaike (3. 1), (3. 2), (3. 4), (3. 11) iSraiskas
rasime tenzorius ¢!, 7,.

Tarkime, kad i =1, f=1. 15 (1.14); F!B} = B} + 9B} +¢B; +1,C".

Pritaike (3.2), (3.4), (3.11) formules gauname lygtj
1 — f,A+2Lf,

=-n .
ST Akt +al)

AnalogiSkai, kai £ =2, turime lygtj

_ 42 =—f, aba o) =—f, -7,

2 _
O+ ————— —_
C Ak +a?) Jallk +a12)

Kai g =3, gauname lygtj

f,A+2Lf
(013 +771#=1 arba (Df =1—771—.
Jalk* +412) JAlk* +412)
Pagaliau, kai g =4,
— A+ 2Lf,

1 2 3 _
o f +o f, +o fs"‘ﬁlm—o

IS paskutinés lygties randame 7, :

f,A—2Lf, [ f,A+2L } f [ f,A+ 2Lf, J f ~ A+2Lf,

n——————Ff +| -+ —— -n + 1, ———===0,
Ak a2 ¢ S Al + a) " Ak + 41?) " Ak +41?)

T (12A-2L1, 1, — f,f, + £,2A+ 2L, - ,2A—2Lf, f, — A+ 2Lf, )= f,f, - f,,

Jalk? +412)
(f.f, - f3)1/|A|ik4 +4L2) C(ff = f A

A® +41° Jk* + 412

1

L+ £2)a (f, + f, £, 0

Panasiai randame 77, = —————, bei 1, =
Vk* +4L°

vk +4L12

. Taigi turime kovektoriy

(3. 13)
A
n (ff,—f, 1+ f1+f2f3)¢.
vk* +412
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[ras¢ m reik§mg j aukséiau gautas ¢, iSraiskas, randame
oi=(f,f, — £, f.k2 —2f,L)/(K*+4L3),
07 =[(f,1, - f,)2L+ £,k?)— f,(k* +4L2)]/ (k* +4L7),
oF =[—(f,F,— £, F,k2 +26,L)+(k* +4L%)]/ (k* +4L7).

Kai =2, i§ (1.14), israiskos randame o} =(1+ f2)(fk—2f,L)/ (k" +4L2),
02 =[+ £2)2L+ £,k)— f,(k? + A2 N /(K* +4L%) , @f =—(1+ F2) fk+2F,L)/ (k* +4L%).
Jei i =3, analogiskai randame

or = (f,+ £, £, X fk—2f,L)/(K? +4L%)—1,
o2 = (f, + £, 1, 2L+ £,k)/(k? +4L% ) f,,
@3 =—(f, + f, f, N fk +2f,L)/ (k* +4L2).

Hiperpavirsiuje gauto afnoriaus ¢, vektoriaus §j (3.12), kovektoriaus 7; (3.13), metrinio
tenzoriaus g;j (3.6) matricas surasome kompaktiskai:
77153 771(9€1f1+§2f2+§3f3)_ f, _77151"'1

((/)ij): e’ U2(§1f1+§2f2+53f3)_ f,  -mét |,

e -1 n3(§1f1+§2f2+§3f3)_ f, -né

A

n (Rf,—f, 1412 f+f1, fS)W,
1

),/|A|ik4 +412)’

E(f,A+2Lf, —A+2Lf, fA-2Lf, (3.14)

1-f2 —f,f, -ff,
(gij): _flfz 1- 1:22 _f2f3
—ff, —f,f, -1-f2

Nesunku patikrinti, jog tenzoriai (3.14) tenkina (1.7) ir (1.8) salygas, kuriose p=1, t.y.

apibrézia hiperpavirsiuje (3.3) elipsinio tipo II rasies beveik kontakting metring strukttra.
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A Pirmiausiai jrodysime, kad gijéj =¢&n, . Tarkime, kad i =1, tuomet turi galioti lygybé
gljgj =&, arba 9115l + 91252 +913§3 =&,

~A+2L1, f,A—2Lf,

+(-ff) e 4 (—ff ) =
D e e e
1

i ﬁ(f?’A_FZLfl N f12 1:3A_2Lf13 + f1 sz_ZLf]_ f22 - f12 f3A+2Lf1 f32):
Allk™ +4L

(1_ 2\ f.A+2Lf)

ke +a1)
= W(A(H - f12 fo+ f,f,— f12 f3)+ ZL(fl _ fla _f, f22 f, fsz)):
-t 217t )2 17— 124 17) =

- f.f,—f /A
:;(A(fS_Zflzfs‘Ff1f2_2f1f2+2f12f3>): A(f3 flf?) _g( 172 3) | |

_ .
Ak +ac? Jak ) Vkeae :

Panasiai jrodoma, jog gzjé‘j =en,, ggjgj =en,.

[rodysime, jog @)@} =) +& 7, . Pastebime, kad — 5B =—B/ =-6/B] =-6/B/.
Paveike (1.14); lygybe afinoriumi F, gauname, kad
Fs F/B = ¢’|j(P:'< B/ +pinC" —n&! B =-B/,
~5,B" =9/ p{B] +9/nC" —1&" B} =—5B].
Kadangi vektoriai B, ir C yra tiesiskai nepriklausomi, galima sulyginti koeficientus prie B; :
¢ij¢:'< = _5ik +77ié:k :
Koeficientas prie C’ : ¢, =0. Analogiskai jrodoma, kad @°&% =0, &%, =1.
Reikia patikrinti, ar tenzorius ¢ :goikgkj yra simetrinis. Pritaikome (3.14); ir (3.14),

iSraisSkas.
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1
Oy :(p;gn +(022921 +§023931 :m{(l"' fzzlA(fl(l_ flz)_ f, fz2 +f, f32)+

F2L(= 0= £2)— £ 6, 4 121 )+ (A% + 42 )£, £2 )=

1
ST (-t = 7+ fE2) 2L (e £2)— f, + 2828, — £16, )+ 2, — £,8,)F,67)=
=ﬁ{—f1& FoL(=f, + 2626, — f.f, — £26, + 26 262F, — f,£2 + 21,12 - 2f212F,)}=
+
:ﬁ{- fA2 4 2L (=, +262F, - f,f, - £2f, + f,£2)}.
_I_
1 2 3 1 2 3 2
@y, :¢1921 T+ gzz +¢1923 :m{(f1fz - fs)'[A(_ fl fz + fz - fz + f2 f3 )+
F2L(F 8, F 1= £ £ |+ (A AL = f, + £ 12— £, F )=
:Az—lw{—fl& F 2L+ 228, — £, — 26, + 1)
_I_

AnalogiSkai galima jsitikinti, kad @,; = @;;, @,; =@y, Ly, Kad ¢, =¢,;. V¥

Teorema 3.1. Keturmatés pseudoeuklidinés kompleksinés erdvés “Ey hiperpavir§iuje (3.3),
normalizuotame e-vienetiniu beveik kontaktiniu vektoriumi (3.11), invariantiSkai apibréztu
normaliniu vektoriumi (3.5), indukuojasi elipsinio tipo II rasies beveik kontaktiné metriné strukttira
(3.14).

Ateityje patogumo délei $ig struktiirg vadinsime trumpai: (¢, &, 7, g)-struktira.

Dar mums bus reikalingi metrinio tenzoriaus gj; Kristoferio simboliai ir hiperpavirSiaus

(3.3) asimptotinis tenzorius. Pirmiausiai rasime metrikos (3.6) Kristofelio simbolius T}{ (1.3). Tam

tikslui randama atvirkstiné matrica (g . )= (g i )_1 :

—1-f2+ 1) - f,f, f, f,
g¥ :i - f.f, ~1-f2+ 17 f,f,
f, f, f, f, 1-f2—f7
IS ¢ia

1
Flll - 5{911(81911) + glz (281912 - a2 911) + 913(281913 - 83911)} =

1
:Z{(_l_ £2+ £2)-21,f,)— f,f,(-2f,f, =26, f, +2f,f,)+

o fy (- 26, f, — 26, f, +2f,f,)= 21, fyy [+ f2— 12+ 12— 12)=
_fify 0%
AT axiext
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Analogiskai

f f f,f. —f,f.
I'ﬂi:jL = — ' I'ﬂljz = = ’ FI? = - ' (315)
A A A

Hiperpavir§iaus asimptotinj tenzoriy rasime i§ (1. 17) formulés. Kadangi erdvés °E,
metrinio tenzoriaus koordinatés G, s = const, tai Kristoferio simboliai lygiis nuliui, ir asimptotinio

tenzoriaus koordinatés

1
h-- :aB}/C}/ = fij 2y :C4 :m. (316)

Pateiksime elipsinio tipo II riisies beveik kontaktiniy metriniy hiperpavir$iy pavyzdziy.

1. Panagrinékime hipersfera S°, apibrézta lygtimi (X1 )2 + (Xz)2 —(X3)2 —(X4 )2 =C arba jos

. 2 2\2 3\2 ey . X" x?
dalj x* =\/‘(Xl) +(X ) —(X ) —C‘ , C =const = 0. Nesunku apskaiciuoti, kad f, =—, f, =,
X X
3 2V ((3V _ _f2
f, :—)i, o f,= (X ) (X3> c_1 Il = 9u AnalogiSkai galima jrodyti, kad f; =Ag;,
X (x“) X X,

A= % Metrinio tenzoriaus (3.1) koordinatés pastovios, o Kristoferio simboliai {gﬂ}=o, todél i8
X

(3.16) formulés ir tenzoriaus ¢ simetriSkumo i$plaukia, jog hipersferoje tenzorius
hiol = Ty uo! = 129, 0! yra simetrinis tenzorius ir tenkina (1.16) salygas. Antra vertus, kadangi
oin; —0;n; =0,tai i (1.11) ir (1.2) formuliy matome, kad d7=0, ir kovektorius 7 néra kontaktinis.
Tuo biidu jrodytas toks teiginys.
Teorema 3.2. Erdveés °E, hipersferoje S° indukuotoji (¢,&,7,9)- struktiira (3.14) turi tokias
savybes:
1) struktiira yra normalioji, taigi ir integruojamoji,
2) kovektorius 7 yra gradientas, todél struktiira yra nekontaktiné.
2. Tarkime, jog turime hiperplok§tuma x* = Ax* + Bx® +Cx® + D. Kadangi f, = A=const,
f,=B=const, f, =C=const, tai f;, =0. Dauguma pirmojo paragrafo formuliy yra homogeninés
iSvestiniy fjj atzvilgiu. Taigi hiperplokStumai galioja (1.16), (1.15), bet negalioja (1.11) salygos.
Pastebime, kad hiperplokStumai strukttiriniy tenzoriy koordinatés pastovios, o Kristofelio simboliai

(3. 15) lygis 0, todél i§ (1.4), (1.5), (1.6) ir (3.15) formuliy matome, jog V,p* =0,

Vin; = 0.V,.&) =0. Jrodéme tokj teiginj.
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Teorema 3.3. Erdvés “E, hiperplokstumoje indukuotoji (gp,cf,n,g)- strukttra (3.14) turi
tokias savybes:
1) struktiira yra normalioji, taigi ir integruojamoji ( N i'j‘ = Silj‘ =0);
2) struktiira néra kontaktiné, nes kovektorius 7 yra gradientas (0,77; —0;7; =0);
3) struktiiriniai tenzoriai ¢!, &', 7., g; yra kovariantiSkai pastovis;

4) vektorius £ yra Killing‘o vektorius [1] , t. y. Vin, +V;n =0.
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4. (p,£,1,9)-STRUKTUROS SAVYBIY KRITERIJAIL. PAVYZDZIAI

Siame paragrafe nagrinésime erdvés 2E4(F,G) (3.1), (3.2) hiperpavirsius (3.3), kuriy
normalés vektorius fi (3.5) yra beveik kontaktinis, t.y. kai galioja lygybé L= f, — f, f, =0. Siuo
atveju (go, &, g)-struktﬁra (3.14) jgauna paprastesnj pavidalg

f, f, 1
f7+1 Cf2+41 f7+1

(01)- gfl(i+ £2) (7 -t2+2) A+ f7)

1 kZ k2 k2 !
1 f, o,
f2-1 f2-1 f2-1

i f3 _1 fl 2 2
3 (k " ?)’ k= (17 +D[f2 -1,

; (gf3(f12 _1) 5(1"" fzz) e(f,+ 1, f3)>%’ gzsgn(flz —1):i1,

(4.1)

1- 2 —f.f, - f,
(gij): _flf2 1- fz2 _fzfa
-f, -f,f, -1-f;
1. IeSkosime Sios struktiiros integruojamumo kriterijaus. Apskai¢iuokime Nijenhuis‘o
tenzoriy Nilj Z(DiI@I(D;( _§0;a|§0ik _(Plk (alﬁo; _8j§0il>
N2, = 0{0,0% + 020,00} + 920,00} — 910,01 — 920,0} — 9300 — (0,01 — 0,00} )
(0,02 0,0 )~ 91 (0,02 — 0,07 )= 0,030} )+ 0,601 (0} — 03 )+ 920,90 — 010,
~ 020,01 + 91 (0,07 — 0,02 )~ 910,03

Zinant ¢ israiskas (4.1),, suradus jy dalines i$vestines, N,, jgauna tokj pavidala:
N - 2fs fo(f2 —1)- 21, f L+ £2)

e “ fz(ffx+ f;))' f23(1+(f32)—2)f2 f, oy
1+ £2) (2 -1f 1+ f7ff° -1 1+ £2f
L2, 1 fallr £2)-26,1,0, £, £+ £2)-2f,1,1, N
L+ 2)r2-1f (17-1) [+ 12) (f2-1) L+ 12f s
Bl f2) | Rl f2)r2h 6, fu(12-1)-2f,f1, “2
i+ 17 X17-1) L+ f2) (f2 -1

1 (67 -1)-2f,11,

)T (o
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Sj reiskinj paveréiame paprastesniu pritaike i§ lygybés L= f, — f, f, =0 i$plaukiangias formules:
f,=1f,,
fo="f 0+ f
f,=1f,f,+f f,,
(4.3)
fo,=f,f2+2f f f, +f.f?
A=f2+f2—2-1=(f2 -1)f2 +1)
k2 =glt+ £2)(f2 —1) e =son(f? —1)=+1.
Pastebime, jog N, israiskoje figiiruoja dydziai f,, f,, f, bei f,, f, f,;. Tad patogumo
délei apskaiciuojant reiskinj (4.2) sugrupuokime narius, esancius prie f,;, 5, f5,.

Koeficientas prie f,, lygus:

21%f, f, A 2f,f,(1+ 12) Lo f2ff
L t2)f2-1f @+t 2N62-0) @+ 2067 -1) e e2)e2 -0 (r2-2f (12-1)
B f, 262+ 2067 -) 2620+ 12 -1-17) 1+ 67 | f, |
e+ 22 -1) (f2-1) (12 1) (f2-1)| (+£2Nf2-1)
2+ t2 - t2 4142622 404 67 ] f, fRetie2s2f? (2417
f2-1 i+ f2Nf2-1) f2-1 o (fz-1f

Panasiai randami koeficientai prie f,,, f,,. Po $iy skai¢iavimy gauname Zymiai paprastesn¢

koordinatés N, (4.2) israiska:

e 12), 10afee 12)_ 0 t) o (o)

N — 311 1 3'33 1) _ 3 ! ¢ (s e (e p¥]

: (flz _1)2 " (1+ f32)2 (1+ f32)2(f12 _1)2 11( + 13 ) + 33( 1 )
Reigkinio N, iSraiskg gauname dar paprastesne, skliaustuose esantj reiskinj pazyméje simboliu M:

2

fol+ £12f + f,(f2-1f =M, (4.4)

Le+f?)
[+ 12 (12 -1f

AnalogiSkai galime surasti ir likusius Ni‘j‘ : Ni'j( = /1:‘1. -M, kur

N, = M .

f.(2+ f? f2—f2-1 f2—f2
A‘is: 3(k4 1)1153:%’@3:1(73)"" (4.5)

Pastebime, kad Nijenhuis‘o tenzoriaus koordinatés Ni'; tiesiskai priklauso nuo M, todel
galime teigti, jog i§ lygybés M =0 iSplaukia lygybé N; =0. Atvirks¢iai, tegul N; =0, tada

j
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25 =0 arba M =0. Jrodysime, kad M =0. Tarkime prieingai, M #0, 0 45 =0. Jei A =0, tai
i§ (4.5) iSraisky matome, kad f,=f, =0, f,="f,="f,=0, o i§ (4.4) lygybés matome, kad
M =0. Gavome prieStaravimg. Vadinasi, misy prielaida, jog M =0, neteisinga. Tuo budu
jrodéme tokj teiginj.

Teorema 4.1. ((p, &, g)-struktﬁra, (4.1) hiperpavirsiuje (3.3), kurio normalés vektorius yra
beveik kontaktinis vektorius, yra integruojamoji tada ir tik tada, kai funkcija f(x'), apibrézianti
hiperpavirsiy, tenkina diferencialing lygtj

fol+ £2) + f,,(f2 1) =0. (4.6)

2. Toliau rasime pirmo laipsnio formos 7 uzdarumo bating ir pakankamg salyga. Tam tikslui

randame kovektoriaus 7 koordinaciy (4.1)s dalines iSvestines. Taikydami (4. 3) formules, turime,

jog

B E(f + f f) B 1+ f.2 B 1+ f2 1 ‘flz_:q 2f3f31‘f12_]4_25flf11(1+ faz) B
61’7361(”(23]561{]:1 ‘flz 31‘}5' fiy ‘flz 3q+f1£2\ f32 _1' Qflz _:q)z -

:g_f el h - g, B Y 1)t P TR R A Y
B R T TR N T T R U ) g r2)

1117 12 ff 112 (2 ff
=g f 8 j1——1 2 31 =2 f EI 2131 _
I ff—ﬂ( ff—l} 7 -1 1) i ff—ﬂ( f —1j+ 21+ 12)

_ p — (14 £2) o }
‘flz _]4(1+ f32){ (flz —l) Tl

Panasiai apskai¢iuojame 4,7, = ¢ {f“(l; f32)+ lefZ}_ I ¢ia gauname, kad
12 -1+ 1) (f2-1)

f,(f2+1) f,(f2-1)] ™

11y — D1ty = — id {“ 3 T sl S (4.7)
SR T ey | (A R (SRS VN

AnalogiSkai randame

M M

0111, = 0,1, = _flk_3’ 0115 = 0411, = _f3F- (4.8)

IS (4.8), (4.7) formuliy iSplaukia tokia iSvada.

Teorema 4.2. Erdvés °E, hiperpavirsiuje (3.3), kurio normalés vektorius yra beveik
kontaktinis vektorius, 1-forma 7 yra uzdara tada ir tik tada, kai funkcija f (x*,x*,x%), apibrézianti
hiperpavirs$iy, tenkina diferencialing lygti (4.6).

3. Rasime ((p, &, g)-struktﬁros (4.1) normalumo kriterijy.
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Tarkime, kad misy tiriama elipsinio tipo antros riiSies beveik kontaktiné¢ metriné strukttira

((p, &, g) yra normalioji, t.y. tenkinama sglyga (1. 10).
Apskai¢ivosime tenzoriaus S koordinates Si‘;, kai i=1 j=3k=1. Pagal (1.10) formulg

Sl =NL + & 0,77, —0,m,). [§ (4.1),, (4.7), (4.8) formuliy isplaukia, kad

f,(2+ ff).lvI fy flL+ £2)

81%3: k4 k4 k4

M.

AnalogiSkai surandami ir visos likusios koordinatés Si'; : Si'j‘ = ,ui‘; -M , kur

1 f3(1+ f12) . _f -1 il = f1<1_ f32) . 4.9

S 1 k*

Tegul M =0, tada S/ =0. Kitaip tariant, jei M =0, tai (p,&,7,9)-struktira (4.1) yra
normalioji. Atvirkséiai, tarkime, kad (gp,f,n, g)-struktﬁra yra normalioji, t.y. Si'j‘ =0.Tada M =0
arba g4 =0. Tarkime, kad M =0, 0 g =0. I§ (4.3) ir (4.9) formuliy seka, kad f, =f, =0,
f,, = fi3 = f;3 =0, o i§ reiskinio M apibrézimo (4.4) iSplaukia, kad M =0. Gavome prieStaravima.
Masy prielaida, jog M =0, neteisinga. Vadinasi jei Si‘; =0, tai ir M =0. Taigi jrodytas toks
teiginys.

Teorema 4.3. (¢,&,7,9)-struktira (4.1) hiperpaviriuje (3.3), kuriame galioja salyga
f, = f,f,, yra normalioji tada ir tik tada, kai funkcija f(x*,x?,x*) tenkina diferencialing lygt
(4.6).

4. Rasime 1-formos 7 kontaktiSkumo kriterijy. Pritaike (4.1)3, (4.7), (4.8) israiskas
apskaiciuojame reiskinj

771(82773 _53772)"' 7, (83771 _81773)"' 773(81772 _82771):
=ki4|v|[f3(fl2 “1)- (= fy)+ [+ £2)+ 1,04 £2)- (- 1,)]=

M —éMA
:k—4[— FRF2 4 f2 414 f2—f2—f7 f32]:k—4.

Matome, jog sis reiskinys lygus O tada ir tik tada, kai M =0, nes A=0,k #0.

Teorema 4.4. ((0,5,77, g)-struktﬁra (4.1) hiperpavirsiuje (3.3), kuriame normalés vektorius
yra beveik kontaktinis vektorius, yra kontaktiné tada ir tik tada, kai funkcija f(x*,x?,x%),
apibrézianti hiperpavirsiy, tenkina diferencialing nelygybe

M = f, [+ £2) + f,(F2 -1 =0 . (4.10)
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Pateiksime keturmatés kompleksinés pseudoeuklidinés erdvés elipsinio tipo II rasies beveik
kontaktiniy metriniy hiperpavir§iy su norimomis savybémis pavyzdziy, t.y. (4. 6) diferencialinés
lygties sprendiniy.

1. Panagrinékime hipercilindra, nusakyta lygtimi x* = f(x*). Randame funkcijos f dalines
iSvestines
_df

dx®

Irase (4.11) iSraiskas j (4.1) formules gauname, jog hipercilindre x* = f (x*) indukuota (¢,&,7,9)-

f,=1,=0, f, =f', f,=1f, f,=1,=0. (4.11)

struktira yra tokia:

0 0 1(1]“)2
i)_ f B f—l L
wlle 0 ’5( 1 k)\—(f'f—#’
-1 —-f 0
Il 10 0
n (-1 O)M,(gi-)= 01 0
1+(f") :
0 0 -1-(f'

Apskaigiuokime reiskinj M = f" (f')z—l]z. Jei f'=const(f"=0), tuomet M 0.
Atvirksc¢iai M =0 tada ir tik tada kai f''=0, t.y. kai hipercilindras yra hiperplokStuma.
2. Panagrinékime hipercilindra, apibréztg lygtimi x* = h(x'). Apskai¢iuojame funkcijos h
1Svestines
h,=h,=0, h,=h", h, =hh,, h, = 0. (4.12)

hy =
Irase (4.12) iSraiskas j (4.1) formules gauname tokia ((o, én, g)-struktﬁrq:

TR L N P S S o

(h.)z 1 0 0 ‘(h')z _1" m; (O' 1 hl) (h')z—l ,
1
O
1-(hyY o0 o0
(gij): 0 1 0
0 0 -1
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Kadangi M =f", tai M =0 tada ir tik tada, kai f''=0, ty., kai hipercilindras yra
hiperplok$tuma. Jrodyta

Teorema 4.5. Hipercilindruose x* = f (x®) ir x* =h(x*) indukuotoji (¢,&,7,g)-struktiira
(4.1) yra normalioji (taigi ir integruojamoji, ir 1-forma 7 yra uzdara, nekontakting), tada ir tik tada,

kai hipercilindras yra hiperplokStuma.
Pateiksime netrivialiy hiperpavirSiy, turiniy normaligjg, integruojamaja, nekontakting
elipsinio tipo II riiSies beveik kontakting metring struktiira, pavyzdziy, t.y. (4. 6) lygties sprendiniy.

Panagrinékime izotropinj pavir$iy metrikos F/G 5 = F,, atzvilgin. I§ (3.1), (3.2)
) 0 —1,) . _
formuliy matome, jog (F,,) = . Cia (0) yra nuliné antros eilés matrica, (I2) — vienetiné
-1, 0

matrica. Taigi izotropinio pavirsiaus lygtis yra (x1 — aXx3 —c)+ (x2 - be“ — d)z 0. 15 ¢ia

X“=d-> _Z(x3—c). (4.13)

Apskaic¢iuojame funkcijos (4. 13) dalines iSvestines.

Xl

1 X' —a -a »
f, = —m(ﬁ —C), f,= W(X3 -c), f,= "7 b’ Nesunku pastebéti, kad f, =

f; f3, ty. hiperpavirSiaus (4. 13) normaliais vektorius yra beveik kontaktinis vektorius. Kadangi

f,,=0,f;;=0, f,=- , tai M =0. Vadinasi, hiperpavirSius (4. 13), izotopinis metrikos

x> —b

F/G,, =F,, atzvilgiu, tenkina (4. 6) salyga.

1

Teorema 4. 6. Erdvés E, hiperpavirsiuje x* =d — XZ_E(X3 —c) indukuotoji (p,&,7,9)-
X —

struktiira (4.1) yra normalioji integruojamoji, 1-forma 7 yra uzdara, nekontaktiné.
Galima nagrinéti hiperkvadrikas, apibréztas lygtimi aaﬁxaxﬂ +2a,,X“ +a, =0,
o, B =1, 2, 3, 4. Jdomu, kokias salygas turi tenkinti 14 koeficienty a,, =a,,,a,,, kad funkcijai
X*=f(x', %, x°), tenkinanciai $ia antros eilés lygti, galioty sglygos L=M=0. Kitaip, galima ieskoti
diferencialiniy lyg€iy sistemos
f=11 15
f i+ £2F + f(f2-1f =0

sprendiniy, kai ieSkoma funkcija nusakyta neisreikstine antros eilés lygtimi. Sprendiniy aibé néra
tusc¢ioji, nes hiperpavirsius (4. 13) tenkina minétas salygas. Tokie ieSkojimai yra tolesniy tyrinéjimy
objektas.
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ISVADOS

Darbe nagrin¢jamos elipsinio tipo II ruSies beveik kontaktinés metrinés strukttiros
matematin¢je literatiiroje yra mazai tyrinétos. Jos egzistuoja beveik kompleksiniy daugdary,
turiniy B-metrika, normalizuotuose hiperpavirSiuose. Tiriama dviparametriné tokiy strukttry Seima
2n-matés elipsinio tipo B-erdvés hiperpavirSiuje. RySys tarp Seimos struktiiry savybiy jrodytas
lemose ir teoremoje 2. 3.

Konkretts elipsinio tipo II riisies beveik kontaktiniy metriniy struktiiry pavyzdziai pateikti
atskiru atveju, nagrinéjant keturmatés kompleksinés pseudoeuklidinés erdves °E, hiperpavirsius.
Pritaikius teorema 2.1, hiperpavirSiuje, normalizuotame beveik kontaktiniu vektoriumi,
invariantiS$kai apibréZtu normaliniu vektoriumi, rasta nagrin¢jamoji struktiira. Tiriamos Sios
strukttros savybés: normalumas, integruojamumas, kontaktiSkumas ir kt.

Daug démesio skiriama atvejui, kai beveik kontaktiné normalizacija sutampa su natiralia
normalizacija normalinio vektoriaus pagalba. Rasti savybiy kriterijai — antros eilés diferencialinés
lygtys vienos trijy kintamyjy funkcijos, apibréZiancios hiperpavirSiy, atzvilgiu. Rasti diferencialiniy
lyg¢iy atskiri sprendiniai, t. y. pateikti nagrinéjamy elipsinio tipo II rtsies beveik kontaktiniy

metriniy struktiiry pavyzdziai.
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