
�IAULIU� UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS

MATEMATIKOS KATEDRA

IRMUT 
E MACIULEVI�IEN 
E

DVIMAT 
E RIBIN 
E TEOREMA DIRICHL 
E
L-FUNKCIJOMS
MAGISTRO DARBAS

Darbo vadovas
prof. habil. dr. Antanas Laurin£ikas

�iauliai , 2006



TURINYS
I�VADAS .................................................................................................... 3
1. DIRICHL 
E CHARAKTERIAI ............................................................. 7
2. DIRICHL 
E L-FUNKCIJOS ............................................................... 10
3. TIKIMYBINIAI MATAI .................................................................... 15
4. CHARAKTERINGOJI TRANSFORMACIJA KOMPLEKSIN 
EJE
PLOK�TUMOJE .................................................................................... 16
5. CHARAKTERINGOSIOS TRANSFORMACIJOS ERDV 
EJE C2 ..... 17
6. PAGALBINIAI REZULTATAI ........................................................... 19
7. PAGRINDIN 
E TEOREMA ................................................................ 24
I�VADOS ................................................................................................ 33
LITERAT	URA ........................................................................................ 36

2



I�VADAS
Tegul χ(m) yra Dirichl
e charakteris moduliu k, o s = σ + it yra kom-

pleksinis kintamasis. Dirichl
e L-funkcija L(s, χ) pusplok²tum
eje σ > 1 api-
br
eºiama eilute

L(s, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms
.

Jeigu χ(m) n
era pagrindinis charakteris χ0(m), tai funkcija L(s, χ) yra
analizi²kai prat¦siama i� vis¡ s-plok²tum¡, t.y. ji yra sveikoji funkcija. Kai
χ = χ0 , tai funkcija L(s, χ0) ta²ke s = 1 turi paprast¡ poliu� su reziduumu

∏

p|m

(
1− 1

p

)
.

Dirichl
e L-funkcijos yra naudojamos nagrin
ejant pirminiu� skai£iu� pasiskirs-
tym¡ aritmetin
ese progresijose.

Nuo H. Boro (Bohr) ir B. Jeseno (Jessen) laiku� (1930 m.) Dirichl
e eilu£iu�
teorijoje yra naudojami tikimybiniai metodai, yra i�rodin
ejamos ribin
es teo-
remos silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme. Dirichl
e L-funkcijoms
tokio tipo teoremas galime i�rodyti pusplok²tum
eje σ > 1

2
ant vertikaliu�

tiesiu�, ta£iau galima gauti ir ribines teoremas charakterio moduliu� atºvil-
giu. Trumpai apºvelgsime pastarojo tipo rezultatus.

Simboliu p ºym
esime pirmini� skai£iu�. Tegul Q ≥ 2 , o

MQ =
∑
p≤Q

∑

χ=χ(modp)
χ 6=χ0

1.

I² pirminiu� skai£iu� pasiskirstymo d
esnio
∑
p<x

1 =
x

log x
+ O(xe−c

√
log x)

nesunkiai gaunama [1], kad

MQ =
Q2

2 log Q
+ O(

Q2

log2 Q
).
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Tegul
νQ(. . .) =

1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ( modp)
χ 6= χ0, . . .

1.

�ia vietoje daugta²kio yra ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina pora (p, χ(modp)).
Tegul L(s, χ) 6=0 ir 1

2
< σ ≤ 1. Tuomet arg L(s, χ) ºymi funkcijos L(s, χ)

argumento reik²m¦, apibr
eºiam¡ tolydºiu kitimu i² ta²ko s = 2 i²ilgai bet ku-
rios kreiv
es, kurioje L(s, χ) nevirsta nuliu. Pirmoji ribin
e teorema Dirichl
e
L-funkcijoms su augan£iu moduliu priklauso P.D.T.A.Elijotui (Elliott). Te-
gul

FQ(x) = νQ

(
1

2π
arg L(s, χ) < x( mod1)

)
.

Tuomet [1] straipsnyje buvo gautas toks rezultatas. C yra kompleksin
e
plok²tuma, o D = {s ∈ C : σ > 1

2
}.

A teorema. Tegul s ∈ D. Tuomet, kai Q →∞ , pasiskirstymo funkcija
moduliu 1 FQ (x) konverguoja i� tolydºi¡ pasiskirstymo funkcij¡ moduliu 1,
apibr
eºiam¡ Furj
e transformacija

∏
p

(
1 +

∞∑

k=1

(−k
2

m

)(
k
2

m

)
1

p2mσ

)
.

�ia
(±k

2

m

)
apibr
eºia binominius koe�cientus, t.y.

(±k
2

m

)
=
±k

2

(±k
2
− 1

)
. . .

(±k
2
−m + 1

)

m!
.

Pana²us tvirtinimas yra teisingas ir funkcijos L(s, χ) moduliui |L(s, χ)|.
Tegul

ε(s, χ) = ε(χ) =
∏

p

(
1− χ(p)

ps

)−1

exp

{
−χ(p)

ps

}
.

Tuomet funkcija ε(s, χ) yra analizin
e srityje D. Be to, kiekvienam δ >
0 egzistuoja [3] tokios teigiamos konstantos c1 = c1(δ) ir c2 = c2(δ), kad
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tenkinama nelygyb
e c1 ≤ |ε(s, χ)| ≤ c2 tolygiai σ atºvilgiu, σ ≥ 1
2
+ δ .

Apibr
eºiame pasiskirstymo funkcij¡

GQ(x) = νQ(|ε(s, χ)||L(s, χ)| < x).

Tuomet yra ºinomas toks tvirtinimas [3].
B teorema. Tegul s ∈ D.Tuomet egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija

G(x) , i� kuri¡, kai Q → ∞ , silpnai konverguoja pasiskirstymo funkcija
GQ(x).

E. Stankus apibendrino A ir B teoremas. Jis i�rod
e ribin¦ teorem¡ kom-
pleksin
eje plok²tumoje. Tegul B(S) yra erdv
es Borelio aibiu� klas
e. Api-
br
e²ime tikimybini� mat¡

PQ(A) = νQ(L(s, χ) ∈ A), A ∈ B(C).

Be to, tegul
η =

iτ + k

2
,

cτ,k(p
α) =

η(η + 1) . . . (η + α− 1)

α!
ir

cτ,k(m) =
∏

pα‖m
cτ,k(p

α).

�ia τ ∈ R, k ∈ Z , o pα‖m rei²kia, kad pα| m, ta£iau pα+1 - k. Apibr
eºiame

w(τ, k) =
∞∑

m=1

cτ,k(m) cτ,−k(m)
1

m2σ
, σ >

1

2
.

Tuomet [11] darbe buvo i�rodyta tokia teorema.
C teorema. Tegul s ∈ D. Tuomet tikimybinis matas PQ , kai Q →∞ ,

silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ erdv
eje , apibr
eºiam¡ charaktering¡ja
transformacija w(τ, k).

Magistro darbo tikslas - gauti dvimati� C teoremos analog¡. Tegul
C2 = C× C ir σ1 > 1

2
, σ2 > 1

2
. Apibr
eºiame funkcijas

wj(τ, k) =
∞∑

m=1

cτ,k(m) cτ,−k(m)
1

m2σj
, τ ∈ R, k ∈ Z, j = 1, 2,

5



ir
w(τ1, τ2, k1, k2) =

∞∑
m=1

∑

d1d2=m

cτ1,k1(d1) cτ2,k2(d2)

ds1
1 ds2

2

×

×
∑

d1d2=m

cτ1,−k1(d1) cτ2,k2(d2)

ds1
1 ds2

2

, τ1, τ2 ∈ R, k1, k2 ∈ Z.

�ia sj = σj + itj , o sj = σj - itj yra jungtinis kompleksinis skai£ius,
j = 1, 2.

Pagrindinis darbo rezultatas yra ²i teorema. Tegul

µQ(A) = νQ((L(s1, χ), L(s2, χ)) ∈ A), A ∈ B(C2).

Pagrindin
e teorema.Tegul s1, s2 ∈ D. Tuomet tikimybinis matas µQ,
kai Q → ∞, silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ erdv
eje (C2,B(C2)) ,
apibr
eºiam¡ charakteringosiomis transformacijomis

(wj(τ, k), j = 1, 2, w(τ1, τ2, k1, k2)) .
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1. DIRICHL 
E CHARAKTERIAI
Dirichl
e charakteris moduliu k yra funkcija χ(n) = χ(n; k) sveiku�ju�

skai£iu� aib
eje, tenkinanti s¡lygas:

χ(n) 6≡ 0,

χ(n)χ(l) = χ(nl),

χ(n) = χ(n + k).

Kitaip sakant, Dirichl
e charakteriai moduliu k - tai aritmetin
es funkcijos,
kurios n
era tapatingai lygios nuliui, pilnai multiplikatyvios ir periodin
es su
periodu k.

Dirichl
e charakterio s¡vok¡ i�ved
e vokie£iu� matematikas P. Dirichl
e. Jis
i�rod
e teorem¡, kad, kai tik aritmetin
es progresijos pirmasis narys ir skir-
tumas yra tarpusavyje pirminiai, joje b	utinai yra be galo daug pirminiu�
skai£iu�.

Pateiksime piln¡ Dirichl
e charakterio apibr
eºim¡. Tegul

k = 2αpα1
1 . . . pαr

r

yra kanoninis skai£iaus k skaidinys, n - sveikas, tarpusavyje pirminis su k,
skai£ius; c = c0 = 1, jei α = 0 arba α = 1; c = 2, c0 = 2α−2, jeigu α ≥ 2;
c1 = ϕ(pα1

1 ), ..., cr = ϕ(pαr
r ), kur ϕ(n) yra Oilerio funkcija. Tegul γ, γ0, γ1,

..., γr - skai£iaus n indeksu� sistema moduliu k, t.y. maºiausiu� neneigiamu�
sveiku�ju� skai£iu�, tenkinan£iu� lyginius

n ≡ (−1)γ 5γ0 (mod 2α),

n ≡ g
γj

j ( mod p
αj

j ), j = 1, ..., r,

sistema. �ia gj � maºiausia primityvioji ²aknis moduliu p
αj

j ; ε, ε0, ε1, ...,
εr � ²aknu� atitinkamai eil
es c, c0, c1, ..., cr sistema.

Funkcija

χ(n) =

{
εγεγ0

0 εγ1

1 . . . εγr
r , jeigu(n, k) = 1,

0, jeigu(n, k) 6= 1,
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apibr
eºta visoje nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
eje, yra vadinama Dirichl
e charak-
teriu moduliu k. Kai ε, ε0, ε1, ..., εr perb
ega visas galimas reik²mes, gau-
name

ϕ(2α) ϕ(pα1
1 ) . . . ϕ(pαr

r ) = ϕ(k)

skirtingu� Dirichl
e charakteriu� moduliu k. Charakteris, kai ε = ε0 = ε1 = ...
= εr = 1, vadinamas pagrindiniu charakteriu. Jis ºymimas χ0. Taigi

χ0(n) =

{
1, jei (n, k) = 1,

0, jei (n, k) 6= 1.

Bet kuriems nat	uraliesiems skai£iams n, l ir k teisingos lygyb
es

χ(n)χ(l) = χ(nl),

χ(n) = χ(l), jeigu n ≡ l(mod k),

χ(1) = 1,

χ(n, k) = χ(n; 2α)χ(n; pα1
1 ) . . . χ(n; pαr

r ),

χϕ(k)(n) = χ0(n).

Jeigu χ(n) yra Dirichl
e charakteris moduliu k, tai kompleksin
e jungtin
e
funkcija χ(n) taip pat yra Dirichl
e charakteris moduliu k.

Maºiausias i² skai£iu� ν, tenkinan£iu� lygyb¦ χν(n) = χ0(n), vadinamas
Dirichl
e charakterio laipsniu. Kai ν = 1, tai egzistuoja vienas toks charak-
teris χ0. Kai ν = 2, tai χ(n) gali i�gyti tik reik²mes 0; ±1; tokie Dirichl
e
charakteriai vadinami realiaisiais arba kvadratiniais charakteriais. Kai ν ≥
3, tai Dirichl
e charakteris vadinamas kompleksiniu charakteriu. χ(n) va-
dinamas lyginiu arba nelyginiu charakteriu priklausomai nuo to, ar χ(�1)
= 1, ar χ(�1) = �1. Pagrindin
es Dirichl
e charakteriu� sumu� savyb
es i²rei²-
kiamos formul
emis:

∑

n(mod k)

χ(n) =

{
ϕ(k), jeigu χ = χ0,

0, jeigu χ 6= χ0,
(1.1)

∑

χ(mod k)

χ(l) =

{
ϕ(k), jeigu l ≡ 1(mod k),

0, jeigu l 6= 1.
(1.2)
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�ia (1.1) formul
eje n perb
ega piln¡ likiniu� moduliu k sistem¡, o (1.2) for-
mul
eje χ perb
ega visus ϕ(k) charakterius moduliu k.

Kai (l, k)=1, teisinga formul
e:

1

ϕ(k)

∑

χ(mod k)

χ(n)χ(l) =

{
1, jeigu n ≡ l(mod k),

0, jeigu n 6≡ l(mod k).

Ji yra Dirichl
e charakterio ortogonalumo savyb
e.
Tegul χ(n; k) - bet kuris nepagrindinis charakteris moduliu k ir (n, k) =

1. Jei skai£ius k yra maºiausias charakterio χ(n; k) periodas, tai k yra va-
dinamas pagrindiniu charakterio χ moduliu, o pats charakteris χ vadinamas
primityviuoju charakteriu moduliu k. Prie²ingu atveju egzistuoja vienintelis
skai£ius k1 > 1, dalantis k, k1 < k, ir primityvusis charakteris χ1 ( mod k1)
toks, kad

χ(n; k) =

{
χ1(n; k1), jeigu (n, k) = 1,

0, jeigu (n, k) 6= 1.

�iuo atveju χ(n; k) vadinamas neprimityviuoju charakteriu moduliu k, ir
sakoma, kad charakteris χ1 indikuoja χ. Charakteris χ(n; k) yra primityvu-
sis tada ir tik tada, kai bet kuriam d, dalijan£iam k, d < k, egzistuoja a su
s¡lygomis

a ≡ 1( mod d),

χ(a; k) 6= 0; 1.

�io skyrelio apibr
eºimus ir tvirtinimus galima rasti, pavyzdºiui, [5], [6],
[7] ir [12] monogra�jose.
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2. DIRICHL 
E L-FUNKCIJOS
Dirichl
e L-funkcija L(s, χ) yra kompleksinio kintamojo s = σ+it funkci-

ja, apibr
eºiama visiems Dirichl
e charakteriams χ moduliu d srityje σ > 1
eilute

L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)

ns
. (2.1)

(2.1) eilut
e, vadinama Dirichl
e eilute, absoliu£iai ir tolygiai konverguoja bet
kokioje baigtin
eje kompleksin
es plok²tumos srityje, kuriai σ ≥ 1 + γ, γ >
0. Jeigu χ yra nepagrindinis charakteris, tai

L(s, χ) = s

∫ ∞

1

∑
n≤u

χ(n)u−s−1du. (2.2)

Kadangi pointegralin
e suma yra apr
eºta, ²i formul
e rei²kia, kad L(s, χ) yra
reguliarioji funkcija pusplok²tum
eje σ > 0. Bet kuriam charakteriui χ mo-
duliu d funkcij¡ L(s, χ) galima i²reik²ti Oilerio sandauga pagal pirminius
skai²ius p :

L(s, χ) =
∏

p

(
1− χ(p)

ps

)−1

, σ > 1. (2.3)

Tegul χ = χ0 yra pagrindinis charakteris moduliu d. Kai d = 1, tada

L(s, χ0) = ζ(s),

kur ζ(s) yra Rymano dzeta funkcija, srityje σ > 1 apibr
eºiama eilute

ζ(s) =
∞∑

m=1

1

ms
.

Kai d > 1, tai tada

L(s, χ0) = ζ(s)
∏

p|d

(
1− 1

ps

)
.

Tod
el L(s, χ0) savyb
es visoje kompleksin
eje plok²tumoje i²plaukia i² funkci-
jos ζ(s) savybiu�. Funkcija L(s, χ0) yra reguliari visiems s , i²skyrus ta²k¡
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s = 1, kuris yra jos paprastas polius su reziduumu d ϕ(d); £ia ϕ(m) yra
Oilerio funkcija. Jeigu χ 6= χ0 ir χ∗ yra primityvusis charakteris, kuris
indukuoja charakteri� χ moduliu d, tai tada

L(s, χ) = L(s, χ∗)
∏

p|d

(
1− χ∗(p)

ps

)
. (2.4)

Kai χ(mod d) yra primityvusis charakteris, tai funkcija L(s, χ) turi Ry-
mano tipo funkcin¦ lygti�. Tegul

ξ(s, χ) =

(
d

π

) s+δ
2

Γ

(
s + δ

2

)
L(s, χ)

ir
δ =

1− χ(−1)

2
.

Tuomet visiems kompleksiniams s teisinga funkcin
e lygtis

ξ(1− s, χ) = ε(χ)ξ(s, χ), (2.5)

kur Γ(s) yra Oilerio gama funkcija, o

ε(χ) =
iδd

1
2

τ(χ)
, |ε(χ)| = 1,

τ(χ) yra Gauso suma, χ - charakteris, jungtinis charakteriui χ. I² (2.5)
lygties ir (2.2) ir (2.4) formuliu� i²plaukia, kad funkcijos L(s, χ) ir ξ(s, χ)
yra sveikosios funkcijos visiems χ 6= χ0 . Be to, kai σ ≤ 0 , L(s, χ) = 0
tik ta²kuose s = -2ν - δ , ν = 0, 1, 2, ..., ir ta²kuose s, kuriuose (2.4)-os
i²vestin
e lygi nuliui; ²ie ta²kai vadinami trivialiais funkcijos L(s, χ) nuliais.
Kai σ > 1, tai funkcija L(s, χ) 6= 0; Vall
e Pusenas ( Ch. J. Vallee - Poussin)
i�rod
e, kad L(1 + it, χ) 6= 0, t.y. visi Dirichl
e L-funkcijos netrivial	us nuliai
priklauso juostai 0 < σ < 1, kuri vadinama kritine juosta.

Tegul N(T ,χ) yra funkcijos L(s, χ) su primityviuoju charakteriu χ mo-
duliu d nuliu� skai£ius sta£iakampyje 0 < σ < 1, |t| < T , T ≥ 2. Tada

1

2
N(T, χ) =

T

2π
log

Td

2π
− T

2π
+ O(log Td).
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Tegul Λ(n) yra Mangoldto funkcija, t.y.

Λ(n) =

{
log p, jei n = pk,

0, jei n 6= pk,

1 ≤ l ≤ d, (l, d) = 1,

ir
ψ(x; d, l) =

∑

n ≤ x,
n ≡ t(mod d)

Λ(n),

ψ(x; χ) =
∑
n≤x

χ(n)Λ(n).

Tada i² charakateriu� ortogonalumo savyb
es i²plaukia, jog

ψ(x; d, l) =
1

ϕ(d)

∑

χ( mod d)

χ(l)ψ(x; χ); (2.6)

£ia yra sumuojama pagal visus charakterius χ moduliu d. Kai χ yra primi-
tyvusis charakteris ir α = 1 � δ, tai tada

ψ(x; χ) = −
∑

ρ

xρ

ρ
+

∞∑
m=1

xδ−2m

2m− δ
− lim

s→0

{
L′(αs, χ)

L(αs, χ)
− α

s

}
− α log x;

£ia ρ = β + iγ perb
ega visus L(s, χ) netrivialius nulius.
Sprendºiant i�vairius uºdavinius, daºnai yra naudojamos funkcijos ψ(x; χ)

formul
es :
kai χ 6= χ0 , 2 ≤ T ≤ x, tai

ψ(x, χ) = −
∑

|γ|<T

xρ

ρ
+

∑

|γ|<1

1

ρ
+ O

( x

T
log2 xd

)
; (2.7)

kai χ = χ0, tai

ψ(x, χ0) =
∑
n≤x

Λ(n) + O(log x log d). (2.8)
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Egzistuoja hipotez
e, vadinama i²pl
estine Rymano hipoteze, tvirtinan-
ti, kad visi Dirichl
e L-funkciju� netrivial	us nuliai yra ties
eje σ = 1

2
. Jei ²i

hipotez
e teisinga ir d ≤ x, tai tada

ψ(x; d, l) =
x

ϕ(d)
+ O(

√
x log2 x).

�iuo metu yra ºinoma tokia sritis, kurioje n
era funkcijos L(s, χ) netrivia-
liu� nuliu�: kompleksiniam charakteriui χ moduliu d egzistuoja tokia konstan-
ta c, kad L(s, χ) neturi nuliu� srityje

σ > 1− c

log d(|t|+ 2)
.

Jeigu χ yra realus nepagrindinis charakteris moduliu d , tai L(s, χ) ²ioje
srityje gali tur
eti daugiausia vien¡ paprast¡ realu� (t=0) nuli�, kuris vadina-
mas i²skirtiniu funkcijos L(s, χ) nuliu. I²skirtiniam nuliui β galioja nely-
gyb
e

β ≤ 1− c

d
1
2 log2 d

.

Be to, K. Zygelis ( C. Siegel ) 1935 metais i�rod
e, kad bet kuriam ε > 0
egzistuoja tokia teigiama konstanta c (ε ), kad

β ≤ 1− c(ε)d−ε.

Ta£iau ²i nelygyb
e yra neefektyvi, t.y. duotam skai£iui ε > 0 negalima
nurodyti konstantos c(ε) reik²m
es. Ai²ku, jog ²i� tr	ukum¡ turi ir visi rezul-
tatai, gauti remiantis Zygelio nelygybe.

I² min
etu� rezultatu� gaunamas toks pirminiu� skai£iu� aritmetin
eje progre-
sijoje pasiskirstymo asimptotinis d
esnis:

ψ(x; d, l) =
x

ϕ(d)
+ O(x exp{−c1

√
log x});

£ia c1 yra absoliuti teigiama konstanta, d ≤ (log x)1−γ , γ > 0 .
Tegul

π(x; d, l) =
∑

p ≤ x
p = l(mod d)

(l, d) = 1

1.
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Tuomet i² £ia i²plaukia, kad

π(x; d, l) =
x

ϕ(d) log x
+ O(xe−c2

√
log x).

�io skyrelio rezultatu� i�rodymus galima rasti [10], [12] monogra�jose.
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3. TIKIMYBINIAI MATAI
Tarkime, jog X yra bet kokia netu²£ia aib
e.
3.1 apib
eºimas. Funkcija d : X ×X −→ R yra vadinama metrika aib
eje

X, jei ji tenkina aksiomas:
10. d(x, y) ≥ 0 ir d(x, y) = 0 tada ir tik tada, kai x = y, x, y ∈ X ;
20. d(x, y) = d(y, x) , x, y ∈ X ;
30. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), x, y, z ∈ X.
3.2 apibr
eºimas. Pora (X, d) yra vadinama metrine erdve.
3.3 apibr
eºimas. Tegul S yra bet kuri metrin
e erdv
e. �ios erdv
es poaibiu�

sistema A yra vadinama σ-k	unu, jeigu yra patenkinamos s¡lygos:
10. S ∈ A;
20. Jei A ∈ A , tai aib
es A papildinys Ac = S \ A ∈ A ;
30. Jei A1, A2, ... ∈ A , tai ir

⋃∞
m=1 Am ∈ A .

3.4 apibr
eºimas. Tegul A yra erdv
es S atviru�ju� aibiu� sistema. Maºiau-
sias σ-k	unas, kuriam priklauso sistema A, yra vadinamas erdv
es S Borelio
aibiu� klase ( Borelio σ-k	unu ) ir ºymima B(S).

3.5 apibr
eºimas. Tegul aib
es funkcija P : B(S) −→ R tenkina s¡lygas:
10. P (A) ≥ 0 visoms aib
ems A ∈ B(S);
20. P (S) = 1;
30. Jei A1, A2, ... ∈ B(S) ir Ak

⋂
Al = ∅, k 6= l, tai P (

⋃∞
m=1 Am) =∑∞

m=1 P (Am).
Tuomet aib
es funkcija P yra vadinama tikimybiniu matu, apibr
eºtu

erdv
eje (S,B(S)).
3.6 apibr
eºimas. Tegul Pn, n ∈ N , ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje

(S,B(S)). Jei su kiekviena realia, apr
eºta, tolydºia funkcija f erdv
eje S

∫

S

fdPn −→
n→∞

∫

S

fdP,

tai sakome, jog tikimybinis matas Pn , kai n −→ ∞, silpnai konverguoja i�
mat¡ P .
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4. CHARAKTERINGOJI
TRANSFORMACIJA KOMPLEKSIN 
EJE

PLOK�TUMOJE
Tegul P yra tikimybinis matas erdv
eje (C,B(C)). Naudosime komp-

leksinio skai£iaus trigonometrin¦ form¡: z = reiϕ, kai r = |z|, o ϕ = arg z.
4.1 apibr
eºimas. Mato P chraktering¡ja transformacija yra laikoma

funkcija
w(τ, k) =

∫

C

riτeikϕdP, τ ∈ R, k ∈ Z.

Jeigu r = 0, tai pointegralin¦ funkcij¡ laikome lygia nuliui.
Tikimybiniu� matu� chrakteringosios transformacijos buvo apibr
eºtos [9]

straipsnyje. Jos yra nagrin
ejamos ir [4] monogra�joje.Yra ºinoma, jog ma-
tas P yra vienareik²mi²kai apibr
eºiamas savo chraktering¡ja transformacija
w(τ, k).
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5. CHARAKTERINGOSIOS
TRANSFORMACIJOS

ERDV 
EJE C2.
Primename, kad C yra kompleksin
e plok²tuma, o C2 = C × C . �iame

skyrelyje apibr
e²ime tikimybiniu� matu� erdv
eje (C2,B(C2)) chraktering¡sias
transformacijas ir ²iu� transformaciju� terminais suformuluosime teorem¡ apie
silpn¡ji� matu� konvergavim¡ toje erdv
eje.

Tegul P yra tikimybinis matas erdv
eje (C2,B(C2)), P1 ir P2 yra mato
P marginalieji matai, t.y.

P1(A) = P (A× C), A ∈ B(C),

P2(A) = P (C× A), A ∈ B(C).

Naudosime kompleksiniu� skai£iu� trigonometrin¦ form¡, t.y. z = reiϕ , £ia
r = |z| , o ϕ = arg z .

5.1 apibr
eºimas. Funkcijos

wj(τ, k) =

∫

C
riτeikϕdPj, j = 1, 2, τ ∈ R, k ∈ Z,

w(τ1, τ2, k1, k2) =

∫

C2

riτ1
1 riτ2

2 eik1ϕ1+ik2ϕ2dP, τ1, τ2 ∈ R, k1, k2 ∈ Z

yra vadinamos tikimybinio mato P charakteringosiomis transformacijomis.
Pointegralin
es funkcijos yra laikomos lygiomis nuliui, jei atitinkamai r=0
ir r1r2 = 0 .

Tikimybiniu� matu� daugiamat
eje kompleksin
eje plok²tumoje charakterin-
gu�ju� transformaciju� apibr
eºimas yra duotas [11] straipsnyje. Yra ºinoma,
jog charakteringosios transformacijos (wj(τ, k), j = 1, 2,w(τ, τ2, k1, k2)) vie-
nareik²mi²kai apibr
eºia tikimybini� mat¡ P . Pagrindin
es teoremos i�rodymui
bus reikalinga tokia teorema.

5.1 teorema. Tegul Pn yra tikimybinis matas erdv
eje (C2,B(C2)) , o
(wj,n(τ, k), j = 1, 2, wn(τ1, τ2, k1, k2)) yra ji� atitinkan£ios chrakteringosios
transformacijos, n ∈ N.Tarkime, kad visiems τ, τ1, τ2 ∈ R ir k, k1, k2 ∈ Z

lim
n→∞

wj,n(τ, k) = w(τ, k)
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ir

lim
n→∞

wn(τ1, τ2, k1, k2) = w(τ1, τ2, k1, k2),

o funkcijos wj(τ, 0), j = 1, 2, ir w(τ1, τ2, 0, 0) yra tolydºios atitinkamai ta²-
kuose τ = 0 ir τ1 = 0, τ2 = 0. Tuomet erdv
eje (C2,B(C2)) egzistuoja toks
tikimybinis matas P , i� kuri�, kai n → ∞ , silpnai konverguoja matas Pn.
�iuo atveju, (wj(τ, k)), j = 1, 2, w(τ1, τ2, k1, k2) yra mato P chrakteringosios
transformacijos.

I�rodymas. Teorema yra atskiras atvejis bendros teoremos, gautos [8]
straipsnyje apie tikimybiniu� matu� konvergavim¡ daugiamat
eje kompleksin
eje
plok²tumoje. Pastebime, jog [8] straipsnyje yra naudojamas specialus silp-
nojo konvergavimo apibr
eºimas daugiamat
eje kompleksin
eje plok²tumoje.
I� ²io konvergavimo apibr
eºim¡ i�eina ir i�prastas silpnasis konvergavimas.
Kadangi pagrindin
eje teoremoje rezultatas yra formuluojamas silpnojo matu�
konvergavimo terminais, tai mums n
era prasm
es pateikti specialaus silpnojo
matu� konvergavimo apibr
eºimo.
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6. PAGALBINIAI REZULTATAI
�iame skyrelyje pateiksime kelet¡ rezultatu�, kurie bus reikalingi pa-

grindin
es teoremos i�rodymui.
Tegul 0 < δ < 1

2
, k ≥ 2, L = log log Q (log x = ln x = loge x) , o

R = R(δ,K,Q) yra sta£iakampis kompleksin
eje plok²tumoje, apibr
eºiamas
nelygyb
emis

R = {s ∈ C :
1

2
+ δ ≤ σ ≤ K, |t| ≤ (log L)

1
2}.

Naudinga aproksimuoti funkcij¡ L(s, χ) baigtine Oilerio sandauga. Tai
duoda ºemiau formuluojama lema. �ia q yra pirminis skai£ius.

6.1 lema. Tolygiai pagal s ∈ R, kai Q →∞,

νQ

(
L(s, χ) =

(
1 + O

(
L−

δ
4

)) ∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)−1
)

= 1 + o(1).

Lemos i�rodymas yra pateiktas P. D. T. A. Elijoto [1] straipsnyje.
Tegul

d(m) =
∑

d|m
1

yra skai£iaus m dalikliu� skai£ius ( dalikliu� funkcija).
6.2 lema. Tegul a1, . . . , an, n ≤ Q yra kompleksiniai skai£iai su teigiamo-

mis konstantomis c1 ir c2 , tenkinantys nelygyb¦

|am| ≤ c1d
c2(m),m = 1, . . . , n.

Tuomet kiekvienam realiam skai£iai u, 1 ≤ u ≤ n , su c3 = 4c2 yra teisingas
i�vertis

νQ

(
max
s∈R

|
∑

u<m≤n

amχ(m)m−s| > v

)
= O

(
1

u2δv2
(log max(u, L))

)c3

.

Lema taip pat priklauso P. D. T. A. Elijotui ir yra i�rodyta [1] darbe.
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Labai svarbi yra 6.3 lema. Ji baigtin
emis sumomis aproksimuoja san-
daug¡

|L(s, χ)|iτ exp{ik arg L(s, χ)}.
Sakome, kad koks nors tvirtinimas T galioja beveik visoms poroms

(p, χ(mod p)), jei, kai Q→ ∞, νQ(A) = o(1). �ia A yra aib
e tu� poru�
(p, χ(mod p)), kurioms yra teisingas tvirtinimas T .

6.3 lema. Beveik visoms poroms (p, χ( mod p)) ir kiekvienam �ksuotam
k ∈ Z

|L(s, χ)|iτ exp{ik arg L(s, χ)} = (1 + o(1))

(∑
m≤L

cτ,k(m)
χ(m)

ms
+ o(1)

)
×

×
(∑

m≤L

cτ,−k(m)
χ(m)

ms
+ o(1)

)

tolygiai pagal s ∈ R ir |τ | ≤ c4. �ia c4 yra bet kokia teigiama konstanta.
I�rodymas. �inome, kad

|L(s, χ)|2 = L(s, χ)L(s, χ) = L(s, χ)L(s, χ).

Tod
el

|L(s, χ)| = (L(s, χ)L(s, χ))
1
2 .

Pasinaudoj¦ 6.1 lema, i² £ia gauname, kad beveik visoms poroms (p,
χ(mod p)) , kai Q →∞ ,

|L(s, χ)| = (1 + o(1))
∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− 1
2 ∏

q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− 1
2

(6.1)

tolygiai pagal s ∈ R.
Kadangi

|L(s, χ)| = |L(s, χ)| = |L(s, χ)|,
arg L(s, χ) = arg L(s, χ) = − arg L(s, χ),

tai
L(s, χ) = |L(s, χ)| · ei arg L(s,χ)

20



ir
L(s, χ) = |L(s, χ)| · e−i arg L(s,χ).

I² £ia gauname, kad
e2i arg L(s,χ) =

L(s, χ)

L(s, χ)

ir

ei arg L(s,χ) =

(
L(s, χ)

L(s, χ)

) 1
2

.

Tod
el, v
el pasinaudoj¦ 6.1 lema, i² £ia gauname, kad beveik visoms poroms
(p, χ(mod p)), kai Q →∞ ,

exp{i arg L(s, χ)} = (1 + o(1))
∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− 1
2 ∏

q≤L

(
1− χ(q)

qs

) 1
2

tolygiai pagal s ∈ R. I² £ia ir (6.1) asimptotiniu� lygybiu� turime, kad beveik
visoms poroms (p, χ(mod p)) ir bet kuriam k ∈ Z, kai Q →∞ ,

|L(s, χ)|iτ exp{ik arg L(s, χ)} = (1 + o(1))
∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− iτ
2

×

×
∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− iτ
2 ∏

q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− k
2 ∏

q≤L

(
1− χ(q)

qs

) k
2

=

= (1 + o(1))
∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− iτ+k
2 ∏

q≤L

(
1− χ(q)

qs

)− iτ
2

+ k
2

=

= (1 + o(1))
∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)−η ∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)−η+k

(6.2)

tolygiai pagal s ∈ R ir |τ | ≤ c4 . Primename, jog £ia η = iτ+k
2

. Tegul σ > 1
2
.

Tuomet kiekvienam charakteriui χ

∣∣∣∣
χ(q)

qs

∣∣∣∣ ≤
1√
2

< 1.
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Tod
el (
1− χ(q)

qs

)−η

galime skleisti laipsnine eilute. Turime, jog
(

1− χ(q)

qs

)−η

=
∞∑

α=0

η(η + 1) . . . (η + α− 1)

α!

χα(q)

qαs
=

=
∞∑

α=0

cτ,k(q
α)

χ(qα)

qαs
. (6.3)

I² dydºiu� cτ,k(q
α) apibr
eºimo

cτ,k(q
α) =

η(η + 1) . . . (η + α− 1)

α!

nesunku matyti, kad visiems |τ | ≤ c4

cτ,k(q
α) ≤ (α + 1)c5 . (6.4)

�ia c5 yra konstanta, kuri priklauso tik nuo c4 ir k. Funkcija cτ,k(m) mul-
tiplikatyvi, t.y. cτ,k(m n) = cτ,k(m) cτ,k(n) visiems tarpusavyje pirminiams
m ir n. Tod
el i² (6.4) i²plaukia, jog

|cτ,k(m)| =
∣∣∣∣∣∣
∏

qα‖m
cτ,k(q

α)

∣∣∣∣∣∣
≤

∏

qα‖m
(α + 1)c5 = dc5(m), (6.5)

nes d(qα) = α + 1. �ia qα ‖ m rei²kia, jog qα | m, bet qα+1 - m. I² £ia,
remdamiesi (6.3) lygybe ir funkciju� multiplikatyvumu, galime para²yti, jog

∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)−η

=

∞∑ ∗

m=1

cτ,k(m)
χ(m)

ms
(6.6)

ir pana²iai
∏
q≤L

(1− χ(q)

qs
)−η+k =

∞∑ ∗

m=1

cτ,−k(m)
χ(m)

ms
. (6.7)
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�ia ºenklas * rodo, kad yra sumuojama pagal tuos m, kuriu� pirminiai da-
likliai yra maºesni uº L.

Dabar belieka aproksimuoti (6.6) ir (6.7) baigtin
emis sumomis. Kadangi
galioja (6.5) nelygyb
e, mes galime naudoti 6.2 lem¡. Gauname, jog beveik
visoms poroms (p, χ(mod p)) ir kiekvienam �ksuotam k ∈ Z, kai Q →∞ ,

∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)−η

=
∑
m≤L

cτ,k(m)
χ(m)

ms
+ o(1)

ir ∏
q≤L

(
1− χ(q)

qs

)−η+k

=
∑
m≤L

cτ,−k(m)
χ(m)

ms
+ o(1)

tolygiai pagal s ∈ R ir |τ | ≤ c4 . I² £ia ir (6.2) gauname lemos tvirtinim¡.
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7.PAGRINDIN 
E TEOREMA
�iame skyrelyje suformuluosime ir i�rodysime dvimat¦ ribin¦ teorem¡

Dirichl
e L-funkcijoms.
Tegul p yra pirminis skai£ius, Q ≥ 2, χ yra Dirichl
e charakteris moduliu

p, χ0 yra pagrindinis Dirichl
e charakteris moduliu p,

MQ =
∑
p≤Q

∑

χ = χ(modp)
χ 6= χ0

1

ir

νQ(. . .) =
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(modp)
χ 6= χ0, . . .

1.

�ia vietoje daugta²kio yra ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina pora (p, χ(modp)).
Simboliu C ºym
esime kompleksin¦ plok²tum¡, C2 = C × C , o B(C2) yra
erdv
es C2 Borelio aibiu� klas
e. Tegul L(s, χ) yra Dirichl
e L-funkcija, o D =
{s ∈ C : σ > 1

2
} . Magistro darbo tikslas � gauti tikimybinio mato

µQ(A)
def
= νQ ((L(s1, χ), L(s2, χ)) ∈ A) , A ∈ B(C2),

silpn¡ji� konvergavim¡, kai Q →∞ .
Pagrindin
es teoremos formulavimui yra reikalingos tokios funkcijos. Tegul

η = iτ+k
2

, τ ∈ R, k ∈ Z,

cτ,k(p
α) =

η(η + 1) . . . (η + α− 1)

α!

ir
cτ,k(m) =

∏

pα‖m
cτ,k(p

α).

�ia pα ‖ m rei²kia, kad pα | m , bet pα+1 - k , t.y. pirminis skai£ius p
laipsniu α i�eina i� nat	uraliojo skai£iaus m kanonini� skaidini�.
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Tegul s1 = σ1 + it1 , s2 = σ2 + it2 ir σ1 > 1
2
, σ2 > 1

2
. Naudodami

skai£ius cτ,k(m) , apibr
eºiame funkcijas

wj(τ, k) =
∞∑

m=1

cτ,k(m)cτ,−k(m)
1

m2σj
, j = 1, 2,

ir
w(τ1, τ2, k1, k2) =

∞∑
m=1;

∑

d1d2=m

cτ,k1(d1)cτ,k2(d2)

ds1
1 ds2

2

×

×
∑

d1d2=m

cτ,−k(d1)cτ,−k2(d2)

ds1
1 ds2

2

, τ1, τ2 ∈ R, k1, k2 ∈ Z.

Pagrindin
e teorema. Tegul s1, s2 ∈ D. Tuomet tikimybinis matas
µQ, kai Q →∞, silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ erdv
eje (C2,B(C2)),
apibr
eºiam¡ charakteringosiomis transformacijomis (wj(τ, k) , j = 1,2,
w(τ1, τ2, k1, k2) .

Pagrindin
es teoremos i�rodymui naudosime charakteringu�ju� transformaci-
ju� erdv
eje C2 metod¡ (5 skyrelis). Tegul

(wQ,j(τ, k), j = 1, 2, wQ(τ1, τ2, k1, k2))

yra tikimybinio mato µQ charakteringosios transformacijos, o µQ,j , j = 1,2,
yra mato µQ marginalieji matai. Tuomet i² mato µQ apibr
eºimo i²plaukia,
kad

wQ,j(τ, k) =

∫

C\{0}
riτeikϕdµQ,j =

=
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(modp)
χ 6= χ0

L(sj, χ) 6= 0

|L(sj, χ)|iτ exp{ik arg L(sj, χ)}, j = 1, 2

ir
wQ(τ1, τ2, k1, k2) =

∫

C2

riτ1
1 riτ2

2 eik1ϕ1+ik2ϕ2dµQ =

=
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = (modp), χ 6= χ0

L(s1, χ)L(s2, χ) 6= 0

|L(s1, χ)||L(s2, χ)|iτ×

25



× exp{ik1 arg L(s1, χ) + ik2 arg L(s2, χ)}. (7.1)
Remiantis 5.1 teorema, reikia i²nagrin
eti funkciju� wQ,j(τ, k) , j = 1, 2,

ir wQ(τ1, τ2, k1, k2) elgesi�, kai Q →∞ .
7.1 lema. Visiems τ ∈ R, k ∈ Z

lim
Q→∞

wQ,j(τ, k) = wj(τ, k),

o funkcija wj(τ, o) yra tolydi ta²ke τ=0, j=1, 2.
Lemos i�rodymas pateiktas [4] darbe.
Vadinasi, lieka i²nagrin
eti funkcijos wQ(τ1, τ2, k1, k2) asimptotini� elgesi�,

kai Q →∞ .
Tegul A yra poru� (p, χ( modp)) aib
e, kurioms L(s, χ) 6= 0, kai s ∈ R ,

ir galioja (6.8) ir (6.9) lygyb
es. Tuomet i² 6.1 lemos turime, kad

νQ (p, χ(mod p)) ∈ A = 1 + o(1). (7.2)

Tegul, trumpumo d
elei,
∑
m≤L

cτ,k(m)
χ(m)

msj
= aj

ir
∑
m≤L

cτ,−k(m)
χ(m)

msj
= bj.

Tuomet i² (7.1), 6.3 lemos ir (7.2) gauname, jog

wQ(τ1, τ2, k1, k2) =
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0,

(p, χ(mod p)) ∈ A

|L(s1, χ)|iτ1|L(s2, χ)|iτ2×

× exp{ik1 arg L(s1, χ) + ik2 arg L(s2χ)}+ o(1) =

= (1 + o(1))
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0

(a1 + o(1))×
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×(b1 + o(1))(a2 + o(1))(b2 + o(1)) + o(1)

tolygiai pagal sj ∈ R, j = 1, 2, ir |τ1| ≤ c6 , |τ2| ≤ c7 . Tod
el

wQ(τ1, τ2, k1, k2) = (1 + o(1))×

×
(

1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0

a1b1a2b2+

+ O

(
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0,

(p, χ(mod p)) /∈ A

|a1b1a2b2|
)

+

+o

(
1

MQ

∑
p≤Q

×
∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0

∣∣∣∣a1b1a2 + a1a2b2 + b1a2b2 + a1b1+

+a1a2 + a1b2 + b1a2 + b1b2 + a2b2 + a1 + b1 + a2 + b2 + 1

∣∣∣∣
))

=

def
= (1 + o(1))

1

MQ

(Σ1 + Σ2 + Σ3) . (7.3)

Kiekvien¡ i² sumu�
∑

1,
∑

2 ir
∑

3 i�vertiname atskirai. Prad
esime nuo∑
2 . Pritaik¦ Ko²i-�varco nelygyb¦

|
n∑

m=1

ambm|2 ≤
n∑

m=1

|am|2
n∑

m=1

|bm|2,

kuri yra teisnga bet kuriems kompleksiniams skai£iams am ir bm , gauname
i² (7.2), jog

(Σ2)
2 =

1

MQ

∑
p≤Q

∣∣∣∣
∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0,

(p, χ(mod p)) /∈ A

a1b1a2b2

∣∣∣∣
2

×
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× 1

MQ

∑
p≤Q

|
∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0,

(p, χ(mod p)) /∈ A

1|2 =

= o(1)
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p),
χ 6= χ0

|a1|2|b1|2|a2|2|b2|2. (7.4)

I² dydºiu� aj apibr
eºimo turime, kad

a2
j =

(∑
m≤L

cτ,k(m)
χ(m)

msj

)2

=
∑

r≤L2

dr
χ(r)

rsj
. (7.5)

�ia
dr =

∑

d|r
cτ,k(d) cτ,k

(r

d

)
.

Pasinaudoj¦ nelygybe
|cτ,k(m)| ≤ (d(m))c8 ,

i² £ia gauname, kad

|dr| ≤
∑

d|r
(d(d))c8

(
d(

r

d
)
)c8 ≤ (d(r))2c8+1 .

Dabar ²is i�vertis ir (7.5) leidºia tvirtinti, kad

(a1a2)
2 =

∑

m≤L4

u(m) χ(m),

kur
|u(m)| ≤ (d(m))2(2c8+1)+1 1

mmin(σ1,σ2)
. (7.6)

Visi²kai pana²iai gauname, kad

(b1b2)
2 =

∑

m≤L4

v(m)χ(m),
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kur
|v(m)| ≤ (d(m))2(2c8+1)+1 1

mmin(σ1,σ2)
. (7.7)

Pasinaudoj¦ ºinoma nelygybe

|a||b| ≤ |a|2 + |b|2
2

,

turime, jog

|a1|2|a2|2|b1|2|b2|2 = O(|a1|4|a2|4 + |b1|4|b2|4). (7.8)

Kadangi d(m) = O(mε) su bet kuriuo ε > 0 ir min(σ1, σ2) > 1
2
, tai eilut
e

∞∑
m=1

(d(m))c9

m2min(σ1,σ2)

konverguoja su bet kuriuo c9 > 0. Taigi, pasinaudoj¦ 6.3 lema ir atsiºvelg¦
i� (7.4)� (7.8), gauname, kad

Σ2 = o(1), Q →∞, (7.9)

tolygiai pagal |τ1| ≤ c5 , |τ2| ≤ c5 . Pana²iai vertinsime ir sum¡
∑

3 .
Turime, kad

a1a2 =
∑

m≤L2

dmχ(m),

kur
|dm| ≤ (d(m))2(c8+1)+1

mmin(σ1,σ2)
,

ir
b1b2 =

∑

m≤L2

d̂m χ(m),

kur
|d̂m| ≤ (d(m))2(c8+1)+1

mmin(σ1,σ2)
.

Tod
el, pakartoj¦ sumos
∑

2 i�vertinime panaudotus samprotavimus ( Ko²i-
�varco nelygyb
e, 6.3 lema ), v
el gauname, jog

Σ3 = o(1), Q →∞, (7.10)
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tolygiai pagal |τ1| ≤ c5, |τ2| ≤ c5 . Taigi, lieka apskai£iuoti
∑

1 . Tai yra
sud
etingiausia i�rodymo dalis.

Kaip ra²
eme anks£iau,

a1a2 =
∑

m≤L2

dm χ(m),

o
b1b2 =

∑

m≤L2

d̂m χ(m).

Dabar tiksliau uºra²ysime koe�cientus dm ir d̂m . Pagal sumu� dauginimo
taisykl¦ turime, kad

dm =
∑

l1l2=m

cτ1,k1(l1) cτ2,k2(l2)

ls1
1 ls2

2

,

o
d̂m =

∑

l1l2=m

cτ1,−k1(l1) cτ2,−k2(l2)

ls1
1 ls2

2

.

Taigi, gauname, kad

Σ1 =
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

a1a2b1b2 =

=
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

∑

m≤L2

dm χ(m)
∑

n≤L2

d̂n χ(n) =

=
∑

m≤L2

dm

∑

n≤L2

d̂n
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

χ(m) χ(n). (7.11)

Tarkime, kad m = n. Tada, kadangi χ(m)χ(m) = |χ(m)|2 , tai
∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

χ(m)χ(n) =
∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

|χ(m)|2 =
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= MQ −
∑

p | m
p ≤ L2

(p− 2) = MQ + O(
∑

p≤L2

p) = MQ + O(L4), (7.12)

nes |χ(m)|2 = 1, jei p - m . I² koe�cientu� dm ir d̂m i²rai²kos ir cτ,k(m)
i�ver£io su liekana ε > 0 gauname i�verti�

|dmd̂m| ≤
(

d(m)2c8

mmin(σ1,σ2)

∑

l1l2=m

1

)2

= O

(
mε

m2min(σ1,σ2)

)
.

I² £ia ir (7.12) i²plaukia, jog atvejis m = n sumoje (7.11) duoda rei²kini�
∑

m≤L2

dmd̂m(1+O(M−1
Q L4)) = (1+O(M−1

Q L4))
∑

m≤L2

∑

l1l2=m

cτ1,k1(l1) cτ2,k2(l2)

ls1
1 ls2

2

×

×
∑

l1l2=m

cτ2,−k1(l1) cτ2,−k2(l2)

ls1
1 ls2

2

=
∞∑

m=1

∑

l1l2=m

cτ1,k1(l1) cτ2,k2(l2)

ls1
1 ls2

2

×

×
∑

l1l2=m

cτ2,−k1(l1) cτ2,−k2(l2)

ls1
1 ls2

2

+ o(1), Q →∞, (7.13)

tolygiai pagal |τ1| ≤ c5, |τ2| ≤ c5.
Dabar tegul m 6= n. Pasinaudoj¦ formule

∑

χ(mod p)

χ(m)χ(n) =

{
ϕ(p), jei m ≡ n(mod p) ir (p,m) = 1,

0, prie²ingu atveju,

kuri buvo pamin
eta 1 skyrelyje, gauname, kad
∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

χ(m)χ(n) = O(
∑

p ≤ Q,
p - mn

1) + O(
∑

p - (m− n)
m 6= n, p ≤ L2

p) =

= O

(
Q

log Q

)
+ O(L4) = O

(
Q

log Q

)
.
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Vadinasi, atvejis m 6= n sumoje (7.11) duoda dydi�

O


Q−1

∑

m≤L2

dm

∑

n≤L2

d̂n


 = BQ−1


 ∑

m≤L2

mε

√
m


 = o(1), (7.14)

kai Q → ∞ , tolygiai pagal |τ1| ≤ c5 , |τ2| ≤ c5 . I�stat¦ dabar (7.13) ir
(7.14) i� (7.11), galutinai gauname, jog

wQ(τ1, τ2, k1, k2) =
∞∑

m=1

∑

d1d2=m

cτ1,k1(d1) cτ2,k2(d2)

ds1
1 ds2

2

×

×
∑

d1d2=m

cτ1,−k1(d1) cτ2,−k2(d2)

ds1
1 ds2

2

+ o(1), (7.15)

kai Q →∞ , tolygiai pagal |τ1| ≤ c5 , |τ2| ≤ c5 .
Taigi, i² tolygaus konvergavimo turime, jog wQ(τ1, τ2, k1, k2) , kai Q →

∞ , konverguoja i� tolydºi¡ funkcij¡.
Pagrindin
es teoremos i�rodymas. Teoremos tvirtinimas i²plaukia i² 5.1

teoremos, 7.1 lemos ir (7.15).
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I�VADOS
Darbe gauta, jog Dirichl
e L-funkcijoms yra teisinga dvimat
e ribin
e teo-

rema, t.y. kad tikimybinis matas

νQ ((L(s1, χ), L(s2, χ)) ∈ A) , A ∈ B(C2),

kai Q → ∞ , silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ erdv
eje (C2,B(C2)) .
�ia Re s1 > 1

2
ir Re s2 > 1

2
.
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DVIMAT 
E RIBIN 
E TEOREMA DIRICHL 
E
L-FUNKCIJOMS

Irmut
e Maciulevi£ien
e
Santrauka

Tegul p yra pirminis skai£ius, χ - Dirichl
e charakteris moduliu p, o
L(s, χ) - atitinkama Dirichl
e L-funkcija. Tarkime, jog Q ≥ 2,

MQ =
∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

1

ir

νQ(. . .) =
1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(mod p)
χ 6= χ0

1.

�ia vietoje daugta²kio ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina pora (p, χ(mod p)).
Darbe gauta, jog Dirichl
e L-funkcijoms yra teisinga dvimat
e ribin
e teorema,
t.y. kad tikimybinis matas

νQ ((L(s1, χ), L(s2, χ)) ∈ A) , A ∈ B(C2),

kai Q → ∞ , silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ erdv
eje (C2,B(C2)) .
�ia Re s1 > 1

2
ir Re s2 > 1

2
.
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TWO-DIMENSIONAL LIMIT THEOREM
FOR DIRICHLET L-FUNKCIONS

Irmut
e Maciulevi£ien
e
Summary

Let p be a prime number, χ denote a Dirichlet character mod p, and let
L(s, χ) be a corresponding Dirichlet L-function. For Q ≥ 2, de�ne

MQ =
∑
p≤Q

∑

χ = χ(modp)
χ 6= χ0

1,

and let
νQ(. . .) =

1

MQ

∑
p≤Q

∑

χ = χ(modp)
χ 6= χ0, . . .

1

where in place of dots a condition satis�ed by a pair (p, χmod p) is written.
It proves that the probability measure

νQ = ((L(s1, χ), L(s2, χ)) ∈ A), A ∈ B(C2),

converges weakly to some probability measure P on (C2,B(C2)) as Q →∞.
Here Re s1 > 1

2
and Re s2 > 1

2
. The limit measure P is de�ned by its

characteristic transforms.
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