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I[VADAS

Tegul x(m) yra Dirichlé charakteris moduliu k, 0 s = o + it yra kom-
pleksinis kintamasis. Dirichlé L-funkcija L(s, y) pusplokStuméje o > 1 api-

bréziama eilute -
x(m
L(s) =3 X

mS

m=1
Jeigu x(m) néra pagrindinis charakteris yo(m), tai funkcija L(s, x) yra
analiziskai pratesiama j visa s-plokstuma, t.y. ji yra sveikoji funkcija. Kai
X = Xo , tai funkcija L(s, xo) taske s = 1 turi paprasta poliy su reziduumu

)

plm

Dirichlé L-funkcijos yra naudojamos nagrinéjant pirminiy skaiciy pasiskirs-
tyma aritmetinése progresijose.

Nuo H. Boro (Bohr) ir B. Jeseno (Jessen) laiky (1930 m.) Dirichlé eiluciy
teorijoje yra naudojami tikimybiniai metodai, yra jrodinéjamos ribinés teo-
remos silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme. Dirichlé L-funkcijoms
tokio tipo teoremas galime jrodyti pusplokstuméje o > % ant vertikaliy
tiesiy, taCiau galima gauti ir ribines teoremas charakterio moduliy atzvil-
giu. Trumpai apzvelgsime pastarojo tipo rezultatus.

Simboliu p zZymésime pirminj skai¢iy. Tegul @ > 2, o

Mo=> Y L
P<Q x=x(modp)
XFX0

I$ pirminiy skaiciy pasiskirstymo désnio

Z 1= $ + O(xe_c\/@)
log x

p<zx
nesunkiai gaunama [1], kad

@7 Q°
Mg = 2log @) + O(logQQ

).



Tegul

VQ(...):MLQZ > oo

P=@x = x( modp)
X # X0, - - -

Cia vietoje daugtagkio yra ragoma salyga, kuria tenkina pora (p, x(modp)).
Tegul L(s, x) #0 ir £ < o < 1. Tuomet arg L(s, x) Zymi funkcijos L(s, x)
argumento reikSme, apibréziama tolydziu kitimu i$ tasko s = 2 iSilgai bet ku-
rios kreives, kurioje L(s, x) nevirsta nuliu. Pirmoji ribiné teorema Dirichlé
L-funkcijoms su augané¢iu moduliu priklauso P.D.T.A.Elijjotui (Elliott). Te-
gul

Folz) = vg <% arg L(s, ) < x( mod1)> |

Tuomet [1] straipsnyje buvo gautas toks rezultatas. C yra kompleksiné
plokstuma, o D ={s € C: 0 > 1}.

A teorema. Tegul s € D. Tuomet, kai ) — oo , pasiskirstymo funkcija
moduliv 1 Fg (z) konverguoja i tolydZiq pasiskirstymo funkcijo moduliu 1,
apibreziamag Furjé transformacija

n(+£(0) 0):2)

p

~

RN :
Cia 2) apibrézia binominius koeficientus, t.y.
m

(ig) ::tg(:tg—l)...(ig—m—l—l)‘
m!

PanaSus tvirtinimas yra teisingas ir funkcijos L(s, x) moduliui |L(s, x)|.

Tegul B
e(s,0) =00 =[] (1 - %) exp {—%} -

p

Tuomet funkcija (s, x) yra analiziné srityje D. Be to, kiekvienam § >
0 egzistuoja [3] tokios teigiamos konstantos ¢; = ¢1(9) ir co = ¢2(0), kad



tenkinama nelygybé ¢; < |e(s, x)| < ¢ tolygiai o atzvilgiu, o > % + 9.
Apibréziame pasiskirstymo funkcija

Go(r) = vo(le(s, IIL(s, X)| < @),

Tuomet yra zinomas toks tvirtinimas [3].

B teorema. Tegul s € D.Tuomet egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija
G(x) , i kurig, kai Q@ — oo , silpnai konverguoja pasiskirstymo funkcija
GQ(.%')

E. Stankus apibendrino A ir B teoremas. Jis jrodé ribine teorema kom-
pleksinéje plokstumoje. Tegul B(S) yra erdvés Borelio aibiy klasé. Api-
brésime tikimybinj mata

Po(A) = vo(L(s,x) € A), A€ B(C).

Be to, tegul

_z'T—i-k:
77_ 2 )
nn+1)...n+a—1)

a!

CT,k<pa) =
C‘r,k(m) - H C‘r,k(pa)‘

p*[|m

CiaT e R,k € Z , o p®||m reiskia, kad p®| m, tatiau p®*' { k. Apibréziame

= 1 1
k) = T T, — o5 > -
w(7, k) mZ::lC #(m) err(m) —2, 0> 5

Tuomet [11] darbe buvo jrodyta tokia teorema.

C teorema. Tegul s € D. Tuomet tikimybinis matas Py , kai () — oo ,
silpnai konverguoja j tikimybing matq erdvéje , apibréziamaq charakteringgja
transformacija w(t, k).

Magistro darbo tikslas - gauti dvimatj C teoremos analoga. Tegul
C*=CxCiroy >1,0,> 1. Apibréziame funkcijas

> 1
wi(, k) = crilm) co_i(m) — TER KEZ, j=1.2,
m=1

>



r

Cry ey (A1) Cry iy (d
W(Tla7—27k17k2 Z Z : dlSIdSQ : ( 2) X

m= 1d1d2 m

« Z Cry, /ﬂ dl CT2k2(d2)

d81d32 , T1, T2 € R7 kl,kQ € Z..

dida=m

Cia sj = 0j + itj , 055 = 0 - it; yra jungtinis kompleksinis skaicius,
j=1,2.
Pagrindinis darbo rezultatas yra §i teorema. Tegul

pa(A) = vo((L(s1,x), L(s2,x)) € A), A € B(C?).

Pagrindiné teorema.Tegul si,sy € D. Tuomet tikimybinis matas fig,
kai Q — oo, silpnai konverguoja j tikimybini matq erdvéje (C* B(C?)) ,
apibréziamq charakteringosiomis transformacijomais

(Wj<7'a k:), Jj=12, W(7'1,7'2,k?1,k2))-



1. DIRICHLE CHARAKTERIAI

Dirichlé charakteris moduliu k& yra funkcija x(n) = x(n;k) sveikyjy
skaiciy aibéje, tenkinanti salygas:

x(n) # 0,

x(n)x(l) = x(nl),
x(n) = x(n+k).

Kitaip sakant, Dirichlé charakteriai moduliu & - tai aritmetinés funkcijos,
kurios néra tapatingai lygios nuliui, pilnai multiplikatyvios ir periodinés su
periodu k.

Dirichlé charakterio savoka jvedé vokiec¢iy matematikas P. Dirichlé. Jis
irodé teorema, kad, kai tik aritmetinés progresijos pirmasis narys ir skir-
tumas yra tarpusavyje pirminiai, joje butinai yra be galo daug pirminiy
skaiciy.

Pateiksime pilng Dirichlé charakterio apibrézima. Tegul

k=2 ... .por

yra kanoninis skaic¢iaus k skaidinys, n - sveikas, tarpusavyje pirminis su k,
skai¢ius; ¢ = ¢p = 1, jei @ = 0 arba @ = 1; ¢ = 2, ¢y — 2972, jeigu a > 2;
c1 = o), .., ¢ = @(p&r), kur p(n) yra Oilerio funkcija. Tegul v, 0, 71,
..., Yr - skai¢iaus n indeksy sistema moduliu k, t.y. maziausiy neneigiamy
sveikyjy skaiciy, tenkinanciy lyginius

n = (—1)75% (mod 2),
n=g/(modp;’),j=1,..,r,

. é. . . . . e el o k . d l. Qg
sistema. Cia g; — maZziausia primityvioji Saknis moduliu p;”; €, €o, €1, ...,
€, — Sakny atitinkamai eilés ¢, cg, ¢, ..., ¢, sistema.

Funkcija

y(n) = ellelt .. ey, jeigu(n, k) =1,
0 jeigu(n, k) # 1,



apibrézta visoje naturaliyjy skaiciy aibéje, yra vadinama Dirichlé charak-
teriu moduliu k. Kai €, gy, €1, ..., & perbéga visas galimas reikSmes, gau-
name

e(2%) p(p1") .- o) = ¢(k)
skirtingy Dirichlé charakteriy moduliu k. Charakteris, kai e = ¢p =1 = ...
= ¢, = 1, vadinamas pagrindiniv charakteriu. Jis Zymimas Y. Taigi

- {1, jei (n, k) = 1,

() =130 g (n,k) # 1.

Bet kuriems naturaliesiems skai¢iams n, [ ir k teisingos lygybes

x(n)x(1) = x(nl),
x(n) = x(1), jeigu n = I(mod k),

x(1) =1,
X (n, k) = x(n; 2%)x(n; pi*) - x(n; py7),
X*®(n) = xo(n).
Jeigu x(n) yra Dirichlé charakteris moduliu k, tai kompleksiné jungtiné
funkcija X(n) taip pat yra Dirichlé charakteris moduliu k.

Maziausias i$ skai¢iy v, tenkinanc¢iy lygybe x”(n) = xo(n), vadinamas
Dirichlé charakterio laipsniu. Kai v = 1, tai egzistuoja vienas toks charak-
teris xo. Kai v = 2, tai x(n) gali jgyti tik reik8mes 0; +1; tokie Dirichlé
charakteriai vadinami realiaisiais arba kvadratiniais charakteriais. Kai v >
3, tai Dirichlé charakteris vadinamas kompleksiniu charakteriu. x(n) va-
dinamas lyginiu arba nelyginiu charakteriu priklausomai nuo to, ar x(-1)
= 1, ar x(-1) = —1. Pagrindinés Dirichlé charakteriy sumy savybés isreis-
kiamos formulémis:

S ) = {w(kL jeigu X = xo, (1)
)

n(mod k Oa jeigu X 7é X0,
p(k), jeigul = 1(mod k),
> x<1>:{” et = amod 1) (12)
mod K) 0, jeigu [ # 1.



Cia (1.1) formuléje n perbéga pilng likiniy moduliu k sistema, o (1.2) for-
muléje x perbéga visus ¢(k) charakterius moduliu k.
Kai (I, k)=1, teisinga formuleé:

)1, jeigu n =l(mod k),
0, jeigu n # l(mod k).

Ji yra Dirichlé charakterio ortogonalumo savybe.

Tegul x(n; k) - bet kuris nepagrindinis charakteris moduliu k ir (n, k) =
1. Jei skaicius k yra maziausias charakterio x(n; k) periodas, tai k yra va-
dinamas pagrindiniu charakterio x moduliu, o pats charakteris y vadinamas
primityviuoju charakteriuv moduliu k. PrieSingu atveju egzistuoja vienintelis
skai¢ius k; > 1, dalantis k, k1 < k, ir primityvusis charakteris x; ( mod k)
toks, kad

ik jei k)=1
X(n; k) _ Xl(n7 1)7 %e?gu ('TL, ) ’
0, jeigu (n, k) # 1.

Siuo atveju x(n; k) vadinamas neprimityviuoju charakteriu moduliu k, ir
sakoma, kad charakteris y; indikuoja x. Charakteris x(n; k) yra primityvu-
sis tada ir tik tada, kai bet kuriam d, dalijan¢iam k, d < k, egzistuoja a su
salygomis

a = 1( mod d),

x(a; k) # 0; 1.

Sio skyrelio apibrézimus ir tvirtinimus galima rasti, pavyzdziui, [5], [6],
|7] ir [12] monografijose.



2. DIRICHLE L-FUNKCIJOS

Dirichlé L-funkcija L(s, x) yra kompleksinio kintamojo s = o+t funkci-
ja, apibréziama visiems Dirichlé charakteriams y moduliu d srityje o > 1

eilute
Lis.x) =Y x(n) (2.1)

nS

n=1
(2.1) eiluté, vadinama Dirichlé eilute, absoliudiai ir tolygiai konverguoja bet
kokioje baigtinéje kompleksinés plokstumos srityje, kuriai o > 1 + ~, v >
0. Jeigu x yra nepagrindinis charakteris, tai

L(s,x) = 8/100 Zx(n)ufsfldu. (2.2)

n<u

Kadangi pointegraliné suma yra aprézta, §i formulé reiskia, kad L(s, x) yra
reguliarioji funkcija pusplokstuméje o > 0. Bet kuriam charakteriui x mo-
duliu d funkcija L(s, x) galima ireiksti Oilerio sandauga pagal pirminius

skaiSius p :
L(s,x) = H (1 — X(p)) ,o > 1. (2.3)

S
» p

Tegul x = xo yra pagrindinis charakteris moduliu d. Kai d = 1, tada
L(Sv XO) = C(s)a

kur ((s) yra Rymano dzeta funkcija, srityje o > 1 apibréziama eilute

Kai d > 1, tai tada

L) =< [T (1- ).

pld

Todél L(s, xo) savybés visoje kompleksinéje plokstumoje isplaukia is funkci-
jos ((s) savybiy. Funkcija L(s, o) yra reguliari visiems s , i8skyrus taska

10



s = 1, kuris yra jos paprastas polius su reziduumu d ¢(d); ¢a ¢(m) yra
Oilerio funkcija. Jeigu x # xo ir x* yra primityvusis charakteris, kuris
indukuoja charakterj xy moduliu d, tai tada

Lis,x) = Ls ) [ <1 - L@) | (2.4)

pS
pld

Kai x(mod d) yra primityvusis charakteris, tai funkcija L(s, x) turi Ry-
mano tipo funkcine lygtj. Tegul

(s, x) = <%>;5 r (S ;r 5) L(s; x)

1—x(—1
5 L=x(=1)
2
Tuomet visiems kompleksiniams s teisinga funkciné lygtis

6(1 - 87%) = 5(X)€(87X)7 (25)

ir

kur I'(s) yra Oilerio gama funkcija, o

e(x) = et =1,

7(x) yra Gauso suma, Y - charakteris, jungtinis charakteriui x. I§ (2.5)
lygties ir (2.2) ir (2.4) formuliy isplaukia, kad funkcijos L(s, x) ir £(s, x)
yra sveikosios funkcijos visiems x # xo . Be to, kai ¢ < 0, L(s,x) = 0
tik taskuose s = -2v -6 , v = 0, 1, 2, ..., ir taskuose s, kuriuose (2.4)-os
iSvestiné lygi nuliui; Sie taskai vadinami trivialiais funkcijos L(s, x) nuliais.
Kai o > 1, tai funkcija L(s, x) # 0; Vallé Pusenas ( Ch. J. Vallee - Poussin)
jirodé, kad L(1 + it, x) # 0, t.y. visi Dirichlé L-funkcijos netrivialus nuliai
priklauso juostai 0 < o < 1, kuri vadinama kritine juosta.

Tegul N(T,x) yra funkcijos L(s, x) su primityviuoju charakteriu y mo-
duliu d nuliy skai¢ius staciakampyje 0 < o < 1, |t| < T, T > 2. Tada

1 T Td T
—N(T,x) = —log — — — logTd).

11



Tegul A(n) yra Mangoldto funkcija, t.y.

logp,  jein =pk,
A(n) = {0 L N
: jei n # p~,

1<i1<d,(l,d) =
Ylad, )= > An),

n < x,

n = t(mod d)
=Y x(n)A(n)
n<x
Tada is charakateriy ortogonalumo savybeés iSplaukia, jog
1

> XDl x); (2.6)

x( mod d)

¢ia yra sumuojama pagal visus charakterius x moduliu d. Kai y yra primi-
tyvusis charakteris ir o« = 1 — 9, tai tada

TP e 20T L'(as,x) «
=-S5 T el G2 O/ QNS Py
Y(x;x) >, P + Sp sllr(l){ Las. ) 8} alog ;

¢ia p = [ + iy perbéga visus L(s, x) netrivialius nulius.

Sprendziant jvairius uzdavinius, daznai yra naudojamos funkcijos ¢ (z; x)
formuleés :

kai x # x0, 2 < T < z, tai

b =-3 T3t +0( log? d) (2.7)

p

IyI<T Ivl<1
kai x = xo, tai
W(z, xo0) ZA + O(log z log d). (2.8)
n<lx

12



Egzistuoja hipotezé, vadinama iSpléstine Rymano hipoteze, tvirtinan-
ti, kad visi Dirichlé L-funkcijy netrivialus nuliai yra tiesé¢je o = 1. Jei i

2
hipotezé teisinga ir d < z, tai tada

x
Y(w;d,1) = —— + O(Valog’z).
(d)
Siuo metu yra zinoma tokia sritis, kurioje néra funkcijos L(s, x) netrivia-
liy nuliy: kompleksiniam charakteriui y moduliu d egzistuoja tokia konstan-
ta ¢, kad L(s, x) neturi nuliy srityje

Cc

> - —
4 log d(|t| + 2)

Jeigu x yra realus nepagrindinis charakteris moduliu d , tai L(s, x) §ioje
srityje gali turéti daugiausia vieng paprasta realy (t=0) nulj, kuris vadina-
mas igskirtiniu funkcijos L(s, x) nuliu. ISskirtiniam nuliui § galioja nely-
gybe

IS G,
dz log*d

Be to, K. Zygelis ( C. Siegel ) 1935 metais jrodé, kad bet kuriam ¢ > 0
egzistuoja tokia teigiama konstanta ¢ (¢ ), kad

B<1—cle)d™.

Taciau 8i nelygybé yra neefektyvi, t.y. duotam skaic¢iui € > 0 negalima
nurodyti konstantos c(e) reik§més. Aigku, jog §j trukuma turi ir visi rezul-
tatai, gauti remiantis Zygelio nelygybe.
IS minéty rezultaty gaunamas toks pirminiy skaiciy aritmetinéje progre-
sijoje pasiskirstymo asimptotinis désnis:
Y(x;d,l) = ﬁ + O(z exp{—c1/log x});

¢ia ¢ yra absoliuti teigiama konstanta, d < (logz)™7 , v > 0.
Tegul
m(x;d,l) = Z L.
psw
p = l(mod d)
(I,d) =1

13



Tuomet i$ ¢ia iSplaukia, kad

m(z;d,l) = x + O(ze~2Vios™),
¥

(d) log z

Sio skyrelio rezultaty jrodymus galima rasti [10], [12] monografijose.

14



3. TIKIMYBINIAI MATAI

Tarkime, jog X yra bet kokia netuscia aibeé.

3.1 apibézimas. Funkcija d : X x X — R yra vadinama metrika aibéje
X, jei ji tenkina aksiomas:

1° d(x,y) > 0ir d(z,y) = 0 tada ir tik tada, kai x =y, x,y € X ;

20 d(z,y) =d(y,z) , z,y € X ;

30 d(x,y) < d(z,2) +d(z,y), z,y,2 € X.

3.2 apibrézimas. Pora (X,d) yra vadinama metrine erdve.

3.3 apibrézimas. Tegul S yra bet kuri metriné erdve. Sios erdvés poaibiy
sistema A yra vadinama o-kunu, jeigu yra patenkinamos salygos:

1°. S e A;

20, Jei A € A, tai aibés A papildinys A° = S\ A€ A;

3% Jei Ay, Agy .. € A taiir U A €A.

3.4 apibrézimas. Tegul A yra erdvés S atviryjy aibiy sistema. Maziau-
sias o-kunas, kuriam priklauso sistema A, yra vadinamas erdvés S Borelio
aibiy klase ( Borelio o-kunu ) ir Zymima B(S).

3.5 apibrézimas. Tegul aibés funkcija P : B(S) — R tenkina salygas:

19 P(A) > 0 visoms aibéms A € B(S);

20, P(S) = 1;

3% Jei Ay, Agy .. € B(S) ir Ay,NA =@, k #1, tai P(Uy_; Am) =
S, P(Ay).

Tuomet aibés funkcija P yra vadinama tikimybiniu matu, apibréztu
erdvéje (S, B(S9)).

3.6 apibrézimas. Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje
(S,B(S)). Jei su kiekviena realia, aprézta, tolydzia funkcija f erdvéje S

/ fdP, — / far,
s n—oo Js

tai sakome, jog tikimybinis matas P, , kai n — oo, silpnai konverguoja }
mata P.

15



4. CHARAKTERINGOJI
TRANSFORMACIJA KOMPLEKSINEJE
PLOKSTUMOJE

Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (C,B(C)). Naudosime komp-
leksinio skaic¢iaus trigonometrine forma: z = re'?, kai r = |z|, 0 p = arg z.

4.1 apibrezimas. Mato P chrakteringgja transformacija yra laikoma
funkcija

w(r, k) = / riTe*dpP, T € R, k € Z.
c

Jeigu r = 0, tai pointegraline funkcija laikome lygia nuliui.

Tikimybiniy maty chrakteringosios transformacijos buvo apibréztos [9]
straipsnyje. Jos yra nagrinéjamos ir [4] monografijoje.Yra Zinoma, jog ma-
tas P yra vienareikSmiskai apibréziamas savo chrakteringgja transformacija
w(T, k).

16



5. CHARAKTERINGOSIOS
TRANSFORMACIJOS
ERDVEJE C-.

Primename, kad C yra kompleksiné plokituma, o C2 = C x C . Siame
skyrelyje apibrégime tikimybiniy maty erdvéje (C?, B(C?)) chrakteringasias
transformacijas ir §iy transformacijy terminais suformuluosime teorema apie
silpnajj maty konvergavima toje erdveéje.

Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (C?, B(C?)), P, ir P, yra mato
P marginalieji matai, t.y.

Pi(A) = P(Ax C), A € B(C),

Py(A) = P(C x A), A € B(C).

Naudosime kompleksiniy skai¢iy trigonometrine forma, t.y. z = re’? | ¢ia
r=lzl,op=argz.
5.1 apibrézimas. Funkcijos

w;i(T, k) = /(Cr”eik‘Pde, i=12 1€eR, ke,

w(Ty, To, k1, ko) = / rinpirettiertibae2gp o n € R, Ky ky € Z
(CQ

yra vadinamos tikimybinio mato P charakteringosiomis transformacijomis.

Pointegralines funkcijos yra latkomos lygiomis nuliui, jei atitinkamai =0

1 rre9 = 0.

Tikimybiniy maty daugiamateéje kompleksinéje plokstumoje charakterin-
gujy transformacijy apibrézimas yra duotas [11] straipsnyje. Yra Zinoma,
jog charakteringosios transformacijos (w;(7, k), j = 1,2, w(7, 72, k1, k2)) vie-
nareikSmiskai apibrézia tikimybinj mata P. Pagrindinés teoremos jrodymui
bus reikalinga tokia teorema.

5.1 teorema. Tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (C*, B(C?)) , o
(Win(T, k), 7 = 1,2, wo(T1, T2, k1, k2)) yra ji atitinkancios chrakteringosios
transformacijos, n € N.Tarkime, kad visiems 7,71, 79 € R ir k, ki, ky € Z

lim w;, (7, k) = w(T,k)
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w

lim w,, (71, 72, k1, k2) = w(T1, T2, k1, ka),

n—oo
o funkcijos w;i(7,0),7 = 1,2, ir w(1y,72,0,0) yra tolydzios atitinkamai tas-
kuose 7 = 0 ir 7y = 0, 75 = 0. Tuomet erdvéje (C?, B(C?)) egzistuoja toks
tikimybinis matas P, § kurg, kai n — oo , silpnai konverguoja matas P,.
Siuo atveju, (wi(7, k), j =1, 2, w(m, T2, k1, k2) yra mato P chrakteringosios
transformacijos.

Irodymas. Teorema yra atskiras atvejis bendros teoremos, gautos [8]
straipsnyje apie tikimybiniy maty konvergavima daugiamateéje kompleksinéje
plokstumoje. Pastebime, jog [8] straipsnyje yra naudojamas specialus silp-
nojo konvergavimo apibrézimas daugiamatéje kompleksinéje plokstumoje.
I Sio konvergavimo apibrézimg jeina ir jprastas silpnasis konvergavimas.
Kadangi pagrindinéje teoremoje rezultatas yra formuluojamas silpnojo maty
konvergavimo terminais, tai mums néra prasmes pateikti specialaus silpnojo
maty konvergavimo apibrézimo.
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6. PAGALBINIAI REZULTATAI

Siame skyrelyje pateiksime keleta rezultaty, kurie bus reikalingi pa-

grindinés teoremos jrodymui.

Tegul 0 < 6 < Lk >2, L =loglogQ (logz = Inx = log,x) , o

2
R = R(4, K, Q) yra sta¢iakampis kompleksinéje plokstumoje, apibréziamas

nelygybeémis
1 1
R:{SEC:§+5SUSK,|1€| < (logL)z}.

Naudinga aproksimuoti funkcija L(s, x) baigtine Oilerio sandauga. Tai
duoda zemiau formuluojama lema. Cia ¢ yra pirminis skaicius.
6.1 lema. Tolygiai pagal s € R, kai Q) — oo,

v (L(s,x) — (1+0(x)) HL (1 _ @)) — 14 0(1).

Lemos jrodymas yra pateiktas P. D. T. A. Elijoto [1] straipsnyje.

Tegul
dm) =) 1

dlm

yra skai¢iaus m dalikliy skai¢ius ( dalikliy funkcija).
6.2 lema. Tegulay,...,a,,n < Q yra kompleksiniai skaiciai su teigiamo-

mis konstantomis ¢y ir co , tenkinantys nelygybe
lam| < c1d®?(m),m=1,...,n.
Tuomet kiekvienam realiam skaiciai u, 1 < u < n , su cg = 4% yra teisingas

jvertis

s _ 1 “
vQ (r?g%d Z amx(m)m=2| > v) =0 (m (log max(u, L))) .

u<m<n

Lema taip pat priklauso P. D. T. A. Elijotui ir yra jrodyta [1] darbe.
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Labai svarbi yra 6.3 lema. Ji baigtinémis sumomis aproksimuoja san-
dauga

|L(s, X)|"" exp{ik arg L(s, x)}.

Sakome, kad koks nors tvirtinimas 7' galioja_beveik visoms poroms
(p, x(mod p)), jei, kai Q— oo, vg(A) = o(1). Cia A yra aibé ty pory
(p, x(mod p)), kurioms yra teisingas tvirtinimas 7.

6.3 lema. Beveik visoms poroms (p, x( mod p)) ir kiekvienam fiksuotam
kel

IL(s, X)|i7 exp{ikj arg L(s, X)} = (14 o0o(1)) <Z CT7k(m) Xr(nm) + 0(1)) X

m<L

< (Z CT,_k(m)ng) + 0(1))

m<L

tolygiai pagal s € R ir 17| < eq. Cia ¢4 yra bet kokia teigiama konstanta.
Irodymas. Zinome, kad

|L(s,x)|* = L(s, X)L(s, x) = L(s, x) L(5,X)-

Todél

[ L(s,x)| = (L(s, x)L(5,X))* -
Pasinaudoje 6.1 lema, i$ ¢ia gauname, kad beveik visoms poroms (p,
x(mod p)) , kai @ — oo,

L(s, )| = 1+ o) ] <1 _ X(‘-’))_é 11 (1 - ﬂ‘”)_% (6.1)

tolygiai pagal s € R.
Kadangi

tal '
L(s,x) = |L(s, x)| - €' & "X
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ir
L(3,X) = |L(s,x)| - e "8 LX),

I§ ¢ia gauname, kad

p2iarg L(sx) _ L(s, x)
ir )
iarsL(sx) _ (M) 2 .
L(5,X)

Todél, veél pasinaudoje 6.1 lema, i§ ¢ia gauname, kad beveik visoms poroms

(p; x(mod p)), kai @ — oo,
16-2)

q<L

N|=

exp{iarg L(s,x)} = (1+ o(1)) H (1 B M)_

S
q<L 4

tolygiai pagal s € R. I8 ¢a ir (6.1) asimptotiniy lygybiy turime, kad beveik
visoms poroms (p, x(mod p)) ir bet kuriam k € Z, kai Q) — oo ,

S
q<L q

s 01 explikars (s} = (140 [T (1- M2 7

XH<1_¥):HL(1_%>5H(IJ@

4<L q<L ¢
—1+oM) ] (1 - @)_+ 11 (1 _ @>_+ _
=(1+ 0(1))(111 <1 - %) _nq<HL (1 - %) o (6.2)

tolygiai pagal s € R ir |7] < ¢s . Primename, jog ¢ia n = £, Tegul o > 1.
Tuomet kiekvienam charakteriui y

1
< —=<1

V2

‘@
-
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Todél

(-2

galime skleisti laipsnine eilute. Turime, jog

R 1)...(n+a—1)x°
( x(q)) :Z(:)n(nvL) a§n+ ) X*(a)

o qOZS

qS

S oy X (¢

- Z CT’k(q ) (as ) : (63)
a=0 q

I8 dydziy c,x(q™) apibrézimo

nn+1)...(n+a—1)

CT,k(q ) = ol
nesunku matyti, kad visiems |7| < ¢4
crr(q®) < (a+1)%. (6.4)

Cia cs yra konstanta, kuri priklauso tik nuo ¢4 ir k. Funkcija ¢, (m) mul-
tiplikatyvi, t.y. c;x(m n) = ¢, x(m) ¢, x(n) visiems tarpusavyje pirminiams
m ir n. Todél i§ (6.4) iSplaukia, jog

leri(m)| = | T crala™)| < T] (@ + 1) = d=(m), (6.5)
q“|lm q“||lm

nes d(q¢%) = o+ 1. Cia ¢* | m reigkia, jog ¢* | m, bet ¢  m. I§ ¢ia,
remdamiesi (6.3) lygybe ir funkcijy multiplikatyvumu, galime parasyti, jog

[(-57) - Eem e

S S
m
q<L q

ir panasiai

| CEREU R SRS 67)



Cia zenklas * rodo, kad yra sumuojama pagal tuos m, kuriy pirminiai da-
likliai yra mazesni uz L.

Dabar belieka aproksimuoti (6.6) ir (6.7) baigtinémis sumomis. Kadangi
galioja (6.5) nelygybé, mes galime naudoti 6.2 lema. Gauname, jog beveik
visoms poroms (p, x(mod p)) ir kiekvienam fiksuotam k € Z, kai Q) — oo ,

I (1 B X(Q>>_" -y cT,k(m)Xg? +o(1)

s
q<L q m<L

ir

I1 (1 - Y<q>>_n+k -y cT,_k(m)ng) +o(1)

s
q<L q m<L

tolygiai pagal s € R ir |7| < ¢y . I8 ¢a ir (6.2) gauname lemos tvirtinima.
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7. PAGRINDINE TEOREMA

Siame skyrelyje suformuluosime ir jrodysime dvimate ribine teorema
Dirichlé L-funkcijoms.

Tegul p yra pirminis skaic¢ius, () > 2, x yra Dirichlé charakteris moduliu
P, Xo yra pagrindinis Dirichlé charakteris moduliu p,

ir

yQ(...):MLQ >y L

P=@x = x(modp)
X 7 X0, - - -

Cia vietoje daugtaskio yra raSoma salyga, kuria tenkina pora (p, x(modp)).
Simboliu C Zymésime kompleksine plokitumg, C* = C x C , o B(C?) yra
erdvés C? Borelio aibiy klasé. Tegul L(s, x) yra Dirichlé L-funkcija, o D =
{s € C:0>1}. Magistro darbo tikslas - gauti tikimybinio mato

def
pa(A) = vo ((L(s1,x), L(s2,x)) € 4), A€ B(CY),
silpnajj konvergavima, kai ) — oo .
Pagrindinés teoremos formulavimui yra reikalingos tokios funkcijos. Tegul
r]:#,TER,kGZ,

nn+1)...(n+a—1)
o!

CT,k(pa) =

C‘r,k(m) = H C‘r,k(pa)‘

p*[Im

Cia p® || m reiskia, kad p® | m , bet p*™ t k , t.y. pirminis skaicius p
laipsniu « jeina j naturaliojo skai¢iaus m kanoninj skaidinj.
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09 > . Naudodami

Tegul$1201+’ét1,52202+it2ir01>l 5

2
skai¢ius ¢, x(m) , apibréziame funkcijas

1
Zcrk CT k )%7]:1727

ir

Crky (A1) Cr ey (d
W(7'177'2,k31,k32 Z Z £ di1d82k ( 2>X

m=1; dids=m

,T1, T2 € R ky, ko € Z.

r—k(d1)Cr ey (d
% Z Cr—k(dr)Cr 1, (d2)
d3' d3?
dida=m

Pagrindiné teorema. Tequl s1, ss € D. Tuomet tikimybinis matas
pg, kai Q — oo, silpnai konverguoja j tikimybing matq erdvéje (C* B(C?)),
apibréziamq charakteringosiomis transformacijomis (w;(7, k) , j = 1,2,
W(T17 T2, kh kQ) .

Pagrindinés teoremos jrodymui naudosime charakteringyjy transformaci-
ju erdvéje C? metoda (5 skyrelis). Tegul

(WQJ(T7 k)’ .]: 1727 WQ(TI7TQ7k17k2>>

yra tikimybinio mato jig charakteringosios transformacijos, o pg; , j — 1,2,
yra mato jio marginalieji matai. Tuomet i§ mato pg apibrézimo iSplaukia,
kad

Wq, (7, k) = /C o rTeMdpg ; =

~ M, Z Yo (s )7 explikarg Lis;, x)}, 5 = 1,2
© 750y — \(modp)
X 7# Xo
L(sj,x) #0
ir
WQ(Tl, Ta, kl, k2) - / T.zlr1r§Tzezk1@1+zk2<p2duQ _
C2

3 S sl X

P=¢ x = (modp), X # Xxo
L(s1,x)L(s2,x) # 0
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x exp{iky arg L(sy, x) + iko arg L(sa, X) }- (7.1)

Remiantis 5.1 teorema, reikia iSnagrinéti funkcijy wg (7. k) , j = 1, 2,
ir wo (71,72, k1, ko) elgesi, kai QQ — oo .

7.1 lema. Visiems T € R, k € Z

th;o wo,; (T, k) = w,(7, k),

o funkcija w;(T,0) yra tolydi taske 7=0, j=1, 2.

Lemos jrodymas pateiktas [4] darbe.

Vadinasi, lieka i$nagrinéti funkcijos wq (71, 72, k1, k2) asimptotinj elgesj,
kai Q) — oo .

Tegul A yra pory (p, x( modp)) aibé, kurioms L(s,x) # 0, kai s € R,
ir galioja (6.8) ir (6.9) lygybés. Tuomet i§ 6.1 lemos turime, kad

vg (p, x(mod p)) € A=1+o0(1). (7.2)
Tegul, trumpumo délei,

Z CT,k(m)% = a;

ir

Z CT,_k(m)Y(m) =b;.

msi
m<L

Tuomet i§ (7.1), 6.3 lemos ir (7.2) gauname, jog

1 . .
WQ(TbTZa kla k?) = ﬁ Z Z ‘L(SDX)VTI‘L(SZ?X)VTQX
p<Q _
X = x(mod p),
X # X0,

(p, x(mod p)) € A

x exp{iky arg L(sy, x) + iks arg L(sox)} + o(1) =

- (1+o<1))MiQZ S (@ +o()x

P<@y = x(mod p),
X 7 Xo
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X (b1 + o(1))(ag + o(1))(ba + o(1)) 4+ o(1)
tolygiai pagal s, € R, j =1, 2,ir |7| < ¢, |72| < ¢7 . Todél

wQ(T1, T2, k1, k) = (14 0(1)) %

< Z Z a1b1a2b2+

“ <0y = y(mod p),
X 7 Xo
1
—+ O(V Z: Z |a1b1a2b2|>+
P=@ y = x(mod p),
X # X0,

(p, x(mod p)) ¢ A

v X
“»2Q y = y(mod p),
X # Xo

a1b1a2 + a1a262 + b1a2b2 + CL11)1+

“+aias + (llbz + blaz + blbz + agbg +ap + bl + as + bQ + 1‘)) =

“ 1+ 0(1)) —— (T + Ty + Ts) . (7.3)

Mq
Kiekviena i§ sumy »_,, >, ir >3 jvertiname atskirai. Pradésime nuo
>, . Pritaike Kosi-Svarco nelygybe

n n n
[ 2 anbal” < 3 lanl® 3 bul”
m=1 m=1 m=1
kuri yra teisnga bet kuriems kompleksiniams skai¢iams a,, ir b,, , gauname
i5 (7.2), jog

2

=i 2

p<Q

Z alblazbg

X = x(mod p),
X # Xo
(p, x(mod p)) ¢ A
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xMLQ Z | Z 12 =
P=@  x = x(mod p),
X # Xo,
(p, x(mod p)) ¢ A

1
= 0(1)%2 Z a1 [*b1]?|as]?[b

P<@y = x(mod p),

X 7 Xo

Is dydziy a; apibrézimo turime, kad

aj = (Z ch(m)X(m_)>2 => er(T.)-

m<L

Cia

d, = ZCT,k(d) Crk (g) .

d|r

Pasinaudoje nelygybe

i§ ¢ia gauname, kad

4, <37 ) (d5) " < ().

d|r

Dabar §is jvertis ir (7.5) leidzia tvirtinti, kad

(ara2)* =) u(m) x(m),

m<L4

kur
1

mmin(al,ag) :

[u(m)| < (d(m))22e+D+1

Visiskai panasiai gauname, kad

(bib2)* = ) w(m)x(m),

m<L4

28
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kur
1

u(m)| < (d(m))2(2C8+1)“mmin(gl ) (7.7)
Pasinaudoje zZinoma nelygybe
lal* + [b]”
| < ———
aljpl <
turime, jog
a1 [*las|?|br[*b2]* = O(lar [Y|a|* + [br[*[b2]). (7.8)

Kadangi d(m) = O(m¢) su bet kuriuo € > 0 ir min(oy,03) > 3 , tai eiluté

09

—  (d(m
Z m2m1n 01,02)

m=1

konverguoja su bet kuriuo cg > 0. Taigi, pasinaudoje 6.3 lema ir atsizvelge
i (7.4)- (7.8), gauname, kad

¥ =0(1),Q — oo, (7.9)

tolygiai pagal |11| < ¢5 , |72| < ¢5 . PanaSiai vertinsime ir suma ) , .

Turime, kad
ajaz = Z dmx(m)

m<L2
kur 2(cg+1)+1
d(m))?es
d,| < (d(m)) |
mmin(o1,02)
ir
biby= Y dy X(m
m<L?2
kur
(d(m))Q(c8+1)+1

|| <

mmin(o1,02)

Todél, pakartoje sumos ), jvertinime panaudotus samprotavimus ( Kosi-
Svarco nelygybé, 6.3 lema ), vél gauname, jog

S5 =o0(1), Q — oo, (7.10)
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tolygiai pagal |71| < ¢5, || < ¢5 . Taigi, lieka apskaic¢iuoti ), . Tai yra
sudétingiausia jrodymo dalis.

Kaip raséme anksciau,
102 = E dm X(m)v

m<L2
biby = Z C/Z\m X(m
m<L?2

Dabar tiksliau uzrasysime koeficientus d,, ir c/i\m . Pagal sumy dauginimo
taisykle turime, kad

Cri ks (ll) Crok (12)
d= 3 ) Crialla)
lila=m 'l

T Cri,—k1 (ll) CTQ:*kQ(l2>
dm - Z l§1l§2 :
lilo=m 172

Taigi, gauname, kad

= — Z Z a1a261b2 =

=@ x = x(mod p)
X # Xo
-1 XX ) XX -
p<Q X = (mod p) m<L2 n<L2
X 7é Xo
=D dn Y du g Z >, x(m)X(n). (7.11)
mels sl P=¢ x = x(mod p)
X # Xo

Tarkime, kad m = n. Tada, kadangi x(m)x(m) = |x(m)|? , tai

>, > xX(m)x(n) = Y. ImP=

P<@ y = y(mod p) P<@ y = y(mod p)
X 7 Xo X # Xo
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=Mg— Y (p—2)=My+0(>_ p)=DMg+O(L), (7.12)
‘ m p<L?
pp§ L?

nes |x(m)|? = 1, jei p+ m . I8 koeficienty dy, ir d,, iSraiskos ir cri(m)

jvercio su liekana € > 0 gauname jvertj

2
~ d(m)ch me
|d | < (W Z 1] =0 m2min(or,02) |

lilo=m

I3 ¢ia ir (7.12) iSplaukia, jog atvejis m = n sumoje (7.11) duoda reigkinj

S dud(14001'LY) = (100G 1) 3 3 Sl fnlb),

m<L? m<L2? l1lo=m
" Z Cror—iy (11) Cry iy (I2) Z Z Cri iy (1) Cr, k‘g(lQ)X
lSllSQ l31l52
lila=m m=11[l1lo=m
Cry, kl ll CTz —ka <l2)
x ) e +0(1), Q — oo, (7.13)
l1lo=m

tolygiai pagal |11| < ¢s, |72| < cs.
Dabar tegul m # n. Pasinaudoje formule

0, priesingu atveju,

, jeim =mn(mod p) ir (p,m) =1,
S (m)x(n) = {so(p) ] (mod p) ir (p,m)
x(mod p)
kuri buvo paminéta 1 skyrelyje, gauname, kad
o> xmxm)=0( ) H+o( > p=

P<@y = x(mod p) p<Q, pt(m—n)
X # Xo ptmn m#n,p < L?




Vadinasi, atvejis m # n sumoje (7.11) duoda dydj

_12 dngn :BQ_I Z

m<L2 n<L?2 m<L2

= o(1), (7.14)

kai Q — oo , tolygiai pagal |11| < ¢5 , |2| < ¢5 . Istate dabar (7.13) ir
(7.14) i (7.11), galutinai gauname, jog

(dy) d
wo(T1, 72, k1, k2) = Z Z ks Cllslggij( 2)><

m=1dido=m

Cry, kl dl CTQ —kz(dQ)
x> & +o(1), (7.15)
dido=m

kai () — oo , tolygiai pagal |71 < c¢s5 , |T2| <5 .

Taigi, 18 tolygaus konvergavimo turime, jog wo(71, 72, k1, k2) , kai Q —
oo , konverguoja j tolydzig funkcija.

Pagrindinés teoremos grodymas. Teoremos tvirtinimas iSplaukia i§ 5.1
teoremos, 7.1 lemos ir (7.15).
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ISVADOS

Darbe gauta, jog Dirichlé L-funkcijoms yra teisinga dvimaté ribiné teo-
rema, t.y. kad tikimybinis matas

vg ((L(s1,x), L(s2, X)) € A) , A € B(C?),

kai () — oo , silpnai konverguoja j tikimybinj mata erdvéje (C?, B(C?)) .
CiaResl>%irReSQ>%.
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DVIMATE RIBINE TEOREMA DIRICHLE
L-FUNKCIJOMS
Irmute Maciulevicienée
Santrauka

Tegul p yra pirminis skaic¢ius, x - Dirichlé charakteris moduliu p, o
L(s, x) - atitinkama Dirichlé L-funkcija. Tarkime, jog @ > 2,

ir

VQ(...):MLQZ YL
P=@x = x(mod p)
X # Xo

Cia vietoje daugtaskio rasoma salyga, kuria tenkina pora (p, x(mod p)).
Darbe gauta, jog Dirichlé L-funkcijoms yra teisinga dvimaté ribiné teorema,
t.y. kad tikimybinis matas

v ((L(s1,x), L(s2,x)) € A), A € B(C?),

kai Q — oo , silpnai konverguoja j tikimybinj mata erdvéje (C?, B(C?)) .
CiaResl>%irReSQ>%.
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TWO-DIMENSIONAL LIMIT THEOREM
FOR DIRICHLET L-FUNKCIONS
Irmutée MaciulevicCiene
Summary

Let p be a prime number, y denote a Dirichlet character mod p, and let
L(s, x) be a corresponding Dirichlet L-function. For Q) > 2, define

Mo=> > 1,

=@ x = x(modp)
X 7# Xo

and let

,,Q<...>:MLQ ZQ S

X = x(modp)
X 7 X0, - - -

where in place of dots a condition satisfied by a pair (p, xmod p) is written.
It proves that the probability measure

vq = ((L(s1,X), L(s2,X)) € A), A € B(C?),

converges weakly to some probability measure P on (C? B(C?)) as Q — oc.
Here Re s; > % and Re s > % The limit measure P is defined by its

characteristic transforms.

35



10.
11.

12.

LITERATURA

. Elliott P. D. T. A. On the distribution of arg L( s, x ) in the half-plane

o > 1, Acta Arith., 20 (1972), 155-169.

. Elliott P. D. T. A. On the distribution of the values of guadratic L-

series in the half- plane o > 1. Ynvent. Math., 21 (1973), 319-338.

Elliott P. D. T. A. On the distributionof the values of L-series in the
half- plane o > 1. Indag. Math. 31 (1971), 222-234.

. Laurin¢ikas A. Limit teorema for the Riemann Zeta-function, Kluwer,

Dordrecht, (1996).

Hesennnopt 1. MynabTunnukatuBHas teopusa uumceda. Mocksa,

(1971).

. Hupuxume II.T".JI. Jlekunn mo Teopm umcesn. Mocksa, (1936).

Kapamy6a A.A. OcHOBBI aHATUTUYECKON Teopuu yuces. Mock-

Ba, (1975).

Jlaypurunkac A. O BepOSTHOCTHBIX Mepax Ha MHOTOMEPHOMN KOM-
miaekcHo miockoctu.// Liet. Matem. Rink., 34, (1994), 331-
346.

Jlaypununkac A. Pacupenenenre 3Ha4eHN KOMIIEKCHO3HAUHBIX
¢yurawmeir. // Liet. Matem. Rink., 15, (1975), 25-39.

[Tpaxap K. Pacupenenenue npoctux yucesn. Mocksa, (1967).

Crankyc E. O pacupenenenun L-¢dyurmmii dupuxime.// Liet. Ma-
tem. Rink., 15, (1975), 127-134.

Yynakos H. I'. Beenenne B Teopun L-¢pyurnuit lvpuxiae. Mock-
Ba,(1947).

36



