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ĮVADAS 

Pirmiausia paminėsime keletą rezultatų Rymano dzeta funkcijos )(sV momentams. 

Primename, kad pusplokštumėje 1>s  funkcija )(sV  yra apibrėžiama Dirichlė eilute 

å
¥

=

=
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Ji yra analiziškai pratęsiama Į visą kompleksinę plokštumą, išskyrus paprastą polių taške 1=s  

su reziuumu 1. Vienas svarbiausių funkcijos )(sV  teorijos uždavinių yra momentų 

ò +=
T

k

k dtitTI
1

2
,)(),( sVs    ,

2

1
³s  ,0³k  

Asimptotika, kai ¥®T . Gerai žinomas klasikinis rezultatas, kad kiekvienam fiksuotam 

2

1
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Pagal pirminius skaičius ,p  išplaukia, kad srityje ,1>s  
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Čia koeficientai )(ndk yra multiplikatyvūs, be to p  ir Nr Î  yra teisinga formulė 

.
!

)1)...(1(
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rkkk

rk

rk
pd r

k

-++
=

G

+G
=  

Tuomet viesiems Nk Î  srityje 
k

1
1->s  yra teisinga formulė 
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Egzistuoja hipotezė, kad (1) lygybė yra teisinga visiems 
2

1
>s  i r  .0>k  Tegul  

).(
2

1
, TITI kk =÷

ø

ö
ç
è

æ
 Daug rezultatų yra skirta momentų )(TI k  asimptotikai. G. H. Hardis 

(Hardy) ir J. E. Litlvudas (Littlewood) 1918 m. Įrodė, kad  

,log))1(1()(1 TToTI +=  

o A. E. Ingamas (Ingham) 1928 m. gavo asimptotinę formulę 

,log
2

1
))1(1()( 4

22 TToTI
p

+=   ¥®T  

Vėliau pastaruosius rezultatus tikslino daugelis matematikų. Tegul 

,)12(
2

log)()( 01 T
T

TTITE ---= g
p

 

kur 0g  yra Oilerio konstanta. A. Gudas (Good) Įrodė, kad 

,)( 4

1

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
W= TTE  

o geriausias žinomas Įvertis 

,)(log)( 227

72
BTTTE <<   ,0>B  

yra gautas 1994 m. ir priklauso M. N. Haksliui (Huxley). Yra žinoma hipotezė, kad visiems 

0³k egzistuoja tokia konstanta ,kc  jog  

                                                     ,)(log~)(
2k

kk TTcTI .¥®T                                              (2) 

Iš anksčiau paminėtų rezultatų išplaukia, kad ,11 =c  .
2

1
22

p
=c  Be to 1996 m. A. Laurinčikas 

pastebėjo, jog ,1=kc  kai 

,
loglog2 T

u
k =  

su ,0>u  apibrėžtu konstanta. Hipotezė (2) yra, be abejo, sudėtinga, paprasčiau yra nagrinėti 

Įverčius 

                                                               
2

)(log)( k
kk TTTI >>                                                  (3)  

ir 

                                                               
2

)(log)( k
kk TTTI <<    .                                             (4) 

Kai kurie tvirtinimai apie (3) ir (4) Įverčius yra Įrodyti remiantis Rymano hipoteze, kuri yra 

viena iš svarbiausių matematikoje. 
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1 hipotezė. (Rymano hipotezė) Visų netrivialiųjų Rymano dzeta funkcijos nulių realioji dalis 

yra lygi ½. 

K. Ramačandra pirmasis 1978 m. parodė, kad iš Rymano hipotezės visiems 

0³k išplaukia (3) Įvertis, o 1980 m. jis gavo (4) ĮvertĮ su ,
2

1
=k  ir visiems ,20 ££ k  jei 

teisinga Rymano hipotezė. D. R. His – Braunas taip pat nagrinėjo (3) ir (4) Įverčius. Jis 1981 

m. Įrodė tokią teoremą. 

A teorema. 01  Jei 0³k  yra racionalus skaičius, tai teisingas (3) Įvertis.  

02  Jei ,/1 nk =  ,NnÎ  tuomet teisingas (4) Įvertis. 

03  Jei Rymano hipotezė yra teisinga, tai  (3) Įvertis yra  teisingas visiems .0³k  

04  Jei Rymano hipotezė yra teisinga, tai (4) Įvertis yra teisingas visiems .20 ££ k  

M. Jutila 1983 m. patikslino A teoremą atveju, kai 
n

k
1

= , .NnÎ  Jis Įrodė tokĮ 

tvirtinimą.  

B teorema. Tegul 
n

k
1

= , .NnÎ  Tuomet egzistuoja tokios absoliučios teigiamos konstantos 

1c ir ,2c  ,21 cc £  kad  

                                                 
22

1

21

1

1 )(log)()(log n

n

n TTcTITTc ££                                         (5) 

Iverčiuose (3) ir (4) nėra aišku, kokios konstantos yra simboliuose ",, k<<  ir ".,, k>>  Tegul  

                                                Õ å
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)(1
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)1(

1
2

a
a

a

                                    (6) 

kur ),(sG kaip visada, yra oilerio gama - gama funkcija. Remdamiesi Rymano hipoteze, J. B. 

Konris (Conrey) ir A. Gošas (Ghosh) 1984 m. Įrodė, kad visiems fiksuotiems 0³k  

,)(log))1(()(
2k

kk TTocTI +³   .¥®T  

D. R. His  - Braunas 1993 m. rado išreikštinę konstanta (4) Įvertyje. Jis Įrodė tokią teoremą. 

C teorema. Tegul ,0(Îk  )2  yra fiksuotas ir teisinga Rymano hipotezė. Tuomet, kai ,¥®T  

.)(log)1(
)2)(1(

2
)(

2

2
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k TTo
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c
TI ÷÷
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ö
çç
è

æ
+

-+
£  

Panašius rezultatus momentams ),,( Tk TI s  kur  

T

T
l

1

2

1
+=s  
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su 0>Tl  ir ,lim +¥=®¥ TT l  gavo A. Laurinčikas. 

J. B. Konris ir A. Gošas 1998 m. iškėlė hipotezę, kad 

Õ ÷÷
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p ppp
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o 2001 m. J. B. Konris ir S. M. Gonekas pasiūlė formulę 
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Bendra hipotezė, kad  

Õ å Õ
¥

=

-

= +÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+G
=

p j

k

j
j

j
k

k

k
kj

j

p

pd

pk
c

0

1

0

2

2 )!(

!)(1
1

)1(

1
ˆ

2

 

priklauso J. P. Kitingui (Keating) ir N. C. Snaitui (Snaith) (2000). Čia k  yra nebūtinai 

natūralusis skaičius.  

Darbo tikslas yra panagrinėti Rymano dzeta funkcijos trupmeninių momentų Įverčių 

išreikštinių konstantų gavimo metodiką. 

Darbo uždavinys yra nustatyti apytikslę išreikštinių konstantų reikšmę, naudojant 

kompiuterinę matematikos sistemą Matcad. 
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1. TRUPMENINIAI RYMANO DZETA FUNKCIJOS MOMENTAI 

Nagrinėsime Rymano Dzeta funkcijos momentus 

,
2

1
)(

2

0

dtitTI

kT

k ò ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø

ö
ç
è

æ
+= z  

kur 0³k  nebūtinai sveikasis skaičius. Yra žinomos tokios asimtotikos: 

                            TTCTI log~)( 11 , 2
22 )log(~)( TTCTI , ¥®T ,                                     (1)                                                     

 kur 11 =C , 
22

2

1

p
=C ; be to, trivialu, kad TCTI 00 )( =  su .10 =C   

Taip pat yra žinoma, kad remiantis Rymano hipoteze 

                             ,)(log)()(log
22 k

k
k TTTITT <<<<  .20 ££ k                                            (2)                                            

Todėl galime kelti prielaidą, kad  

                                                
2

)(log~)( k
kk TTCTI                                                                (3) 

bet kokiam fiksuotam 0³k  ir su tinkama konstanta kC , tačiau nėra aišku  kokia turi būti kC . 

Conrey ir Ghosh Remdamiesi Rymano hipoteze gavo  

2

)(log))1(()( k
kk TTocTI +³ , 

bet kokiems 0³k , su  

                     Õ å
ïþ

ï
ý

ü

ïî

ï
í

ì
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ø
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ç
è

æ +++
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+G
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m

m

k

k p
m

mkkk

pk
C

2

0
2 !

)1)...(1(1
1

)1(

1
2

                (4) 

Jie pastebėjo, kad 00 Cc =  ir 11 Cc = , bet ne 22 Cc = . Todėl jie nusprendė, kas (3) teisingas su 

kk cC = , kai 10 ££ k . Mes Įrodysime tokĮ tvirtinimą.  

Teorema. Tegul ( )2;0Îk  yra fiksuotas skaičius, tuomet remiantis Rymano hipoteze 

{ }
22

)(log)1(
)2)(1(

2
)()(log)1(

2

k
kk

k
k TToc

kk
TITToc

þ
ý
ü

î
í
ì

+
-+

££+ , kai ¥®T . 

Reikia pastebėti, kad trupmena 

)2)(1(

2
2 kk -+

 

Įgyja reikšmę 1 kai 0=k  i r  1=k , todėl teorema apima Įverčius (1). Be to, trupmena yra 

baigtinė kai Îk (0; 2) ir aprėžta 
25

27
 intervale [0; 1]. Kai 

2

1
=k  ji tampa lygi 

15

16
.  Šis 

rezultatas gali būti palygintas su Conrey rezultatu, kur jis gavo išreikštines konstantas kitiems 

momentams. 
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Dabar reikalingas vienas paaiškinimas. Toliau naudodami Landau simboliką O(...), 

mes pateiksime nelygybes formoje )(hOgf +³  arba net )(hOf ³ . Tai reikš, kad 
h

gf -
 

arba 
g

f
 yra aprėžtos iš apačios, tolygiai pagal kintančius argumentus. 

1.1. PAGALBINĖS LEMOS 

Šiame skyriuje mes apibrėšime tris vidurkių integralus ir nustatysime jų ryšius. 

Kadangi remsimės Rymano hipoteze, apibrėšime daugiareikšmę ks)(z funkciją kai 
2

1
³s , 

TtT 2££ ) pagal tolygią variaciją išilgai atkarpos nuo 2=s . Apibrėšime apibendrintą 

daliklių funkciją å
¥

=

-=
1

)()(
n

s
kk nndnd    ir   å

¥

=

-=z
1

)()(
n

s
k

k nnds . Funkcija )(ndk yra 

multiplikatyvi bei tenkina sąlygą 

                                       ,
!

)1)...(2)(1(
)(

m

mkkkk
pd m

k

-+++
=     .Nm Î                        (5) 

 Be to, yra žinoma, kad enndk <<)( , bet kokiam fiksuotam 0>e . Parenkame parametrą N, 

ZN Î , TN £  ir apibrėžiame   

å
=

-=
N

n

s
k nndsS

1

)()( . 

Čia pagrindiniai nagrinėjami objektai bus 

ò +=
T

T

k
dtitI

2
2

)()( sVs  

ò +-+=
T

T

k dtitSitI
2

2

)()()( sss  

ir 

.)()(
2

2

ò +=
T

T

dtitSK ss  

Pirmiausia nagrinėsime )(sI . 

1. lema. Tegul 2
2

1
£< s . Tuomet turime  

                                                ))((log)()( sss IOTkII +-³¢                                            (6) 

tolygiai pagal s . 

 Įrodymas pradedamas priklausomybe 
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å ÷÷
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æ
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V 11

1
2

1

1
2

1

2

1

1

1

)(

)(

s
s

s

s
A

s

s
. 

Čia A absoliuti konstanta. Intervale 2
2

1
£< s , TtT 2££ , mes turime  

).1(log

1
2

1

1
2

1

Re OT

s

s

+=

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

÷
ø

ö
ç
è

æ
+G

÷
ø

ö
ç
è

æ
+G¢

 

Be to kadangi 
2

1
)Re( =r , tai turime .0

1

1
Re ³÷÷

ø

ö
çç
è

æ

- r
 

Todėl gauname  

                                   ).1(log
2

1

)(

)(
Re OT

it

it
+-³÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+

+¢

sV

sV
                                                 (7) 

Iš kitos pusės turime  

{ }

.
)(

)(
Re)(2

)(

)(

)(

)(
)()(

)()()()()()(

)()()(

2

11

2

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+

+¢
+=

þ
ý
ü

î
í
ì

-

-¢
+

+

+¢
-+=

-¢-++-+¢+

=-+=+

--

it

it
itk

it

it

it

it
ititk

ititititititk

itit
d

d
it

d

d

k

kk

kkkk

kkk

sV

sV
sV

sV

sV

sV

sV
sVsV

sVsVsVsVsVsV

sVsV
s

sV
s

 

Iš čia ir (7) mes gauname  

)).1((log)()(
22

OTitkit
d

d kk
++-³+ sVsV

s
 

Dabar mes integruojame intervale TtT 2££  ir gauname (6). Gauti rezultatai dalinai irodo, 

kad )(sI ¢  egzistuoja,  kai  2
2

1
£< s .  

Kita lema bus dėl )(sJ . 

2. lema. Bet kuriam fiksuotam  0>e mes turime  

                                          )()()()( NTOKIJ esss +-=          ,1
2

1
££ s                            (8) 

ir 

                                        )()()()( NTOKIJ esss +¢-¢=¢            ,1
2

1
££ s                         (9) 
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tolygiai pagals . Be to mes turime  

                                                     ,)( 1-<< TNJ s                                                                   (10) 

tolygiai pagal 21 ££+ se . 

Įrodymams (8) ir (9) mes praplėsime s  intervalą iki 1
2

1
££ s . Pirmiausia pastebėsime, kad 

teisinga lygybė 

{ }( ),)()()(Re2)()()()(
222

itSitSititititSit kkk -+-+-+-+=+-+ sssVsVsVssV  

todėl 

                                                    ,Re2)()()( IKIJ --= sss                                             (11) 

su  

                                                

{ }

{ }ò

ò
+

+

--=

-+-+=

iT

iT

k

T

T

k

dssSsSs
i

dtitSitSitI

2

2

.)2()()(
1

)()()(

s

s

sV

sssV

                                 (12) 

Dabar perkeliame integravimo tiesę Į e+= 1)Re(s . Tuomet  

                                                ( ),1
321 III

i
I +-=                                                                   (13) 

kur  

{ }ò
++

+

--=
imT

imT

k
m dssSsSsI

e

s

sV
1

)2()()(             (m = 1, 2) 

ir  

=3I { }ò
++

+

--
iT

iT

k dssSsSs
21

.)2()()(
e

s

sV  

Čia atkreipiame dėmesĮ, kad s  neturi realiosios dalies s . Integralams 1I  i r  2I  naudosime 

ĮvertĮ 

     å å -<<<<
N N

s

s

k nN
n

nd
sS

1 1

)Re(

)Re(

)(
)( e e3)Re(1 +-<< sN , kur .1)Re( ee +££- s                       (14) 

Pagal Liondeliofo hipotezę, turime ĮvertĮ ,)( eV Ts << todėl  

                               NTNTsSs kkk eeesV )4(41)2()( ++ <<<<-                                                 (15) 

kai 1)2Re( £-£- sse . Be to,  

                                     .)2()( 6622 NTNsSsS eess <<<<- +-                                                 (16) 

Todėl gauname 

This watermark does not appear in the registered version - http://www.clicktoconvert.com

http://www.clicktoconvert.com


 11 

                                                     ., )6(
21 NTII k e+<<                                                              (17) 

Integralą 3I mes integruojame panariui  gauname  

å å ò
¥

+= =
--+ ÷

ø

ö
ç
è

æ
×=

1 1

2

1213

)()(

Nm

N

n

T

T

it

kk idt
m

n

n

nd

m

md
I

ese
<<åå

-

--+ ÷
ø

ö
ç
è

æ
×

m n n

m

n

n

m

m
1

12

2/

1

2/

log
es

e

e

e

 

.log
1

212/3

1

1

2/1

þ
ý
ü

î
í
ì

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø

ö
ç
è

æ
<< åå

=

s-+e

-¥

+=

e--
N

nNm

n
n

m
m  

Pirmoji suma yra )1(O , nes taip gauname nagrinėdami atskirai intervalus NmN 21 ££+  ir 

Nm 2> ; antroji suma yra ).( 21 e+NO  Todėl turime NTI e2
3 << ir galutinai NTI k e)6( +<< , kai 

pritaikome (13) ir (17). ĮvertĮ (8) gauname iš (11), kai parenkame kitą e reikšmę. Kad gauti 

(9), mes diferencijuojame (11). Iš (12) gauname  

{ } ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--= ò

+

+

iT

iT

k dssSsSs
id

d

d

dI
2

)2()()(
1

s

s

sV
ss

 

{ } { }[ ]
iT

iT

iT

iT

kk sSsSs
i

dssSsSs
i

22

)2()()(
1

)2()()(
2

+

+

+

+
ò --+-¢-=

s

s

s

s

sVsV ,  

kai 
2

1
>s . 

PirmąjĮ narĮ galime Įvertinti nukeldami integravimo tiesę Į e+= 1)Re(s , kaip prieš tai, o 

antrasis narys yra ( )NkTO )6( e+ . Tuomet iš (15) ir (16) gauname (9). 

Dabar nagrinėsime (10). Imame 21 ££+ se . Pagal Montgomerio – Vono  

(Montgomery – Vaughan) vidurinių reikšmių teoremą turime 

ò å ==
¥

+=

-
T

T Nn

itk dtn
n

nd
J

2 2

1

)(
)(

s
s  

å
¥

+=

- +=
1

22 ))(()(
Nn

k nOTnnd s  

å å
¥

+

¥

+

-+- +<<
1 1

212

N N

nnT sese  

sese 22221 -+-+ +<< NTN 1-<< TN , 

Tai ir reikėjo Įrodyti.  

Dabar nagrinėsime integralą ).(sK  

3. lema. Kai 0>e , mes turime    

                                                        å
£

+- +=
Nn

k NOnndTK ),()()( 122 ess                                (18) 
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ir  

                                 ),(log)(2)( 122 ess +

£

- +-=¢ å NOnnndTK
Nn

k                                          (19) 

tolygiai pagal .2
2

1
££ s  

 Be to, kai ¥®N , gauname 

                                                           ,)(log~)(
212å

£

-

Nn

k
kk Ncnnd                                         (20) 

kur kc duotas (4) lygybe ir  

                            .)(log
1

~log)( 1

2

2
12 2+

£

-

+
å k

k
Nn

k Nc
k

k
nnnd                                                     (21)        

Lema Įrodyta. 

Pirmiausiai nagrinėsime ).(sK ¢ Turime 

ò ò -+¢=-+
T

T

T

T

dtitSitSdtitSitS
d

d
2 2

)()(Re2)()( ssss
s

 

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø

ö
ç
è

æ
-= å ò

£

-

Nnm

itT

T

kk dt
m

n
mmnndmd

,

2

log))(()(Re2 s  

                        .

log

log

)(

)()(
log)(2

,

22å å
£

¹
£

-

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

×+-=
Nn

nm
Nnm

kk
k

n

m

m

mn

ndmd
OnnndT

s

s                             (22) 

Kadangi 
2

1
³s , liekamasis narys yra ),( 1 e+NO pagal gerai žinomą K. Tičmaršo (Titchmarsh)  

rezultatą. Pagal tai gauname (18). Kad Įrodyti (20), naudosime Perono formulę ir naudosimės 

lygybe  

å
¥

- =
1

2 )()()(
2

sfsnnd ks
k s , )1)(Re( >s , 

kur )(sf  yra apibrėžta formule 

( )Õ å
þ
ý
ü

î
í
ì

-=
¥

=

--

p m

msm
k

ks ppdpsf
0

2)(1)(
2

, 

kuri yra holomorfinė dėl 
4

3
)Re( ³s . Konstanta kc gaunama iš )1()1( 12 fkck

-+G= , pagal (5).  

Pagaliau (21) gaunama iš (20), naudojant dalinio sumavimo metodą. 

Pastebėsime, kad 2 ir 3 lemos jau Įrodo apatinĮ teoremos ĮvertĮ, kai imame e-= 1TN  

bei remiantis faktu, kad .0)( ³sJ  Įrodysime tokĮ teiginĮ. 
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4 lema. Tegul 0>e . Tuomet  

)()( 1 es +³¢ TOJ  

tolygiai pagal 2
2

1
£< s . 

Ši nelygybė reiškia, kad es --¢ 1)( TJ  yra aprėžta iš apašios, tolygiai pagal s , T ir N. 

Kadangi Rymano Hipotezė ekvivalenti Įverčiui eV Ts <<)( , tai mes turime es kTI 21)( +<< , 

kadangi 1 lema duoda ĮvertĮ 

),()( 1 es +³¢ TOI  

parenkant kitą e  reikšmę. Be to 3 lema duoda es +<<¢ 1)( TK , todėl 4 lema gaunama iš 2 

lemos.  

1.2. PAGRINDINĖ LEMA 

Šiame skyriuje surasime nelygybes tarp )(sJ  i r  )(sJ ¢ . Pradėsime nuo pagrindinio 

rezultato. 

5 lema. Tegul )(sf yra nelygi tapatingai nuliui holomorfinė funkcija ant atviros aibės, 

susidedančios iš atkarpos nuo 1iT+s  ir 2iT+s  ir apibrėžkime 

ò +=
2

1

2
)()(

T

T

dtitfL ss , )()(max)(
21 ,

itfitfM
TTt

+¢+=
=

sss . 

Tuomet teisinga lygybė 

                                                            
)(

)(
4

)(

)(

s

s

s

s

L

M

L

L
-³

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¢
                                                 (23)       

Pastebėsime, kad ribiniu atveju, kai ¥®1T , ¥®2T  ir 0)( ®sM , šis rezultatas duoda, kad 

)(log sL  yra išgaubta žemyn funkcija. (23) Įvertis yra ekvivalentus tokiai nelygybei, 

)4(
2

MLLL +¢¢£¢ . 

Kad tai Įrodytume, pradėsime nuo lygybės 

                                                     { } ,)()(Re2)(
2

1

dtitfitfL
T

T
ò +¢+=¢ sss                                 (24) 

pagal Koši nelygybes gauname  

,)(4)()(
2

1

2

1

222

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+¢
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+£¢ òò
T

T

T

T

dtitfdtitfL sss  

todėl mums reikia Įrodyti, kad  
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                                          ).(4)()(4
2

1

2
sss MLdtitf

T

T

+¢¢£+¢ò                                              (25) 

Iš (24) mes turime  

{ }òò +¢¢+++¢=¢¢
2

1

2

1

)()(Re2)(2)(
2

T

T

T

T

dtitfitfdtitfL ssss  

Pagal Koši - Rymano lygybes mes gauname 

)()(
1

itfitf
it

+¢¢=+¢
¶

¶
ss  

ir  

)()( itfiitf
t

+¢-=+
¶

¶
ss , 

todėl  

òò +¢+¢+úû

ù
êë

é
+¢+=+¢¢+

2

1

2

1

2

1

.)()()()(
1

)()(
T

T

T

T

T

T

dtitfitfitfitf
i

dtitfitf ssssss  

Tuomet gauname 

)(4)(4)()(
1

Re2)(4)(
2

1

2

1

2

1

22
ssssss Mdtitfitfitf

i
dtitfL

T

T

T

T

T

T

++¢³úû

ù
êë

é
+¢+++¢=¢¢ òò , 

todėl (25) Įrodyta. 

Dabar pereisime prie pagrindinės lemos. 

6 lema. Tegul ÷
ø

ö
ç
è

æ
Î

6

1
,0e  yra fiksuotas ir e41-= TN . Tegul ,

2

1 eq -+= T  ir tarkime, kad 

TJ ³)(q . Tuomet  

                                                   ).1(log)122(
)(

)(
OT

J

J
+--£

¢
e

q

q
                                          (26) 

Pritaikysime 5 lemą su ).()()( sSssf k -= V  Pradėsime nuo )(sM Įvertinimo dėl  

esq +££ 1 . Turime, kad  

),( itS +s          ,)( 12 ses -<<+¢ NTitS  

Panašiai kaip ir (14) Įvertyje, pasinaudojant, kad pagal Lindeliofo hipotezę  

esV Tit k <<+ )( . 

 Koši formulė išvestinei duoda 

ò
-=

<<
-

<<
++

=+

2

1

2

2
,

2

1
)(

2

1
))((

s

e
e

s

sx

p
sx

s
z

k
k T

T
dz

z

zit

i
it

d

d
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kai .qs ³  Todėl  

ses 224)( -<< NTM . 

Dabar nagrinėsime du atvejus. Pirmiausia imsime, kad  

³)(sJ se 224 -NT , 

kai esq +££ 1 . Tuomet 5 lema duoda 

),1(
)(

)(
O

J

J
³

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¢

s

s
 

kai esq +££ 1 .  Todėl gauname 

),1(
)(

)(

)(

)(

)(

)(
Od

J

J

J

J

J

J
³

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¢
=

¢
-

¢
ò s

s

s

q

q

f

f
f

q

 

kai .1 efq +££  Iš čia turime 

                             ( ) ).1(
)(

)1(
log)1(

)(

)(

)(

)(
1

1

O
J

J
dO

J

J

J

J
+

+
=

þ
ý
ü

î
í
ì

+
¢

£
¢

-+ ò
+

q

e
f

f

f

q

q
qe

e

q

                   (27) 

Iš (10) turime, kad  

( ) ).1(
)(

log
)(

)(
1

4

O
J

T

J

J
+=

¢
-+

qq

q
qe

e

 

Tegul TJ ³)(q , mes gauname 

( ) ),1(log
)(

)(
1 14 OT

J

J
+=

¢
-+ -e

q

q
qe  

todėl 

),1(log
1

41

)(

)(
OT

J

J
+

-+

-
-£

¢

qe

e

q

q
 

ir (26) nelygybė  Įrodoma, nes  

.122

2

1
41

1

41
e

e

e

qe

e
-³

+

-
³

-+

-
 

Dabar nagrinėsime alternatyvią galimybę, kad  

                                                        ses 224)( -£ NTJ                                                             (28) 

kai Îs [ ,q ]1 e+ . Tai negali buti teisinga kai qs = , nes  

qeeq 2244)( ->=³ NTNTTJ  

Pažymėkime r infimumą tokių ,s kuriems (28) yra teisinga, tuomet erq +£< 1 . Tada 

gauname  
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                                                         rer 224)( -= NTJ                                                            (29)      

ir 

                                                       ,)( 224 rer -³ NTJ     kai )( rsq ££                               (30) 

Dabar vėl integruosime pagal ,[q  ]r . Panašiai kaip ir (27) mes gauname 

).(
)(

)(
log

)(

)(
)( qr

q

r

q

q
qr -+£

¢
- O

J

J

J

J
 

Pagal (29), ir atveju qs =  iš (30) mes turime  

,
)(

)( 22 rq

q

r -£ N
J

J
 

todėl 

).(log)(2
)(

)(
)( qrqr

q

q
qr -+--£

¢
- ON

J

J
 

Kadangi ,qr >  tai (26) Įrodymas iš čia išplaukia. 

1.3. PAGRINDINIO TVIRTINIMO ĮRODYMAS 

Pradėsime nuo prielaidos, kad .)( TJ ³q  Imame ,41 e-= TN  kaip ir 6 lemoje. Tuomet 

iš 1 ir 2 lemos gauname 

)()()()( TOKIJ +¢-¢=¢ qqq  

).(

))(())(()(log)(log)(

)())(()(log)(

TO

KOJOKTkKTkI

TOIOKTkI

+

++¢---³

++¢--³

qqqqq

qqq

 

Derindami su 3 ir 6 lemomis, gauname 

            
),())(())(()(

)())(())(()(log)(log)()122(

TOKOJOTF

TOKOJOKTkKTJk

+++=

+++¢+£--

qqq

qqqqqe
             (31) 

kur mes laikinai pasižymėjome  

å
£

-=
Nn

k
k nTnndF )./log()()( 222 ss  

Tačiau mes turime  

å
£

- <<<<
Nn

k NTnnndF ,))(log(log)()( 12 es  kai ,
2

1
³s  

todėl pagal vidurinių reikšmių teoremą, gauname 

,1)(
2

1

2

1
)( <<<<¢÷

ø

ö
ç
è

æ
-<<÷

ø

ö
ç
è

æ
- - eessq NTFFF  
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dėl tam tikros ÷
ø

ö
ç
è

æ
Î qs ,

2

1
. Taip pat mes turime   

,log
1

2
log)(log~

2

1
2

2
2

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-÷

ø

ö
ç
è

æ
N

k

k
TkNcF k

k  

pagal 3 lemą, todėl (31) 

).)(log())(())((
1

)41(2
)(loglog)()122( 1

2

2
1 22 ++ +++÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+

-
-£-- kk

k TToKOJO
k

k
kTTcTJk qq

e
qe

pavirsta Į Pagal 3 lemą antrasis liekamasis narys gali būti Įtrauktas Į trečiąjĮ. Galime pastebėti, 

kad šis Įvertis yra teisingas net kai J( .) T£q  Pertvarkę šią nelygybę mes gauname 

            ( )
2

)(log)1(
1)122(

82
)(

2

223
k

k TTco
kk

kkkk
J

þ
ý
ü

î
í
ì

+
+--

++-
£

e

e
q                                       (32) 

Pagaliau iš vidurinių reikšmių teoremos kartu su 4 lema gauname, kad  

),()()(
2

1

2

1
)( 1 TOTTOJJJ =³¢÷

ø

ö
ç
è

æ
-=÷

ø

ö
ç
è

æ
- +- eesqq  

prie tam tikro ÷
ø

ö
ç
è

æ
Î qs ,

2

1
. Todėl gauname  

).()(
2

1
TOJJ +£÷

ø

ö
ç
è

æ
q  

Pagal 2 ir 3 lemas gauname 

)(
2

1

2

1

2

1
TOKJI +÷

ø

ö
ç
è

æ
+÷

ø

ö
ç
è

æ
£÷

ø

ö
ç
è

æ
 

,)(log)1(1
)1)(122(

82

)(log0)1(()(

2

2

2

223
k

k

k
k

TTco
kk

kkkk

TTocJ

þ
ý
ü

î
í
ì

++
+--

++-
£

++£

e

e

q

 

pagal  (32) . Kadangi tai galioja pagal fuksuotą ÷
ø

ö
ç
è

æ
Î

6

1
,1e tai mes galime imti ribą 0®e . 

Tuomet koeficientas prie kc  artės prie  

)1)(2(

2
2 +- kk

, 

 

todėl 

ò
þ
ý
ü

î
í
ì

+
+-

£÷
ø

ö
ç
è

æ
+

T

T

k
k

k

TTco
kk

dtit
2

2

2

.)(log)1(
)1)(2(

2

2

1 2

V  

Teorema Įrodyta. 
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2. IŠREIKŠTINIŲ KONSTANTŲ ĮVERTINIMAS 

Kompiuterinėje matematikos sitemoje Mathcad Įvertinsime reiškinĮ 

Õ å
ïþ

ï
ý

ü

ïî

ï
í

ì
÷
ø

ö
ç
è

æ +++
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+G
= -

¥

=p

m

m

k

k p
m

mkkk

pk
c

2

0
2 !

)1)...(1(1
1

)1(

1
2

, 

kai k =1/2. Kadangi sistemoje nėra pirminių skaičių kintamojo parinkimo, tai sandaugą pagal 

pirminius skaičius sudarysime pakopiškai, rankiniu būdu sudarant atskiras reiškinio reikšmes 

prie konkretaus pirminio ir paskui tų reiškinių reikšmes sudauginsime. Detalūs skaičiavimai 

atlikti priede, čia pateiksiu tik galutinĮ rezultatą: 

532,2
68

2

=Õ
=p

ip  

Vadinasi išreikštinės konstantos apytiksliai bus lygios: apatinė lygi 2,532 ir viršutinė  

×
15

16
2,532 = 2,7008. 
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IŠVADOS 

1. Tegul ( )2;0Îk  yra fiksuotas skaičius, tuomet remiantis Rymano hipoteze 

{ }
22

)(log)1(
)2)(1(

2
)()(log)1(

2

k
kk

k
k TToc

kk
TITToc

þ
ý
ü

î
í
ì

+
-+

££+ ,  

kai ¥®T . 

Čia  

Õ å
ïþ

ï
ý

ü

ïî

ï
í

ì
÷
ø

ö
ç
è

æ +++
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+G
= -

¥

=p

m

m

k

k p
m

mkkk

pk
c

2

0
2 !

)1)...(1(1
1

)1(

1
2

. 

2. Kompiuterine matematikos sistema Matcad gaunu apytikslĮ išreikštinių konstantų 

Įvertinimą, kai k = 1/2: iš apačios 2,532,...  ir iš viršaus »  ×
15

16
2,532 .7008,2=  
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IŠREIKŠTINĖS RYMANO DZETA FUNKCIJOS TRUPMENINIŲ MOMENTŲ 

ĮVERČIŲ KONSTANTOS 

Summary 

Let its += s  be complex variable and let  

( ) å
¥

=

=
1

1

n
sn

sV  

denotes the Riemann zeta-function that is entire in whole complex plane except the simple 

pole at point 1=s  with the reziduum equal to 1. 

The most important part in the theory of the Riemann zeta-function takes the considering 

of mean-values  

( )ò +=
T

T

k
dtitI

2
2

)( sVs , 

called the moments of the Riemann zeta- function. 

We consider above mentioned moments when 
2

1
=s , 0³k  and ¥®T . We repeat 

the prove of theorem of D.R. Heas-Brown. 

Theorem. Let ( )2;0Îk  be a fixed number. Then under Riemann hypothesis 

{ }
22

)(log)1(
)2)(1(

2
)()(log)1(

2

k
kk

k
k TToc

kk
TITToc

þ
ý
ü

î
í
ì

+
-+

££+   

as ¥®T . Here 

Õ å
ïþ

ï
ý

ü

ïî

ï
í

ì
÷
ø

ö
ç
è

æ +++
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+G
= -

¥

=p

m

m

k

k p
m

mkkk

pk
c

2

0
2 !

)1)...(1(1
1

)1(

1
2

. 

We found approximate bounds of constants in this theorem for k = ½, by using of 

computer mathematic system Mathcad. These constants are equal: lower  »2,532... and upper 

»  ×
15

16
2,532...= 2,7008. 
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