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IVADAS

Gamtos moksly ir technikos uzdaviniuose nagrinéjamuy vyksmu tyrimas daznai
tiesiogiai neatskleidzia ju kitimo désnio. Tokiais atvejais svarbu sudaryti matematini modelj,
kuris bty iSreiSkiamas tiriamojo vyksmo funkcijy ir jy iSvestiniy lygtimis.

Diferencialine lygtimi vadiname lygybg, siejancia nepriklausomus kintamuosius,
nezinoma funkcija ir jos iSvestines. Jei diferencialinéje lygtyje yra tik vienas nepriklausomas
kintamasis, ja vadiname paprastaja diferencialine lygtimi, prieSingu atveju — diferencialine
daliniy iSvestiniy lygtimi. ISsprendg tiriamojo vyksmo matematini modeli — diferencialing
lygti ir atsizvelgg i pradinius duomenis, randame to vyksmo kitimo désni [1].

Daznai diferencialinémis lygtimis ir juy sistemomis aprasomi jvairts fizikiniai,
cheminiai, ekonominiai, socialiniai ir kitokie reiskiniai. Plétojantis jvairioms moksly
teorijoms, diferencialiniy lygciu taikymo sritis labai iSsiplété. Pastaruoju metu jos taikomos
labai jvairiose mokslo srityse ir stipriai paspartino technologijuy raida ir prisidéjo prie
progreso. Plétojamos ir paciy diferencialiniy lygéiy teorijos jvairios Sakos, tokios kaip
kokybiné ir analiziné diferencialiniy lygé¢iy teorija, diferencialiniy lyg¢iy stabilumo teorija,
stochastinés diferencialinés lygtys ir kt. Labai sparciai Siuo metu vystosi diferencialiniy lygciu
dalinémis iSvestinémis teorija, pastoviai platéja Sios teorijos taikymuy ribos.

Diferencialiniy lyg€iy sprendima apsunkina juy iSsigimimas. Skiriami maziausiai du
i$sigimimo variantai: diferencialinés lygties eilés iSsigimimas ir diferencialinés lygties tipo
i§sigimimas. ,,Diferencialinés lygties iSsigimimas reiSkia, kad tam tikry taSky aplinkose
maz¢ja diferencialinés lygties eilé® (tarkime, 1§ pirmos eilés diferencialinés lygties gauname
algebring lygti arba antros eilés diferencialiné lygtis virsta pirmos eilés diferencialine lygtimi,
antruoju atveju, tam tikroje srityje diferencialiné lygtis yra elipsiné diferencialiné lygtis, o
kitoje srityje, pavyzdziui, paraboling) [2].

NeisSsigimstan¢iy diferencialiniy lyg€iy, kuriy koeficientai yra analizinés funkcijos,
sprendiniai yra analizinés funkcijos.

Daugelis diferencialinémis lygtimis modeliuojamy uzdaviniy yra tiek sudétingi, kad ju
nejmanoma iSspresti analiziSkai, t.y. pateikti tiriamojo vyksmo désni matematinés formulés
pavidalu. D¢l to iskyla biitinybé Zinoti subtilias nagrin¢jamy diferencialiniy lygéiy sprendiniy
savybes, atspindinias uzdavinio esminius ypatumus. Kitaip tariant, atsiranda kokybinés
diferencialiniy lygciy teorijos reikmé. Joje svarbig vieta uZima paprastyjy diferencialiniy
lyg€iy ar ju sistemy sprendiniy stabilumas, taip pat sprendiniy struktiiros ar ju asimptotikos
lygties ypatinguju tasku aplinkoje klausimai. Sie klausimai aktualiis tiek fundamentiniuose,

tiek ir taikomojo pobudzio tyrimuose [3].



Diferencialiniu lygciy skaitiniai sprendimo metodai — viena svarbiausiy Siuolaikiniy
skaitiniy metody teorijos daliy. Matricuy teorija, kaip ir funkciné analiz¢, vaidina labai svarby
vaidmen] teoriSkai pagrindziant daugelj diferencialiniy lyg€iy skaitiniy sprendimo metody.
Matricy teorijos taikymai diferencialiniy lygéiy teorijoje leidzia kompaktiskai, vaizdziai
uzraSyti sprendimo kelig ir rezultatus.

Magistro darbe nagrinésime tiesing keturiy pirmos eilés diferencialiniy lygciu
dalinémis iSvestinémis sistema. Spresdami ja naudosimés matricy teorijos metodais [4,5],
apibendrintu laipsniniy eilu¢iy metodu, konstanty varijavimo metodu ir mazoranty metodu,
i8déstytu  monografijoje A.W.SHymayckac , AHaIATAYECKAsT TEOPHUS  DIUTUNTHYCCKUX
ypaBHenmii“. Darbe turime sukonstruoti diferencialiniy lyg¢iy dalinémis iSvestinémis
sistemos formalius sprendinius tasko (0,0,0) aplinkoje. Nagrinéjamos daliniy iSvestiniy
diferencialiniy lygc€iy sistemos sprendinius iSreik§ime apibendrintomis laipsninémis eilutémis.
Irodysime, kad { sistemos sprendiniy iSraiSkas jeinancios laipsninés eilutés konverguoja.
Spresdami $ig sistema supaprastinsime uzraS§ymus bei siekdami rezultatus pateikti trumpai ir
aiSkiai naudosime matricy teorija. Tirdami daliniy i§vestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistema ja
uzraSysime matricine daliniy iSvestiniy diferencialine lygtimi. IeSkosime nagrinéjamos
daliniy i$vestiniy diferencialiniy lyg€iu sistemos analiziniy visur iSskyrus gal bat i§sigimimo

taskus sprendiniy ir tirsime jy elgseng iSsigimimo tasky aplinkoje.



1. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Darbe nagrin¢jame tokia keturiy tiesiniy pirmos eilés diferencialiniy lyg¢iu dalinémis
iSvestinémis sistema:

4

x(ax + oy B az)"'zaq(x,y,z)uj =0,
j=
4

ou ou ou

x(axz + a; +a 624) + Zazj(x,y,z)uj =0,

4 ok ¢))
u Ju Ju

J=1
4

ou, OJdu,; OJu, _
kx(— % + 3y + az)+Za4j(x,y,z)uj = 0.

j=1
¢ia X, Yy, z — nepriklausomi apskritai kompleksiniai kintamieji; « - konstanta,
u(x,v,2),u,(x,y,z),us(x,y, z), us(x,y, z)- ieskomosios funkcijos.

Sistemos koeficientams galioja déstiniai konverguojanc¢iomis nulinio tasko aplinkoje
laipsninémis eilutémis
o

aij(x,y, z) = z ag-‘)(y, Z)xk,
k=0

oo

a;j(x,y,z) = Z ag-‘)(x. 2)y*,

oo

=
a;j(x,y,2) = Z ag.‘) (x,y)zk,
i

=0
i=1,2,3,4,j=1,2,3,4.

Visi Sie koeficientai yra  zinomos apskritai kompleksinés funkcijos. Jeigu
nepriklausomi kintamieji realts ir sistemos koeficientai igyja realias reikSmes, tai (1) daliniy
1Svestiniy diferencialiniy lyg€iy sistema yra elipsiné.

leSkosime (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciy sistemos sprendiniy analiziniy
visur, i§skyrus gal buit patj taska (0,0,0). (1) sistema nagrinésime policilindre

Prix[<rylyl<re [z|<rs

(1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygCiy sistema sprgsime apibendrinty laipsniniy
eilué¢iy metodu, t.y. ieSkosime jos sprendiniy laipsninémis nepriklausomy kintamyju X, y arba
Z laipsniy eilutémis. [ sprendinius jeinanciy laipsniniy eiluciy konvergavima tirsime

mazoranty metodu.



2. DIFERENCIALINIU LYGCIU DALINEMIS ISVESTINEMIS
SISTEMOS SUVEDIMAS | MATRICINE DALINIU ISVESTINIU
DIFERENCIALINE LYGT]

Tam, kad uzraSai buty trumpesni, aisSkesni, (1) daliniy iS§vestiniy diferencialiniy lyg¢iu
sistema uzraSysime matriciniu pavidalu.

Tuo tikslu naudokime tokius Zymenis:

Ug (x, Y, Z)
u(lx,y,z) =| u(x,y,2)
Us (X, Y Z)
U4,(X, 34 Z)

nezinomasis (ieSkomasis) vektorius stulpelis;
A(x,y,2) = {a;j(x,y,2)},i=1234,j = 12,34
ketvirtos eilés kvadratiné matrica, sudaryta i§ Zinomy funkcijy, kurios yra analizinés visy trijy

nepriklausomy kintamuyjy atzvilgiu funkcijos;

1 0 0 O
L =(0 1 00
1 0 01 O
0 0 0 -1
matrica, sudaryta i§ koeficienty, esanciy prie ieSkomyju funkcijy daliniy iSvestiniy pagal

nepriklausomaji kintamaji X;

0 0 0 1
L0 0 10
2=lo -1 0 0
1 0 00

matrica, sudaryta 1§ koeficienty, esanc¢iy prie ieskomyjy funkcijy daliniy iSvestiniy pagal

nepriklausomaji kintamaji y;

0 0 -1 0
L=[0 0 0 «a
3 a 0 0 0
01 00

matrica, sudaryta 1§ koeficienty, esanciy prie ieSkomyjuy funkcijy daliniy iSvestiniy pagal

nepriklausomaji kintamaji z, 0

O O OO

nulinis vektorius stulpelis.



Pasinaudoje¢ auksciau iSvardintais zymenimis (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy

lyg€iy sistema galime uzraSyti tokia forma:

(16”+16”+16”)+A( Yu(x,y,2) = 0 2
X 135 Zay 332 x,y,z)u(x,y,z) = 0. (2)

(2) yra matriciné daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis. Akivaizdu, jog i (2) irase
zymenis bei atlike veiksmus su matricomis gausime (1) daliniy i$vestiniy diferencialiniy
lygciy sistemos uzraSyma.

Toliau darbe nagrinésime (2) matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti, o

gautuosius rezultatus formuluosime (1) daliniy i$vestiniy diferencialiniy lygc¢iy sistemai.



3. BENDRASIS SISTEMOS SPRENDIMO ATVEJIS

(2) matricing daliniy iSvestiniy diferencialing lygti spresime apibendrintu laipsniniy
eilu¢iy metodu, t.y. ieSkomaja funkcija u(X,y,z) déstysime nepriklausomyju kintamuyju X, y
arba z apibendrintomis laipsninémis eilutémis. (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés
lygties eilé¢ taskuose x = O iSsigimsta, Siuose taskuose (2) pirmos eilés daliniy iSvestiniy
diferencialiné lygtis tampa algebrine lygtimi

Ax,y,z) -u(x,y,z) = 0.

IeSkosime tokiy (2) pirmos eilés matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties
sprendiniy, kurie biity analiziniai visur, iSskyrus galbut diferencialinés lygties eilés
i§sigimimo taskus.

Pareikalaukime, kad (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties

koeficienty matricos A(X,y,z) elementams galioty déstinys konverguojancia x-y laipsniy eilute

oo

A(x»y,Z) = ZxkAk(ny)' (3)

k=0
Irodysime teorema.
1. TEOREMA. Jeigu (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties
koeficientams galioja (3) déstinys, tai $i matriciné daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis turi

viena sprendiniy Seima, kuri iSreiSkiama tokia laipsnine eilute:

o)

u(x,2) = ) Hu(,2)

k=0
ir kiekvienas Seimos atstovas priklauso nuo vienos laisvai parinktos analizinés kintamyjy y ir
z funkcijos.
Irodymas. (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties Sprendiniy

ieSkosime apibendrinta laipsnine x laipsniy eilute:

oo

w(,y,2) = ) x40 (y,2, Inx), @
k=0

¢ia X, Yy, z — nepriklausomi apskritai kompleksiniai kintamieji, p(y,z) — nezinoma funkcija,
priklausanti tik nuo kintamyju y ir z, Inx — laikysime nauju nepriklausomu kintamuoju.

Diferencijuojame $ig eilut¢ pagal nepriklausomus kintamuosius X, y, z ir gauname,

kad
- B oug(y,z,lnx) 1
e RZ;) <xk+p(y’z) Yk +p(r,2))we(y, 2, Inx) + xk“’(y'z)W ) (5)



ou i ( s ap(y,2) Oy (y, 2, Inx)
— = xk+HP 2 Iny w, (y, 7, Inx) + xkHP02) 22 ) (6)
0y & dy dy
N ) ou,(y, z, Inx
= z ( k+p(y.2) [y pgy )uk(y,z Inx) + xk+P®.2) %) (7)
(3),(4),(5),(6),(7) iraSome i (2) ir gauname
x (11 Z x*P 1k + p)uy + 14 z xktp—1 TP
k=0 k=0
C ? c ?
+ 1, Z x"+plnx—puk +1, z xk+plnx—puk
dy dy
k=0 k=0
+ 13 Z x"*ﬂnxéuk + 13 z xk+p a_zk) + Z x*A4,(y,2) Z xk*tPy, = 0.
k=0 k=0 k=0 k=0
Pertvarkome gauta reiskini ir ji uzraSome taip
duy 0 0
Zl x**P (k + p)uy + L x*tP —— pym £ 4 xkptimy ., <12 6?/ + I3 6_2) + xktp+l x
k=0
0uk auk
(12 a 13 92 ) ZAluk lxk P =0. (8)

Norédami surasti (4) laipsninés eilutés koeficientus, turime (8) lygybe¢je prilyginti
nuliui koeficientus prie vienody x-o laipsniy. Maziausias X-o laipsnis $ioje lygybéje, kai k=0,
yra p. Koeficienta prie X’ prilyging nuliui gauname:

au’O (y: Z, lnX)
dlnx
Pareikalaukime, kad up nepriklausyty nuo kintamojo Inx, t.y. up(y,z). Tuomet i§ (9)

Ilp(y) Z)uo(% z, lnx) + 11 AO(yl Z)uO(yl Z, lnx) = 0. (9)

gauname, kad

(11P(Y' z) + Ao (y, Z))uo()’: z) = 0. (10)
Gavome tiesiniy homogeniniy algebriniy lyg€iy sistema, kurioje Ug(y,z) yra nezinomas

keturmatis vektorius stulpelis. I§ tiesinés algebros kurso Zinome, kad tiesiniy homogeniniy

lyg€iy sistema turi nenulini sprendinj tada ir tik tada, kai sistemos matricos determinantas

lygus nuliui, ir turi tik nulinj sprendinj, kai matricos determinantas yra nelygus nuliui [5].

Taigi, kad gautume (10) nenulini sprendini, turi biti

det(llp(y, z) + Ay (y, Z)) = 0. (11)
Tuomet ug(y,z) yra bet koks ir i§ (11) lygybés randame p(y,z).

Imdami k = 1, prilygine nuliui koeficienta prie x** turime

0 0 ou ou
p+13£)+12_0+13_0+140u1+141u0 = 0

ouy
Lpp+Du, + I —— Ik + Inx - u, (12 3y 3y P



Imdami k = 2 ir prilygine nuliui koeficienta prie X" ** gauname, kad

ou,
Lp+2u, +1;

nx 2+ Inx - u1<12

ap dp ou, ou,
ay + ]3 az) ]2 ay 13 9z + Aouz + A1u1

+A4,uy = 0.

I§ S8iy matriciniy lygéiu gauname rekurentines formules laipsninés eilutés
koeficientams u; ir U, skaiciuoti.

Prilygine nuliui koeficientus prie x*** gauname rekurenting formulg koeficientams uy,

k=1,2,3,... rasti ir ja uzraSome vienu i$ budy

k
duy 0p ap ouy_ ouy_

Lp+ku, + 1, — ik + Inx - up_4 (12 3y Iga_z> + Izwl*' I3 % ! +;Ak_lul =

= 0;

0uk
I k A [, —=
(I.(p + k) + Ag)uy + 1 3

dp dp ouy
= —|lnx- Uk-1 (12@ + 13 aZ> + 12 ay + Z Ak U l- (12)

Pastarosios matricinés rekurentinés lygybés naujojo nepriklausomo kintamojo Inx

atzvilgiu yra pirmos eilés diferencialinés lygtys. Tam, kad rekurenting laipsninés eilutés
koeficienty radimo lygti uZzraSyti patogesne tolimesniems tyrimams forma, pastaraja
rekurenting diferencialing lygti spr¢sime nepriklausomo kintamojo Inx atzvilgiu konstantos
varijavimo metodu. Pirmiausia spr¢sime atitinkama homogening diferencialing lygti, t.y.

prilyginame nuliui kairigja (12) lygybés pusg ir gauname

auk
I A I,——=0. 1
(I(p+ k) + Aguy + 1 5 Inx 0 (13)
Taikydami kintamyjy atskyrimo metoda, gauname
du
u—" = —(I) Y1 (p + k) + Ap)dInx. (14)
k

Suintegrave abi diferencialinés lygties puses, gauname
Inu, = =) U (p + k) + Ay)Inx + C]. (15)
I$ (15) iSreiskiame Uy ir turime
Uy = e~ DT Uilp+K)+AQ)inx . (16)
¢ia C —integravimo konstanta.
Trumpumo délei pazymékime
a= )" U (p + k) + Ay).
Varijuosime konstanta, tarkime, kad C yra ne konstanta, o nepriklausomo kintamojo

Inx funkcija C=C(Inx). Diferencijuojame (16) lygybg pagal kintamaji Inx

10



u, = —a-e 4. C 4 emalnx. ¢, (17)
Gautaja iSvestings iSraiska iraSome i (12) diferencialing lygti ir gauname

(Lp+k)+ Ay e . C—LU) YL (p+k)+A) e ™. C+ e dn¥.C' =
k-1
0 0 ou ouy,_
- [lnx *Up_q (12 05 + I3 ap) + 1, 6’; ! + I3 6kz Ly Z Ak—lul]- (18)
1=0

Sutraukg panaSiuosius narius (18) lygybéje, gauname

Ile—alnx C =

dp dp ouy_
— |inx *Uk—1 (Iza'i' 13 az) + 12 ay + ZAk U |- (19)

IeSkomosios varijuotos konstantos atzvilgiu gavome pirmos eilés diferencialing lygti.

Sprendziame ja kintamyjy atskyrimo metodu ir turime

dc = _(11)—1ealnx .

0 0 ou 6u
-[lnx-uk_1 (12 65 I3 ap) +1, 1y k-l ZAR zuz] dinx. (20)

dy

Suintegrave abi lygties puses, gauname

C = _J-(Il)—lealnx .

9] 9] Ouy— au
. [lnx “Up_q (12£ + I3 a—z) + 1, 6’; L I3 ol Z A lul] dinx + C. (21)

Parenkame integravimo konstanta C;=0 ir jras¢ (21) i (16), gauname

U, = _e—alnx . f(ll)—lealnx .

0 0 ou au
. [lnx “Up_1q (12 % + I3 a_lz)) +1, 6’; Ly ik Z Ag_ 1“1] dinx. (22)

Matrica I; turi atvirkSting matrica, nes kaip iStirta bakalauro darbe [6], jos

determinantas nelygus nuliui, t.y. ji yra nei§sigimusi matrica.

IS gautos (22) lygybés galime vienareikSmiSkai nustatyti visus (4) laipsninés eilutés
koeficientus ug, k=1,2,3,... pagal laisvai pasirinkta Uo(y,z), kuris yra analiziné nepriklausomy
kintamyju y ir z funkcija.

Teorema jrodyta.

Dabar ieskosime (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties sprendiniy
nepriklausomo kintamojo y laipsniy eilute.

Tam pareikalaukime, kad (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties

koeficienty matricos A(X,y,z) elementams galioty déstinys konverguojancia y-y laipsniy eilute

11



Ax,y,z) = Z y*AL(x, 2). (23)
k=0

2. TEOREMA. Jeigu (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties
koeficientams galioja (23) déstinys, tai $i matriciné diferencialiné lygtis turi viena sprendiniy

Seima. Si sprendiniy Seima iSreiSkiama tokia laipsnine eilute:

u(x, Y, Z) = Z ykuk(x; Z)
k=0

ir kiekvienas Sios Seimos sprendinys priklauso nuo vienos laisvai parinktos analizinés
kintamuyju X ir z funkcijos.

Irodymas. Sprendiniy ieSkosime apibendrinta laipsnine Y laipsniy eilute:

u(x,y,z) = Z yk+rPu, (x, 2). (24)
k=0

Analogiskai kaip daréme anksé¢iau, diferencijuojame (24) pagal nepriklausomus

Kintamuosius x, y, z ir gauname tokias lygybes:

U ouy(x,2)

= k+p .

ox Z Y ox ' (25)
k=0

-«

—= Z y*P=1(k + p)ug(x, 2); (26)

dy
k=0

U ouy(x,2)

- = k+p

0z Z y 0z (27)

Irase (23),(24),(25),(26),(27) i (2) matricing diferencialing lygti ir sutvarke reiskinj

turime, kad

— ou, (x, z ou, (x, z

Z Ly P~ (k + p)uy(x,2) + x - y**° (11 K07) I3 a ))

e dx 0z

=0. (28)

k
+ Z Ay (x, z)y*+P
1=0

(28) lygybeje lyginame nuliui koeficientus prie vienody y laipsniy.

Kai k=0, koeficienta prie nario y* prilyging nuliui turime

Lpuy(x,z) = 0. (29)
I ¢ia gauname du atvejus:
1) kai p = 0, tai up(X,z) — bet koks;
2) kai p # 0, tai ug(x,z) = 0.

12



Imdami k = 1 ir prilygine nuliui koeficienta prie y’ turime

ouy(x, z) w1l 0uy(x, z)

ax 3 aZ > + Aouo(x, Z) = 0 (30)

Lp+Du(x,z) +x <11

I$ (30) isreiske U; gauname tokia jo radimo per Ug lygti:

1 0 ) 0 )
g [ (22 2D 4 ) (31)

ul(xl Z) = -

I$ ¢ia vél gauname du atvejus. Pirmuoju ui(X,z) vienareikSmiSkai iSreiSkiamas per

Uo(X,2), antruoju — uy(x,z) = 0.

pt1

Lygindami nuliui koeficienta prie y** gauname, kad

ou,(x,z) vl ou,(x, z)

9% 3 "5, > + Aguq,(x,2) + Ajug(x,z) = 0. (32)

L(p+2)uy(x,z) +x <11

IS (32) iSreiske Uy gauname tokig iSraisSka:

1 ou,(x,z) ou,(x,z)
-1
p+2 (12) [x <11 0x 1 0z

u,(x,z) = — ) + Aguq,(x,z) + Ajug(x, 2)|.(33)

Taip tgsdami toliau gauname rekurenting formule koeficientams uy, k=1,2,3,... prie bet

kokio laipsnio rasti:

k—1
ou,_,(x,z ouy_,(x,z
L(p+ k)u,(x,z) +x <11 i 6135 ) + I3 k 612( )> + zAk_lul(x,z) = 0. (34)
1=0

Kadangi mus domina tik nenuliniai nagrinéjamos matricinés diferencialinés lygties

sprendiniai, imame pirmaji atvejj ir pasirenkame p = 0:

k-1
uk(xJ Z) = _%(12)_1 [X <11 auk_l(x, Z) + 13 auk_alz(x, Z)) + Z Ak_lul(x, Z)] (35)
=0

0x

Matrica |, taip pat turi atvirksting matrica, nes jos determinantas, kaip iStirta bakalauro
darbe [6], nelygus nuliui.

I$ Sios formulés visi (24) laipsninés eilutés koeficientai vienareik§miskai nustatomi
pagal laisvai pasirinkta Ug(X,z), kuris gali buti parinktas taip, kad jis biity bet kuri analiziné
kintamuyjy X ir z funkcija.

Teorema jrodyta.

Nagrinésime treciaji atveji.

Pareikalaukime, kad (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties

koeficienty matricos A(x,y,z) elementams galioty déstinys konverguojancia z-y laipsniy eilute

oo

A(x,y,z) = Z z8 AL (x,y). (36)

k=0

Teisinga teorema.
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3. TEOREMA. Jeigu (2) matricinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties
koeficientams galioja (36) déstinys, tai §i matriciné daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis turi

viena sprendiniy Seima

co

u(nyrZ) = szuk(ny)

k=0
ir kiekvienas Seimos sprendinys priklauso nuo vienos laisvai parinktos analizinés kintamyjy X
ir y funkcijos.

Irodymas. Siuo atveju (2) matricinés diferencialinés lygties sprendiniy ieskokime

apibendrinta laipsnine z laipsniy eilute:

co

u(x,y,2) = ) 20 (x,y). (37)
k=0
Pasiréme bakalauro darbe [6] gautais rezultatais, gauname tokj rezultata:
1) p=0, Uo(X,y)-bet koks.
2) a =0, p70, uo2(X,y)=Uos(X, ¥)=0, 0 Uo1(X, ¥), Uoa(X, y) — bet kokie;
3) a # 0, p£0, Uo(X,y)=0;

ir tokia rekurenting formulg (37) laipsninés eilutés koeficientams uy, k=1,2,3,... rasti

k-1
1 _ ouy_1(x,y) ouy_1(x,y)
u(x,y) = —m(h) 1 [X <11 £ alx + 1, £ aly + ;Ak—zuz(x;ﬁ

. (38)

Si formulé galioja kai a # 0, nes prieingu atveju matrica ls yra i§sigimusi ir negalima
rasti jos atvirkstinés matricos. Kadangi mus domina tik nenuliniai nagrinéjamos matricinés
diferencialinés lygties sprendiniai, tai renkamés atveji, kai p=0 ir turime tokia laipsninés
eilutés koeficienty radimo rekurenting formule:

k—1
1 ouy_4(x, ouy_4(x,

we(x,y) =——U)7 x| Iy o y)+13 e-1(5y) + § Ay (x,y)
k 0x dy L

. (39)

IS Sios rekurentinés formulés visi (37) laipsninés eilutés koeficientai vienareikSmiskai
nustatomi pagal laisvai pasirinkta Ug(X,y), kuri parenkame kaip analizing jos kintamujy
funkecija.

Teorema jrodyta.

ISVADA.

Gautuosius rezultatus suformuluosime tiriamajai daliniy iSvestiniy sistemai (1) kaip
teorema.

4. TEOREMA. (1) daliniy i$vestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistema turi atskiryjy

formaliyjy sprendiniy Seimas, iSreiSkiamas tokiu pavidalu:
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1. u(x, Y Z) = Z xk+p(y‘Z)uk(yJ Z, lnx)
k=0

p(v,z) — funkcija, randama i§ (11) lygties,

2. u(x,y,2) = ) yhu(x,2),
k=0

3. jeigua =0, u(x,y,z) = Z z¥Pu, (x, y),
k=0
p — bet koks realusis skaicius,
jeigua # 0, u(x,y,z) = Z zFu, (x, ).
k=0

Skirtingy Seimy atstovai yra tiesiSkai nepriklausomi.
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4.  FORMALIUJU LAIPSNINIU EILUCIU KONVERGAVIMO
TYRIMAS

I formaliuosius (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciy sistemos sprendinius ieina
Sios laipsnings eilutes:
o0

u(x; y; Z) = Z xkuk(Y: Z)!
k=0

o0

U(X, Y, Z) = Z ykuk(x; Z):
k=0

o0

u(x'y,z) = Z Zkuk(x»}’)-

k=0

Ju konvergavima tirsime mazoranty metodu [7]. Konvergavimo tyrimas visais
atvejais yra analogiskas, todél istirsime (4) laipsninés eilutés konvergavima.

Turime, kad (4) laipsninés eilutés koeficientams galioja jvertis
lu, (v, z, Inx)| < M*|y|~%|z|7*|Inx|¥, k=1,23..

Sia nelygybe irodysime matematinés indukcijos metodu pasinaudodami (4) laipsninés
eilutes koeficienty radimo rekurentine formule (22).

Tarkime, kad pastaroji nelygybé teisinga, kada
lu,(y, z, Inx)| < M'|y|7%z| " Inx|*, 1=01,2,..,k—1. (40)

Reikia jrodyti, kad
lue (v, z, Inx)| < M¥|y|~%|z|7*|inx|¥, k=123..,; (41)
¢ia M — nezinoma Konstanta.

Diferencijuodami (41) nelygybe pagal nepriklausomus kintamuosius y ir z, gauname

tokias nelygybes:
ou,_1(y, z, Inx

DO < M= 1y (42)
ouy_1(y, z, Inx) e _ -

: 1az < MF Ty TR k=1 - 2] Jinx R (43)

Kadangi nagrin¢jamos daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg€iy sistemos koeficientams
galioja deéstiniai konverguojanciomis laipsninémis eilutémis, tai jiems galioja tokie jverciai
[10]:
|4k (v, 2)| < Ayl 7zl 7 (44)
lp(, 2)| <RIyl zI™ (45)
¢ia A ir R yra zinomos konstantos.
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Diferencijuojame (45) nelygybe pagal nepriklausomus kintamuosius y ir z, ir

gauname, kad teisingos nelygybés

op(y,z)

< R -2 -1, 4
[T < Ryl (46)
op(y,z) IV
| 9z |<R'y' 2. (47)

Irase (42), (43), (44), (45), (46) ir (47) i (22), gauname

lu, (y, z, Inx)| < |(I;) " |e~@nx .
.fealnx [|lnx|Mk—1|y|—k+1|Z|—k+1|lnx|k—1(|12|R|y|—2|Z|—1_I_ |I3|R|_’y|_1|z|_2)

+ | LIM* k= 1|y 7| z| % Inx [*71 + [IIM* 7k — 1|y 7% 2| %] inx <1
k-1

+ ZA"‘llyl‘l|z|‘1Ml|y|‘l|z|‘l|lnx|l] dinx. (48)
1=0

I§ (48) nelygybés lauztiniy skliausty iskéle nari M*|y|~*|z|~*|Inx|*, gauname

lu, (v, z, Inx)| < |(I) " |eainx . j ednx . ME|y|7F|z|7F|Inx]|* -

1 1 1 1 1 1 1 1
R+ 5IR— 4 =k = ULy 2] T+ - [k = 11 5] [yl ——

vl |z| |inx| |inx|
k-1
+ Ak—lMl—k|y|—l—1+k|Z|—l—1+k|lnx|l—k] dinx. (49)
1=0
Dalinio integravimo biidu suintegruokime integrala [ e*™* (Inx)*dinx.
je“l”x(lnx)kdlnx =
1 k o k(k=1) .
— Eealnx(lnx)k +?ealnx(lnx)k 1 + = ealnx(lnx)k 2
k(k—1)(k—2 k(k—1)(k—2)..2-1
+ ( a)4( )ealnx(lnx)k—3 4o ( )(ak+1 ) ealnx —
k cr
= e ) (— 1) (). (50)
n=0

Pasinaudoj¢ gauta (50) formule, (49) nelygybe galime uZraSyti taip:
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n
09,2, 1n0)] < 10 MLy | 1]l Y (17— e (%uzmﬁ
n=0

1 1 k—n 1 1 k—n 1 1
+M|13|RH+T'M|IC 1||12||Z|| |+T Mlk 1||13||Y|m

k-1
+ 2Ak—lMl—k|y|—1—1+k|Z|—l—1+k|lnx|l—k>_ (51)

1=0

Ivertinkime suma, i8kéle narius, kurie nepriklauso nuo sumavimo parametro I:

N gk etk i e ARz R (M
;Ak Ml klyl l 1+k|Z| l 1+k|lnx|l k — Mk|lnx|k ;(Ab,”z') (52)

Kadangi |y| < 1y, |z| < 13, tai galime parasyti, kad

k_
Aklyl"_llzlk_li M|Inx| l<Akr2k_1rk 12 M|inx|\' 53)
M¥|Inx|* L Alyl|z| M¥|lnx| L Aryry | (

Pagal geometrinés progresijos baigtinio skaiciaus nariy sumos formulg tiriamajai

sumai apskaiciuoti turime

k-1 (Mllnxl)k _
M|inx|\' Ary13 54)
Aryrs M |Inx| _1
t=0 Aryry
Skaitiklyje pridéje vieneta, gauname tokj jvertj:
K1 (MIanI)k
M|inx|\' Aryrs 55)
Aryrs Mllnxl _ 1'
t=0 Aryry
[rasome (55) nelygybe i (53) ir gauname, kad
K1 ) M|inx| k
A"Iyl"‘1IZI"‘1Z Miinx]\" _ A" " \ Ty B¢
MF[Inx|F ALyl MF[inxF Ml _ (56)
=0 Ary1y
arba
K[+ |k=1], k=1 A
A M|Inx
ly|**|z| z x|\’ ~_ x| 7)
MKk |Inx|k Alyl|z| M- Arprs”
t=0 Tinx|

Kadangi (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygciy sistemos eil¢ iSsigimsta kada
nepriklausomas kintamasis artéja i nulj, t.y., kai x—0, tai /nx—oo. Tuomet i < g, Cla e—0.

Turime, kad
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k_
,4k|y|k-1|z|'<-1z1 M|inx]| l< As 6
Mk |Inx|k L Alyl|z| M — Aeryry (58)

Irase (58) i (51), gauname, kad

o1 1 1
1 )] < M 001 1 e g R VIR
Lo |k ULl oreet ™ Mg or, e — 28 ) 59

k U k M L M — Aeryry/) (59

Sioje nelygybéje turi biiti

. $ . Ck k—n 1 k—n
) |ZO(—1> oz (G IR 4 g slR o+ S = Al e+
n=

%Ik—llllgl-rz-s+m)S1. (60)
Konstanta M parinksime tokia didele, kad galioty (60) nelygybé.
IS (4) ir (41) lygybiy, pasinaudodami modulio savybémis gauname, kad
lux,y,z)| = Zx“p(y'z)uk(y,z, Inx)| < xp(y'z)zlxlkluk(y, z,Inx)]|. (61)
k=0 k=0
(41) nelygybg iras¢ i (61), gauname, kad
lu(x,y, 2)| < x”(y'z)lel"M"lyl""IZI""llnxl"- (62)
k=0
(4) laipsninés eilutés mazorantiné eiluté (62) konverguoja, jei
|x|M|Inx| 63)
lyllz|
Kadangi |X|< ry, |y|< 12, |Z|< 13, % < g tai
z ryT3€
Konstanta M parinkime taip, kad
To13€
=<1
M = ryr3e. (65)
Vadinasi laipsniné eiluté (4) konverguoja absoliuciai ir tolygiai policilindre
Ixl < 225, Iyl < 13,12l <13, (66)

Kity laipsniniy eiluciy (24) ir (37) konvergavimas irodomas analogiskai. Laipsniné

eilute (24) konverguos absoliuciai ir tolygiai policilindre

13
x| <7, lyl <

N Jz| <13, N =nrrse, (67)
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o laipsniné¢ eilute (37) konverguos absoliuciai ir tolygiai policilindre

475 €
x| <1y, Y] <1y, ]2] < 1K2 , K=nrne. (68)

Gautajj rezultata suformuluosime kaip teorema.

5. TEOREMA. Laipsniné¢ eiluté

[0

u(x,y,z) = Z xk*+PDy, (y, 2, Inx)
k=0

konverguoja absoliudiai ir tolygiai policilindre

|x| <

¢ia konstanta M parenkama taip

To13€
M

;|Y| <T2,|Z| <T3,

M 2 T2T3€;

laipsniné eiluté

U.(X, y' Z) = z yk+puk(xl Z)
k=0

konverguoja absoliu¢iai ir tolygiai policilindre
T13E

|X| < rlrlyl < Trlzl < T3,

konstanta N parenkama taip
N = T'1T3£;

0 laipsniné eiluté

u(x,y,z) = z z* Py (x, y)
k=0
konverguoja absoliudiai ir tolygiai policilindre
€
K

|x| < T, |Y| < erlzl <

kur konstanta K parenkama taip
K = rnre.
ISVADA.
Gautuosius rezultatus suformuluosime kaip teoremas.
6. TEOREMA. (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygéiy sistemos sprendiniai

policilindre

To13€
x| <
Il <=

iSreiSkiami tokiu pavidalu:

Nyl <y, lz) <13, M = ryr3e
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[ee)

u(x,y,z) = Z xk+PO 2Dy, (y, 2, Inx),
k=0

eilutés koeficientai randami i§ formulés

U, = _e—alnx . j(ll)—lealnx .

k-1

0 0 ouy_ ouy_

. llnx “Up—q (12 £ + I3 a—g) + 1, a’; Ly I3 akz Ly Z Ak_lul] dinx,
1=0

p(y,2) — funkcija, randama i§ lygties
det(Ilp(y, z) + Ay (y, z)) =0,
Uo(Y,z) - laisvai pasirinkta analiziné nepriklausomy kintamujy y ir z funkcija.
Analogiskai jrodome kitas dvi teoremas.
7. TEOREMA. (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygéiu sistemos sprendiniai

policilindre
T113€
N

x| <7, |y| < Nzl <13, N = rirze

iSreiskiami tokiu pavidalu:
'LL(X, Y Z) = Z ykuk(xl Z)r
k=0

eilutés koeficientai randami i$ formulés

1 g1 (,2)  dues(6,2)) O
Up_1(x,z U,_1(x,z
we(,2) = =2 (1) ™" [x (11 el + 1, —=~ 52 )+2Ak_lul<x,z)],
=0

0x

Cia Up(X,z) gali biiti parinktas taip, kad jis biity bet kuri analiziné kintamuyjy X ir z funkcija.
8. TEOREMA. Jeigu a # 0, tai (1) daliniy i$vestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos

sprendiniai policilindre

1€
|x|<r1:|Y|<T2:|Z|< K ) KzrerS
iSreiSkiami tokiu pavidalu:
(o]
u(x:y,z) = Z Zkuk(x'Y);
k=0

eilutés koeficientai randami iS formulés

k-1
1 a — ) a - )
w (5,y) = = (1) [x<11 LR ML 2 ))+2Ak_lul(x,y)
=0

)

0x dy

Cia Uo(Y,z) — laisvai parenkamas vektorius stulpelis.
Jeigu a = 0, tai (1) daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniai tame

policilindre iSreiSkiami tokiu pavidalu
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u(x,y, Z) = z Zk+puk(xl y):
k=0

¢ia p — bet koks realusis skaicius, o eilutés koeficientai randami i§ formulés

k-1
1 _ duy—_1(x,y) Oug—_1(x,y)
u(x,y) = —m(13) 1 [X <11 i alx + I, i aly + ZAk—zuz(XJY)
1=0

Cia up(x,y) laisvai parenkamas vektorius stulpelis ir jo struktiira tokia
(101 (x,%),0,0,ugs(x,¥) ),
¢ia Up1(X,y), Uoa(X,y) - laisvai parenkamos analizinés tik nepriklausomy kintamujuy X ir y
funkcijos.
Darbo rezultatas.

9. TEOREMA. (1) daliniy i$vestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniai yra:

13
1. ulx,y,z) = Z xk+PO Dy, (y, z, Inx), srityje |x| < % ly| <1y, ]2| <13
k=0
¢ia p(y,z) — funkcija, randama i8S (11) lygties;
T 13E
2. u(x,y,z) = Zykuk(x,z), srityje |x| < ry, |yl < 11\/3 z| < 135
k=0
3. jeigua=0, u(x,yz= Z z8 P (x,y)
k=0
¢ia p — bet koks realusis skaicius,
. N K . 112€
]elgua;tO, u(x,y,Z)=ZZ uk(’xly)) Srlty]e |x| <7'1:|Y|<7'2,|Z|< K '
k=0
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VIENOS ISSIGIMSTANCIOS DALINIU ISVESTINIU DIFERENCIALINIU
LYGCIU SISTEMOS SPRENDINIU STRUKTURA

Santrauka

Siame darbe iSnagrinéta iSsigimstanti keturiy pirmos eilés daliniy i§vestiniy
diferencialiniy lygciu sistema. Daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygéiy sistemai spresti
pritaikytas apibendrinty laipsniniy eilu¢iy metodas. Rasti analiziniai $ios sistemos sprendiniai
ir iStirtos ju savybés iSsigimimo daugdaros tasky aplinkoje.

Apibendrinty laipsniniy eilu¢iy metodas gali biti pritaikytas sprendziant panaSios
struktiiros daliniy i$vestiniy diferencialines lygtis, kuriy eilé iSsigimsta. Darbe gauti rezultatai
gali buti pritaikomi modeliuojant ir tiriant realius procesus.

Raktiniai Zodziai: daliné iSvestine, diferencialiniy lyg¢iy sistema, laipsning eiluté.

THE STRUCTURE OF THE SOLUTIONS OF THE ONE SYSTEM OF
DEGENERATING DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH PARTIAL DERIVATIVES

Summary

In this work the system of four degenerating differential equations with partial
derivatives of first order was studied. For the solution of system of differential equations with
partial derivatives the method of generalized power series was applied. Analytical solutions of
this system were found and properties of solutions on neighbourhood of points of
degeneration manifold were investigated.

The method of generalized power series can be applied to the solution of
systems of differential equations with partial derivatives of similar structure, which order is
degenerating. The results, which were obtained in this work, can be applied to modelling and
studying the real processes.

Keywords: partial derivative, system of differential equations, power series.
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