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1 Mokslo problemos aktualumas

Nelokaliosios krastines salygos yra zinomos mokslininkams daugiau kaip 150 mety. Pa-
vyzdziui, 1896 metais V. A. Steklovas |37, Creksos| istyré kietojo nehomogeninio strypo
ausinimo matematinj modelj, kur nelokaliosios salygos buvo nustatytos kaip tiesiné nezino-
mos funkcijos ir jos iSvestiniy reikSmiy ant srities krasto kombinacija. Steklovas nagrinéjo

Silumos laidumo lygtj su klasikine pradine salyga U(0,z) = f(z) ir krastinémis salygomis

LU) = aU(t,0)+ aQW FasU(t1) + “4%@(2 D _.
(1)
oU(t,0 oU(t.1
L(U) = bU(0) +b2% +b3U(t, 1) + by ;x ) _ 0,

¢ia ap ir by (k = 1,2,3,4) yra konstantos. Nelokaliosios salygos (1) yra vadinamos kla-
sikinémais nelokaliosiomis sglygomais, jei jos susieja nezinomos funkcijos ir jos iSvestiniy
reikSmes tik srities krastuose. Uzdaviniai su analogisko tipo krastinémis salygomis taip
pat buvo nagrinéti 1933 metais T. Karlemano |7, Carleman|, 1964 metais R. Bilso [2, Beals]
ir F. E. Brauderio [5, Browder| darbuose.

1963 metais Dz. Kenono straipsnyje |6, Cannon| buvo nagrinéta nelokalioji salyga

fo u(z, t)dr = ¢(t). (2)

Nelokalioji salyga (2) susieja nezinomos funkcijos reikmes intervale [0, 1]. Uzdaviniai su
nelokaliosiomis krastinémis salygomis yra vieni i§ paprasciausiy tarp daugelio Siuolaikiniy
matematiky nagrin¢jamy nelokaliyjy uzdaviniy. Nelokaliosios salygos atsiranda tada, kai
negalima tiesiogiai iSmatuoti duomeny nagrinéjamo uzdavinio srities kraste. Tokiy neklasi-
kiniy uzdaviniy tyrimas ypac¢ aktualus, nes uzdaviniy su nelokaliosiomis sglygomis atsiranda

jvairiose mokslo srityse, pavyzdziui, fizikoje, biologijoje, chemijoje ir mechanikoje.

Bicadzés ir Samarskio nelokaliosios salygos. 1969 metais A. V. Bicadzé ir A. A. Sa-

marskis pateiké tyrimo rezultatus |4, Bunaaze u Camapckuii| apie Laplaso lygties
Au(z,y) =0, —l<x<l O0<y<l,
su krastinémis salygomis

U(I‘,O) = ¢1(I>7 U(ZL‘, 1) = ¢2(ZL‘), —l<z<l,

u(—=l,y) = ¢3(y), u(0,y) =ull,y) 0<y<l,



sprendiniy egzistavimg ir vienatj. Cia ¢y, ¢o ir ¢3 — Zinomos tolydziosios funkcijos. Po

darbo publikavimo krastinés sglygos
U‘JQ:&U(S)—i_b? SEQa &7bER

yra vadinamos Bicadzés ir Samarskio nelokaliosiomis kraStinémis salygomis. 1977-1987
metais pasirodé N. I. Tonkino ir bendraautoriy darbai |20, Monkun 1977|, [21, Ionkin and
Moiseev 1980|, Samarskio darbas [31, Camapckuit 1980] ir kiti darbai, kuriuose autoriai
nagrinéjo uzdavinius su Bicadzeés ir Samarskio nelokaliosiomis krastinémis salygomis.

2008 metais A. Agiralievas savo darbe |1, Ashyralyev| nagrinéjo elipsine lygtj
(1) Aut) = f(1) (0<t<1), u(0) =6, u(l)=u(N)+ 0<A<,

¢ia A yra teigiamas operatorius Banacho erdvéje. Autorius jrodé sprendiniy koercityvines
nelygybes Banacho erdveéje ir istyré uzdavinio iSsprendziamuma.

Sturmo ir Liuvilio uzdavinio bei elipsinio skirtuminio operatoriaus su dvitaske Bicadzes
ir Samarskio krastine salyga tikriniy reiksmiy analize 2015 metais atliko Elsaidas su ben-
draautoriais |16, Elsaid et al.]. Nagrinéta elipsiné lygtis

Pu Pu

8:1:2+6—y2:f<x’y)’ 0<zx<l1l, O<y<l,

su krastinemis sglygomis

u(m, 0) = ul(x)v U(ZL‘, 1) = u2(x>7 U(O,y) = Vlu(lvy% u(&y) = ’72u(1 — &, y)a

¢ia &, 71 ir o tam tikri parametrai ir 0 < £ < 1—¢ < 1. Autoriai nagrinéjo tikriniy reiksmiy
uzdavinj Sturmo ir Liuvilio baigtiniy skirtumy operatoriui su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis. Gauti rezultatai buvo pritaikyti dvimaciam diskrec¢iam tikriniy reikSmiy uz-
daviniui. Autoriai, naudodami kintamuyjy atskyrimo metodg, gavo vienmacio uzdavinio
savybes ir pritaiké jas dvimaciam uzdaviniui. Panasi tikriniy reikSmiy analizé kito tipo
wzdaviniams yra padaryta ir Lietuvos matematiky R. Ciegio, M. Sapagovo ir A. Stikono

darbuose (pvz., [9-11,27]).

Daugiataskés nelokaliosios salygos. Nelokalioji salyga vadinama daugiataske, jei ji
susieja nezinomos funkcijos ir jos iSvestiniy reikSmes maziausiai trijuose taskuose (srities
viduje ir krastuose). Bendra nelokaliyjy salygu apibrézima 2015 metais pateiké B. Pelonis
ir D. A. Smitas [28, Pelloni and Smith|

n—1 m

Zzb 7]7’7 _gj(t)7 tE[OT] j—On—l

k=0 r=0



ClamneN,irO=mny<m<mn<--<n,=10,;€C, dakj=0n—1r=0m.

UZzdavinio su nelokaliosiomis daugiataskémis sglygomis pavyzdys yra pateiktas D. Gor-

deziani su bendraautoriais darbe [17, 2010]. Autoriai tiria uzdavinj:
Lu(z) = F(Z), 7= (x,...,7,)€Qc R

¢ia

eilm@b%]+K@m,

Lu = —i
i=0

K(-) = \; = konst. > 0,7 =0,n.

K(-) tenkina krastine salyga u(z) = ¢(z), = € Sr, ¢ia Sp = {7 : wo € [0,1],21,..., 2, €

['}, T yra Q krastas, kai u(z) = 1(Z), T € S,, su nelokaliosiomis daugiatagkémis krastinémis

salygomis
ou 1 (&
o F. + fu(0,z) = ~mulm,z) + o— u(zo, v)dry = ¢1(x),
Lo x0=0 él 0
ou 1 !
9 F + Gou(l, ) = ~au(ne, x) + da u(zo, x)dry = Po(x),
.TO ro=1 1 - 62 2
Glax = (r1,...,1,), 0 <& <& < 15 ¢y, Po, ¢, ir F yra glodziosios funkcijos; 0 < np < np <

1, o, Bi, iy 6; (i = 1,2) yra zinomi parametrai. Autoriai jrodé diferencialinio uzdavinio
sprendiniy egzistavima ir vienatj ir suformulavo skirtuminj uzdavinio analogg.

Daugiataskés nelokaliosios salygos taip pat nagrinéjamos su netiesinémis lygtimis. Darbe
[12, Das et al. 2010] autoriai pateiké antros eilés daugiataskio skirtuminio uzdavinio spren-
dimo algoritma

u'(z) + g(u, ') = f(z), O0<z<l,

su klasikine pradine sglyga ir daugiataske nelokaligja krastine salyga

u(0) =a, u(l)= Z%‘U(m) + Vis

i=1

¢iam; € (0,1), 1 =0,m, o; ir 7; Zinomi parametrai.

Integralinés nelokaliosios salygos. Kai yra daugiataskes nelokaliosios salygos, susie-
jamos sprendinio reik§mes baigtiniame tasky skaiciuje, o kai salygos integralinés, susiejami
taskai, priklausantys istisiems intervalams. Tokios salygos daznai atsiranda sprendziant
skys¢iy mechanikos [25, Haxymes 1982|, hidrodinamikos |36, Hlemyxun 1995] ir [8, Yy~
HoBekuit 1976], tamprumo |13, Day 1985|, vibracijy [39, Volkodavov and Zhukov 1998|,
biologijos |26, Haxymes 1995|, plazmos teorijos |15, Diaz and Rakotoson 1996|, daleliy di-

fuzijos |24, Mu et al. 2010], silumos laidumo |6, Cannon 1963] ir kitus uzdavinius.
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Is Siuolaikiniy tiriamy uzdaviniy su nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygo-
mis galima paminéti L. S. Pul’kinos darbus [23,29,30]. Juose yra jrodytas diferencialiniy
uzdaviniy silpnyjy ir stipriyjy sprendiniy egzistavimas bei vienatis energetiniy nelygybiy ir

kitais metodais.

2 Disertacijos struktura

Disertacija parasSyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, 4 skyriai, iSvados ir literaturos
sarasas. Kiekvienas skirtuminis uzdavinys yra nagriné¢jamas atskirame skyriuje — suformu-

luojamas uzdavinys, susije moksliniai rezultatai ir jy reikSmé. Bendra darbo apimtis yra 90

puslapiy.

3 Tikslai ir tyrimo objektai

Disertacijos tyrimo objektas — baigtiniy skirtumy schemos hiperbolinei lygéiai su in-
tegralinémis nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Darbo tikslas — Siy schemy stabilumo

tyrimas.

e Stabilumo salygos iSreikstinei baigtiniy skirtumy schemai. Pirmajame disertaci-
jos skyriuje nagrinéjama isreikStine baigtiniy skirtumy schema hiperbolinei lygciai
su integralinémis krastinemis salygomis. IStirta peréjimo matricos spektro struktura,

suformuluota ir jrodyta pakankama schemos stabilumo salyga.

e Stabilumo salygos baigtiniy skirtumy schemy Seimai su vienu svoriu. Antraja-
me disertacijos skyriuje nagrinéjama baigtiniy skirtumuy schemy su vienu svoriu Seima.
Diskreciojo uzdavinio spektro strukturos tyrimas atliktas charakteristiniy funkcijy
pagalba. Suformuluotos ir jrodytos pakankamos schemy stabilumo salygos, priklau-

sancios nuo krastiniy salygy parametry ir schemos svorio.

e Stabilumo sritys baigtiniy skirtumy schemy Seimai su dviem svoriais. Treciaja-
me disertacijos skyriuje nagrinéjama baigtiniy skirtumy schemy su dviem svoriais
Seima. Gautos baigtiniy skirtumy schemos stabilumo sritys ir stabilumo sglygos, at-

sizvelgiant ] svorio parametrus oy ir os.

e Baigtiniy skirtumy schemos su bendro pavidalo integralinémis salygomis.

Ketvirtajame disertacijos skyriuje tiriamos nelokaliosios sglygos, apibendrinancios in-



tegralines nelokaligsias krastines salygas, istirtos bendro pavidalo integralinés krastines
salygos. Gautos diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavinio ekvivalentigkumo algebriniam
tikriniy reikSmiy uzdaviniui salygos. Nagrin¢jamas diskretusis skirtuminis uzdavinys

su nepilnais integralais krastinése salygose.

4 Tyrimy metodika

Darbe naudojamas spektrinis baigtiniy skirtumy schemy tyrimo metodas. Nagrinéjama
skirtuminiy operatoriy spektro struktura naudojant skaitinius metodus bei charakteristinés
funkcijos analizés metodus. Taip pat taikomi skaitinis eksperimentas naudojant Maple pro-

gramy pakety ir JAVA programavimo kalbg.

5 Moksliniai rezultatai
Zyméjimai
Disertacijoje naudojami tokie tinklai:
ot = {x, x; =ih,i = O,N}; h=L/N, @ := {tj: t=jr,j = O,M}; T=T/M.

Matricos A spektinj spindulj Zymeésime p(A) := nax |Ai(A)], ¢ia \;(A) yra matricos A
<ism
tikrineé reikSme.

Darbe naudoti skirtuminiai operatoriai:

§ =0, w0 - wu{zy}, OU:= %,
Ui—1 —2U; + U;

. —h h X i—1 i i+1
62w — W, ((5§U)i.= 2 :
_ - U-U
ﬁt:wT—MTJT, atU:: .

T

Zymeéjimas (5f (6% := 6!) reiskia Kronekerio delta Zyméjima:

5 _ 0 kaij # 1,

2

1 kaij=1.
Pirmasis skyrius
Pirmajame disertacijos skyriuje nagrinéjama hiperboliné lygtis

Pu(z,t)  Pu(z,t)

xe (0,1), te(0,T], (3)



su klasikinémis pradinémis salygomis

’LL(.%,O) = ¢(3§'), T e [07 1]7 (4)
ou(x,0)
T = 1/)(:[‘), T e [07 1]7 (5)

ir nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis

1
~

u(0,t) = ] u(é“,t) g + ,Ul(t)? te [OuT]a (6)

u(l,t) =m u(é“,t) g + ,UQ(t)? te [OuT]a (7)

J
0

¢ia o ir v — parametrai, f(z,t), ¢(z), ¥ (x), ui(t) ir ps(t) — zinomos funkeijos.
(

Suformuluojame uzdaviniui (3)—(7) atitinkantj skirtuminj uzdavinj

5?(] — (5920U = F, (.I'Z,t]) € wh X LUT, (8)
vl = o, T, €W, (9)
Ut = U, z; €W, (10)
' it gt Nl '
U = ~oh <—0 ; T4 Z U+t (11)
i=1
. it gt Nl ‘
U =mh (% + YU 4 st (12)
i=1

dia F = Fl-j = flaity), @ =@ = d(a;) ir W i= W, = () + 5 (2U° + f(xi,t0)). Krastines
salygos (11)—(12) yra integraliniy krastiniy salygy (6)—(7) aproksimacija trapecijy formule.
Uzdavinj (8)—(12) uzrasome kanoniniu trisluoksnés baigtiniy skirtumy schemos pavidalu
107 + BU? + 107! = 7°F, (13)

B=—(21—72A), F=(F, ... Fy.), (14)

Gia T vienetine matrica, Fy = Fj, i = 2,N — 2, it F;, = E(F, i, p), kai i = 1, N — 1,

U7 yra (N — 1) eilés vektorius, ir

2—a -1-a —a —a ... —a —a —a —a
-1 2 -1 0 0 O 0 0
0 —1 2 -1 0 O 0 0
A :% , (15)
0 0 0 O -1 2 —1 0
0 0 0 O 0 -1 2 -1
—b —b -b —b -b —b —-1-b 2-0




e _ hm
A

¢ia ir toliau v := o + 11 # 2/h.

Trisluoksné baigtiniy skirtumy schema (13) paverc¢iama dvisluoksne

Vitl = SV7 4+ G, (16)
Cia
B I 7°F
S - y G =
I 0 0

Matricai S suformuluojamas tikriniy reikSmiy uzdavinys
det(S — pI) =0, (17)
ir formuluojami pagrindiniai pirmojo skyriaus rezultatai.

5.1 lema (disertacijos Lemma 1.4). Matricos S tikrines reikSmes p galima rasti i§ apiben-

drintojo tikriniy reiksmiy uZdavinio
(WI+uB+I)V =0. (18)

5.2 lema (Lemma 1.6). Trisluoksnés schemos (8)-(12) kiekvieng matricos A tikring

reiksme Ay (k =1, N — 1) atitinka dvi matricos S tikrinés reiksmés

2 2 2
u?z(l—T;k)i\/(l—T;k) ~1, m=12 (19)

5.3 lema (Lemma 1.7). Tequl N\ ir Vi yra atitinkamai matricos A tikriné reik3mé ir

tikrinis vektorius, o pu', m = 1,2 (u}. # pi) yra matricos S tikinés reikimés, atitinkancios
.. Tada
Vi
Wi = ] ., m=1,2, (20)

— Vi

M
yra tiesiskai nepriklausomi matricos S tikriniai vektoriai.
5.4 teorema (Theorem 1.8). Trisluoksnei schemai (8)—(12) lygybé p(S) = 1 yra teisinga
bet kokiam h > 0 ir 7 < h tada ir tik tada, kar matricos A tikrinés reiksmés A, yra

NEeNneLgramos.

5.5 i§vada. Pakankamoji isreikstinés baigtiniy skirtumy schemos (8)—(12) stabilumo sglyga

yra v < 2, kar 7 < h.



Antrasis skyrius

Antrajame skyriuje nagrinéjama baigtiniy skirtumy schema su svoriu o, atitinkanti di-

ferencialinj uzdavinj (3)—(7):

U — 82U =F, (2,t;) e w" x w, (21)
U=®, z;,ea", (22)

Ut =T, gz, ew”, (23)
Up=[L, U] +V,, tedn\{t'}, (24)
Uy =m[LU]+V,, team\{t}, (25)

¢ia U := gUI* + (1 — 20)U7 + cU’~', ¢ — baigtiniy skirtumy schemos svoris, [-,-] —

sumos zymejimas:

Uy Voh UnVnh

2

+ (U, V) +

N—-1
U, V] = . (U V)= UVih.
=1

Analogiskai kaip ir pirmajame skyriuje baigtiniy skirtumy schema uzrasoma trisluoksniu

pavidalu
AU + BU + CU = 7°F, (26)
A=C=1+7%A, B=-21+7%(1-20)A, (27)
ir paver¢iama dvisluoksniu pavidalu
W = SW + G, (28)

¢la

(29)

GaU=0"ir U=0"1,j=1,N—1.
5.6 pastaba (Remark 2.5). Tegul matricos A tikrinés reiksmeés yra realios. Tada, jei o

tenkina nelygybe:
1 P 1
72max (0, Apax) ? 72min(0, Apin)’

tai det A > 0 ir egzistuoja AL



Matricai A yra suformuluojamas diskretusis tikriniy reikSmiy uzdavinys
— 02U = \U, Ueuw" (30)
Up =([1. U], Uy=mn[LU] (31)
ir gaunama rezultaty, kurie papildo M. Sapagovo jrodyta lema [34, 2012].
5.7 lema (Lemma 2.11). Tokios tikriniy reik§miy savybés yra teisingos:
1) jeiry <2, tai A€ (0,4/h*];
2) jei~y /" 2/h, tai A\ — —0;
3) jei~y = 2/h, tada tikriniy reik§miy uZdavinys neapibréztas;
4) jeiy \, 2/h, tai \y — +00;
5) jei~y > 2/h, tai visos tikrinés reikimés \ yra teigiamos.
Taip pat yra formuluojami pagrindiniai antrojo skyriaus rezultatai.

5.8 lema (Lemma 2.18). Kiekvieng tikring reiksme \g (A), k = 1,N — 1, atitinka dvi

matricos S tikrinés reik§meés p. ir pi:

14 2(1/2—0) A -
mo_ b+ a2 —1 =1.2. b. = k=1, N —1. 32
Moy kL k ) m ) &y k 1+7—20')\k ) ) ( )

5.9 teorema (Theorem 2.24). Jeiy <2 ir

1 1
o> —

4 T2 A\ pax (33)

tai baigtiniy skirtumy schema su svoriais (21)—(25) yra stabili.

5.10 pastaba (Remark 2.25). Gauta stabilumo salyga (33) analogiska stabilumo salygai tri-
sluoksnei baigtiniy skirtumy schemai su klasikinémis Dirichlé krastinémis salygomis (Zr. [33,

Samarskii 2001]).

5.11 pastaba (Remark 2.26). Jei v < 2, tai tikrinés reikSmeés A\, k = 1, N — 1, yra intervale

(0,4/h?). Todél nelygybe
1 h?

2___
TZYT e

yra pakankama stabilumo salyga. Jei o > 1/4, tai baigtiniy skirtumy schema su svoriais

besalygiskai stabili. Jei 0 = 0, tada baigtiniy skirtumy schema stabili su salyga 7 < h.



Treciasis skyrius

Treciajame skyriuje nagrin¢jama baigtiniy skirtumy schema su dviem svoriais

BU - 2UD = F, (z,t) ew’ xuw, (34)
U=®, z,ew”, (35)

Ut =T, zew”, (36)

Uo =[1,U] + Vi, 7 edm\{t'}, (37)
Uy =m[lL,U]+V,, team\{t'}, (38)

¢ia U0 = 01[7 + (1 =0, —0)U + 02[7, 01,09 € R. IS antrojo skyriaus yra zinoma, kad

matricos S tikrines reikSmes p randamos is lygéiy
EA(A) + pAR(B) + M (C) =0, k=T1,N -1, (39)

¢ia A\, (M) yra matricos M (M = A, B, C) tikrinés reiksmeés.

Jei polinomas p(p, A) := a(AN)p® + b(A\)p + c¢(N) tenkina Sakny kriterijy |22, 38|, tai A
priklauso stabilumo sri¢iai, kurig apibrézia lygtis p(u, A) = 0.

Istate z := 7\ | lygtj (39) turésime:

(p—1)°
z = — . 40
(M) 01M2+(1—01—02)M+02 ( )
[state u = e, p € (—m, +7], gauname stabilumo srities krasto formule
2(1 —cosp) (1 — (01 + 02)(1 — cos ) — (01 — g3)1sin @)

(1= (01 + 09)(1 — cos©))? + (a1 — 02) sin® p
Skirtingos stabilumo sritys vaizduojamos 1 pav. Disertacijoje atlikta stabilumo sriciy

analize ir padarytos tokios isvados:

e Baigtiniy skirtumy schema su dviem svoriais turi stabilumo sritj, jei o1 > 05. Jeigu
schemos spektras yra intervale (0,00), tai antroji stabilumo salyga yra o1 4+ 09 = 1/2

(analogiska stabilumo salyga buvo gauta darbe 33, Samarskii 2001]).

e Stabilumo sritis priklauso nuo oy — 0. Jei 07 — 09 < 1/2, tai stabilumo sritis aprézta,

jei o1 — 09 = 1/2, — neapréita.

e Jei spektre yra kompleksiniy tikriniy reikSmiy su salyga o; = 09 = o, tai baigtiniy

skirtumy schema nestabili.
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0 -204 -20
(a) 01 = 0.1k, 02 = 0, (b) o1 =0.46 4+ 0.02k, 02 =0, (c) 01 = 0.5+ 0.1k, 02 =0,
k=114 k=13 k=114
[ [
| . C. C,
| |
i i
| |
| I
I
| | k=5
| ko 50 8 4
I
I |
| |
i i
| |
| |
4 1 1
(d) o1 + 02 = 0.25, 01 = 0.07k, (e) o1 + 02 = 0.5, (f) o1 + 02 =1, 04 = 0.1k,
k=1,5 o1 =048 —-0.05k, k =1,3 k=1,5

1 pav.: Stabilumo sritys, kai skirtingos svoriy oy ir oy reikSmes.
Ketvirtasis skyrius

Ketvirtajame skyriuje isnagrinétas diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavinio ekvivalentis-

kumas algebriniam tikriniy reikSmiy uzdaviniui. Tirtas uzdavinys
LU := —0(PSU) + QU = \U, x;€w", (42)

<k07 U> = ’70<n07 U>7 <k17 U> = ’71<n17 U>7 (4?))

¢ia (-,-) yra tiesinis funkcionalas, apraSantis klasikine ((k;,U), i = 0,1) ir nelokaliaja

((n;,U), i =0, 1) krastiniy salygy dalis, koeficientai P ir @) yra realiosios funkcijos.
Algebrinis uzdavinys yra iSsigimes, jei negalima isreiksti Uy ir Uy i$ kraStiniy salygy.

Nelokaliosios krastinés salygos (43) perrasomos kaip algebriniy lygéiy sistema atzvilgiu ne-

zinomos fukcijos U

<k0 — Yono, (50> <k0 — Yoo, (5N> UO B <")/0n0 - ko, [}> (44)
(ky = mna, 6% Cky —yama, 6) ) \ Uy (i — k1, U
GalU=0,kaii=0,i=Nir U =U kitu atveju.
Lygciy sistema (44) yra iSsigimusi, jei
’yo’le(no, nl) + ’}/QD(TLQ, kl) + ’le(nl, ko) + D(ko, kl) = 0, (45)

11



n0,50 no,(SN k1,50 kb&N
D(ng,n1) = < / < > , D(k1,m9) = < / < > g
<n1, 50> <n1, 5N> <n0, 60> <n0, (5N>

D(n1, ko) = {ny, 6% <n1,5N> Dk k) = (ko, 80 <k0,5N>

(ko8 (o, 3 (i, 8% ey, 6N

(46)

Teisinga tokia lema.

5.12 lema (Lemma 4.1). UZdavinio (42)—(43) iSsigimimo sritis parametry vy, y1 plokstu-
moje R? gali buti penkiy tipy:

1. Jei D(ng,n1) = D(ko, k1) = D(ng, k1) = D(ko,n1) = 0 — visa plokstuma;
2. Jei D(ng,ny) = D(ng, k1) = D(ko,n1) =0, D(ko, k1) # 0 — tuscia aibé;

3. Jei D(ng,ny) =0, D(ng, k1) # 0 arba D(ng,ny) =0, D(ko,n1) # 0 — tiesé;
4. Jei D(ng,ny) # 0 ir det A = 0 — wvertikalios ir horizontalios tiesiy sgjunga;
5. Jei D(ng,ny) # 0 ir det A % 0 — hiperbolé.

Ketvirtajame skyriuje nagrinéjamas skirtuminis hiperbolinis uzdavinys (21)—(23) su nepil-
nais integralais krastinése salygose:
UO = 70[)(07 U] + Vza t] € wT7
U, = 71[X17U] +V;‘7 tj ew.
Cia
0 x; <aarbax; >0,

Xa) (75) = 3

M=y

xj = a arba x; = b,

h a<z; <b.
\§

Tiriant skirtuminio uzdavinio spektra, gautas parametry vy, 71 ir parametro ¢ (kuris apraso
tikrines reik§mes \) rysys, priklausantis nuo svoriniy funkecijy x° ir x':
[x°, cos (qz)] [x°,sin (qz)]

oM —yo[x",sing(1 — 2)] — 71 [x", sin (gz)] + sing = 0.
s (@) sl e
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6 Mokslinis naujumas

Sioje disertacijoje isnagrinétas trisluoksnés baigtiniy skirtumy schemos hiperbolinei lyg-
¢iai su integralinémis nelokaliosiomis krastinémis salygomis stabilumas. Dauguma mate-
matiniy rezultaty, pateikty Sioje disertacijoje, yra nauji suformuluotam uzdaviniui ir iki
siol nebuvo aprasyti mokslinéje literaturoje. Kai kurie metodai buvo naudoti kitiems ma-
tematinés fizikos uzdaviniams, taciau Siy metody taikymas hiperboliniams uzdaviniams su

nelokaliosiomis krastinémis salygomis yra visiskai naujas.

7 Praktineé reikSme

Stabilumas yra viena i$ esminiy baigtiniy skirtumy schemy teorijos sgvoky. Gautos
stabilumo salygos gali buti panaudotos skaitiniais metodais modeliuojant procesus, kurie
aprasomi hiperbolinémis lygtimis su integralinémis nelokaliosiomis sglygomis, pavyzdziui,
pozeminio vandens tekéjimo modeliavimas su nelokaliosiomis krastinémis salygomis |3, Beilin
2001] ir [14, Dehghan 2005|, svyravimy procesus [18, Gordeziani ir Avalishvili 2000], iri-
gacijos modelius |35, Serbina 2007] ir kitus procesus. Spektro analizés rezultatai naudingi

konstruojant naujas baigtiniy skirtumy schemas ir tiriant tam tikry schemy stabilumo sritis.

8 Ginamieji teiginiai

e [Sreikstinés baigtiniy skirtumy schemos hiperbolinei lygéiai su integraline nelokaligja

krastine sglyga pakankamoji stabilumo salyga yra vo + v < 2, kai 7 < h.

e Baigtiniy skirtumy schemos su vienu svoriu ¢ hiperbolinei lygéiai su integraline nelo-

1
T2 Xmax ©

kaligja krastine salyga pakankamoji stabilumo salyga yra vo+v1 < 2ir o > i —

e Baigtiniy skirtumy schema su vienu svoriu ¢ hiperbolinei lygciai su integraline neloka-
ligja kraStine salyga yra nestabili, jei skirtuminio uzdavinio spektras turi kompleksiniy

tikriniy reikSmiuy.

e Baigtiniy skirtumy schema su dviem svoriais oy ir o5 hiperbolinei lygé¢iai su integraline
nelokaligja krastine salyga turi stabilumo sritj, jei o1 > 09. Jei skirtuminio uzdavinio

spektras yra realusis, antroji stabilumo salyga yra oy + 09 = 1/2.
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e Baigtiniy skirtumy schemos su dviem svoriais oy ir o9 hiperbolinei lygéiai su integraline
nelokaligja krastine salyga stabilumo sritis yra aprézta, jei o1 — 0y < 1/2. Priesingu

atveju (o — oy = 1/2) stabilumo sritis neaprézta.

e Baigtiniy skirtumy schema su dviem svoriais oy ir o5 hiperbolinei lygéiai su integra-
line nelokaligja krastine salyga yra nestabili, jei skirtuminio uzdavinio spektras turi

kompleksiniy tikriniy reikSmiy.
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11 Summary

The doctoral dissertation deals with the hyperbolic problem with nonlocal integral
boundary conditions. The research object is the stability of finite difference approximation
of the hyperbolic problem and eigenspectrum analysis. We consider hyperbolic equation

Pu(x,t)  Pu(z,t)

atQ axQ = f<x7t)7 T e (07 1)7 te (O7T]7

with classical initial conditions

u(z,0) = ¢(z), x€]0,1],

ou(x,0)
ot

= w(ﬂf)’ T e [07 1]a

and nonlocal boundary conditions of the form

U(O, t) =% u(é‘, t) df + ,U1<t)7 le (0? T]a

o

u(l,t) =~ fu(f,t) dé + po(t), te (0,7T]

in Chapters 1-3, and of the form

1

u(0,1) = 70 fﬁo(af)u(& B de + m(t), te(0.7),

0

1

u(1,t) =7, f B (w)ulé, ) de + palt), te (0,T]

in Chapter 4.

Our main interest is the finite difference scheme for the formulated problem
g?U—(SzU(J) :F, (mi,tj)ewh wa,
U=®, oU' =, T, €W,

where

ot = {xl x; = ih,1 =O,N}; h = L/N, wh = {oy, .. an_1},

W= {tj: t =1, ] :(),—M}; T=T/M, wh = {tl,...,tM_l},
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are discrete grids,

xT hQ ?
- - U-U
Oy w > W u{t"}, U = ;
T
- - U—2U+0U
02w W, U = —
-
are grid operators, and
U = gU*! 4 (1—20)07 +oU’™! oeR in Chapter 2,
U .= g U + (1 -0, —a)U? + U7, 01,00 R in Chapter 3,

with nonlocal conditions in Chapters 1-3

Up=[LUl+Vi, Uyv=n[LUl+V,,  ted\{t}

and in Chapter 4

U =%[X% U+ Vi, Uv=mn[x" Ul+V,,  team\{t}

where &7 := {t!,... "} and

UpVoh UnVih
[U.V] = =57+ (UV) + =5

" and y! are the functions of the following form

.
0 z;<aoruz; >b,

Xa,p) (T5) = 3

o>

rj=aorx;=Db,

h a<xz;<b.
\

We investigate the eigenstructure of the explicit finite difference scheme for the hyper-

bolic problem with two integral boundary conditions, formulate and prove the sufficient

stability condition of such scheme (Chapter 1). We also investigate a class of weighted finite

difference schemes with one weight parameter (Chapter 2). We use the generalized charac-

teristic functions to investigate eigenspectrum (complex and real) of discrete problem. We

obtain the structure of eigenspectrum, formulate and prove stability conditions according

to boundary parameters and weights of the scheme. We also consider a class of weighted

schemes with two weights (Chapter 3). Numerically modelling characteristic functions we
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obtain stability regions and restrictions on weights o, and 5. We obtain equivalence condi-
tions for the Sturm-Liouville problem (which can be generalized to the evolution equations)
to the algebraic eigenvalue problem (Chapter 4). These conditions obtained assuming a
general type of integral conditions (containing weight functions in the integral nonlocal
boundary conditions). Moreover, we investigate hyperbolic problem with partial integrals
in the boundaries.

The main results presented in the doctoral dissertation are as follows:

e The sufficient stability condition of the explicit FDS for hyperbolic equation with

integral NBCs is 7y + 71 < 2 under the condition 7 < h.

e The sufficient stability condition of the weighted FDS (with one weight o) for hyper-

1
72 Amax

bolic equation with integral NBCs is vy + 71 < 2 and 0 > i —

e The FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with one weight o) is unstable

if the spectrum has complex eigenvalues.

e The weighted FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with two weights o
and o,) has a stability region if o3 > 0o. If the spectrum is real, then the second

stability condition is oy + g9 = 1/2.

e The stability region of weighted FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with
two weights oy and o03) is bounded if 0y — gy < 1/2, elsewise (07 — 09 > 1/2) stability

region unbounded.

e The FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with two weights o and o3) is

unstable if the spectrum has complex eigenvalues.

Obtained results can be useful for modelling physical phenomena formulated into nonlo-
cal mathematical models: electrolytic refining of non-ferrous metals, deformation of metals
under high strain rates, the phenomena of Ohmic heating, flow of fluids through fissured,
etc. Eigenspectrum analysis results can be used for constructing new difference schemes

and for the investigations of the stability regions of certain finite difference schemes.
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