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1 Mokslo problemos aktualumas

Nelokaliosios kraštinės sąlygos yra žinomos mokslininkams daugiau kaip 150 metų. Pa-

vyzdžiui, 1896 metais V. A. Steklovas [37, Стеклов] ǐstyrė kietojo nehomogeninio strypo

aušinimo matematinį modelį, kur nelokaliosios sąlygos buvo nustatytos kaip tiesinė nežino-

mos funkcijos ir jos ǐsvestinių reikšmių ant srities krašto kombinacija. Steklovas nagrinėjo

šilumos laidumo lygtį su klasikine pradine sąlyga Up0, xq “ fpxq ir kraštinėmis sąlygomis

LpUq ” a1Upt, 0q ` a2
BUpt, 0q

Bx
` a3Upt, lq ` a4

BUpt, lq

Bx
“ 0,

L1pUq ” b1Upt, 0q ` b2
BUpt, 0q

Bx
` b3Upt, lq ` b4

BUpt, lq

Bx
“ 0,

(1)

čia ak ir bk (k “ 1, 2, 3, 4) yra konstantos. Nelokaliosios sąlygos (1) yra vadinamos kla-

sikinėmis nelokaliosiomis sąlygomis, jei jos susieja nežinomos funkcijos ir jos ǐsvestinių

reikšmes tik srities kraštuose. Uždaviniai su analogǐsko tipo kraštinėmis sąlygomis taip

pat buvo nagrinėti 1933 metais T. Karlemano [7, Carleman], 1964 metais R. Bilso [2, Beals]

ir F. E. Brauderio [5, Browder] darbuose.

1963 metais Dž. Kenono straipsnyje [6, Cannon] buvo nagrinėta nelokalioji sąlyga

ż
1

0

upx, tqdx “ φptq. (2)

Nelokalioji sąlyga (2) susieja nežinomos funkcijos reikšmes intervale r0, 1s. Uždaviniai su

nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis yra vieni ǐs papraščiausių tarp daugelio šiuolaikinių

matematikų nagrinėjamų nelokaliųjų uždavinių. Nelokaliosios sąlygos atsiranda tada, kai

negalima tiesiogiai ǐsmatuoti duomenų nagrinėjamo uždavinio srities krašte. Tokių neklasi-

kinių uždavinių tyrimas ypač aktualus, nes uždavinių su nelokaliosiomis sąlygomis atsiranda

įvairiose mokslo srityse, pavyzdžiui, fizikoje, biologijoje, chemijoje ir mechanikoje.

Bicadzės ir Samarskio nelokaliosios sąlygos. 1969 metais A. V. Bicadzė ir A. A. Sa-

marskis pateikė tyrimo rezultatus [4, Бицадзе и Самарский] apie Laplaso lygties

∆upx, yq “ 0, ´l ă x ă l, 0 ă y ă 1,

su kraštinėmis sąlygomis

upx, 0q “ φ1pxq, upx, 1q “ φ2pxq, ´l ď x ď l,

up´l, yq “ φ3pyq, up0, yq “ upl, yq 0 ď y ď 1,
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sprendinių egzistavimą ir vienatį. Čia φ1, φ2 ir φ3 — žinomos tolydžiosios funkcijos. Po

darbo publikavimo kraštinės sąlygos

u|δΩ “ aupξq ` b, ξ P Ω, a, b P R

yra vadinamos Bicadzės ir Samarskio nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis. 1977–1987

metais pasirodė N. I. Ionkino ir bendraautorių darbai [20, Ионкин 1977], [21, Ionkin and

Moiseev 1980], Samarskio darbas [31, Самарский 1980] ir kiti darbai, kuriuose autoriai

nagrinėjo uždavinius su Bicadzės ir Samarskio nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis.

2008 metais A. Aširalievas savo darbe [1, Ashyralyev] nagrinėjo elipsinę lygtį

´u2ptq ` Auptq “ fptq p0 ď t ď 1q, up0q “ φ, up1q “ upλq ` ψ, 0 ď λ ă 1,

čia A yra teigiamas operatorius Banacho erdvėje. Autorius įrodė sprendinių koercityvines

nelygybes Banacho erdvėje ir ǐstyrė uždavinio ǐssprendžiamumą.

Šturmo ir Liuvilio uždavinio bei elipsinio skirtuminio operatoriaus su dvitaške Bicadzės

ir Samarskio kraštine sąlyga tikrinių reikšmių analizę 2015 metais atliko Elsaidas su ben-

draautoriais [16, Elsaid et al.]. Nagrinėta elipsinė lygtis

B2u

Bx2
`

B2u

By2
“ fpx, yq, 0 ă x ă 1, 0 ă y ă 1,

su kraštinėmis sąlygomis

upx, 0q “ u1pxq, upx, 1q “ u2pxq, up0, yq “ γ1up1, yq, upξ, yq “ γ2up1 ´ ξ, yq,

čia ξ, γ1 ir γ2 tam tikri parametrai ir 0 ă ξ ă 1´ξ ă 1. Autoriai nagrinėjo tikrinių reikšmių

uždavinį Šturmo ir Liuvilio baigtinių skirtumų operatoriui su nelokaliosiomis kraštinėmis

sąlygomis. Gauti rezultatai buvo pritaikyti dvimačiam diskrečiam tikrinių reikšmių už-

daviniui. Autoriai, naudodami kintamųjų atskyrimo metodą, gavo vienmačio uždavinio

savybes ir pritaikė jas dvimačiam uždaviniui. Panaši tikrinių reikšmių analizė kito tipo

uždaviniams yra padaryta ir Lietuvos matematikų R. Čiegio, M. Sapagovo ir A. Štikono

darbuose (pvz., [9–11,27]).

Daugiataškės nelokaliosios sąlygos. Nelokalioji sąlyga vadinama daugiataške, jei ji

susieja nežinomos funkcijos ir jos ǐsvestinių reikšmes mažiausiai trijuose taškuose (srities

viduje ir kraštuose). Bendrą nelokaliųjų sąlygų apibrėžimą 2015 metais pateikė B. Pelonis

ir D. A. Smitas [28, Pelloni and Smith]

n´1ÿ

k“0

mÿ

r“0

brkjB
k
xqpηr, tq “ gjptq, t P r0, T s, j “ 0, n´ 1,
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čia m,n P N, ir 0 “ η0 ă η1 ă η2 ă ¨ ¨ ¨ ă ηm “ 1, brkj P C, čia k, j “ 0, n´ 1, r “ 0, m.

Uždavinio su nelokaliosiomis daugiataškėmis sąlygomis pavyzdys yra pateiktas D. Gor-

deziani su bendraautoriais darbe [17, 2010]. Autoriai tiria uždavinį:

Lupx̄q “ F px̄q, x̄ “ px0, . . . , xnq P Ω Ă R
n`1,

čia

Lu “ ´
nÿ

i“0

B

Bxi

„
Kipx̄q

Bu

Bxi


` Kpx̄qu,

Kp¨q ě λi “ konst. ą 0, i “ 0, n.

Kp¨q tenkina kraštinę sąlygą upx̄q “ φpx̄q, x̄ P S̄Γ, čia S̄Γ “ tx̄ : x0 P r0, 1s, x1, . . . , xn P

Γu, Γ yra Ω kraštas, kai upx̄q “ ψpx̄q, x̄ P S̄r, su nelokaliosiomis daugiataškėmis kraštinėmis

sąlygomis

α1

Bu

Bx0

ˇ̌
ˇ̌
x0“0

` β1up0, xq “ γ1upη1, xq ` δ1
1

ξ1

ż ξ1

0

upx0, xqdx0 “ φ1pxq,

α2

Bu

Bx0

ˇ̌
ˇ̌
x0“1

` β2up1, xq “ γ2upη2, xq ` δ2
1

1 ´ ξ2

ż
1

ξ2

upx0, xqdx0 “ φ2pxq,

čia x “ px1, . . . , xnq, 0 ă ξ1 ď ξ2 ă 1; φ1, φ2, φ, ir F yra glodžiosios funkcijos; 0 ă η1 ď η2 ă

1, αi, βi, γi, δi (i “ 1, 2) yra žinomi parametrai. Autoriai įrodė diferencialinio uždavinio

sprendinių egzistavimą ir vienatį ir suformulavo skirtuminį uždavinio analogą.

Daugiataškės nelokaliosios sąlygos taip pat nagrinėjamos su netiesinėmis lygtimis. Darbe

[12, Das et al. 2010] autoriai pateikė antros eilės daugiataškio skirtuminio uždavinio spren-

dimo algoritmą

u2pxq ` gpu, u1q “ fpxq, 0 ď x ď 1,

su klasikine pradine sąlyga ir daugiataške nelokaliąja kraštine sąlyga

up0q “ α, up1q “
mÿ

i“1

αiupηiq ` γi,

čia ηi P p0, 1q, i “ 0, m, αi ir γi žinomi parametrai.

Integralinės nelokaliosios sąlygos. Kai yra daugiataškės nelokaliosios sąlygos, susie-

jamos sprendinio reikšmės baigtiniame taškų skaičiuje, o kai sąlygos integralinės, susiejami

taškai, priklausantys ǐstisiems intervalams. Tokios sąlygos dažnai atsiranda sprendžiant

skysčių mechanikos [25, Нахушев 1982], hidrodinamikos [36, Шелухин 1995] ir [8, Чуд-

новский 1976], tamprumo [13, Day 1985], vibracijų [39, Volkodavov and Zhukov 1998],

biologijos [26, Нахушев 1995], plazmos teorijos [15, Diaz and Rakotoson 1996], dalelių di-

fuzijos [24, Mu et al. 2010], šilumos laidumo [6, Cannon 1963] ir kitus uždavinius.
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Iš šiuolaikinių tiriamų uždavinių su nelokaliosiomis integralinėmis kraštinėmis sąlygo-

mis galima paminėti L. S. Pul’kinos darbus [23, 29, 30]. Juose yra įrodytas diferencialinių

uždavinių silpnųjų ir stipriųjų sprendinių egzistavimas bei vienatis energetinių nelygybių ir

kitais metodais.

2 Disertacijos struktūra

Disertacija parašyta anglų kalba. Ją sudaro įvadas, 4 skyriai, ǐsvados ir literatūros

sąrašas. Kiekvienas skirtuminis uždavinys yra nagrinėjamas atskirame skyriuje — suformu-

luojamas uždavinys, susiję moksliniai rezultatai ir jų reikšmė. Bendra darbo apimtis yra 90

puslapių.

3 Tikslai ir tyrimo objektai

Disertacijos tyrimo objektas — baigtinių skirtumų schemos hiperbolinei lygčiai su in-

tegralinėmis nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis. Darbo tikslas — šių schemų stabilumo

tyrimas.

‚ Stabilumo sąlygos ǐsreikštinei baigtinių skirtumų schemai. Pirmajame disertaci-

jos skyriuje nagrinėjama ǐsreikštinė baigtinių skirtumų schema hiperbolinei lygčiai

su integralinėmis kraštinėmis sąlygomis. Ištirta perėjimo matricos spektro struktūra,

suformuluota ir įrodyta pakankama schemos stabilumo sąlyga.

‚ Stabilumo sąlygos baigtinių skirtumų schemų šeimai su vienu svoriu. Antraja-

me disertacijos skyriuje nagrinėjama baigtinių skirtumų schemų su vienu svoriu šeima.

Diskrečiojo uždavinio spektro struktūros tyrimas atliktas charakteristinių funkcijų

pagalba. Suformuluotos ir įrodytos pakankamos schemų stabilumo sąlygos, priklau-

sančios nuo kraštinių sąlygų parametrų ir schemos svorio.

‚ Stabilumo sritys baigtinių skirtumų schemų šeimai su dviem svoriais. Trečiaja-

me disertacijos skyriuje nagrinėjama baigtinių skirtumų schemų su dviem svoriais

šeima. Gautos baigtinių skirtumų schemos stabilumo sritys ir stabilumo sąlygos, at-

sižvelgiant į svorio parametrus σ1 ir σ2.

‚ Baigtinių skirtumų schemos su bendro pavidalo integralinėmis sąlygomis.

Ketvirtajame disertacijos skyriuje tiriamos nelokaliosios sąlygos, apibendrinančios in-
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tegralines nelokaliąsias kraštines sąlygas, ǐstirtos bendro pavidalo integralinės kraštinės

sąlygos. Gautos diskrečiojo Šturmo ir Liuvilio uždavinio ekvivalentǐskumo algebriniam

tikrinių reikšmių uždaviniui sąlygos. Nagrinėjamas diskretusis skirtuminis uždavinys

su nepilnais integralais kraštinėse sąlygose.

4 Tyrimų metodika

Darbe naudojamas spektrinis baigtinių skirtumų schemų tyrimo metodas. Nagrinėjama

skirtuminių operatorių spektro struktūra naudojant skaitinius metodus bei charakteristinės

funkcijos analizės metodus. Taip pat taikomi skaitinis eksperimentas naudojant Maple pro-

gramų paketą ir JAVA programavimo kalbą.

5 Moksliniai rezultatai

Žymėjimai

Disertacijoje naudojami tokie tinklai:

ωh :“
 
xi : xi “ ih, i “ 0, N

(
; h “ L{N, ωτ :“

 
tj : tj “ jτ, j “ 0,M

(
; τ “ T {M.

Matricos A spektinį spindulį žymėsime ρpAq :“ max
1ďiďm

|λipAq|, čia λipAq yra matricos A

tikrinė reikšmė.

Darbe naudoti skirtuminiai operatoriai:

δ :“ δx : ωh Ñ ωh Y txNu, δU :“
Ui ´ Ui´1

h
,

δ2x : ωh Ñ ωh,
`
δ2xU

˘
i
:“

Ui´1 ´ 2Ui ` Ui`1

h2
,

Bt : ω
τ Ñ rωτ , BtU :“

U ´ qU
τ

.

Žymėjimas δji (δi :“ δii) reǐskia Kronekerio delta žymėjimą:

δ
j
i “

$
’&
’%
0 kai j ‰ i,

1 kai j “ i.

Pirmasis skyrius

Pirmajame disertacijos skyriuje nagrinėjama hiperbolinė lygtis

B2upx, tq

Bt2
´

B2upx, tq

Bx2
“ fpx, tq, x P p0, 1q, t P p0, T s, (3)
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su klasikinėmis pradinėmis sąlygomis

upx, 0q “ φpxq, x P r0, 1s, (4)

Bupx, 0q

Bt
“ ψpxq, x P r0, 1s, (5)

ir nelokaliosiomis integralinėmis kraštinėmis sąlygomis

up0, tq “ γ0

1ż

0

upξ, tq dξ ` µ1ptq, t P r0, T s, (6)

up1, tq “ γ1

1ż

0

upξ, tq dξ ` µ2ptq, t P r0, T s, (7)

čia γ0 ir γ1 — parametrai, fpx, tq, φpxq, ψpxq, µ1ptq ir µ2ptq — žinomos funkcijos.

Suformuluojame uždaviniui (3)–(7) atitinkantį skirtuminį uždavinį

B2

tU ´ δ2xU “ F, pxi, tjq P ωh ˆ ωτ , (8)

U0 “ Φ, xi P ωh, (9)

BtU
1 “ Ψ, xi P ωh, (10)

U
j`1

0 “ γ0h

˜
U

j`1

0
` U

j`1

N

2
`

N´1ÿ

i“1

U
j`1

i

¸
` µ1

j`1, (11)

U
j`1

N “ γ1h

˜
U

j`1

0
` U

j`1

N

2
`

N´1ÿ

i“1

U
j`1

i

¸
` µ2

j`1, (12)

čia F :“ F
j
i “ fpxi, tjq, Φ :“ Φi “ φpxiq ir Ψ :“ Ψi “ ψpxiq` τ

2
pδ2xU

0 ` fpxi, t0qq. Kraštinės

sąlygos (11)–(12) yra integralinių kraštinių sąlygų (6)–(7) aproksimacija trapecijų formule.

Uždavinį (8)–(12) užrašome kanoniniu trisluoksnės baigtinių skirtumų schemos pavidalu

IU j`1 ` BU j ` IU j´1 “ τ 2F, (13)

B “ ´
`
2I ´ τ 2Λ

˘
, F “

` rF1, . . . , rFN´1

˘J
, (14)

čia I vienetinė matrica, rFi “ Fi, i “ 2, N ´ 2, ir rFi “ rFi

`
Fi, µ1, µ2

˘
, kai i “ 1, N ´ 1,

U j yra pN ´ 1q eilės vektorius, ir

Λ “
1

h2

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

2 ´ a ´1 ´ a ´a ´a . . . ´a ´a ´a ´a

´1 2 ´1 0 . . . 0 0 0 0

0 ´1 2 ´1 . . . 0 0 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...

0 0 0 0 . . . ´1 2 ´1 0

0 0 0 0 . . . 0 ´1 2 ´1

´b ´b ´b ´b . . . ´b ´b ´1 ´ b 2 ´ b

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

, (15)
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a “
hγ0

1 ´ h
2
γ
, b “

hγ1

1 ´ h
2
γ
,

čia ir toliau γ :“ γ0 ` γ1 ‰ 2{h.

Trisluoksnė baigtinių skirtumų schema (13) paverčiama dvisluoksne

V j`1 “ SV j ` G, (16)

čia

S “

¨
˝ ´B ´I

I 0

˛
‚, G “

¨
˝ τ 2F

0

˛
‚.

Matricai S suformuluojamas tikrinių reikšmių uždavinys

detpS ´ µIq “ 0, (17)

ir formuluojami pagrindiniai pirmojo skyriaus rezultatai.

5.1 lema (disertacijos Lemma 1.4). Matricos S tikrines reikšmes µ galima rasti ǐs apiben-

drintojo tikrinių reikšmių uždavinio

`
µ2
I ` µB ` I

˘
V “ 0. (18)

5.2 lema (Lemma 1.6). Trisluoksnės schemos (8)–(12) kiekvieną matricos Λ tikrinę

reikšmę λk (k “ 1, N ´ 1) atitinka dvi matricos S tikrinės reikšmės

µm
k “

ˆ
1 ´

τ 2λk

2

˙
˘

dˆ
1 ´

τ 2λk

2

˙2

´ 1, m “ 1, 2. (19)

5.3 lema (Lemma 1.7). Tegul λk ir Vk yra atitinkamai matricos Λ tikrinė reikšmė ir

tikrinis vektorius, o µm
k , m “ 1, 2 (µ1

k ‰ µ2

k) yra matricos S tikinės reikšmės, atitinkančios

λk. Tada

W
m
k “

¨
˚̊
˝

Vk

1

µm
k

Vk

˛
‹‹‚, m “ 1, 2, (20)

yra tiesǐskai nepriklausomi matricos S tikriniai vektoriai.

5.4 teorema (Theorem 1.8). Trisluoksnei schemai (8)–(12) lygybė ρpSq “ 1 yra teisinga

bet kokiam h ą 0 ir τ ď h tada ir tik tada, kai matricos Λ tikrinės reikšmės λk yra

neneigiamos.

5.5 ǐsvada. Pakankamoji ǐsreikštinės baigtinių skirtumų schemos (8)–(12) stabilumo sąlyga

yra γ ă 2, kai τ ď h.
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Antrasis skyrius

Antrajame skyriuje nagrinėjama baigtinių skirtumų schema su svoriu σ, atitinkanti di-

ferencialinį uždavinį (3)–(7):

B
2

tU ´ δ2xU
pσq “ F, pxi, tjq P ωh ˆ ωτ , (21)

U0 “ Φ, xi P ωh, (22)

BtU
1 “ Ψ, xi P ωh, (23)

U0 “ γ0r1, Us ` Vl, tj P rωτztt1u, (24)

UN “ γ1r1, Us ` Vr, tj P rωτztt1u, (25)

čia U pσq :“ σU j`1 ` p1 ´ 2σqU j ` σU j´1, σ — baigtinių skirtumų schemos svoris, r¨, ¨s —

sumos žymėjimas:

rU, V s :“
U0V0h

2
` pU, V q `

UNVNh

2
, pU, V q :“

N´1ÿ

i“1

UiVih.

Analogǐskai kaip ir pirmajame skyriuje baigtinių skirtumų schema užrašoma trisluoksniu

pavidalu

ApU ` BU ` CqU “ τ 2F, (26)

A “ C “ I ` τ 2σΛ, B “ ´2I ` τ 2p1 ´ 2σqΛ, (27)

ir paverčiama dvisluoksniu pavidalu

Ŵ “ SW ` G, (28)

čia

Ŵ “

¨
˝

pU
U

˛
‚, W “

¨
˝ U

qU

˛
‚, S “

¨
˝ ´A

´1
B ´I

I 0

˛
‚, G “

¨
˝ τ 2A´1

F

0

˛
‚,

(29)

čia pU “ U j`1 ir qU “ U j´1, j “ 1, N ´ 1.

5.6 pastaba (Remark 2.5 ). Tegul matricos Λ tikrinės reikšmės yra realios. Tada, jei σ

tenkina nelygybę:

´
1

τ 2maxp0, λmaxq
ă σ ă ´

1

τ 2minp0, λminq
,

tai detA ą 0 ir egzistuoja A
´1.
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Matricai Λ yra suformuluojamas diskretusis tikrinių reikšmių uždavinys

´ δ2xU “ λU, U P ωh, (30)

U0 “ γ0r1, Us, UN “ γ1r1, Us. (31)

ir gaunama rezultatų, kurie papildo M. Sapagovo įrodytą lemą [34, 2012].

5.7 lema (Lemma 2.11). Tokios tikrinių reikšmių savybės yra teisingos:

1) jei γ ă 2, tai λ P p0, 4{h2s;

2) jei γ Õ 2{h, tai λ1 Ñ ´8;

3) jei γ “ 2{h, tada tikrinių reikšmių uždavinys neapibrėžtas;

4) jei γ Œ 2{h, tai λ1 Ñ `8;

5) jei γ ą 2{h, tai visos tikrinės reikšmės λ yra teigiamos.

Taip pat yra formuluojami pagrindiniai antrojo skyriaus rezultatai.

5.8 lema (Lemma 2.18). Kiekvieną tikrinę reikšmę λk
`
Λ
˘
, k “ 1, N ´ 1, atitinka dvi

matricos S tikrinės reikšmės µ1

k ir µ2

k:

µm
k “ ´bk ˘

b
b2k´1, m “ 1, 2, bk “

´1`τ 2p1{2´σqλk
1 ` τ 2σλk

, k “ 1, N ´ 1. (32)

5.9 teorema (Theorem 2.24). Jei γ ă 2 ir

σ ą
1

4
´

1

τ 2λmax

, (33)

tai baigtinių skirtumų schema su svoriais (21)–(25) yra stabili.

5.10 pastaba (Remark 2.25 ). Gauta stabilumo sąlyga (33) analogǐska stabilumo sąlygai tri-

sluoksnei baigtinių skirtumų schemai su klasikinėmis Dirichlė kraštinėmis sąlygomis (žr. [33,

Samarskii 2001]).

5.11 pastaba (Remark 2.26 ). Jei γ ă 2, tai tikrinės reikšmės λk, k “ 1, N ´ 1, yra intervale

p0, 4{h2q. Todėl nelygybė

σ ě
1

4
´

h2

4τ 2

yra pakankama stabilumo sąlyga. Jei σ ě 1{4, tai baigtinių skirtumų schema su svoriais

besąlygǐskai stabili. Jei σ “ 0, tada baigtinių skirtumų schema stabili su sąlyga τ ď h.
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Trečiasis skyrius

Trečiajame skyriuje nagrinėjama baigtinių skirtumų schema su dviem svoriais

B
2

tU ´ δ2xU
pσq “ F, pxi, tjq P ωh ˆ ωτ , (34)

U0 “ Φ, xi P ωh, (35)

BtU
1 “ Ψ, xi P ωh, (36)

U0 “ γ0r1, Us ` Vl, tj P rωτztt1u, (37)

UN “ γ1r1, Us ` Vr, tj P rωτztt1u, (38)

čia U pσq “ σ1 qU ` p1 ´ σ1 ´ σ2qU ` σ2 pU , σ1, σ2 P R. Iš antrojo skyriaus yra žinoma, kad

matricos S tikrinės reikšmės µ randamos ǐs lygčių

µ2λkpAq ` µλkpBq ` λkpCq “ 0, k “ 1, N ´ 1, (39)

čia λkpMq yra matricos M (M “ A,B,C) tikrinės reikšmės.

Jei polinomas ppµ, λq :“ apλqµ2 ` bpλqµ ` cpλq tenkina šaknų kriterijų [22, 38], tai λ

priklauso stabilumo sričiai, kurią apibrėžia lygtis ppµ, λq “ 0.

Įstatę z :“ τλ į lygtį (39) turėsime:

zpµq “ ´
pµ ´ 1q2

σ1µ2 ` p1 ´ σ1 ´ σ2qµ ` σ2
. (40)

Įstatę µ “ eıϕ, ϕ P p´π,`πs, gauname stabilumo srities krašto formulę

zpϕq “
2p1 ´ cosϕq p1 ´ pσ1 ` σ2qp1 ´ cosϕq ´ pσ1 ´ σ2qı sinϕq

p1 ´ pσ1 ` σ2qp1 ´ cosϕqq2 ` pσ1 ´ σ2q sin2 ϕ
. (41)

Skirtingos stabilumo sritys vaizduojamos 1 pav. Disertacijoje atlikta stabilumo sričių

analizė ir padarytos tokios ǐsvados:

• Baigtinių skirtumų schema su dviem svoriais turi stabilumo sritį, jei σ1 ě σ2. Jeigu

schemos spektras yra intervale p0,8q, tai antroji stabilumo sąlyga yra σ1 ` σ2 ě 1{2

(analogǐska stabilumo sąlyga buvo gauta darbe [33, Samarskii 2001]).

• Stabilumo sritis priklauso nuo σ1 ´ σ2. Jei σ1 ´ σ2 ă 1{2, tai stabilumo sritis aprėžta,

jei σ1 ´ σ2 ě 1{2, — neaprėžta.

• Jei spektre yra kompleksinių tikrinių reikšmių su sąlyga σ1 “ σ2 “ σ, tai baigtinių

skirtumų schema nestabili.

10



(a) σ1 “ 0.1k, σ2 “ 0, (b) σ1 “ 0.46 ` 0.02k, σ2 “ 0, (c) σ1 “ 0.5 ` 0.1k, σ2 “ 0,
k “ 1, 4 k “ 1, 3 k “ 1, 4

(d) σ1 ` σ2 “ 0.25, σ1 “ 0.07k, (e) σ1 ` σ2 “ 0.5, (f) σ1 ` σ2 “ 1, σ1 “ 0.1k,

k “ 1, 5 σ1 “ 0.48 ´ 0.05k, k “ 1, 3 k “ 1, 5

1 pav.: Stabilumo sritys, kai skirtingos svorių σ1 ir σ2 reikšmės.

Ketvirtasis skyrius

Ketvirtajame skyriuje ǐsnagrinėtas diskrečiojo Šturmo ir Liuvilio uždavinio ekvivalentǐs-

kumas algebriniam tikrinių reikšmių uždaviniui. Tirtas uždavinys

LU :“ ´δpPδUq ` QU “ λU, xi P ωh, (42)

xk0, Uy “ γ0xn0, Uy, xk1, Uy “ γ1xn1, Uy, (43)

čia x¨, ¨y yra tiesinis funkcionalas, aprašantis klasikinę (xki, Uy, i “ 0, 1) ir nelokaliąją

(xni, Uy, i “ 0, 1) kraštinių sąlygų dalis, koeficientai P ir Q yra realiosios funkcijos.

Algebrinis uždavinys yra ǐssigimęs, jei negalima ǐsreikšti U0 ir UN ǐs kraštinių sąlygų.

Nelokaliosios kraštinės sąlygos (43) perrašomos kaip algebrinių lygčių sistema atžvilgiu ne-

žinomos fukcijos U

¨
˝xk0 ´ γ0n0, δ

0y
@
k0 ´ γ0n0, δ

N
D

xk1 ´ γ1n1, δ
0y

@
k1 ´ γ1n1, δ

N
D

˛
‚
¨
˝U0

UN

˛
‚“

¨
˝xγ0n0 ´ k0,

˝

Uy

xγ1n1 ´ k1,
˝

Uy

˛
‚, (44)

čia
˝

U “ 0, kai i “ 0, i “ N ir
˝

U “ U kitu atveju.

Lygčių sistema (44) yra ǐssigimusi, jei

γ0γ1Dpn0, n1q ` γ0Dpn0, k1q ` γ1Dpn1, k0q ` Dpk0, k1q “ 0, (45)
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čia

Dpn0, n1q “

∣∣∣∣∣∣

xn0, δ
0y

@
n0, δ

N
D

xn1, δ
0y

@
n1, δ

N
D

∣∣∣∣∣∣
, Dpk1, n0q “

∣∣∣∣∣∣

xk1, δ
0y

@
k1, δ

N
D

xn0, δ
0y

@
n0, δ

N
D

∣∣∣∣∣∣
,

Dpn1, k0q “

∣∣∣∣∣∣

xn1, δ
0y

@
n1, δ

N
D

xk0, δ
0y

@
k0, δ

N
D

∣∣∣∣∣∣
, Dpk0, k1q “

∣∣∣∣∣∣

xk0, δ
0y

@
k0, δ

N
D

xk1, δ
0y

@
k1, δ

N
D

∣∣∣∣∣∣
.

(46)

Teisinga tokia lema.

5.12 lema (Lemma 4.1). Uždavinio (42)–(43) ǐssigimimo sritis parametrų γ0, γ1 plokštu-

moje R2 gali būti penkių tipų:

1. Jei Dpn0, n1q “ Dpk0, k1q “ Dpn0, k1q “ Dpk0, n1q “ 0 — visa plokštuma;

2. Jei Dpn0, n1q “ Dpn0, k1q “ Dpk0, n1q “ 0, Dpk0, k1q ‰ 0 — tuščia aibė;

3. Jei Dpn0, n1q “ 0, Dpn0, k1q ‰ 0 arba Dpn0, n1q “ 0, Dpk0, n1q ‰ 0 — tiesė;

4. Jei Dpn0, n1q ‰ 0 ir detA “ 0 — vertikalios ir horizontalios tiesių sąjunga;

5. Jei Dpn0, n1q ‰ 0 ir detA ‰ 0 — hiperbolė.

Ketvirtajame skyriuje nagrinėjamas skirtuminis hiperbolinis uždavinys (21)–(23) su nepil-

nais integralais kraštinėse sąlygose:

U0 “ γ0rχ
0, Us ` Vl, tj P ωτ ,

Un “ γ1rχ
1, Us ` Vr, tj P ωτ .

(47)

čia

χra,bspxjq “

$
’’’’’&
’’’’’%

0 xj ă a arba xj ą b,

h
2

xj “ a arba xj “ b,

h a ă xj ă b.

Tiriant skirtuminio uždavinio spektrą, gautas parametrų γ0, γ1 ir parametro q (kuris aprašo

tikrines reikšmes λ) ryšys, priklausantis nuo svorinių funkcijų χ0 ir χ1:

γ0γ1

∣∣∣∣∣∣

rχ0, cos pqxqs rχ0, sin pqxqs

rχ1, cos pqxqs rχ1, sin pqxqs

∣∣∣∣∣∣
´ γ0rχ

0, sin qp1 ´ xqs ´ γ1rχ
1, sin pqxqs ` sin q “ 0.
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6 Mokslinis naujumas

Šioje disertacijoje ǐsnagrinėtas trisluoksnės baigtinių skirtumų schemos hiperbolinei lyg-

čiai su integralinėmis nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis stabilumas. Dauguma mate-

matinių rezultatų, pateiktų šioje disertacijoje, yra nauji suformuluotam uždaviniui ir iki

šiol nebuvo aprašyti mokslinėje literatūroje. Kai kurie metodai buvo naudoti kitiems ma-

tematinės fizikos uždaviniams, tačiau šių metodų taikymas hiperboliniams uždaviniams su

nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis yra visǐskai naujas.

7 Praktinė reikšmė

Stabilumas yra viena ǐs esminių baigtinių skirtumų schemų teorijos sąvokų. Gautos

stabilumo sąlygos gali būti panaudotos skaitiniais metodais modeliuojant procesus, kurie

aprašomi hiperbolinėmis lygtimis su integralinėmis nelokaliosiomis sąlygomis, pavyzdžiui,

požeminio vandens tekėjimo modeliavimas su nelokaliosiomis kraštinėmis sąlygomis [3, Beilin

2001] ir [14, Dehghan 2005], svyravimų procesus [18, Gordeziani ir Avalishvili 2000], iri-

gacijos modelius [35, Serbina 2007] ir kitus procesus. Spektro analizės rezultatai naudingi

konstruojant naujas baigtinių skirtumų schemas ir tiriant tam tikrų schemų stabilumo sritis.

8 Ginamieji teiginiai

• Išreikštinės baigtinių skirtumų schemos hiperbolinei lygčiai su integraline nelokaliąja

kraštine sąlyga pakankamoji stabilumo sąlyga yra γ0 ` γ1 ă 2, kai τ ď h.

• Baigtinių skirtumų schemos su vienu svoriu σ hiperbolinei lygčiai su integraline nelo-

kaliąja kraštine sąlyga pakankamoji stabilumo sąlyga yra γ0 `γ1 ă 2 ir σ ą 1

4
´ 1

τ2λmax
.

• Baigtinių skirtumų schema su vienu svoriu σ hiperbolinei lygčiai su integraline neloka-

liąja kraštine sąlyga yra nestabili, jei skirtuminio uždavinio spektras turi kompleksinių

tikrinių reikšmių.

• Baigtinių skirtumų schema su dviem svoriais σ1 ir σ2 hiperbolinei lygčiai su integraline

nelokaliąja kraštine sąlyga turi stabilumo sritį, jei σ1 ě σ2. Jei skirtuminio uždavinio

spektras yra realusis, antroji stabilumo sąlyga yra σ1 ` σ2 ě 1{2.
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• Baigtinių skirtumų schemos su dviem svoriais σ1 ir σ2 hiperbolinei lygčiai su integraline

nelokaliąja kraštine sąlyga stabilumo sritis yra aprėžta, jei σ1 ´ σ2 ă 1{2. Priešingu

atveju (σ1 ´ σ2 ě 1{2) stabilumo sritis neaprėžta.

• Baigtinių skirtumų schema su dviem svoriais σ1 ir σ2 hiperbolinei lygčiai su integra-

line nelokaliąja kraštine sąlyga yra nestabili, jei skirtuminio uždavinio spektras turi

kompleksinių tikrinių reikšmių.
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11 Summary

The doctoral dissertation deals with the hyperbolic problem with nonlocal integral

boundary conditions. The research object is the stability of finite difference approximation

of the hyperbolic problem and eigenspectrum analysis. We consider hyperbolic equation

B2upx, tq

Bt2
´

B2upx, tq

Bx2
“ fpx, tq, x P p0, 1q, t P p0, T s,

with classical initial conditions

upx, 0q “ φpxq, x P r0, 1s,

Bupx, 0q

Bt
“ ψpxq, x P r0, 1s,

and nonlocal boundary conditions of the form

up0, tq “ γ0

1ż

0

upξ, tq dξ ` µ1ptq, t P p0, T s,

up1, tq “ γ1

1ż

0

upξ, tq dξ ` µ2ptq, t P p0, T s

in Chapters 1–3, and of the form

up0, tq “ γ0

1ż

0

β0pxqupξ, tq dξ ` µ1ptq, t P p0, T s,

up1, tq “ γ1

1ż

0

β1pxqupξ, tq dξ ` µ2ptq, t P p0, T s

in Chapter 4.

Our main interest is the finite difference scheme for the formulated problem

B
2

tU ´ δ2xU
pσq “ F, pxi, tjq P ωh ˆ ωτ ,

U0 “ Φ, BtU
1 “ Ψ, xi P ωh,

where

ωh :“
 
xi : xi “ ih, i “ 0, N

(
; h “ L{N, ωh :“ tx1, . . . , xN´1u ,

ωτ :“
 
tj : tj “ jτ, j “ 0,M

(
; τ “ T {M, ωτ :“

 
t1, . . . , tM´1

(
,
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are discrete grids,

δ2x : ωh Ñ ωh,
`
δ2xU

˘
i
:“

Ui´1 ´ 2Ui ` Ui`1

h2
,

Bt : ω
τ Ñ ωτ Y ttMu, BtU :“

U ´ qU
τ

,

B2

t : ω
τ Ñ ωτ , B2

tU :“
qU ´ 2U ` pU

τ 2
,

are grid operators, and

U pσq :“ σU j`1 ` p1 ´ 2σqU j ` σU j´1, σ P R in Chapter 2,

U pσq :“ σ1U
j`1 ` p1 ´ σ1 ´ σ2qU j ` σ2U

j´1, σ1, σ2 P R in Chapter 3,

with nonlocal conditions in Chapters 1–3

U0 “ γ0r1, Us ` Vl, UN “ γ1r1, Us ` Vr, tj P rωτztt1u,

and in Chapter 4

U0 “ γ0rχ
0, Us ` Vl, UN “ γ1rχ

1, Us ` Vr, tj P rωτztt1u,

where rωτ :“
 
t1, . . . , tM

(
and

rU, V s :“
U0V0h

2
` pU, V q `

UNVNh

2
.

χ0 and χ1 are the functions of the following form

χra,bspxjq “

$
’’’’’&
’’’’’%

0 xj ă a or xj ą b,

h
2

xj “ a or xj “ b,

h a ă xj ă b.

We investigate the eigenstructure of the explicit finite difference scheme for the hyper-

bolic problem with two integral boundary conditions, formulate and prove the sufficient

stability condition of such scheme (Chapter 1). We also investigate a class of weighted finite

difference schemes with one weight parameter (Chapter 2). We use the generalized charac-

teristic functions to investigate eigenspectrum (complex and real) of discrete problem. We

obtain the structure of eigenspectrum, formulate and prove stability conditions according

to boundary parameters and weights of the scheme. We also consider a class of weighted

schemes with two weights (Chapter 3). Numerically modelling characteristic functions we
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obtain stability regions and restrictions on weights σ1 and σ2. We obtain equivalence condi-

tions for the Sturm–Liouville problem (which can be generalized to the evolution equations)

to the algebraic eigenvalue problem (Chapter 4). These conditions obtained assuming a

general type of integral conditions (containing weight functions in the integral nonlocal

boundary conditions). Moreover, we investigate hyperbolic problem with partial integrals

in the boundaries.

The main results presented in the doctoral dissertation are as follows:

• The sufficient stability condition of the explicit FDS for hyperbolic equation with

integral NBCs is γ0 ` γ1 ă 2 under the condition τ ď h.

• The sufficient stability condition of the weighted FDS (with one weight σ) for hyper-

bolic equation with integral NBCs is γ0 ` γ1 ă 2 and σ ą 1

4
´ 1

τ2λmax

.

• The FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with one weight σ) is unstable

if the spectrum has complex eigenvalues.

• The weighted FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with two weights σ1

and σ2) has a stability region if σ1 ě σ2. If the spectrum is real, then the second

stability condition is σ1 ` σ2 ě 1{2.

• The stability region of weighted FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with

two weights σ1 and σ2) is bounded if σ1 ´ σ2 ă 1{2, elsewise (σ1 ´ σ2 ě 1{2) stability

region unbounded.

• The FDS for hyperbolic equation with integral NBCs (with two weights σ1 and σ2) is

unstable if the spectrum has complex eigenvalues.

Obtained results can be useful for modelling physical phenomena formulated into nonlo-

cal mathematical models: electrolytic refining of non-ferrous metals, deformation of metals

under high strain rates, the phenomena of Ohmic heating, flow of fluids through fissured,

etc. Eigenspectrum analysis results can be used for constructing new difference schemes

and for the investigations of the stability regions of certain finite difference schemes.
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