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1 Jzanga

Black—Scholes (Merton) modelis ir i$ jo iSvesta opciono kainos formulé daznai lai-
komi vienu i svarbiausiy rezultaty finansy matematikoje. Taciau dabar si formulé
naudojama itin retai, dazniausiai tik dél savo paprastumo, mat, nepaisant uztar-
nautos vietos vadoveliuose, seniai zinomi ir jos trukumai. Vieni iS svarbiausiy
trukumy yra pastovaus palukany normos dydzio ir pastovaus kintamumo (volati-

lity) prielaidos, ypa¢ jei modelis taikomas ilgalaikéje perspektyvoje.

Pirmas trukumas, pastovaus palukany normos dydzio prielaida, skatino kurti ir
vystyti jvairius palukany normy modelius. Tokie modeliai nagrinéti ir Vasicek [14]
bei Cox, Ingersoll ir Ross [5] straipsniuose. Pastarieji, beje, pristaté dabar itin
placiai naudojama kvadratinés Saknies procesg arba, kaip jis autoriy garbei buvo

pavadintas veliau, CIR modelj.

Bandymai pasalinti antra trukuma, pastovaus kintamumo prielaida, paskatino
i lygti jtraukti dar vieng atsitiktinumo Saltinj ir nagrinéti modelius su stochas-
tiniu (atsitiktiniu) kintamumu (stochastic volatility). Tokie modeliai nagrinéti
Scott [12], Hull ir White [6], Stein ir Stein [13] straipsniuose. Panasiai 1993 me-
tais pasielgeé ir Hestonas — jis aprasé dvifaktorj modelj, kuriame akcijos kaina ( spot
asset price), valdoma vieno atsitiktinumo Saltinio, koreliuoja su stochastiniu kin-
tamumu, valdomu kito atsitiktinumo saltinio. Modelis greit iSpopuliaréjo ir netgi
siandien, praéjus jau daugiau nei 20 mety po jo pristatymo, tebéra aktualus tiek

praktikoje, tiek finansy matematikos teorijoje.

Sioje disertacijoje yra nagrinéjamas Hestono stochastinio kintamumo modelis:

(

dSt = T’St dt -+ \/?tSt th, S() =S 2 0,
dY, = k(6 = Y}) dt + 0v/Y;dW,, Yy =1y >0, (1.1)

AW, dW, = pdt;

Ga W ir W yra (galbut priklausomi) standartiniai Brauno judesiai (standartiniai

Vynerio procesai), 0,0,k > 0.



2 Tyrimo objektas ir tikslas

Pagrindinis disertacijos tikslas — sukurti ,paprastas”, taciau ,efektyvias“ pirmo-
sios ir antrosios eilés silpnagsias Hestono modelio aproksimacijas, kurias konstruo-
jant pakakty kiekviename zingsnyje generuoti vieng ar du diskreciuosius atsitik-
tinius dydzius.

Kaip ir [10], [9], [8] bei kituose straipsniuose (pavyzdziui, Andersen [3], Lord,
Koekkoek ir van Dijk [11], Kloeden ir Neuenkirch [7]), (1.1) modelyje aproksimuo-
sime ne akcijos kaing S;, o jos logaritma X; := log 5;, taip iSsaugodami konst-
ruojamos aproksimacijos teigiamuma bei iSvengdami problemy, kylanciy iS gerai
zinomo fakto, kad Hestono modelio sprendinio momentai ,,sprogsta“, t. y. tols-
ta | begalybe per baigtinj laika (zr., pvz., [4]). Tam, pasinaudoje Itd lema, nuo
Hestono modelio pereisime prie logaritmuoto Hestono (log-Hestono) modelio

(

dX, = (r— V) dt + VY, dW,, X = := log(s),

dY, = k(0 = Yy) dt + ov/Y; dW;, Yo =y >0, (2.1)

AW, dW, = pdt.
\

3 Tyrimo metodai

Rasant disertacija naudotasi jvairiy matematikos sri¢iy — keliy kintamyjuy ana-
lizés, tikimybiy teorijos, stochastinés analizés, funkcinés analizés ir statistikos —
metodais. Kompiuteriniams skaic¢iavimams atlikti ir grafikams nubraizyti kurtos
programos C programavimo kalba, naudoti Matlab bei R matematikos ir statis-

tikos paketai.



4 Moksliniai rezultatai

Apibrézimai
Tarkime, kad B, = (B}, B?) yra standartinis dvimatis Brauno judesys (Vynerio

procesas). Nagrinésime dvimate stochastine diferencialine lygti
dZt :b(Zt,t) dt"—O'(Zt,t) dBt, t Z O, ZO =z (41)

¢ia z € D C R? yra pradine reikdme, b : R?* x I — R?* o = (0y5), 4,5 = 1,2
(045 : R2x I — R?) —lygties koeficientai, o I = [0, 7] C R fiksuoto laiko intervalas.
Sakysime, kad 4.1 lygtis yra homogeniska sprendinio reikSmiy srities atzvil-
giu, t.y. su visais z € D lygtis turi tokj vienintelj silpnajji sprendinj 27, kad
P{Z; € D, t > 0} = 1. Pavyzdziui, Hestono modelio atveju (1.1) galima imti
D = (0,4+00) x [0, +00), o log-Hestono modelio atveju (2.1) - D = R x [0, +00),
jei tik lygties koeficientai yra grieztai teigiami: 6,0,k > 0.
Fiksuoto laiko intervalo [0, T'] diskretizacija Zymésime A" = {ih,i = 0,..., [T/h]};

¢ia [a] zymi sveikaja skai¢iaus a dalj.

4.1 apibrézimas. Aibéje D reikSmes jgyjanciy diskretaus laiko homogeniniy Mar-
kovo grandiniy Seima Z" = {Zh(z,t), z €D, t € A"}, h > 0, su pradinémis
reikimémis Z "(2,0) = z vadinsime (4.1) lygties aproksimacija arba diskretizacijos
schema.

Skirstinio atzvilgiu aproksimacija Z” yra vienareiksmiskai apibréziama viena-
zingsnémis aproksimacijomis Z7 = Z"(z,h), z € D (arba jy skirstiniais). Todél

vienazingsnes aproksimacijas vadinsime tiesiog aproksimacijomis.

Zymésime oo (D) klase tokiy funkcijy is C°°, kuriy visos dalines isvestines yra

polinominio augimo, t. y.

> () ::{f € 0°(D): Vi € N2, 3C; > 0, 3k; > 0,

pol

Cia Ng = {0,1,2,...}, i = (i1,49) € N2 yra multiindeksai, o

A olil A o
fO(z) = 8];52)7 |i| == i1 +1d9, 02':= 0210z

VzeD, |fD(2) < Ci(1+ |z

Kaip ir Alfonsi [1], ,seka* {(C;, k;) : i € N2} vadinsime gera seka funkcijai f.

3



4.2 apibrézimas. Tarkime, kad L yra (4.1) lygties sprendinio Z* generatorius.

Operatoriy R : oo(D) — C(D), apibrézty lygybe

Rif(2) = Ef (Z) - .

F2)+ i ka,<z) hk] ,zeD, h>0,  (42)
k=1 ’

vadinsime aproksimacijos Z" v-osios eilés lickana.
Zymésime g(z, h) = O, 1(h"), jei su kokiais nors C' > 0 ir hy > 0
19(z,h)] < CR"(1+ |2|F), z€D, h< hy.

Jei funkcija g iSreiskiama funkcija f € Coo(D) (kaip, pvz., Rl f(2) (4.2) lygybéje),
o konstantos C', hg ir k priklauso tik nuo geros sekos funkcijai f, rasysime g(z, h) =

O, (h").

4.3 apibréZimas. Aproksimacija Z" vadinsime stipriai potencialia v-osios eilés

silpnaja (4.1) lygties sprendinio aproksimacija, jei
o su bet kuria f € Cp5(D)

Ryf(2) = Op(h**);

e ji turi tolygiai apréztus momentus, t. y. su visais ¢ € N, h = [T/N]

sup sup E|Z|" < o0, z€D.
NeN 0<k<N

Aproksimacijos

Disertacijoje pristatomos naujos pirmosios ir antrosios eilés (stipriai potencialiai)
silpnosios Hestono modelio sprendinio aproksimacijos diskreciaisiais atsitiktiniais

dydziais. Aproksimacijos apibréziamos Siomis teoremomis.
4.1 teorema. Tarkime, kad:
(1) Yhy yra diskretusis atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSmes
Yig =y + o*h + \/(y + o2h) o2h

su (atitinkamomis) tikimybémis

P12 = Y
’ 2912



(2) X i — diskretusis nuo f/,;y nepriklausomas atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSmes
1
z12 =2 £ +/yh su tikimybe 3

(3) X 7 yra diskretusis atsitiktinis dydis, apibréziamas lygybe
Xi=ax+/1—-p2(X7P —z) + g(f/hy —y).
Tada vienazingsné aproksimacija — dvimatis diskretusis atsitiktinis dydis
Zi = (X3, V) = D | 2(z.0), 1]

apibrézia stipriai potencialia pirmosios eilés silpnaja log-Hestono modelio (2.1)
aproksimacija, kuria vadiname DVSS aproksimacija ( discrete-variable split-step).
Cia Z7 = (X7,YY), o D(z,t) = (D:(t), DY(t)) yra deterministinés log-Hestono
modelio (2.1) dalies

dDi(t) = (r — 3D3(t))dt, Di(0) ==,
dD5(t) = k(6 — D5(t)) dt,  D5(0) =y,
sprendinys

Di(t)=a+ (r—30)t+ g (e = 1) (y — ), (4.3)
Dy(t) = ye ™ + (1 —e™™).

4.2 teorema. Tarkime, kad:

(1) Yhy yra diskretusis atsitiktinis dydis, tenkinantis salygas:

(i) ,
E(Y —y) = 0,1(h?),
E(YY — y)? = yh + Opa(h?),

E(YY —y)® = 3yh? + O, 3(h?),

E(YY — y)* = 3y2h2 + 0,4(h?);

(ii) E(YY —y)® = Ops(h®);
(iti) E|Y}Y — y[2? = O,.24(h9) su visais ¢ > 3;
(2) ¢ yra diskretusis nepriklausomas nuo Y/}? atsitiktinis dydis, kurio pirmie-

ji penki momentai sutampa su standartinio normalaus atsitiktinio dydzio

pirmaisiais penkiais momentais;



(3) X 7 yra diskretusis atsitiktinis dydis, apibréziamas lygybe

A 1 ~
X7 ::x+€\/§(y+Yhy)h :

(4) Dvimatis atsitiktinis dydis Z7 = (X z, ffhy) apibréziamas lygybémis

X;:a<\/1—p2Xi+p}>}f),

S
Tada vienazingsné aproksimacija — dvimatis diskretusis atsitiktinis dydis
2 oy = D(2,h/2
ZF = (X7, YY) = D(ZP") h)2)

apibrézia stipriai potencialia antrosios eilés silpnaja log-Hestono modelio (2.1)
aproksimacija, kuria vadiname DVSS, (discrete-variable split-step second-order).
Cia D(z,t) = (D3(t), DY(t)), kaip ir 4.1 teoremoje, yra deterministinés log-Hestono
modelio (2.1) dalies sprendinys (4.3).



5 Darbo mokslinis aktualumas ir naujumas

Hestono modelis yra vienas i$ placiausiai naudojamy modeliy finansy matema-
tikoje. Kaip ir daugelyje kity stochastiniy modeliy, jo sprendinys néra zinomas
isreikstiniu pavidalu (nors ir zinoma sprendinio charakteristinés funkcijos israis-
ka), todeél jo taikymams labai svarbus skaitiniai sprendimo metodai. Klasikiniai
skaitinio sprendimo metodai, pavyzdziui, Eulerio aproksimacija, netinka, nes su
teigiama tikimybe jgyja neigiamas reikSmes — tai iskart ,,sugriauna“ aproksimacija
del modelyje esanciy kvadratiniy Sakny, o jvairios klasikiniy skaitiniy sprendimy
metody modifikacijos pernelyg létai konverguoja.

Disertacijoje siuloma Hestono modelio aproksimacijas konstruoti diskreciai-
siais atsitiktiniais dydziais, taikant ,atskyrimo® (,split-step) ir momentuy sude-
rinimo (,,moment matching“) technikas. Naudojant ,atskyrimo“ technika lygtis
isskaidoma j ,deterministing®, iSsprendziamg diferencialiniy lyg¢iy metodais, ir
,stochastine® dalis, kuriai ir yra konstruojama aproksimacija, o momenty sude-
rinimo technika pasitelkiama parenkant diskretyji atsitiktinj dydj taip, kad jo
momentai su tam tikra paklaida atitikty norimos eilés aproksimacijai gauti reika-
lingus momentus.

Nors panasiy idéju yra ir kity autoriy darbuose, pavyzdziui, Alfonsi [1, 2],
tac¢iau anksciau nebuta bandymy konstruoti silpnasias Hestono modelio aproksi-
macijas diskreciaisiais atsitiktiniais dydziais, be to, kity panasias idéjas jgyvendi-
nanciy autoriy darbuose (zr., pvz., jau minéta [1] arba [3]), paprastai néra tiria-
mos labai svarbios sukonstruoty aproksimacijy matematinés savybeés, tokios kaip
aproksimacijos eilé. Galiausiai, disertacijoje pasiulytos aproksimacijos daugeliu
atzvilgiy (tikslumu, paprastumu ir grei¢iu) lenkia kitas zinomas aproksimacijas.

Pabréztina, kad disertacijoje naudojama aproksimacijy konstravimo technika
gali buti naudinga ir konstruojant diskretizacijos schemas kitiems finansy mate-

matikos modeliams, tokiems kaip CEV-SV ar CKLS.



6 Darbo struktura ir apimtis

Darbg sudaro 94 puslapiai: jvadiné dalis, literaturos apzvalga, pagrindiniai api-
brézimai ir naudojamos technikos aprasymas, pagrindiniy disertacijos rezultaty
pristatymas ir jrodymas, iSvados, santrauka ir priedai bei naudotos literaturos

sgrasas.
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9 ISvados

Disertacijoje sukonstruotos silpnosios Hestono modelio aproksimacijos DVSS ir
DVSS, tikslumu nenusileidzia, o daugeliu atveju (ypa¢ antrosios eilés aproksi-
macija DVSS,) yra pranasesnés uz Siuo metu praktikoje kaip silpnosios Hestono
modelio aproksimacijos dazniausiai naudojamas Anderseno QE (zr. [3]) bei Alfonsi

(zr. [1]) sukonstruotas aproksimacijos schemas. Be to:

« DVSS ir DVSS, aproksimacijos yra stipriai potencialios, atitinkamai, pir-

mosios ir antrosios eilés silpnosios aproksimacijos, o QE ir Alfonsi aproksi-
s . " . . . — . .

macijy eilé, nepaisant to, kad Sios aproksimacijos ,vizualiai“ kompiuterinése

simuliacijose rodo gana gera tiksluma, néra istirta;

« DVSS ir DVSS, aproksimacijas lengviau jgyvendinti, nes jos yra papras-
tesnés (ypa¢ pirmosios eilées DVSS aproksimacija) nei Anderseno (QE) ar
Alfonsi pasiulytos schemos — konstruojant kiekviename zingsnyje tereikia

generuoti dvi ar tris reikSmes jgyjancius diskreciuosius atsitiktinius dydzius;

« DVSS ir DVSS, aproksimacijos naudoja maziau kompiuteriniy istekliy —
skaitiniai eksperimentai parodé, kad pirmosios eilés aproksimacija DVSS
veikia 2,5-3,7, o antrosios eilés aproksimacija DVSSy —1,2-1,7 karto greiciau

nei QE ar Alfonsi aproksimacijos.
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10 Summary

The aim of the thesis is to construct “simple® yet “effective* first- and second-order
weak approximation schemes for the solution of the Heston model that use, at
each step, only generation of one and two discrete random variables, respectively,
and to provide rigorous proofs of their accuracy. The main results of the thesis
(presented in Chapters 4 and 5) were first published in the articles [10] and [9].

The thesis is organized as follows. In Chapter 2, we give a historical overview
of the main results obtained by other authors. Then, after some preliminaries and
definitions in Chapter 3, in Section 3.2, we “split* the approximation problem for
the process (X,Y) in Eq. (2.1) into exact solution of the deterministic part and
the approximation problem for the stochastic part of the system. In Section 4,
we construct a (strongly) potential first-order weak approximation for the sto-
chastic part, and in Section 5, we construct a (strongly) potential second-order
weak approximation for the stochastic part. We summarize the algorithms in Sec-
tions 4.3 and 5.3, respectively. In Sections 4.4 and 5.4, we illustrate the first-order
scheme (DVSS) and the second-order scheme (DVSSs), respectively, by numerical
simulation results, including option pricing and a detailed comparison with the
schemes of Andersen [3] and Alfonsi [1,2].

We finalize the results of the thesis in Chapter 6 and in the Appendix (Chapter
7), we provide additional calculations, which we think would only distract the
reader if placed elsewhere in the text.

Comparison of the schemes with other known schemes in the field (such as
Andersen’s QE [3] and Alfonsi [1,2] schemes) shows that accuracy of our new
schemes is not worse and often surpasses (especially in the case of the second-
order approximation scheme DVSS,) them even with large time step values. In
fact, as we can see from simulation examples (Section 5.4), only the QE scheme
can compete with the DVSSs in terms of accuracy, although the former still loses
in terms of computational cost (see Section 5.4, Table 5.3) and simplicity (see

Section 5.3).
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11 Trumpos zinios apie autoriy
Issilavinimas
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