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1 Moksliné problema ir aktualumas

Disertaciniame darbe nagrinéjamas baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybiy elgesys
kintant pradiniam kapitalui ir laikui diskretaus laiko rizikos modeliuose su keliomis neho-
mogeninémis zalomis.

Rizikos teorijoje naudojami matematiniai modeliai, aprasantys draudiko pazeidziamuma
dél bankroto. Vienas is populiariausiy modeliy — 1903 metais pasiulytas Cramer-Lundberg
modelis ir vélesni jo apibendrinimai (S. Andersen modelis, sudétinis binominis modelis ir
kt.). Draudiko kapitalas priklauso nuo turimo pradinio kapitalo ir nuo dvieju priesingo tipo
lésy srauty — jmoky ir ismokuy (zaly). Kapitalo kitimo procesas dar vadinamas rizikos atsta-
tymo procesu (trumpiau: rizikos procesu), kuri nusako rizikos atstatymo modelis (trumpiau:
rizikos modelis). Uzdavinys tiriant rizikos procesg yra jvertinti tikimybe, su kuria draudiko
kapitalas nukristy zemiau nulio. Tokiu atveju sakoma, kad draudimo jmoné bankrutuo-
ja. Jau daugiau negu Simtmetj bankroto tikimybé rizikos modelyje yra placiai nagrinéjama
skirtingy pasaulio saliy mokslininky, pavyzdziui, De Vylder [4,5], Gerber, Shiu [6,7,12-14].
Neseniai, XXI a. pradzioje, pradéta nagrinéti rizikos modeliy jvairias modifikacijas su skir-
tingai pasiskirsc¢iusiomis zalomis. Kadangi draudimo bendrovés dazniausiai susiduria su
skirtingo tipo zalomis, toks rizikos modelis tampa vis aktualesnis ir pla¢iau nagriné¢jamas.
Rizikos modelis su keliomis skirtingai pasiskirs¢iusiomis zalomis gali buti apibudintas kaip
keliy Zaly rizikos modelis — rizikos modelis su keliomis nehomogeninémis zalomis (angl.
multi-risk model) arba keliy sezony rizikos modelis — rizikos modelis su keliomis nehomo-
geninémis zalomis, kai kiekviena zala jvyksta vienodu periodiskumu (angl. multi-seasonal
risk model). Keliy zaly rizikos modelis buvo nagrinéjamas Lu [8,9], Picard, Lefevre ir Cou-
libaly [10], Wang ir Wang [15, 16] darbuose, kuriuose autoriai gavo asimptotines formules.
Siame disertaciniame darbe yra gauti algoritmai tikslioms bankroto tikimybiy reik§méms
skaic¢iuoti. Yra nedaug darby, kuriuose yra gautos rekursinés formulés tikslioms bankroto
tikimybiy reikSméms skaiciuoti. Pavyzdziui, Raducan, Vernic ir Zbaganu darbe [11] autoriai
gavo rekursine formule bankroto tikimybéms skaiciuoti diskretizuotam tolydaus laiko rizi-
kos modeliui su zalomis, pasiskirsc¢iusiomis pagal Erlango désnj su skirtingais parametrais.
Modelio diskretizacija autoriai atliko pakeisdami bankroto tikimybés samprata. Savo darbe
jie pateikia algoritma bankroto tikimybei skaic¢iuoti, kol pasirodys n-oji zala. Algoritmai
tikslioms bankroto tikimybiy reikSméms skaiciuoti diskretaus laiko rizikos modelyje su ke-
liomis skirtingai pasiskirs¢iusiomis Zalomis buvo gauti Bieliauskienés ir Siaulio darbe [1],

Blazeviciaus, Bieliauskienés ir Siaulio darbe [2], Damaracko ir Siaulio darbe [3]. Siame



disertaciniame darbe ispleciami kity autoriy gauti rezultatai ir gautos rekursinés formulés

tikslioms bankroto tikimybiy reikSmeéms skaiciuoti sudétingesniems rizikos modeliams.

2 Tikslai ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — gauti rekursines formules bankroto tikimybei skaic¢iuoti diskretaus laiko
rizikos modeliui su keliomis nehomogeninémis zalomis. Tam buvo iskelti tokie konkretus
uzdaviniai:
« Nustatyti minimalius reikalavimus, kuriy nejvykdzius begalinio laiko bankroto tiki-
mybeé diskretaus laiko keliy riziky modelyje artéja i 1 (grynojo pelno salyga).

 Istirti begalinio laiko bankroto tikimybés elgesj diskretaus laiko keliy riziky modelyje,
kai pradinis kapitalas u artéja j begalybe.

» Rasti rekursines formules baigtinio laiko bankroto tikimybei skaic¢iuoti diskretaus laiko

modelyje su keliomis skirtingai pasiskirsé¢iusiomis zalomis.

» Rasti rekursines formules begalinio laiko bankroto tikimybei skaiciuoti diskretaus laiko

modelyje su dviem skirtingai pasiskirs¢iusiomis zalomis.

» Rasti rekursines formules begalinio laiko bankroto tikimybei skaic¢iuoti diskretaus laiko

modelyje su trimis skirtingai pasiskirs¢iusiomis zalomis.

o Rasti rekursines formules baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybei skaic¢iuoti

diskretaus laiko trijy sezony modelyje.

o Gauti rekursiniy formuliy skaitines reikSmes.

3 Tyrimy metodika

Sioje disertacijoje naudojami bendri tikimybiy teorijos metodai ir principai. Sudaryty al-

goritmy efektyvumas tikrintas naudojant MATHEMATICA paketa.



4 Moksliniai rezultatai

4.1 Savokos ir apibrézimai
Siame skyrelyje pateiksime pagrindinius darbe nagrinéjamy objekty apibrézimus.

1 Apibrézimas. Sakome, kad draudiko turtas W,(n), n € Ny kinta pagal diskretaus lai-
ko rizikos model; (vienos rizikos modelj, homogening diskretaus laiko rizikos modelj), jeigu

kiekvienu laiko momentu n € Ny,

W, (n) :u—l—n—ZZi, (1)

ir tenkinamos tokios sqlygos:

e pradinis kapitalas u = W, (0) yra neneigiamas sveikas skaicius, t.y. u € Ny;

o Zalos Zy,Zo, Zs, ... yra neneigiamo sveikareiksmio atsitiktinio dydzio (a.d.) Z nepri-
klausomos kopijos.

A.d. Z nusako lokalios tikimybés
Zk:IP(Z:]{?), k € Ny

arba pasiskirstymo funkcija
Ed

Fy(x) = sz, r € R.
k=0
Kiekvienas diskretaus laiko rizikos modelis apraso draudiko kapitalo kitimag tik diskre-

Ciais laiko momentais.

2 Apibrézimas. Sakome, kad draudiko kapitalas W,(n), n € Ny kinta pagal diskretaus

laiko keliy riziky modely, jeigu kiekvienam laiko momentui n € Ny,

K [n/i]
Wy(n) :u~|—n—ZZZij, (2)
i=1 j=1
cia K fiksuotas naturalusis skaicius, u € Ng draudiko pradinis kapitalas, o Z;1, Z;s, . .. nepri-
klausomos sveikareiksémio neneigiamo a.d. Z;, i € {1,2,..., K} kopijos. Be to, a.d. sekos
{Z1, Zia, .. YK | yra nepriklausomos tarpusavyje.
Neneigiami sveikareikSmiai a.d. 2y, Zs, ..., Zk, generuojantys keliy riziky modelj, api-

bréziami lokaliomis tikimybémis



ir pasiskirstymo funkcijomis

Hi(x) =Y hy, v€R, i=12.. K

k<z

3 Apibrézimas. Sakome, kad draudiko kapitalas W,(n), n € Ny kinta pagal diskretaus

laiko m sezony rizikos modely (m € N), jeigu kiekvienu laiko momentu n € Ny,

Wy (n) :u—l—n—ZZi, (3)

ir tenkinamos tokios sqlygos:

e pradinis draudiko kapitalas u € Ny,

e Zalos Zy,Zs,... yra neneigiami sveikareiksmiai skirtingai pasiskirste nepriklausomi
a.d.,

e su visais k € Ny galioja, kad Z,x11 2 AR/ 4 Zo, ooy Zpltm 4 T

Bankroto laikas ir bankroto tikimybé — pagrindinés kiekvieno rizikos modelio charakte-
ristikos. Toliau yra pateikiamos charakteristikos diskretaus laiko rizikos modeliui.

Kiekvienu laiko momentu n draudiko turtas gali likti teigiamas, tapti neigiamas arba
nukristi iki nulio. Situacija, kai kapitalas nukrenta Zemiau nulio arba tampa lygus nuliui,

vadinama nemokumu arba bankrotu.

4 Apibrézimas. Bankroto laikas yra pirmasis laiko momentas T, kai juyksta bankrotas,

t.y.

- inf {n € N: W,(n) <0},
00, jei Wy(n) > 0 visiems n € N.

5 Apibrézimas. Tikimybé bankrutuoti iki tam tikro laiko T € N vadinama baigtinio laiko
bankroto tikimybe
$(u,T) = B(T, < T).

6 Apibrézimas. Begalinio laiko bankroto tikimybé apibréZiama lygybe
P(u) =P(T, < 00).

7 Apibrézimas. Begalinio laiko isgyvenimo tikimybé apibréZiama lygybe



4.2 Baigtinio laiko bankroto tikimybés diskretaus laiko keliy
riziky modelyje

Siame skyrelyje pateiksime rezultatus baigtinio laiko bankroto tikimybéms skaiciuoti dis-
kretaus laiko rizikos modelyje su bet kokiu zaly skaiciumi. Kita teorema nusako algoritmus

tikslioms baigtinio laiko bankroto tikimybiy reikSméms skaic¢iuoti.

4.1 Teorema. (2.1 teorema darbe) Tarkime, kad a.d. Zy,Zs,...,Zk, K > 1, generuoja

diskretaus laiko keliy riziky model. Tegu visiems u,l € N,
D{iz{kijeNoiiE{l,Q,.. K} ]EN BKZ u+l}

i

Y_D{Z:{kijENOZiG{l,Q,...,K}, jeN, B >u+1},

cia K |(+1)/i] I+1 L(14+1)/2] L(I4+1)/K|

Br, = Z Z kij = ZkljJr Z hgj + -+ Z kic;.

Tada su bet kurivo u € NO turime, kad:

1) = Z h1k117

k11>u
w('u,, 2) = w(u, 1) + Z h1k11h1k12h2k217
k11<u
k11+ki2+ka1>u+1
O, T) = (u, T — 1) + > IT 7.,
DCDENDEN-NDE._,, D{; D kijeD
visiems T € {3,4,..., M}, ¢ia M yra maZiausias bendras kartotinis skaiciy 1,2, ..., K.

Jeigu uw € Ng ir'T'> M + 1, tada

Y(u, T) = (u, M)
+ Z H Py, 0(u 4+ M — Byn—1y, T — M).

K K ..
DCDE,NDE N mD<M 2yu) <Mil)u ki;€D

4.3 Begalinio laiko bankroto tikimybeés diskretaus laiko keliy

riziky modeliuose
Siame skyrelyje pateiksime rezultatus begalinio laiko bankroto tikimybéms skai¢iuoti dis-

kretaus laiko dviejy ir trijy riziky modeliuose. Pirmosios trys teoremos nusako algoritmus

tikslioms begalinio laiko bankroto tikimybiy reikSméms skaic¢iuoti dviejy riziky modelyje.



Kai K = 2, lygybé (2), nusakantj draudiko kapitalo kitima, uzrasoma taip:
n ln/2]
Wun) =u+n->Y Xp— Y Y, neN.
k=1 =1
Akivaizdu, kad §j modelj generuoja draudiko pradinis kapitalas u ir dvi zalos, apibréztos
kaip a.d. X ir Y, cia zala X jvyksta kiekvieng laiko momenta, o zala Y — kas antrag
laiko momenta. Siuo atveju naudojame tokius zyméjimus X ir Y lokalioms tikimybeéms ir

pasiskirstymo funkcijoms apibrézti:
ar =P(X = k), k € Ny;
by =P =1), | € Ny;
Ax) = Z ag, ©€R;

0<k<|z)

B(z)= Y b, z€R

0<i< | z]
4.2 Teorema. (3.1 teorema darbe) Sakykime, diskretaus laiko rizikos modelj generuoja dvi
zZalos X ir'Y . Tada kiekvienam u € Ny

W(u) :Zak+ Z aparby, + Z Y(u+2—k—1—m)agab,.

k>u k<u k<u
k+l4+m>u+1 k+l+m<u+1

IS sios teoremos matome, kad galime skaiciuoti ¢ (u), kai u > 2, reikSmes, jeigu yra
zinomos 9 (0) ir ¢ (1) reiksmes. Kitos dvi teoremos nusako algoritmus ¢(0) ir (1) reikSméms
skaiciuoti.

Kiekvienam u € Ny pazymékime:

AAB(u) = Z ;b

k+l+m<u
AAB(u) = 1— AAB(u).
4.3 Teorema. (3.2 teorema darbe) Sakykime, diskretaus laiko rizikos modelj generuoja dvi
zZalos X ir'Y, turincios baigtinius vidurkius EX ir EY .
(1) Jeigu fipy = EX +EY/2 > 1 9r a.d. X, Y néra issigime, tada (u) = 1 visiems
u € Ny.
(i1) Jeigu pxy <1 irby =0, turime:

¢(0) = 2:uX,Y - ]-a

2
Y1) =1- m(l —pxy)

() = m ( Do) AAB(u+ 1)+ U;lm(v)),



visiems u € {2,3,...}.

4.4 Teorema. (3.3 teorema darbe) Sakykime, diskretaus laiko rizikos modelj generuoja dvi
Zalos X ir'Y . Tarkime, kad ag # 0, by # 0, ir pxy = EX +EY/2 < 1. Tada
. Yn+1 — Tn
P(0) =1-2(uxy —1) lim ———-,
W b = 1) i = B

1
Y(1) = aoho (Cuxy — 1+ agby — (0)),

cia {Bn} ir {vn} yra dvi rekurentinés sekos, apibréztos tokiomis lygybémis :

n—1
1 1
=1 a—— n — n—2 — iPn—i — Un—1 |, € 2737"'7
Bo=1, B . B Qo(ﬁ 2 ;:1045 a 1) n € { }

n—1
1 1
=0, = — Yn=—\ VY2 — Vi n-t |, n€42,3,...},
Yo Y1 aobo ¥ ao(’y 9 ;a'y +a 1) n e }

iro. =Y. agaby,, kiekvienam r € Ny.
k+l4+m=r

Gautos rekursinés formulés taikomos begalinio laiko bankroto tikimybéms skaiciuoti.
Pirmiausia skai¢iuojama 1 (0) reikSmé, paskui skaiciuojama (1) reikSmé, naudojant jau
apskai¢iuota ¥ (0) reiksme (4.3 ir 4.4 teoremos). Véliau skaiciuojamos 1(u), u € {2,3,...}
reikSmeés naudojant rekursines formules i$ 4.2 ir 4.3 teoremy.

Toliau siame skyrelyje pateiksime analogiskus rezultatus diskretaus laiko trijy riziky

modeliui. Toks modelis gaunamas i$ antro apibrézimo, kai K = 3:

n n/2 n/3
Wu(n):u—l—n—ZXi—LZ/JY}—LHZk,nENO. (4)
i=1 j=1 k=1
Cia:

pradinis draudiko kapitalas u € Ny,

X1, Xo, ... yra nepriklausomos sveikareikSmio neneigiamo a.d. X kopijos,

Y1, Ys, ... yra nepriklausomos sveikareikSmio neneigiamo a.d. Y kopijos,

Zy, 4, ... yra nepriklausomos sveikareikSmio neneigiamo a.d. Z kopijos.

Sakykime, atsitiktiniy dydziy lokaliosios tikimybés ir pasiskirstymo funkcijos nusakytos

Siomis lygybémis:

ar =P(X1=k), by =P(Y1 = k), c, =P(Z1 = k), k € N,

[z] |z lz]
A(x) =) ar, B(x) =) by, Cz) =Y ¢ x>0,
k=0 k=0 k=0



Tegul, be to,
PXi+ ...+ X;+ Y1+ ...V + Z1+ ...+ Z =m) = a'b/F(m),

ir
PXi4 ...+ X;+ Y1+ .Y+ Z1+ ...+ Z, <m) = A'BIC*(m),

visiems i = 0,6, 7 =0,3, k =0,2irm=0,1,2,...

Kita teorema nusako grynojo pelno savoka diskretaus laiko trijy riziky modeliui.

4.5 Teorema. (3.4 teorema darbe) Sakykime, diskretaus laiko rizikos modelj generuoja trys
a.d. X, Y ir Z, turintys baigtinius vidurkius EX, EY irEZ. Jei EX +EY/2+EZ/3 > 1,
tai Y(u) = 1 su kiekvienu pradiniu kapitalu u € Ny. Jet EX + EY/2+EZ/3 = 1, tai galimi
tokie atvejai:

e (0) =1 irp(u) =0 visiems u € N, jei {a; = by = ¢y = 1} arba {ag = by = co = 1}
arba {ag = by = c3 = 1};

o Y(u) =1 visiems u € Ng = {0,1,2,...}, jei a®*c*(6) < 1.

Kitas musy rezultatas — rekursinés formulés begalinio laiko iSgyvenimo tikimybéms

e(u) =1—1¢(u), ue Ny skaic¢iuoti.

4.6 Teorema. (3.5 teorema darbe) Sakykime, diskretaus laiko rizikos modelj generuoja trys
a.d. X, Y ir Z. Tarkime, kad EX + EY /2 4+ EZ/3 < 1. Tada galioja tokie tvirtinimai:
o lim ¢(u) = 1.

U—00

o Jeiay #0, bg#0 ircy #0, tai

p(n) = Be(0) + Brp(1) + B20(2) + Brp(3) + Brp(4) (5)
+ (6 — 6EX — 3EY — 2EZ), n € N,
cia
Boil ﬁ1*0 52*0 63*0 54*0 65— Wcz()

Bn = a6b3lc2 (B — 2k 1 aSb3c? (k) 0 —a(n—=">5)), n=6;

50—0 ﬁl_l 52—0 63—0 ﬁ4—0 55— Wcz()

| 8h = sy (Bhog — Xict a2 (k) By + 21(n— 6) —a(n = 5)41) , n > 6;

B3=0,7=0,p5=1 p5=0, =0, 35 = a5b302()

\53 = a6b31c'2(0) ( 6 — ZZQ a®b’c*(k) Bi_y + z2(n — 6) — a(n — 5)22) » n 26

8



By=0, =0, =0, =1 8{=0, 82 =i

7= ol (00 YL @R k) By + 25(n—6) — a(n = 5)) 0 >

50—0 Bi=0,B3=0, f3=0, Bi=1, B5= Wcz()

|88 = oty (Bl — St aW (k) By + 240 — 6) — aln — 5)2) . n > 6;

N0 =0,7m=0 1%=0 1=0 1u=0 7%= s
Tn = a6b31c2(0) (’Ynfﬁ - ZZ;i aSb*cA (k) Yn—r +aln — 5)) , n>=6.

o Jei {CL() % O,bo :O,CO §£ O,bl # 0}, tas

p(n) = B2(0) + BLp(1) + (6 — 6EX — 3EY — 2EZ), n € N,

By =50, BY =15, B3 = iy
By =B, Bt =B, By = W@()

Yo=Y =71, Y= ch(z),

53:W< — hsy a0 (k + 3) B a(n—2)>7n>3,
Bl = s ( Ly = Y a ek + 3) B}L,k +a(n—3)—an-23),n>3
Fn = oz (e — S0 aPcA(k + 3) Ak +a(n —2)), n > 3.

\

o Jei {ag # 0,bg # 0,c0 = 0,¢1 # 0}, tai
p(n) = Bp(0) + Brp(1) + Brp(2) +4a(6 — 6EX — 3EY — 2EZ), n € Ny,
cia
B3 =68, B =80, B8 =158, B9 = — ey
55:537 /5’11:5117 ﬁQ ﬁ27 53 WCQ()
BS 253, B% 2512, 52 52, 53 Wez()
Yo=Y, 1 =71 Vo= T2, V3= m,

B = aebglcz 0 - ZZ: a®*c?(k +2) vg_k —a(n — 3)) ,n >4,

(2)
B’rlz: a6b31c2( < —4 Zk 1a6b3 2(k+2) Bl k+zl(n_4)_a(n_3)21> ) 7’L>4,
BTZL = a6b3102(2) (v -4 Zz;} a6b302(k + 2) B?L—k‘ + 22(n - 4) - a(n - 3)22> , I P 47
\’\?n - a6b31c2(2) (771—4 - ZZ;% G6b3C2(/€ + 2) ’v}/n_k + CL(TL — 3)) , n > 4.



o Jei {ao#o,bo#O,C():Cl:0,627&0}, tas

o(n) = B2%(0) + 4, (6 — 6EX — 3EY — 2EZ), n € Ny, (8)
cia X R
80 = B0, B?Z—W, Yo =", N1 = m7
32:W< — Sl athe (k + 4) B 2‘2’0>,n>2,
\%:m(% 2 — S BB (k + 4) A k+2ao),n>2.

o Jei {ao%o,bOIO,COZO,bl #O,Cl#O}, tas

©(0) = 6 — 6EX — 3EY — 2EZ,

__»(0)
o )*m,
gp(n):m( (n—1) Za6b32n+5—k)go(k)) n=2.

Koeficienty 2y, 2o, 23, 24, 2(u) iSraiskos pateiktos priede.

4.4 Trijy sezony rizikos modelis

Siame skyrelyje pateiksime rezultatus, susijusius su baigtinio ir begalinio laiko bankroto
tikimybiy skaic¢iavimais trijy sezony rizikos modelyje. Toks modelis gaunamas i$ trecio
apibrézimo, kai m = 3.

Trijuy sezony rizikos modelj nusako lokaliosios tikimybés ir pasiskirstymo funkcijos:

Musy pirmas rezultatas — gautos rekursinés formulés, leidziancios apskaic¢iuoti baigtinio
laiko bankroto tikimybes ¥ (u,T), u € Ny, T € N, diskretaus laiko trijy sezonu rizikos
modelyje.

4.7 Teorema. (4.3 teorema darbe) Nagrinékime pirmiau apibréztq diskretaus laiko trijy

sezony modely. Kiekvienam u € Ny turime, kad

w(uv 1) - 1?(0)(% 1) = Zak’ Z bi, ¥ u 1 cha

k>u k>u k>u

ir su visais u € Ng ir T € {2,3,...} galioja tokios rekursinés lygybés:
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Y(u,T) =4O w,T) = 0w, 1)+ > ¢W(u+1—-kT - 1ay,

k=0

YW, T) = W, 1) +> P (w41 -k T —1)by,

k=0

VO, T) = P, 1)+ O+ 1 -k T — 1)y
k=0

Musy kitas rezultatas nusako grynojo pelno savoka skaiciuojant begalinio laiko bankroto
tikimybes diskretaus laiko trijy sezony modelyje. Kity dviejy teoremy formuluotése S =

Z1+ Zy + Zg, Sk = P(S = k), visiems k € Nj.

4.8 Teorema. (4.4 teorema darbe) Tegu diskretaus laiko trijy sezony modelj generuoja
nepriklausomi a.d. Zy, Zy ir Zs. Jei ES > 3, tai ¥(u) = 1 su kiekvienu pradiniu kapitalu
u € Ny. Jei ES = 3, galimi tokie atvejai:

e Y(0)=¢(1) =v(2) =1 ir(u) =0 visiems u € {3,4,...}, jei {ag = by = ¢y = 1};

e (0) = (1) =1 ir ¢(u) = 0 visiems u € {2,3,...}, jei {ap = b3 = co = 1} arba
{ag = by = cy =1}, arba {a; = by = co = 1}, arba {ay = by = ¢; = 1};

e (0) =1 dr¢(u) =0 visiems u € N, jei {ag = by = c5 = 1} arba {ag = by = ¢; = 1},
arba {ay = by = co = 1}, arba {a1 = by = co = 1}, arba {a1 = by = ¢; = 1};

e (u) =1 visiems u € Ny = {0,1,2,...}, jei s3 < 1.

Musuy paskutinis rezultatas — gautos rekursinés formuliés iSgyvenimo tikimybei ¢(u) =

1 —(u), u e Ny skaiciuoti.

4.9 Teorema. (4.5 teorema darbe) Tegu diskretaus laiko trijy sezony modelj generuoja
nepriklausomi a.d. Zy, Zy ir Zs. Jeigu ES < 3, galioja tokie tvirtinimas:
e lim p(u) = 1.

U—00

o Jei sg # 0, tai

p(n) = anp(0) + Brp(l) + (3 = ES), n € Ny,

cia
ag =1, ay =0, azz—ﬁa
n—1
ap = % (an—3 - kz SEQp—k — a'n—2>a n 2 3a
=1

Bo=0, fi=1, fo=—2 —

n—1 n—1

k=1 k=0

11



Y% =0, 1=0, 2=

boco?

1 n—1

Tn = 5% (%—3 — > Sk t+ an—2>, n =z 3.
k=1

o Jei {ag =0,by # 0,c9 # 0,a1 # 0}, tai
p(0) =0,

o(n) = Brp(1) + 4 (3 —ES), n € N,

Bl = 51, Bz = 52, ’AY1 =M, ’AY2 =72,

B = i(Bn—2 — 3 SkBntst — An-100 — cop(1) 32 ak:bn—k>a n =3,
k=1

k:2

~

\7”_s1<% 2_25%% k+1 1 Qn 1) n = 3.
o Jei {ag £ 0,by = 0, £ 0,by £ 0}, tai

©(n) = anp(0) + %, (3 —ES), n € N,
CVZ'CZ 3
= —1/cy, as =c1/cg+ 1/(aohico), 71 = 1/co, 32 = —c1/c§,

n—1
Qy = - (ocn 2—Zskan ;m—Zakbn k> n =3,
k:

A = o (’?n_z — Z SkVn—k+1 T Z akbﬂ-’f)v nz3.
L k=2 k=0

o Jei{ag # 0,bp # 0,c0 = 0,¢1 # 0}, tai

p(n) = anp(0) + (3 — ES), n € No,
cia ¢
ap=1,00 = =1/(boc1), % =0, %1 = 1/(bocr),
a, = i(o“z ZZ: SpQln—ft+1 — :Z:::akbnk), n =2,
Tn =3, <% 2~ i Sk Vn—k+1 T Zlakbn k;) > 2.

o Jei {ag =0,byp = 0,¢o # 0}, tai 90(0) =0, 90(1) =3 —-ES)/cy ir

u—1

plut1) = 5_12<(1 — s3)p(u) = > p(k)surs
‘f‘C()(,D(l) Z (lkbu+2_k>, u € N. (9)

o Jei {ag =0,by #0,co = 0}, tai (0) = sap(1), ©(1) = (3 —=ES)/(s2 + bocy) ir

—

u—

plut 1) = = (1= sa)ola) = 3 p(B)sues

+au+1b061()0(1)>7 u € N.

B
Il
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o Jei {ag # 0,bp = 0,co = 0}, tai p(0) =3 —ES, ¢(1) = (3 —ES) /sy ir

ﬂu+D:>£«1—&Mmo+§i¢%ﬁH$Q,uEN. (10)

59

o Jei {ag=a; =0,by # 0,co # 0}, tai p(0) =0, (1) = (3 —ES)/(1/az + o) ir galioja
rekursiné formulé (9).

o Jei{ag # 0,bp = by = 0,co # 0}, tai p(0) =0, (1) = (3—ES)/cy ir galioja rekursiné
formulé (9).

o Jei {ag # 0,by # 0,co = c1 = 0}, tai p(0) =3 —ES, o(1) = (3 —ES)/sq ir galioja

rekursiné formulé (10).

4.5 Skaitiniai pavyzdziai

Siame skyrelyje pateiksime porg pavyzdziy. Pavyzdziai demonstruoja gauty rekursiniy for-
muliy skaitines reikSmes. SkaiCiavimai atlikti naudojant paketa MATHEMATICA.
Pirmame pavyzdyje pateikiamos baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybiy reikSmeés
diskretaus laiko dviejy riziky modeliui. Pavyzdj su aprasymu galima rasti disertacinio darbo
60 psl.
1 PAvYzDYS. Tegu dviejy riziky modelj generuoja a.d. X ir Y, turintys tokius paprastus

pasiskirstymus:

P | 1/10 | 8/10 | 1/10

Pagal 4.1 teorema gauname funkcijos ©(u,T’) skaitines reikSmes. Paskutiné lentelés
eiluté rodo 1 (u) reikSmes, gautas pagal 4.2 ir 4.4 teoremas. Reikia pasakyti, kad grynojo

pelno salyga yra jvykdyta.
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1 lentelé. Funkciju ¢(u, T) ir ¢ (u) skaitinés reiksmeés modeliui, aprasytam pirmame

pavyzdyje
T\u | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30
1 025 | 0125 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 | 0484 | 0.258 | 0.064 | 0.017 | 0.002 | 0 0 0 0 0 0 0 0
3 | 0542 | 0.285 | 0.087 | 0.023 | 0.003 | 0 0 0 0 0 0 0 0
4 | 0606 | 0.345 | 0.134 | 0.046 | 0.012 | 0.002 | © 0 0 0 0 0 0
5 | 0620 | 0.362 | 0.147 | 0.053 | 0.015 | 0.004 | 0.001 | 0 0 0 0 0 0
6 | 0.650 | 0.398 | 0.180 | 0.074 | 0.026 | 0.008 | 0.002 | 0 0 0 0 0 0
7 | 0.659 | 0.408 | 0.190 | 0.081 | 0.029 | 0.009 | 0.002 | 0.001 | 0 0 0 0 0
8 | 0677 | 0.433 | 0.215 | 0.098 | 0.039 | 0.014 | 0.005 | 0.001 | © 0 0 0 0
9 | 0683 | 0.440 | 0.222 | 0.104 | 0.043 | 0.016 | 0.006 | 0.002 | © 0 0 0 0
10 | 0.695 | 0.458 | 0.241 | 0.119 | 0.052 | 0.022 | 0.008 | 0.003 | 0.001 | 0 0 0 0
20 | 0.737 | 0.522 | 0.314 | 0.182 | 0.101 | 0.053 | 0.027 | 0.013 | 0.006 | 0.003 | 0.001 0 0
30 | 0.754 | 0.549 | 0.348 | 0.216 | 0.129 | 0.075 | 0.043 | 0.023 | 0.012 | 0.007 | 0.003 0 0
40 | 0.762 | 0.563 | 0.367 | 0.235 | 0.146 | 0.090 | 0.054 | 0.032 | 0.018 | 0.010 | 0.006 0 0
50 | 0.768 | 0.572 | 0.378 | 0.248 | 0.158 | 0.100 | 0.062 | 0.038 | 0.023 | 0.014 | 0.008 0 0
60 | 0.771 | 0.578 | 0.386 | 0.256 | 0.166 | 0.107 | 0.068 | 0.043 | 0.027 | 0.016 | 0.100 0 0
70 | 0.773 | 0.582 | 0.392 | 0.262 | 0.172 | 0.112 | 0.073 | 0.047 | 0.030 | 0.019 | 0.012 0 0
80 | 0.775 | 0.584 | 0.396 | 0.266 | 0.176 | 0.116 | 0.076 | 0.049 | 0.032 | 0.020 | 0.013 0 0
90 | 0.776 | 0.587 | 0.399 | 0.270 | 0.180 | 0.119 | 0.079 | 0.052 | 0.034 | 0.022 | 0.014 | 0.0001 0
100 | 0.777 | 0.589 | 0.401 | 0.272 | 0.182 | 0.122 | 0.081 | 0.053 | 0.035 | 0.023 | 0.015 | 0.0001 0
300 | 0.780 | 0.594 | 0.409 | 0.281 | 0.191 | 0.130 | 0.089 | 0.061 | 0.041 | 0.028 | 0.019 | 0.0004 | 0.00001
co | 0.780 | 0.594 | 0.409 | 0.281 | 0.191 | 0.131 | 0.089 | 0.061 | 0.041 | 0.028 | 0.019 | 0.0004 | 0.00001

Antrame pavyzdyje pateikiamos baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybiy skaitinés
reiksmes diskretaus laiko rizikos modeliui su trimis skirtingai pasiskirs¢iusiomis zalomis.

Pavyzdj su aprasymu galima rasti disertacinio darbo 61 psl.

2 Pavyzpys. Tegu rizikos modelj generuoja trys a.d. X, Y ir Z, turintys tokius

paprastus pasiskirstymus:

Y

P ‘ 0.85 ‘ 0.15

Reikia pabrézti, kad grynojo pelno salyga yra jvykdyta, t.y. EZ; + EZ,/2 +EZ3/3 < 1.
Pagal 4.1 teorema gauname ¢ (u,T') reikSmes. Paskutiné lentelés eiluté su ¢ (u) reikSmémis

gaunama is 4.6 teoremos.
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2 lentelé. Funkciju ¢ (u, T) ir ¢(u) skaitinés reikSmés modeliui, aprasytam antrame

pavyzdyje

T\u| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
1 | 0080 | 0010| o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2| 0196 | 0.031 | 0.003 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 | 0371 | 0.084 | 0013 | 0.002 | © 0 0 0 0 0 0 0 0
4 | 0450 | 0.128 | 0.027 | 0.004 | 0.001 0 0 0 0 0 0 0 0
5 | 0456 | 0.132 | 0.028 | 0.004 | 0.001 | 0 0 0 0 0 0 0 0
6 | 0.624 | 0.261 | 0.081 | 0.019 | 0.004 | 0.001 | © 0 0 0 0 0 0
7 | 0628 | 0.265 | 0.082 | 0.020 | 0.004 | 0.001 | 0 0 0 0 0 0 0
8 | 0636 | 0.273 | 0.087 | 0.022 | 0.004 | 0.001 | 0 0 0 0 0 0 0
9 | 0656 | 0.296 | 0.101 | 0.028 | 0.006 | 0.001 | 0 0 0 0 0 0 0
10 | 0673 | 0.318 | 0.115 | 0.034 | 0.008 | 0.002 | 0 0 0 0 0 0 0
11 | 0674 | 0.319 | 0.116 | 0.034 | 0.009 | 0.002 | 0 0 0 0 0 0 0
12 | 0722 | 0.386 | 0.164 | 0.058 | 0.018 | 0.005 | 0.001 | 0 0 0 0 0 0
13 | 0724 | 0.388 | 0.166 | 0.059 | 0.018 | 0.005 | 0.001 | © 0 0 0 0 0
14 | 0727 | 0.393 | 0.170 | 0.062 | 0.019 | 0.005 | 0.001 | 0© 0 0 0 0 0
15 | 0736 | 0.407 | 0.181 | 0.068 | 0.022 | 0.006 | 0.002 | © 0 0 0 0 0
16 | 0.744 | 0.420 | 0.192 | 0.075 | 0.026 | 0.008 | 0.002 | 0.001 | 0 0 0 0 0
17 | 0744 | 0.421 | 0.193 | 0.076 | 0.026 | 0.008 | 0.002 | 0.001 | 0 0 0 0 0
18 | 0.769 | 0.463 | 0.232 | 0.101 | 0.039 | 0.013 | 0.004 | 0.001 | 0 0 0 0 0
19 | 0770 | 0.464 | 0.233 | 0.102 | 0.039 | 0.014 | 0.004 | 0.001 | 0 0 0 0 0
20 | 0.772 | 0.468 | 0.236 | 0.104 | 0.040 | 0.014 | 0.005 | 0.001 | © 0 0 0 0
30 | 0.818 | 0.556 | 0.331 | 0.177 | 0.087 | 0.039 | 0.017 | 0.006 | 0.002 | 0.001 | © 0 0
40 | 0.838 | 0.598 | 0.381 | 0.222 | 0.120 | 0.061 | 0.029 | 0.013 | 0.005 | 0.002 | © 0 0
50 | 0.855 | 0.635 | 0.428 | 0.268 | 0.158 | 0.087 | 0.046 | 0.023 | 0.011 | 0.005 | 0.002 | 0 0
co | 0.990 | 0.973 | 0.955 | 0.936 | 0.918 | 0.900 | 0.883 | 0.865 | 0.849 | 0.832 | 0.816 | 0.739 | 0.670
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6

Ginamos isSvados

Begalinio laiko bankroto tikimybei diskretaus laiko keliy riziky modelyje nustatyta
grynojo pelno salyga, kurios nejvykdzius bankroto tikimybé yra lygi 1.

Begalinio laiko bankroto tikimybé diskretaus laiko keliy riziky modelyje artéja j 0, kai
pradinis kapitalas u artéja j begalybe.

Gautos rekursinés formulés baigtinio laiko bankroto tikimybiy tikslioms reikSméms
skaiciuoti diskretaus laiko rizikos modelyje su keliomis skirtingai pasiskirsc¢iusiomis

zalomis.

Gautos rekursinés formulés begalinio laiko bankroto tikimybiy tikslioms reikSméms
skaiciuoti diskretaus laiko rizikos modelyje su dviem skirtingai pasiskirs¢iusiomis za-

lomis.

Gautos rekursinés formulés begalinio laiko bankroto tikimybiy tikslioms reikSméms
skaiciuoti diskretaus laiko rizikos modelyje su trimis skirtingai pasiskirs¢iusiomis za-

lomis.

Gautos rekursinés formulés baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybiy tikslioms

reiksmeéms skaiciuoti diskretaus laiko trijuy sezony modelyje.

Naudojant matematinj paketa gautos rekursiniy formuliy skaitinés reikSmes.

Naujumas

Visi gauti rezultatai yra nauji ir originalus. Jie praplecia, apibendrina ir papildo iki Siol

keliy autoriy gautus rezultatus. Rezultatai atitinka dvieju moksliniy publikaciju (zr. skyriu

,Pagrindinés publikacijos“) turinj. Disertacijoje gauti rezultatai buvo sékmingai pristatyti

vietinése ir tarptautinése konferencijose (zr. skyriu , Rezultaty sklaida®).

7 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro 7 skyriai: jvadas, vartojamos savokos ir apibre-

zimai, 4 moksliniams rezultatams skirti skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Bendra darbo

apimtis yra 78 puslapiai.
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8 Pagrindinés publikacijos
Pristatomos disertacijos rezultatai publikuojami 2 moksliniuose straipsniuose:
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2. A. Grigutis, A. Korvel and J. Siaulys. Ruin probabilities in the three-seasonal discrete-
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9 Rezultaty sklaida

Disertacijoje gauti rezultatai buvo pristatyti siose vietinése ir tarptautinése mokslinése kon-

ferencijose:
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3. Quantitative methods in economics, SGGW, Varsuva, Lenkija, 2015 m. birzelio 22—

23 d.

4. 19th International Congress on Insurance: Mathematics and Economics (IME), Li-

verpulio universitetas, Liverpulis, Didzioji Britanija, 2015 m. birzelio 24-26 d.
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10 Summary

In this thesis, the discrete-time risk model with inhomogeneous claims is investigated. This
model describes an insurance company who experiences two opposing cash flows: incoming
cash premiums and outgoing claims and also depends on initial surplus. The main risk
measure of the model, ruin probability, is considered and recursive formulas for the ruin
probabilities calculation are obtained. These formulas enable fast and accurate evaluation
of the finite-time and ultimate ruin probabilities of the discrete-time risk model with inho-
mogeneous claims. The results are presented in 4 chapters.

In the second chapter the recursive relations for the finite-time ruin probabilities cal-
culation of the discrete-time any multi-risk model are obtained.

In the third chapter the recursive relations for the ultimate ruin probabilities calculation
of the discrete-time bi-risk model and risk model with three inhomogeneous claims are
obtained.

In the fourth chapter the recursive relations for the finite-time ruin probabilities calcula-
tion of the discrete-time three-seasonal risk model are obtained.

In the fifth chapter numerical examples of the obtained recursive relations are presented.

The thesis also contains an introduction, background on the techniques used, conclu-
sions and bibliography. Additionally to the thesis, an extensive summary in Lithuanian is

provided.
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Priedas

2 = A°B*C?(1) + Z(o) a’b?c*(1) + A(1) a®b*c*(0) + AB(1) a*b*c*(0),

3
= ASB3C?(2) + ZA i1 — 1) ®VP(3— i)+ Y AB(iy — 1) a'0’c*(3 — i)

i1=1 i9=2

+ a?’b?c(()) {AC(2) + AB(0) ac(2)},

= ASB3C%(3) + Z A(i a3 (4 —iy) + Z AB(iy — 1) a'b*c*(4 — iy)
i1=1 ig=2
+ Z a*b?e(4 — i) {AC(is — 1) + AB(0) ac(is — 1)},
13=3

5 = ASB3C?(4 +ZA i —1) b5 —iy) +ZAB is — 1) a*V*A(5 — i)

i1=1 ig=2
+ Z a*?e(5 — i5){AC(is — 1) + AB(0) ac(is — 1)}
i3=3

5
+ a*be(0 Z (ig — 1) a®be(5 —iq)

+ab(0) ac(1) > " AB(iy — 2) a’be(5 — iy)

k=0
+ a*b’c(0) ay AC(2) + a*b*c(0) ay A2B(0) AC(1)
1 1—12
+ a*b%c(0) ay ac(2) A(0) — abe(0) Z Z abe(k) az—i,—p AB(ia + 1)
in=0 k=0
2 2-i
— abc(0) Z a*bc(k) ag_sy 1 Alir),
i1=0 k=0
6-k 6k
2e(u) = Z Z aL(4+z /5] abL?)-H)/E)J(k, )acL(Q—H)/E)J(k ) pLAT/5) (1) Lz/5j(k )
=h =M

6 1b3 |_z/2j 2— |_7,/3J(6 ] —k)

22



-1 .

. 4+11—1
cia Il:{kl;O;u—l—l—l—mz:ok‘m}l({ 3 })
-1 -1 .

. . S54+1—1
U{k’l;U—F]_T;)km;U—F]—;km}l({ 3 D

23



