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[VADAS

Kompleksinio kintamojo funkcijos, kurioje nors pusplokstumeje apibreézia-
mos Dirichlé eilute su koeficientais, turinciais vieng ar kitg aritmetine prasme,
paprastai yra vadinamos dzeta arba L-funkcijomis. Jos atlieka svarby vaidmenj

analizineje skaiciy teorijoje.

Tegul ¢ = v/—1 yra menamasis vienetas, s = o + it yra kompleksinis
kintamasis, o a = {a,, : a,, € No} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka,
kurios periodas k € N. Cia N- naturaliyjy skaic¢iy aibe, o Ny yra sveikyjy
neneigiamy skai¢iy aibé. Periodiné dzeta funkcija ((s,a) pusplokstumeéje

o > 1 yra apibréziama tokia Dirichle eilute

oo
=3
m:

Jeigu a = {1} ir k = 1, tai periodiné dzeta funkcija ((s; a) virsta Rymano
dzeta funkcija ((s) [1], pusplok§tuméje o > 1, apibréziama Dirichlé eilute

=1
=3
m=1

Toje pat pusplokstumeje, o > 1, periodine dzeta funkcija yra isreiskiama

tokia lygybe

0->

m:

3\3

k
1 q
- Ezaqg(saz)u (1)
q=1
¢ia ((s,a) yra Hurvico (Hurwitz ) dzeta funkecija

- 1
m 4+ o)’
=0

Kadangi ((s; a) yra visur reguliari, iSskyrus paprastaji poliy taske s = 1 su



reziduumu 1, tai pastaroji lygybé duoda funkcijos ((s; a) analizinj pratesima
] visg kompleksine plokstuma, isskyrus galbut paprastajj poliy taske s = 1

su reziduumu

1 k
a=— :
ka:lam

Rymano dzeta funkcija dar XVIII a pradéjo tirti Oileris (Euler). Taciau jis
ja tyre, kaip realaus kintamojo funkcija. Rymanas pirmasis pradéjo tirti Ry-
mano dzeta funkcija, kaip kompleksinio kintamojo funkcija (XIX a.). Klasikiniy
Rymano dzeta funkcijos ((s) ir Dirichlé L-funkcijy analizinés savybeés yra
glaudziai susijusios su pirminiy skaiciy pasiskirstymu. Todel daugelis garsiy
matematiky nagrinéjo ir nagrinéja dzeta funkcijas. F. V. Atkinsono (Atkin-
son), H. Boro (Bohr), E. Bombjerio (Bombieri), B. Konrio (Conrey), R.
Garunkscéio, S. M. Goneko (Gonek), G. H. Hardzio (Hardy), D. R. His-
Brauno (Heath-Brown), M. Hakslio (Huxley), A. E. Ingamo (Ingham), A.
Ivi¢iaus (Ivi¢), H. Ivanieco (Iwaniec), M. Jutilos (Jutila), A. Laurinciko, A. F.
Lavriko (Lavrik), N. N. Levinsono (Levinson), J. E. Litlvudo (Littlewood), K.
Macumoto (Matsumoto), H. L. Montgomerio (Montgomery), Y. MotohaSio
(Motohashi), A. Perelio (Perelli), P. Sarnako (Sarnak), A. Selbergo (Selberg),
J. Stoidingo (Steuding), V. Svarco (Schwarz), E. C. Titémargo (Tichmarsh),
S. M. Voronino (Voronin) ir kity matematiky darbai jtakoja dzeta funkcijy
tyrimus.

Tegul

(T, 0) = /OT Clo+it)kdt, k>0, o> %
Sis integralas yra vadinamas Rymano dzeta funkcijos 2k eilés momentu.
Patebésime, kad dzeta funkcijy momenty problema yra gana sunki. Pavyzdziui,
netgi Rymano dzeta funkcijos atveju ji yra patenkinamai iSspresta tik antra-
jam ir ketvirtajam momentui. Kitoms dzeta funkcijoms padétis dar blogesne.
Todeél yra labai svarbu vykdyti tyrimus Sioje srityje.
Rymano dzeta funkcijos atveju egzistuoja hipoteze, kad su kiekvienu k,

Vk € R, jos 2k eiles momentui galioja asimptotika,



T 1 2k ]412
/ ‘C(§ +it)’ dt ~ CyT(logT)", T — oc.
0
Si hipotezé yra patvirtinta tik 3 atvejais:

k =1, C,=1, (Hardy, 1918),

1
k=2, Cp= 5.3 ( Ingham, 1924),

C

k = W, Ck = 1, (A Laurinéikas).

Momenty problema reikalauja rasti momenty I;(7, o) asimptotika, kai

T — o0, arba bent gauti jy ivercius.



1. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Siame darbe nagrinéjama periodine dzeta funkcija pusplokstumeéje o > 1,

apibréziama Dirichle eilute

§

3

C(s,a) =Y 2,
m=1

Periodinés kompleksiniy skaiciy sekos periodas k& = 4, o seka apibréziama
tokiu budu
a={1,—-1,4i,—i}.

Apibréziame integrala, kuris yra vadinamas funkcijos ((s, a) antruoju mo-

mentu

T
1(1.0) :/ o+ it )|, T — oo
0

Bakalauro darbo uzdavinys yra gauti funkcijos ((s,a) antrojo momento

asimptotika kritineje tieseje o = %, t.y. gauti tokio integralo

)~ [ lhiee)

dit

asimptotika.



2. ARTUTINE FUNKCINE LYGTIS

Norint jrodyti artutine funkcine lygti periodinei dzeta funkcijai, pagal (1)
lygybe, pakanka ja jrodyti Hurvico dzeta funkcijai. Si@ artutine funkcine

lygti uzrasysime 1 teoremoje.

Tegul (3]
a® 1
¢(a):COS7T(7—CL—§)
cosTa
ir
2 t T 27l
f(oz,t):tlog(%r)—|—§—g—l—%—kg—l—ﬂn—ﬂal—l—%@(l—a).

1 teorema.([3]) Tegult > 1, y= (%)%7 n=1y, r=y—¢{, =

n — r. Tuomet, kai % <o <1,

((s;a) = Z m+(277>5—26i(t+1) Z emls +

0<m<r

2T\ 7 o
(Tﬂ) el (2y — 2n +1—a) + Btz L.

[§ artutines funkcines lygties Hurvico dzeta funkcijai, gauname artutine

funkcine lygti periodinei dzeta funkcijai

2 teorema.([3]) Tegul parametrai ¢,y,n,r, [ apibréziami taip pat, kaip 1

teoremoje. Tuomet, kai % <o<1,




( )Zaq FE0y (2y = 2n+1— ) + k" R(s, k),

o narys R(s, k) yra toks

k
R(s,k) = Bt:™') "a|.
q=1

Nagrinéjamu atveju, kai o = %, k = 4, periodinés dzeta funkcijos artutine
funkcine lygtis apibréziama lygybe:

3 teorema. Tegul parametrai ¢,y,n,r, [ apibréziami taip pat, kaip 1

1

teoremoje. Tuomet, kai sigma = 3,

4

Clsia) = 47°) ag ) (mi—g)ﬁ




3. ANTROJO MOMENTO ASIMPTOTIKA
KRITINEJE TIESEJE

Siame skyriuje periodinés dzeta funkcijos antrajam momentui I;(T, %)

gaunamos asimptotinés formulés. [veskime pazymeéjima, kai & = 4, a =

{1,-1,i,—i}

3 teoremos jrodymui naudosime lema.
1 lema.([3]) Tarkime, kad z > 1. Tada

1 B
Z_:logﬂf+%+—a
m X

m<x

¢ia vo- Oilerio konstanta.

4 teorema. Tarkime, kad T" — oco. Tada

dt =

() - [ G

= TlogT + T2y —logm —1)—

1 25
- (T -5 BT?logT + B. (2)
4 teoremos jrodymas. Kadangi (s, a)-((s,a) = |((o +it,a)[* [2], tai
1 2 17 2
C<—+it;a>’dt = —/ Qyq N dt+
2 1z qz:; 0 (m + %)%Ht

T
/T
2

<m<r



2
/ T L
1<m<n mz
T T o 4 4
_3 —it —
5[ 2dt—|—B'/T EKE NI
2 2 q1=1 qo=1
I e gD DI
0<m<r ( + (ill)iﬂt 1<mo<n ;Ht

Z ! - ,exp{z’f(%,t)}x

0<m<r (m + %1_1)5_”

1/)(2y YOy %)dt|+

T om\i-it o :
B‘ JRCSNED S o
2

qlz]_ QQ:].

1 1 .42
5TIMq1 12z
g e 1+iteXp{Zf(4’t>}¢X

1<m<n mez

<2y— o +1— —)dt|

1
‘ / Z CLq TWR(S, k’)dt +

2 ¢=1 O<m<r(m+é_l)2
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I~
+ —Zamza@ Z Z (m1+%);(m2+%)éx

4 qlzl qo= OS’ITLlSMql (T)ml O§m2§Mq2 (T)
ml#mg
4 4
mo + A it 1
X / ( ql) dt+—2aqlzaq2><
n N 4 n=1 q2=1
Q1792
T .
1 m + Lyt
X Ry Ry o) 4
() 0m 502 S\
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4
d
S
j=1

Nesunku pastebeti, kad pakankamai dideliems T

I = —Z Z mig(T_maX(g’%(er%)Q))—

q=1 O<m<M

4
1 1 q
X Z m+%—§7rz (m+1) (5)
1<m<My(3) =1 M,y(F)+1<m<My(T)
[$ 1 lemos gauname, kad
1 4 1
0<m<M,(T) 4 1<m<M,(T) 4
4 1 1
oy Ly
T e, 1<m<M,(T) m(4m + q)
4 1 - B
= —+=logT —lo T+ Y — + :
5 log g V2 + 70 qﬂ;m4m+q) 7
Analogigkai gauname, kad
1 1 = B
> = ~logT —logVir +79—q ) + .
q
ey = 47"”) VI
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Be to

T T T
L T pvr-L BT
4 8w 8

I§ 8iy gauty jverciy ir (5) lygybés gauname, kad

1 T 1 25

+ BT> (6)

Integralams I;;,7 > 2 taip pat galime panaudoti (5) ir (6) lygybes. Tada

jiems galioja asimptotikos

I, =1Iy3=BTi+ BT?logT, (7)

I, = B. (8)

I (4), (6)-(9) lygybiy gauname, kad

1 T 1 25
I, = ~TlogT —(4( | ——)—K —>
1 1 Tog T + = (4( w0 og /T 5 YA

+ BT3logT + BT + B. (9)

Tegul T5 = max (%, 2mm3, 2rm3). Tada gauname, kad
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ma
+ BY > v _m1)+

g=1 1<my <my<My(T )(m1m2) (mo

4 4
+ B Z Z |aq1d(I2’ Z lmQ B m1)+

=1 go=1 1<my <mo<My(T) (m1m2>2 (m2

Q#q2

4 4
_ 1
+ BZZ|CLQ1GQ2’ Z E:
=1 ¢2=1 1<m<My(T)
Q17EQ2

4
def
< 5N (10)
j=1
Taip pat, kaip ir I1; atveju gauname, kad:

In = T(log (Mo(T)) + 7o + —=)

VT

1 T 1 1
— ZTlOgT+§(70_log\/_—§)+BT§- (11)

Analogigkai gauname, kad

Iy = Iy = BT logT,

IQ4 =B 10g T.

I§ (10) ir (11) lygybiy gauname, kad I asimptotika yra
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| T 1
I = {TlogT + 5(70 ~log /7 — 5) +BT#logT. (12)

Tuo paciu budu skaifiuojant likusius I;, j > 3 gauname, kad

I; = BT?+ BT?logT,
Iy = BTilogT + BT logT,
I, =BTzlogT,

Is+ Ig+ Ijg = BT2logT.

Gave visus I; galime apskaic¢iuoti periodinés dzeta funkcijos antrojo mo-

mento asimptotika, apibrézta (2) integralu

TIC(1+'t' J2dt = 171 T+T( log /7 1)
i 5 it a =3 og Yo — 10g 5

T 2
- U - 35) BT?logT + B.

éioje formuléje vietoj T jrase 27T ir susumave pagal visus neneigiamus

«a gauname teoremos tvirtinima.
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4. ISVADOS

Bakalauro darbe nagrinéjama periodine dzeta funkcija pusplokStumeje

o > 1, apibréziama Dirichle eilute

C(s,a) =Y 2,
m=1

Periodiné kompleksiniy skaiciy seka apibréziama tokiu budu

a={1,-1,4,—i},

kurios periodas k£ = 4.
Darbo rezultatas yra periodinés dzeta funkcijos ((s) antrojo momento

asimptotika, kuri uzrasoma taip:

T
1 1 1
/ |C(§—|—it;a)\zdt = §TlogT—|—T(’yo—log\/_—§)—
0

T 25
- -5 BT?logT + B.
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SUMMARY

In this work we studied the periodic zeta-function

E

3

C(s,a)zzas, s=o+it, o>1,
m=1

where {a,,} is a periodic sequence of complex numbers. The function ((s; a)
is analytically continuable to the whole complex plane, except, maybe, for
a simple pole at s = 1. The function ((s;a) has been studied by many
authors, among them W. Schnee, B. C. Berndt and L. Shoenfield, T. Fu-
nakura, P.Gérardin and W. L. Weng-Ching, I. I. Piatecki-Shapira and R.
Raghunathan, J. Steuding, M. Ishibashi and S. Kanemitsu, A. Kac¢énas and
A. Laurinc¢ikas, and others.

In this work, the periodic sequence of complex numbers is defined in such
way

a={1,-1,4,—i},

with period k£ = 4.

The main result of this work is the asymptotics of the second power mo-

ment of the periodic zeta-function
ool 1 1
CG+itialdt = STlogT + T(vo —log /7 — 5)—
0

T 25 1
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