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I�VADAS

Kompleksinio kintamojo funkcijos, kurioje nors pusplok²tum
eje apibr
eºia-

mos Dirichl
e eilute su koe�cientais, turin£iais vien¡ ar kit¡ aritmetin¦ prasm¦,

paprastai yra vadinamos dzeta arba L-funkcijomis. Jos atlieka svarbu� vaidmeni�

analizin
eje skai£iu� teorijoje.

Tegul i =
√
−1 yra menamasis vienetas, s = σ + it yra kompleksinis

kintamasis, o a = {am : am ∈ N0} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka,

kurios periodas k ∈ N. �ia N- nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e, o N0 yra sveiku�ju�

neneigiamu� skai£iu� aib
e. Periodin
e dzeta funkcija ζ(s, a) pusplok²tum
eje

σ > 1 yra apibr
eºiama tokia Dirichl
e eilute

ζ(s, a) =
∞∑
m=1

am
ms

.

Jeigu a = {1} ir k = 1, tai periodin
e dzeta funkcija ζ(s; a) virsta Rymano

dzeta funkcija ζ(s) [1], pusplok²tum
eje σ > 1, apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
.

Toje pat pusplok²tum
eje, σ > 1, periodin
e dzeta funkcija yra i²rei²kiama

tokia lygybe

ζ(s, a) =
∞∑
m=1

am
ms

=
1

ks

k∑
q=1

aqζ
(
s,
q

k

)
, (1)

£ia ζ(s, α) yra Hurvico (Hurwitz ) dzeta funkcija

ζ(s, α) =
∞∑
m=0

1

(m+ α)s
, σ > 1, 0 < α ≤ 1.

Kadangi ζ(s;α) yra visur reguliari, i²skyrus paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su
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reziduumu 1, tai pastaroji lygyb
e duoda funkcijos ζ(s; a) analizini� prat¦sim¡

i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus galb	ut paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1

su reziduumu

a =
1

k

k∑
m=1

am.

Rymano dzeta funkcij¡ dar XVIII a prad
ejo tirti Oileris (Euler). Ta£iau jis

j¡ tyr
e, kaip realaus kintamojo funkcij¡. Rymanas pirmasis prad
ejo tirti Ry-

mano dzeta funkcij¡, kaip kompleksinio kintamojo funkcij¡ (XIX a.). Klasikiniu�

Rymano dzeta funkcijos ζ(s) ir Dirichl
e L-funkciju� analizin
es savyb
es yra

glaudºiai susijusios su pirminiu� skai£iu� pasiskirstymu. Tod
el daugelis garsiu�

matematiku� nagrin
ejo ir nagrin
eja dzeta funkcijas. F. V. Atkinsono (Atkin-

son), H. Boro (Bohr), E. Bombjerio (Bombieri), B. Konrio (Conrey), R.

Garunk²£io, S. M. Goneko (Gonek), G. H. Hardºio (Hardy), D. R. His-

Brauno (Heath-Brown), M. Hakslio (Huxley), A. E. Ingamo (Ingham), A.

Ivi£iaus (Ivi£), H. Ivanieco (Iwaniec), M. Jutilos (Jutila), A. Laurin£iko, A. F.

Lavriko (Lavrik), N. N. Levinsono (Levinson), J. E. Litlvudo (Littlewood), K.

Macumoto (Matsumoto), H. L. Montgomerio (Montgomery), Y. Motoha²io

(Motohashi), A. Perelio (Perelli), P. Sarnako (Sarnak), A. Selbergo (Selberg),

J. �toidingo (Steuding), V. �varco (Schwarz), E. C. Tit£mar²o (Tichmarsh),

S. M. Voronino (Voronin) ir kitu� matematiku� darbai i�takoja dzeta funkciju�

tyrimus.

Tegul

Ik(T, σ) =

∫ T

0

|ζ(σ + it)|2kdt, k ≥ 0, σ ≥ 1

2
.

�is integralas yra vadinamas Rymano dzeta funkcijos 2k eil
es momentu.

Pateb
esime, kad dzeta funkciju� momentu� problema yra gana sunki. Pavyzdºiui,

netgi Rymano dzeta funkcijos atveju ji yra patenkinamai i²spr¦sta tik antra-

jam ir ketvirtajam momentui. Kitoms dzeta funkcijoms pad
etis dar blogesn
e.

Tod
el yra labai svarbu vykdyti tyrimus ²ioje srityje.

Rymano dzeta funkcijos atveju egzistuoja hipotez
e, kad su kiekvienu k,

∀k ∈ R+ jos 2k eil
es momentui galioja asimptotika
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∫ T

0

∣∣∣ζ(1

2
+ it

)∣∣∣2kdt ∼ CkT (log T )k
2

, T →∞.

�i hipotez
e yra patvirtinta tik 3 atvejais:

k = 1, Ck = 1, (Hardy, 1918),

k = 2, Ck =
1

2π2
, ( Ingham, 1924),

k =
C√

log log T
, Ck = 1, (A. Laurin£ikas).

Momentu� problema reikalauja rasti momentu� Ik(T, σ) asimptotik¡, kai

T →∞, arba bent gauti ju� i�ver£ius.
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1. U�DAVINIO FORMULAVIMAS

�iame darbe nagrin
ejama periodin
e dzeta funkcija pusplok²tum
eje σ > 1,

apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, a) =
∞∑
m=1

am
ms

.

Periodin
es kompleksiniu� skai£iu� sekos periodas k = 4, o seka apibr
eºiama

tokiu b	udu

a = {1,−1, i,−i}.

Apibr
eºiame integral¡, kuris yra vadinamas funkcijos ζ(s, a) antruoju mo-

mentu

I1

(
T, σ

)
=

∫ T

0

|ζ(σ + it; a)|2dt, T →∞

Bakalauro darbo uºdavinys yra gauti funkcijos ζ(s, a) antrojo momento

asimptotik¡ kritin
eje ties
eje σ = 1
2 , t.y. gauti tokio integralo

I1

(
T,

1

2

)
=

∫ T

0

∣∣∣ζ(1

2
+ it; a

)∣∣∣2dt
asimptotik¡.
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2. ARTUTIN 
E FUNKCIN 
E LYGTIS

Norint i�rodyti artutin¦ funkcin¦ lygti� periodinei dzeta funkcijai, pagal (1)

lygyb¦, pakanka j¡ i�rodyti Hurvico dzeta funkcijai. �i¡ artutin¦ funkcin¦

lygti� uºra²ysime 1 teoremoje.

Tegul [3]

ψ(a) =
cos π

(
a2

2 − a−
1
8

)
cos πa

ir

f(α, t) = t log
(2π

t

)
+
t

2
− 7π

8
+
πα2

2
+
πl

2
+ πn− παl + 2πy(l − α).

1 teorema.([3]) Tegul t ≥ 1, y = ( t
2π)

1
2 , n = [y], r = [y − q

k ], l =

n− r. Tuomet, kai 1
2 ≤ σ ≤ 1,

ζ(s;α) =
∑

0≤m≤r

1

(m+ α)s
+
(2π

t

)s− 1
2

ei(t+
π
4 )
∑

1≤m≤n

e−2πimα

m1−s +

+
(2π

t

)σ
2

eif(α,t)ψ(2y − 2n+ l − α) +Bt
σ
2−1.

I² artutin
es funkcin
es lygties Hurvico dzeta funkcijai, gauname artutin¦

funkcin¦ lygti� periodinei dzeta funkcijai

2 teorema.([3]) Tegul parametrai t, y, n, r, l apibr
eºiami taip pat, kaip 1

teoremoje. Tuomet, kai 1
2 ≤ σ ≤ 1,

ζ(s; a) = k−s
4∑
q=1

aq
∑

0≤m≤r

1

(m+ q
k)s

+

+ k−s
(2π

t

)s− 1
2

ei(t+
π
4 )

k∑
q=1

aq
∑

1≤m≤n

e−2πim
q
k

m1−s +
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+ k−s
(2π

t

)σ
2

k∑
q=1

aqe
if( qk ,t)ψ

(
2y − 2n+ l − q

k

)
+ k−sR(s, k),

o narys R(s, k) yra toks

R(s, k) = Bt
σ
2−1

k∑
q=1

|aq|.

Nagrin
ejamu atveju, kai σ = 1
2 , k = 4, periodin
es dzeta funkcijos artutin
e

funkcin
e lygtis apibr
eºiama lygybe:

3 teorema. Tegul parametrai t, y, n, r, l apibr
eºiami taip pat, kaip 1

teoremoje. Tuomet, kai sigma = 1
2 ,

ζ(s; a) = 4−s
4∑
q=1

aq
∑

0≤m≤r

1

(m+ q
4)s

+

+ 4−s
(2π

t

)s− 1
2

ei(t+
π
4 )

4∑
q=1

aq
∑

1≤m≤n

e−
1
2πimq

m1−s +

+ 4−s
(2π

t

) 1
4

4∑
q=1

aqe
if( q4 ,t)ψ

(
2y − 2n+ l − q

4

)
+ 4−sR(s, k).
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3. ANTROJO MOMENTO ASIMPTOTIKA

KRITIN 
EJE TIES 
EJE

�iame skyriuje periodin
es dzeta funkcijos antrajam momentui I1(T, 12)

gaunamos asimptotin
es formul
es. I�veskime paºym
ejim¡, kai k = 4, a =

{1,−1, i,−i}

K1 =
4∑
q=1

q
∞∑
m=1

1

m(4m+ q)
,

3 teoremos i�rodymui naudosime lem¡.

1 lema.([3]) Tarkime, kad x ≥ 1. Tada∑
m≤x

1

m
= log x+ γ0 +

B

x
,

£ia γ0- Oilerio konstanta.

4 teorema. Tarkime, kad T →∞. Tada

I1

(
T,

1

2

)
=

∫ T

0

∣∣∣ζ(1

2
+ it; a)

)∣∣∣2dt =

= T log T + T (2γ0 − log π − 1)−

− 1

4
T (K1 −

25

3
) +BT

1
2 log T +B. (2)

4 teoremos i�rodymas. Kadangi ζ(s, a) · ζ(s, a) = |ζ(σ + it, a)|2 [2], tai∫ T

T
2

∣∣∣ζ(1

2
+ it; a

)∣∣∣2dt =
1

4

∫ T

T
2

∣∣∣∣ 4∑
q=1

aq
∑

0≤m≤r

1

(m+ q
4)

1
2+it

∣∣∣∣2dt+
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+
1

4

∫ T

T
2

∣∣∣∣ 4∑
q=1

aq
∑

1≤m≤n
e−

1
2πimq

1

m
1
2−it

∣∣∣∣2dt+

+ B

∫ T

T
2

t−
3
2dt+B

∣∣∣∣ ∫ T

T
2

(2π

t

)it
e−it

4∑
q1=1

aq1

4∑
q2=1

āq2×

×
∑

0≤m1≤r

1

(m1 + q1
4 )

1
2+it

∑
1≤m2≤n

e
1
2πimq2

1

m
1
2+it
2

dt

∣∣∣∣+

+ B

∣∣∣∣ ∫ T

T
2

(2π

t

) 1
4

4∑
q1=1

āq1

4∑
q2=1

aq2×

×
∑

0≤m≤r

1

(m+ q1
4 )

1
2−it

exp {if
(q2

4
, t
)
}×

× ψ
(

2y − 2n+ l − q2
4

)
dt

∣∣∣∣+

+ B

∣∣∣∣ ∫ T

T
2

(2π

t

) 1
4−it

e−it
4∑

q1=1

āq1

4∑
q2=1

aq2×

×
∑

1≤m≤n
e

1
2πimq1

1

m
1
2+it

exp {if
(q2

4
, t
)
}ψ×

×
(

2y − 2n+ l − q2
4

)
dt

∣∣∣∣+

+ B

∣∣∣∣ ∫ T

T
2

4∑
q=1

aq
∑

0≤m≤r

1

(m+ q
4)

1
2+it

R(s, k)dt

∣∣∣∣+
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+ B

∣∣∣∣ ∫ T

T
2

(2π

t

)it 4∑
q=1

aq
∑

1≤m≤n
e−

1
2πimq

1

m
1
2−it

R(s, k)dt

∣∣∣∣+

+ B

∣∣∣∣ ∫ T

T
2

(2π

t

) 1
4

4∑
q=1

aqe
if( q4 ,t)ψ×

×
(

2y − 2n+ l − q

4

)
R(s, k)dt

∣∣∣∣ =

def
=

10∑
j=1

Ij. (3)

Tegul T1 = max (T2 , 2π(m1 + q1
4 )2, 2π(m2 + q2

4 )2). Tada gauname, kad

I1 =
1

4

4∑
q=1

∑
0≤m≤Mq(T )

∫ T

T1

dt

m+ q
4

+
1

4

4∑
q=1

∑
0≤m1≤Mq(T )

×

×
∑

0≤m2≤Mq(T )

1

(m1 + q1
4 )

1
2 (m2 + q2

4 )
1
2

∫ T

T1

(m1 + q
4

m2 + q
4

)it
dt+

+
1

4

4∑
q1=1

aq1

4∑
q2=1

āq2
∑

0≤m1≤Mq1
(T )m1

∑
0≤m2≤Mq2

(T )

m1 6=m2

1

(m1 + q1
4 )

1
2 (m2 + q2

4 )
1
2

×

×
∫ T

T1

(m2 + q2
4

m1 + q1
4

)it
dt+

1

4

4∑
q1=1

aq1

4∑
q2=1

āq2

q1 6=q2

×

×
∑

0≤m≤max (Mq1
(T ),Mq2

(T ))

1

(m+ q1
4 )

1
2 (m+ q2

4 )
1
2

∫ T

T1

(m+ q2
4

m+ q1
4

)it
dt =

11



def
=

4∑
j=1

I1j. (4)

Nesunku pasteb
eti, kad pakankamai dideliems T

I11 =
1

4

4∑
q=1

∑
0≤m≤Mq(T )

1

m+ q
4

(
T −max

(T
2
, 2π
(
m+

q

4

)2))
=

=
1

4
T

4∑
q=1

∑
0≤m≤Mq(T )

1

m+ q
4

− 25T

24
− T

8

4∑
q=1

×

×
∑

1≤m≤Mq(
T
2 )

1

m+ q
4

− 1

2
π

4∑
q=1

∑
Mq(

T
2 )+1≤m≤Mq(T )

(
m+

q

4

)
. (5)

I² 1 lemos gauname, kad∑
0≤m≤Mq(T )

1

m+ q
4

=
4

q
+

∑
1≤m≤Mq(T )

1

m+ q
4

=

=
4

q
+

∑
1≤m≤Mq(T )

1

m
− q

∑
1≤m≤Mq(T )

1

m(4m+ q)
=

=
4

q
+

1

2
log T − log

√
2π + γ0 − q

∞∑
m=1

1

m(4m+ q)
+

B√
T
.

Analogi²kai gauname, kad

∑
1≤m≤Mq(

T
2 )

1

m+ q
4

=
1

2
log T − log

√
4π + γ0 − q

∞∑
m=1

1

m(4m+ q)
+

B√
T
.
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Be to

∑
Mq(

T
2 )+1≤m≤Mq(T )

(
m+

q

4

)
=

[√
T
2π −

q
4

]([√
T
2π −

q
4

]
+1
)

2
−

−

[√
T
4π −

q
4

]([√
T
4π −

q
4

]
+1
)

2
+B
√
T =

=
T

4π
− T

8π
+B
√
T =

T

8π
+B
√
T .

I² ²iu� gautu� i�ver£iu� ir (5) lygyb
es gauname, kad

I11 =
1

4
T log T +

T

8

(
4
(
γ0 − log

√
π − 1

2

)
−K1 +

25

3

)
+

+ BT
1
2 (6)

Integralams I1j, j ≥ 2 taip pat galime panaudoti (5) ir (6) lygybes. Tada

jiems galioja asimptotikos

I12 = I13 = BT
1
4 +BT

1
2 log T, (7)

I14 = B. (8)

I² (4), (6)-(9) lygybiu� gauname, kad

I1 =
1

4
T log T +

T

8

(
4
(
γ0 − log

√
π − 1

2

)
−K1 +

25

3

)
+

+ BT
1
2 log T +BT

1
4 +B. (9)

Tegul T2 = max (T2 , 2πm
2
1, 2πm

2
2). Tada gauname, kad

13



I2 =
1

4

4∑
q=1

∑
1≤m≤M0(T )

1

m

(
T −max

(T
2
, 2πm2

))
+

+ B
4∑
q=1

∑
1≤m1<m2≤M0(T )

m2

(m1m2)
1
2 (m2 −m1)

+

+ B
4∑

q1=1

4∑
q2=1

q1 6=q2

|aq1āq2|
∑

1≤m1<m2≤M0(T )

m2

(m1m2)
1
2 (m2 −m1)

+

+ B
4∑

q1=1

4∑
q2=1

q1 6=q2

|aq1āq2|
∑

1≤m≤M0(T )

1

m
=

def
=

4∑
j=1

I2j. (10)

Taip pat, kaip ir I11 atveju gauname, kad:

I21 = T (log (M0(T )) + γ0 +
B√
T

)−

− 1

2
T

∑
1≤m≤M0(

T
2 )

1

m
− 2π

∑
M0(

T
2 )+1≤m≤M0(T )

m =

=
1

4
T log T +

T

2
(γ0 − log

√
π − 1

2
) +BT

1
2 . (11)

Analogi²kai gauname, kad

I22 = I23 = BT
1
2 log T,

I24 = B log T.

I² (10) ir (11) lygybiu� gauname, kad I2 asimptotika yra
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I2 =
1

4
T log T +

T

2

(
γ0 − log

√
π − 1

2

)
+BT

1
2 log T. (12)

Tuo pa£iu b	udu skai£iuojant likusius Ij, j ≥ 3 gauname, kad

I3 = BT
1
2 ,

I4 = BT−
1
2 ,

I5 = BT
1
2 +BT

1
2 log T,

I6 = BT
1
4 log T +BT

1
2 log T,

I7 = BT
1
2 log T,

I8 + I9+ I10 = BT
1
2 log T.

Gav¦ visus Ij galime apskai£iuoti periodin
es dzeta funkcijos antrojo mo-

mento asimptotik¡, apibr
eºt¡ (2) integralu

∫ T

0

|ζ(
1

2
+ it; a)|2dt =

1

2
T log T + T

(
γ0 − log

√
π − 1

2

)
−

− T

8
(K1 −

25

3
) +BT

1
2 log T +B.

�ioje formul
eje vietoj T i�ra²¦ 2−αT ir susumav¦ pagal visus neneigiamus

α gauname teoremos tvirtinim¡.
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4. I�VADOS

Bakalauro darbe nagrin
ejama periodin
e dzeta funkcija pusplok²tum
eje

σ > 1, apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, a) =
∞∑
m=1

am
ms

.

Periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka apibr
eºiama tokiu b	udu

a = {1,−1, i,−i},

kurios periodas k = 4.

Darbo rezultatas yra periodin
es dzeta funkcijos ζ(s) antrojo momento

asimptotika, kuri uºra²oma taip:

∫ T

0

|ζ(
1

2
+ it; a)|2dt =

1

2
T log T + T

(
γ0 − log

√
π − 1

2

)
−

− T

8
(K1 −

25

3
) +BT

1
2 log T +B.
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SUMMARY

In this work we studied the periodic zeta-function

ζ(s, a) =
∞∑
m=1

am
ms

, s = σ + it, σ > 1,

where {am} is a periodic sequence of complex numbers. The function ζ(s; a)

is analytically continuable to the whole complex plane, except, maybe, for

a simple pole at s = 1. The function ζ(s; a) has been studied by many

authors, among them W. Schnee, B. C. Berndt and L. Shoen�eld, T. Fu-

nakura, P.Gérardin and W. L. Weng-Ching, I. I. Piatecki-Shapira and R.

Raghunathan, J. Steuding, M. Ishibashi and S. Kanemitsu, A. Ka£
enas and

A. Laurin£ikas, and others.

In this work, the periodic sequence of complex numbers is de�ned in such

way

a = {1,−1, i,−i},

with period k = 4.

The main result of this work is the asymptotics of the second power mo-

ment of the periodic zeta-function∫ T

0

|ζ(
1

2
+ it; a)|2dt =

1

2
T log T + T

(
γ0 − log

√
π − 1

2

)
−

− T

8
(K1 −

25

3
) +BT

1
2 log T +B.
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