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[VADAS

XX a. viduryje pasirodzius Le Kamo [8] darbams apie tikimybiniy maty lokaly
asimptotinj normaluma, taip pat Cernovo [2], Salihovo [9] darbams apie artimy paprasty
hipoteziy asimptotinj atskiriamuma, atsirado biitinybé iSplétoti atsitiktiniy procesy tikimybiniy
maty asimptotinio atskiriamumo teorija. Apie tai buvo pasirod¢ nemazai darby. ISskirti galima
dvi knygas Siriajevo knyga ,,Verojatnost” [10], skirta aukstyju mokykly studentams, kurioje
pateikti Sios teorijos pagrindai ir Linkovo monografija ,,Asimptotiniai atsitiktiniy procesy
statistiniai metodai” [7], kurioje i§samiai pateikti naujausi pasiekimai. Sia knyga, kaip pagrindinj
Saltini, naudojome darbe. Reikia pazyméti, kad Linkovo [7] knygoje yra pateikti kriterijai, kuriy
deka galima iStirti konkre€iy tikimybiniy maty asimptotini atskiriamuma. Taip pat Sie kriterijai
remiasi Helingerio integralo asimptotinémis savybémis, kai laikas didéja. Nagrinéjamo proceso
Helingerio integralai buvo surasti autorés bakalauro darbe. Taigi, Sis magistro darbas yra tam

tikra prasme bakalauro darbo tgsinys iStiriant naujas atstatymo proceso savybes.

Darbo tikslas — nagrinéti tikimybiniy maty asimptotinj atskiriamuma.

Uzdaviniai. IStirti:

. atstatymo proceso su tolydziu kompensatoriumi,
" eksponentinio atstatymo proceso,
" geometrinio atstatymo proceso,

konkreciy tikimybiniy maty asimptotinj atskiriamuma.



1. TEORIJA

1.1. TIKIMYBINIU MATU ASIMPTOTINIS ATSKIRIAMUMAS

Pradzioje susipazinsime su pagrindinémis savokomis, kurios pateiktos Linkovo [7]

knygoje.

Tegul (X t B P, p! ), t e R, - statistiniy eksperimenty $eima, kurioje X' - stebéjimy aibé,

B' yra X" poaibiy o -algebra, o P' ir P'— tikimybiniai matai.
1 apibrézimas. Maty Seimos (Pt) ir (|5't) vadinamos visiskai asimptotiskai atskiriamos,

(2ymima (Pt)A(Ist)), jei egzistuoja skaiciu seka t, T oo, N— o0 iraibes A €3 tokios, kad

P"(A )0 ir P"(A)—>1, n—>o.
PrieSingu atveju Seimos (Pt) ir (5t) vadinamos visiskai asimptotiskai neatskiriamos, Zymimos
NG
2 apibrézimas. a - eilés Helingerio integralu H(a;lst, Pt) vadinsime dydj
H (a; P!, P! ): EqZ 2",

t Dt _
kai a €[0]], ¢ia z, = P ;P g — dominuojantis matas, t.y. P' <<Q', P' <<Q.

th Tt th '

Suformuluosime pagrindinj kriteriju, kuriuo tikrinamas tikimybiniy maty asimptotinis

atskiriamumas.
Teorema [7]. Tokios salygos yra ekvivalencios:

Q) (P)a(F),
b) limH(a;P',P')=0, kai @ €(04).

t—oo



1.2. DIDZIUJU NUOKRYPIU TEORIJOS ELEMENTAI

Susipazinsime su didziyjy nuokrypiy teorijos dalimi, kurig pateiké Elis [3].
1 apibrézimas. Tegu X — R® su Borelio aibe B. Sakykime, kad 1:X —[0,00) yra
didZiyju nuokrypiy greicio funkcija, jei:
a) | #oo,
b) | i§ apacios pusiau tolydi,
c) VL>0 {x:1(x) <L} yra kompaktas.
2 apibrézimas. Sakoma, kad tikimybiniy maty Seima {Pn ‘ne N} erdvéje (X,B)

tenkina didziyjy nuokrypiy principa su greicio funkcija I(X), jei:

TmInP, (K)< —inf 1(x),

n—o N xeK

su kiekviena uzdara aibe K i§ X ir

lim21nP. (G) = —inf 1(x),

n—w N xeG

su kiekviena netusc€ia atvira aibe G 1§ X.

Iveskime funkcija:

cn(t):ailogMn{exp<t,Wn >l n=12,.., teR’,

kur {an n =1,2,...} yra seka teigiamy skaiciy, artéjanciy i begalybe, M Zymi vidurki mato
P atzvilgiu ir <,> Zymi eukliding sandauga erdvéje R°.
ApibréZziame salygas (B):
1) kiekviena funkcija c, (t) yra baigtine, kai t € R?;
2) egzistuoja funkcija c(t) = limc, (t), kai t e R".
Nurodysime funkcijy ¢, (t) ir c(t) savybes.
1 lema. Tarkime, kad patenkintos salygos (B). Tuomet funkcijos ¢, (t) ir c(t) yra

iskilos erdvéje RY.



1 iSvada. Kai patenkintos salygos (B), funkcija C(t) yra tolydi ir ikila erdvéje R,
Sios i¥vados déka tikimybiniy maty 3eimai {Pn ‘ne N} galima apibrézti Legendre-Fenchel
transformacija:

1,(2)=sup{<t,z>—c(t)}, ze R,

teRY

kuri visiskai charakterizuoja didziyjuy nuokrypiy principa, bidama didziyjy nuokrypiy greicio
funkcija.

Teorema (didziyjy nuokrypiy teorema). Tarkime, kad patenkintos salygos (B) ir

Q,(A)= P(W” € Aj, A e B(R"). Tuomet teisingi teiginiai:
a

n

1) funkcija 1,,(z) yra ikila, uzdara ir neneigiama;
2) inf 1,(2)=0;
3) vL>0, {x:1,(x)<L} yra kompaktas;

4) !]Lrgsupailoan {K}<inf 1,,(z) su kiekviena uzdara aibe K is B(R*);

5) tarkime, kad funkcija c(t) yra diferencijuojama Wvt. Tuomet

liminf ailoan G}> —inf 1,,(2) su kiekviena atvira G € B(R")

n

2 i§vada. Jei funkcija c(t) yra diferencijucjama Vt, tada tikimybiy maty Seima
{Q,:n=12,..} tenkina didziyju nuokrypiy principa su grei¢io funkcija 1,. TosS teorijos
klasikiné iliustracija yra Kramerio gauti rezultatai paprasCiausiu atveju nagriné€jant

nepriklausomus ir vienodai pasiskirséiusius atsitiktinius dydzius X,,..., X,. Jei imsime, kad
a,(t)=n, t=4, 0W, =S,, S, =X, +..+ X, ir pritaikysime &ia nurodyta teorija, gausime toki

rezultata:

2 lema. Jei S, :in, kur X,, X,,..., X, = nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
i=1
atsitiktiniai dydziai, kuriems galioja Kramerio salyga, kai 4 € R,

Mei‘xl‘ < 0,

9(1)=Me™ <,



Tada, kai X e (u,)
- -1 S
limn IogP[—“>xj:—l(x).
t—o0 n

Kai X e (—oo,lu)

limn™ log P(ST“ < x) =—1(x).

t—w
Cia u=MX,,0 I(X)=sup(x/1—|n¢)(/1)) — atitinkama didziyju nuokrypiy greifio
A
funkcija.
Funkcija I(X) tenkina tokias salygas:

1) 1(x)>0, ¥xeR, R=(~om0,+x)

I
2) (1) (2)’ kai 1 <X, <X,
3) 1(x)<1(x,), kai X, <X, <,
4) 1(u)=0, kai 0< u <+,

1(x) funkcijos grafikas:

1.3. TIKIMYBINIU MATU ABSOLIUTUS TOLYDUMAS

Tarkime, kad turime macia erdve {Q, A} ir du matus ¢ ir p joje.

Apibrézimas. Jei i§ lygybes p(A)=0, AcA atsiranda ¢(A)=0, sakome, kad matas p

yra absoliu¢iai tolydus mato ¢ atzvilgiu. Zymime p <<g.



Teorema (Radono-Nikodimo [10]). Jei ¢ ir p yra matai macioje erdvéje {QQ, A}, matas
@ Yyra o - baigtinis, 0 matas p - absoliuciai tolydus mato ¢ atzvilgiu, tai egzistuoja

neneigiama A — mati funkcija f, kiekvienai A e A tenkinanti lygybeg

plm)= [ 1(6)  (a)

A

Jei matas p yra o - baigtinis, tai funkcija f yra beveik visur baigtiné. Jei, be funkcijos

f, yradar ir kita A — mati funkcija g, visoms A e A tenkinanti lygybe

p(A)=[g(x) ¢ (dx),

A

tai funkcijos f ir g yra beveik visur lygios mato ¢ atzvilgiu.
Funkcija f daznai vadinama mato p Radono-Nikodimo i$vestine mato ¢ atzvilgiu ir

Zymima g—p Ji turi daugelj savybiu.

Kai p << @ ir ¢ << p, Zymime p ~¢ ir sakome, kad matai ekvivalentis.

o(A)= > p(x)  AeB(X) kur X =1{X, Xy, X, |,

ix;eA

Ga p(x,)>0,i=12,..,n;

p(A)=Daly)  AeB(Y) kurY ={y, ¥, Yo},

iry;eA

Ga q(y,)>0, i=12,..,m, tada p~¢,jei X =Y, ty. x, =y;,, m=n. Siuo atveju galime ragyti

ple)= 3| L) i 92928 e

i eA p(xi ) de p(X)



1.4. HELINGERIO INTEGRALO FORMULES

Tarkime, kad (E, £) — Blakvelo erdve, (Q,F, F, Q) — stochastiné baze, P, ir P, —
tikimybiniai matai macioje erdvéje (Q, f), u — sveikaskaitis atsitiktinis matas erdveéje

(R, xE,B(R,)® &) su (Q,F) - kompensatoriumi v,, tokiu, kad v, ({t}x E)=0.
Ivedame salygas.

B1. Tikimybiniai matai P, i=1,2, tokie, kad su kiekvienu t >0
Pt ~Qt

gia P' =P, 4 » 0 lokalaus tankio procesas turi pavidala

2t =—=£g(Y,), i=12, t>0,

kur £,() - stochastiné eksponenté, o Y, (t) = (V; =1)* («—v, ),

dv, .

B2.V, =—— (v, —(P,F) - mato x kompensatorius) — grieztai teigiamos P (F) ® € — matios
Vo

tokios funkcijos, kad su visais te R,, i=12,

(1—\/V—i)2 *vy <00, Q — beveik visur.

t
Cia naudojami sutrumpinimai g * u, = I g(s,x)u(ds,dx),0 P zymi numatomy funkcijy erdve.
0E

Teorema [4]. Tarkime, kad patenkintos B1, B2 salygos. Tada su kiekvienu a < (0,1)

H, (o) = }EQe(‘h‘(“» £.(M(a)) = EQle(—h(a))

Ht(a): EQe(—dt(a)) 5t(N(a))= EQze(_dt(‘Z))

h () = (aV, + A= aV, =V, "V J*v, =0,



172

M, (0‘) = (Vlavzlw _1)* (,U Y )t ,
Nt(a) = (avl + (1_0‘)‘/2 _1)*(:“ — Vo )t ,

kur Q - matas, atitinkantis kompensatoriy vy (t)=V,"V; ™ *v,, 0 Q, — matas, atitinkantis

kompensatoriy v, (t)=av, (t)+@—a)v,(t)

10



2. GAUTI REZULTATAI

2.1. ATSTATYMO PROCESAS SU TOLYDZIU KOMPENSATORIUMI

Pritaikysime 1.4 paragrafe pateiktas formules atstatymo procesui.

Nagrin¢jame skaiciuojantj procesa N, = ZJI(Tn St), t e R, su atitinkanciais dydziais

n>1

7, =T,-T,,, i=12.. (T,=0), kurie yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. Jie yra
charakterizuojami pasiskirstymo funkcijos P(z, <t)=F(6,t), 6 € ®. Tarkime,

t

F(O,t)=1- exp{— _[ k(6, s)ds}, 0 €0,

0
tai reiskia, kad ja atitinkantis procesas N, turi tolydy kompensatoriy. Jei F(Q,t) tolydi funkcija,
tai ja atitinkantis procesas tolydus.

Iveskime mata P(a) ae(0,1) atitinkant{ atstatymo procesa N, toki, kad pakankamai

gausioje macioje erdvéje (Q,f) tarpiniai atstatymo momentai z;, i=212,..., turi pasiskirstymo
funkcija pavidalu
t
F(t)= FM1 5 (t)=1- exp{ I a)k(@z,s))ds}, a<(01), 6,,6, 0. (1)
0

Pagal 1.4 Helingerio integralas Ht(oc; PP, ) ae(01), 0,,0, c® gali biti pavaizduotas
pavidalu
H, (P}, P} )= Eexpl-d' ()}, @)

kur

= _t[ln g(a,s ~Ty. )dNS = iln g(a,z,),
0 r=1L

ok (6,,x)+(1—a)k(8,,X)
k(6,,x) k(8,,x)"™

g x) =

o E yra matematinis vidurkis, atitinkantis matg P(a) ir 6, #0,.

Norédami gauti pagrindinj rezultata, pasinaudosime pagalbine lema.
11



Lema [5]. Turime atstatymo procesa N,, t>0. Tarkime, kad $io proceso tarpiniai

atstatymo momentai 7z, =T, — T, ;, i =1,n tenkina Kramerio salyga:

w(1)=Ee’® <oo sutamtikru 1> 0. (3)

Tada tikimybinis matas
w.(B)= P[% e Bj, BeB(R,)

tenkina didziyju nuokrypiy principa su grei¢io funkcija I, (x) pavidalu
1
I, (x)= XA(;),
¢ia A(x) yra didziyjy nuokrypiy greicio funkcija, atitinkanti atsitiktini dydj z,, t.y.
A(x)=sup(x1 - Iny(2)).
A

Siuo atveju pagrindinis rezultatas i$plaukia i§ tokios teoremos.

1 teorema [6]. Tarkime, kad egzistuojal >0, toks, kad w(2)=Ee’* < (Kramerio
salyga). Tada
limt * InH, (e P, . P, )=—inf (x+1(x)), ae(0,),

o 0<x<—
a

kur

O<a:a(0c):]Erl < 00, b=b(a):E|ng(0,rl)<oo,

1(x)= %A(E} A(y)=sup(yA—Iny(2))

X
ISvada. Atstatymo proceso su tolydziu kompensatoriumi Helingerio integralas

Ht(a; P, Py, ), kai 6, # 0, turi asimptoting formulg

Ht(a;Pgl,P;z):exp ~t inf. (x+1(x))+0(@) |, (4)

Xe[o,f
a

¢ia a, b — tam tikros zinomos konstantos, 0(1) — 0, kai t > .

12



Pastaba. (2) pavidalas susijgs su pasiskirstymo funkcija F(t), apibrézta (1) formule,

kuriai galioja (3) Kramerio salyga. Nesunku matyti, kad §i salyga patenkinta, kai pradinéms

t
pasiskirstymo funkcijoms F (8, ,t) =1- exp{— J. k(c9i : S)ds}, i =1,2 patenkinama Kramerio salyga.

0

2 teorema. Atstatymo proceso N, su tolydziais kompensatoriais tikimybiniai matai P,j1 ir

P;Z , kai 0, # 0, yra visiskai asimptotiskai atskiriami, jei pasiskirstymo funkcijos

t
F(0,,t)=1- exp{— .[ k(8;, S)ds} tenkina Kramerio salyga:
0

w(1,60,)=E,e™ <oo, i =12 sutamtikru 1> 0.

[rodymas.
Remiantis (4) formule matome, kad

!imHt(a; P;l,P;z):!imexp ~t i[nfb (x+1(x))+0(2)|} =0,
- = xe| 0,—

nes pagal 1(x) savybiy 1.2 punkta in1‘b (x+1(x))>0.

XE{O,*
a

[rodymas baigtas

2.2. GEOMETRINIS ATSTATYMO PROCESAS

Nagrinésime atstatymo procesa N, = > 1(T, <t), kuriame tarpiniai atstatymo momentai
n=1

7, =T, =T, ; turi geometrinj skirstini:
P,(z,=k)=60@1-0)", 6c®=(01), k=12,..

Trumpai pateiksime Zinomus rezultatus i§ darbo [1].

13



1 lema. Geometrinio atstatymo proceso N, (_%,P,) — kompensatorius apskaic¢iuojamas

pagal formule
A(6)=4d[t] ae0, t>0.
Gia [t] — sveikoji skaiciaus t dalis.
2 lema. Geometrinis atstatymo procesas N, turi Binominj skirstinj, t.y.
P,{N, =k}=C{¢*1-0)"™, k=012...[t], 6co.
1 teorema. Tarkime, kad N, yra geometrinis atstatymo procesas. Tada

dp,

1
t
02

0 N 1-0 [t]-N,
z, =2,(0,0,)=| 2| | —% .
=n0.0)-( 5] (5]

2 teorema. Geometrinio atstatymo proceso Helingerio integralas apskai¢iuojamas pagal

Pi~P, , 6,,0,(01) ir 6, =06, ir tankio procesas z, =

turi pavidala

formule

o —o a —a a —a []
Ht(a): Ht(a; Pé;[lipf)’(z):Eta(01792) Zt(921‘91)1 :[61 ‘9; +(1_61) (1_‘92)1 ]t :

Geometrinio atstatymo proceso Helingerio integrala Ht(a; P;l , P(;Z) asimptotiskai tiriame

toliau ir gausime vieng i§ pagrindiniy rezultaty.
3 teorema. Kai 6, #6,, 6,,0, € (0,1), o e (0,1) teisinga formulé

limH, (o; P}, P} )=0.

t—w
[rodymas.

Kai 6,,0, € (0,1) akivaizdu, kad
f(6,)=6,"0;" +(1-6,)"(1-6,)" >0.

Kad gautume teoremos rezultata, pakanka jrodyti, jog f(6,)<Z1. Tiriame funkcija f(6,):

14



f(0,)=a6,""0;“ —all-06,)""(1-0,) "
Prilyginame nuliui:
ad," 0y —a(l-6,) " (1-6,) =0.
I3 &ia

0705 = alt-0,) -0,

T

Vadinasi 6, = 6, vienintelis f(6,) ekstremumo taskas. Pasirodo, kad tai maksimumo taskas, nes

£7(6,)=ala—1)0," 205 + a(a—1)1-6, ) *(1-6,)

Taigi
£(0,)= max 1(6,)= 005 + 10, ) (1—0, ) =1

0<6,<1

Vadinasi, su visais 6,,6, €(01) ir 6, =6,

0<f(6,)=00,"+(1-6,)@1-0,)" <1
[rodymas baigtas

ISvada. Kai 6, # 6, geometrinio atstatymo proceso tikimybiniai matai P;1 ir P;z yra

visiSkai asimptotiSkai atskiriami.

15



2.3. EKSPONENTINIS ATSTATYMO PROCESAS

Nagrinésime atstatymo procesa N, =Z:JI(Tn St), kurio tarpiniai atstatymo momentai
n=1

7, =T, =T, , turi eksponentinj skirstini su pasiskirstymo funkcija:
F,(t)=P,(r, <t)=1-e", >0, t>0. (5)
Remiantis bakalauro darbu [1] yra gauti tokie rezultatai:
1 lema. Eksponentinio atstatymo proceso N, kompensatorius turi pavidala
A0)=a.

2 lema. Eksponentinis atstatymo procesas turi Puasono skirstinj su parametru t@, t.y.

k
P,(N, =k)= %e‘a L k=012,...

3 lema. Eksponentinio atstatymo proceso N, tankio procesas z, uzrasomas formule

NI
Z, =1 (01’02): exp{Nt Inz—l —t(91 -0, )} = [g—lj g t(0-02),

2 2

4 lema. Eksponentinio atstatymo proceso Helingerio integralas apskai¢iuojamas pagal

formule
H, (a; Petl ' Petz )= EQZI (91 0, )DC Z, (92 01 )HZ = exp{—t(&la + (1_ a)HZ - 910(0;_“ )} (6)

Isvada. Eksponentinio atstatymo proceso Helingerio integralui teisinga asimptotiné

formulé

imTin H, (e PP )= —(Gla +(1-a), —01“92’“)

~>oot

H, (e P}, Py )=

[rodysime pagalbing lema.

16



5lema. Kai 6, # 6, teisinga formulé
0,0+ 0,(1—a)-6,"0," > 0. 7)
Irodymas.
Pazymékime
9(6,)= 6.0 +6,(1-a)-6,"6; .
[rodysime, kad g(6,)>0, kai 6, # 6,. Tuo tikslu ieskome funkcijos g(6,) ekstremumy:
5(0,)=a-at, 0}
Prilyginame nuliui:
a—oab,""60;" =0
0, =057
Vadinasi, 8, = 6,. O tai yra funkcijos g(6,) minimumo taskas, nes
g ”(01) = _a(a _l)ela_zegia = a(l_ a)gla_zeéia >0,
su kiekvienu 6, > 0. Taigi

g(02)= min 9(91):0‘92 +(1_0‘)92 _‘939;_(1 =0

6,50
yra gerai zinoma nelygybé [5]
0<g(8,), su visais 6,.
Vadinasi,
9(6,) =06, +(L-a)p, —6,"0;“ >0,

kai 6, =0, .

[rodymas baigtas
Teorema. Kai 6,,0, >0, 8, #6,, a < (0,1) teisinga formulé
limH, (a; P} P )= 0

ir tikimybiniai matai F’é,t1 ir P;z yra visiskai asimptotiskai atskiriami.

17



[rodymas.

Pagal (6) ir (7) formules matome, kad

limH, (o; P;, Py )= limexp{-t(0,0+ (1- )0, - 0705 )} = e~ =0,

nes O,a+(1-a)d, 076y >0, kai 6, # 6, pagal 4 lema.

[rodymas baigtas
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ISVADOS

Nagrinéti atvejai:

1) atstatymo procesas su tolydziu kompensatoriumi;
2) eksponentinis atstatymo procesas;
3) geometrinis atstatymo procesas.

Siais atvejais atstatymo procesa N,, t >0 atitinka tikimybinis matas P, = P, E

Darbe buvo sprestas atstatymo procesy tikimybiniy maty asimptotinio atskiriamumo
uzdavinys. Nustatyta, kad bet kuri ty maty pora P, ir P, yra visiskai asimptotikai atskiriama,

kai ju parametrai nesutampa, ty. 6, #6,, 6,60, €® visais turimais atvejais, tik atstatymo

proceso su tolydziu kompensatoriumi atveju dar reikalaujama Kramerio salygos patenkinimo.
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ATSTATYMO PROCESO TIKIMYBINIU MATU ASIMPTOTINIS
ATSKIRIAMUMAS

SUTRUMPINIMAS

Darbe nagrin¢jamas atstatymo proceso asimptotinio atskiriamumo uzdavinys. Darbo
pradzioje, teorin¢je dalyje, pateikiamos butinos savokos, apibrézimai, naudojamos teoremos ir
kriterijai 1§ tikimybiniy maty asimptotinio atskiriamumo teorijos, 1§ didZiyju nuokrypiy teorijos ir
Helingerio integralo teorijos. Kadangi tikimybiniy maty asimptotinis atskiriamumas tiesiogiai
susijgs su atitinkama Helingerio integralo asimptotika, darbe rasti visi nagrinéjami Helingerio
integralai. Tai pat iStirta Helingerio integralo asimptotika, kai laikas neapibréztai didéja.
Remiantis tuo, nustatyta, kad atstatymo proceso su tolydziu kompensatoriumi, eksponentinio

atstatymo proceso, geometrinio atstatymo proceso bet kuri tikimybiniy maty pora P;l ir P;z yra

asimptotiSkai atskiriama, kai jy parametrai nesutampa, t.y. 6, #6,, 0,,0, €©.
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ASYMPTOTIC SEPARABILITY OF PROBABILITY MEASURES OF
RENEWAL PROCESS

SUMMARY

The Paper analysis a problem of asymptotic separability for a renewal process. The
theoretical part of the Paper provides essential concepts, definitions, theorems and criteria that are
used in the following theories: asymptotic separability of probability measures, large deviations
theory and Hellinger integral theory. All Hellinger integrals under analysis have been found in
the Paper, because asymptotic separability of probability measures is directly related to respective
asymptotics of Hellinger integral. Asymptotics of Hellinger integral when time increases
indefinitely was also examined. The findings allowed to determine that any pair of probability

measures Pé}1 and Pgtz of the renewal process with continuous compensator, exponential renewal

process and geometric renewal process are asymptotically separable when their parameters differ,
le. 6, #6,, 6,0, <c0.
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