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I�vadas

Tyrimo objektas. Disertacijoje nagrin
ejama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija klasikini-

ame rizikos bei Erlang(2) modeliuose ir su ²iais modeliais susij¦ uºdaviniai. Taip pat buvo tyrin
ejamos

atstatymo proceso dideliu� nuokrypiu� tikimybiu� su svoriais savybes.

Mokslin
e problema ir aktualumas. Bankroto teorija yra draudos matematikos at²aka, kurios

pagrindas matematiniu� ir statistiniu� modeliu� k	urimas ir taikymas skai£iuojant i�vairius dydºius, susi-

jusius su draudimo bendrov
es veikla, jos mokumu ir galimu bankrotu. Daugelio ²ios teorijos metodu�

ir techniku� pagrindas yra stochastiniai procesai. Yra ºinoma daug darbu�, kuriuose draudiko kapitalas

modeliuojamas pasitelkus stochastinius procesus. Paprastai yra nagrin
ejamas ne vien tik kapitalas,

bet ir tokie svarb	us dydºiai kaip bankroto laikas, bankroto tikimyb
e, draudiko sukauptas kapitalas

prie² bankrot¡ ir kapitalo stoka bankroto metu. Vienas i² pirmu�ju� stochastiniu� procesu� naud¡,

modeliuojant draud
ejo sukaupt¡ kapital¡, atskleid
e ²vedu� aktuaras Filip Lundberg. Savo darbe (ºr.

[39]) jis pasi	ul
e modeli�, kuriame draud
ejo kapitalo kitim¡ apra²
e pasitelkdamas sud
etini� Puasono

proces¡. V
eliau ²i� proces¡ nagrin
ejo Cramer (ºr. [10]) ir daugelis kitu� autoriu�. Procesas, apra²antis

draud
ejo kapitalo kitim¡, buvo i²pl
estas ir apibendrintas i�vairiomis kryptimis, pavyzdºiui, i� proces¡

buvo i�traukta pal	ukanu� norma, o proceso papildomi svyravimai buvo modeliuojami Brauno judesiu.

Taip pat buvo tyrin
ejamas atskiras modelio atvejis esant papildomai kapitalo investavimo galimy-

bei. Daugeliu atveju� pagrindinis tikslas buvo draudiko sukaupto kapitalo prie² bankrot¡ ir kapitalo

stokos bankroto metu pasiskirstymu� radimas, bankroto laiko Laplaso transformacijos skai£iavimas ir

bankroto tikimyb
es gavimas. Gerber ir Shiu (ºr. [23]) 1998 metais pasi	ul
e nagrin
eti dar vien¡ dydi�,

susijusi� su draudimo bendrov
es veikla, b	utent diskontuot¡ baudos funkcij¡. �ios funkcijos reik²m
es

atspindi b	usimo bankroto vert
es vidurki� nagrin
ejamu momentu. Atsiºvelgiant i� ²ios funkcijos elgesi�,

draudimo bendrov
e gali pasirinkti toki¡ investavimo ir rezervu� formavimo politik¡, kad ateityje

i²vengti bankroto. Literat	uroje ²i funkcija ºinoma kaip Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija

ir ji iki ²iol yra pla£iai negrin
ejama i�vairiu� autoriu�. Pagrindinis daugelio darbu� tikslas yra gauti

patogi¡ skai£iuoti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos i²rai²k¡. Pastaraisiais metais yra na-

grin
ejamas ²ios funkcijos asimptotinis elgesys, kai draudimo bendrov
es pradinis kapitalas art
eja i�

begalyb¦.

Galima teigti, kad bankroto teorija yra aktuali iki ²iol. Sud
etinis Puasono modelis ir Gerber-Shiu

diskontuota baudos funkcija yra i²samiai tyrin
ejamos daugelio autoriu�. Ta£iau yra daug nei²na-

grin
etu� problemu�, susijusiu� su min
eta funkcija ir modeliu. D
el ²ios prieºasties Gerber-Shiu diskon-

tuotos baudos funkcijos tyrimas su i�vairiais rizikos modeliais yra svarbus ir aktualus.

Tyrimo tikslai ir uºdaviniai. Pagrindinis disertacinio darbo tikslas i²samiai i²nagrin
eti Gerber-

Shiu diskontuot¡ baudos funkcij¡ klasikiniame rizikos modelyje ir gauti jos asimptotin¦ formul¦

Erlang(2) modelyje. Nemaºai d
em
esio bus skirta atstatymo proceso ir jo savybiu� analizei. Pagrin-

diniai darbo uºdaviniai:

• Gauti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos tiksli¡ i²rai²k¡ klasikiniame rizikos modelyje

su ºalomis, turin£iomis mi²ru� eksponentini� pasiskirstym¡ ir i²analizuoti ²ios funkcijos elgesi�

esant i�vairioms parametru� reik²m
ems;
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• Rasti tikslias Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos baigtiniame intervale i²rai²kas klasikini-

ame rizikos modelyje su ºalomis, pasiskirs£iusiomis pagal eksponentini� d
esni�;

• I²analizuoti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotini� elgesi� Erlang(2) rizikos

procese su subeksponentin
emis ºalomis;

• I²tirti atstatymo proceso eksponentin
es eil
es momento uodegos ribini� elgesi�.

Tyrimo metodai ir priemon
es. Sprendºiant i²keltus uºdavinius buvo naudojami bendri anal-

iziniai, tikimybiu� teorijos ir kompleksinio kintamojo funkciju� teorijos metodai. Darbe buvo pritaikyti

eksponentin
es transformacijos metodas, Laplaso transformacijos metodas, atstatymo lygties moto-

das ir rezidiumu� metodas.

Pateikiami ginti darbo rezultatai. Gynimui pateikiami darbo rezultatai:

• Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos i²rai²ka klasikiniame rizikos modelyje su ºalomis,

turin£iomis mi²ru� eksponentini� pasiskirstym¡;

• Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos baigtiniame laiko intervale i²rai²kos klasikiniame

rizikos modelyje su ºalomis, pasiskirs£iusiomis pagal eksponentini� d
esni�;

• Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotin
e formul
e Erlang(2) rizikos procese su

subeksponentin
emis ºalomis;

• Atstatymo proceso eksponentin
es eil
es momento uodegos ribos savyb
e.

Mokslinis naujumas ir praktin
e svarba. Gerber ir Shiu pasi	ulyta diskontuotos baudos

funkcijos koncepcij¡ bei metodologija buvo labai naudinga sprendºiant i�vairias aktuarines problemas.

Taikant ²i¡ funkcij¡ atsirado galimyb
e nagrin
eti tokius dydºius, kaip bankroto tikimyb
e, draudiko

sukaupto kapitalo prie² bankrot¡, kapitalo stokos bankroto metu pasiskirstymus ir bankroto laik¡.

�i funkcija rizikos teorijoje yra vadinama autoriu� vardais, t.y. Gerber-Shiu diskontuota baudos

funkcija. Min
eta funkcija buvo pla£iai nagrin
ejama ne tik su sud
etiniu Puasono bei atstatymo

rizikos modeliais, bet ir su kitais modeliais, tokiais kaip: Puasono rizikos modelis su difuzija, Kokso

rizikos modelis, Markovo rizikos modelis, Levy rizikos modelis, bei su modeliais, i� kuriuos buvo

i�traukti i�vair	us ekonominiai faktoriai.

Rizikos teorijoje min
etos funkcijos tyrimas vyksta i�vairiomis kryptimis. Paprastai ²i funkcija

tyrin
ejama klasikiniame rizikos modelyje, kai ºalos turi eksponentini�, Erlang'o ir eksponentiniu�

deriniu� skirstynius. Daugumos darbu� tikslas yra gauti ²ios funkcijos tiksl¡ i²rai²k¡ ir i²tirti jos

pagrindines analitines savybes. �iame darbe yra gauta ir i²analizuota diskontuotos baudos funkcijos

i²rai²ka klasikiniame rizikos modelyje su ºalomis, turin£iomis mi²ru� eksponentini� pasiskirstym¡.

Taip pat ²i funkcija buvo tyrin
ejama baigtiniame laiko intervale klasikiniame rizikos modelyje su

eksponentin
emis ºalomis. �iais atvejais gautos diskontuotos baudos funkcijos i²rai²kos gali b	uti

panaudotos tyrin
ejant ²ios funkcijos elgesi�, parenkant i�varias parametru� reik²mes.

Kadangi Gerber-Shiu funkcija paprastai nagrin
ejama su i�vairiais rizikos modeliais, tapo aktu-

alu i²tirti atstatymo proces¡, kuris yra bet kokio modelio pagrindas. �is procesas paprastai rodo
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i�vykusiu� ºalu� skai£iu� konkre£iu laiko mementu. �iame darbe i²nagrin
etos pagrindin
es atstatymo

proceso savyb
es, o rezultatas buvo pritaikytas tyrin
ejant baigtinio laiko bankroto tikimyb¦. �iuo

atveju i²skirtos atstatymo proceso savyb
es gali b	uti pritaikytos nagrin
ejant atstatymo rizikos modeli�

bei kitus modelius ir i�vairias bankroto problemas.

Disertaciniame darbe taip pat buvo nagrin
ejama diskontuotos baudos funkcijos asimptotika. I²

pirmo ºvilgsnio gali pasirodyti, kad asimptotiniu� problemu� tyrimas n
era naudingas, nes asimptotin
es

formul
es negali b	uti taikomos realiame gyvenime. Ta£iau geros asimptotin
es formul
es turi paprastas

ir ai²kias i²rai²kas, kuriose jau yra panaikinti nereikalingi faktoriai. Be to, daºniausiai ²ios formul
es

galioja, kai pradinis kapitalas santykinai didelis, o tai leidºia i²samiau i²tirti diskontuot¡ baudos

funkcij¡. Reik
etu� pridurti, kad yra para²yti tik keli darbai, kuriuose nagrin
ejam ²ios funkcijos

asimptotikos problema. �iame darbe gauta diskontuotos baudos funkcijos asimptotin
e formul
e Er-

lang(2) modelyje su subeksponentin
emis ºalomis leidºia i²analizuoti ²ios funkcijos elgesi� ir savybes

pradiniam kapitalui art
ejant prie begalyb
es. �is rezultatas gali b	uti panaudotas gilesnei funkcijos

analizei parenkant konkre£ius ºalu� skirstinius.

Darbo rezultatu� aprobavimas, publikacijos. Pagrindiniai darbo rezultatai buvo pristatyti

trejose Lietuvos vietin
ese konferencijose ir publikuoti ²iuose Moksliniuose periodiniuose leidiniuose:

• J. �iaulys, J. Ko£etova, On the Discounted Penalty Function for Claims Having Mixed Expo-

nential Distribution, Nonlinear Analysis: Modelling and Control, 11(4), p. 413 - 426, 2006.

• J. Ko£etova, J. �iaulys, R. Leipus, A property of the renewal counting process with application

to the �nite-time ruin probability, LMJ, 49(1), p. 55 - 61, 2008.

• J. Ko£etova, J. �iaulys, Investigation of the Gerber-Shiu discounted penalty function on �nite

time horizon, Information Technology and Control, 39(1), 18-24, 2010.

• J. Ko£etova, J. �iaulys, Asymptotic behaviour of the Gerber-Shiu discounted penalty function

in the Erlang(2) risk process with subexponential claims, Nonlinear Analysis: Modelling and

Control, 2011. (i²iu�stas i� leidini�).

Darbo strukt	ura. Disertacij¡ sudaro i�vadas, keturi skyriai, darbo i²vados ir literat	uros s¡ra²as.

Darbo apimtis - 63 puslapiai. Disertacijoje panauduoti 61 mokslin
es literat	uros ²altiniu�. Disertacijos

turinys atspindi tyriam¡ji� objekt¡, darbo tiksl¡ ir spendºiamus uºdavinius.

1 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos tyrimas

I�vadas. Sparre Andersen [1] 1957 metais pristat
e matematini� modeli�, kuris po to buvo naudojamas

draudimo bendrov
es veiklos apra²ymui. �iame modelyje draudiko sukaupt¡ kapital¡ laiko momentu

t apra²o procesas {U(t), t ≥ 0}

U(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi, (1.1)
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£ia u yra draud
ejo pradinis kapitalas, c - i�moku� daºnis. {N(t), t ≥ 0} skai£iuojamasis procesas

intervale [0, ∞), kuris apra²o ºalu� i�vykusiu� iki momento t skai£iu�, t.y.

N(t) =

∞∑
i=1

I{θ1+θ2+...+θi≤t}. (1.2)

Laiko tarpai θ1, θ2, ... tarp ºalu� i�vykimo momentu� yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitik-

tiniai dydºiai. �alos Y1, Y2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai turintys

pasiskirstymo funkcij¡ H(y) = P (Y1 ≤ y) ir baigtini� vidurki� EY1. Nagrin
ejamu atveju Yi yra i-

tos ºalos dydis. Be to, ºalos Y1, Y2, ... nepriklauso nuo dydºiu� θ1, θ2, .... Taip apibr
eºtas modelis

vadinamas rizikos atstatymo modeliu arba Sparre Andersen modeliu.

Atskiru atveju, kai procesas N(t) yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ, o θ1 yra

eksponenti²kai pasiskirst¦s, t.y. kai

P (θ1 ≤ y) =

 0 jei y < 0;

1− e−λy jei y ≥ 0.

rizikos modelis apibr
eºtas anks£iau vadinamas klasikiniu Lundbergo modeliu (klasikiniu rizikos

modeliu) arba sud
etiniu Puasono modeliu. Sparre Andresen modeli� yra sunkiau nagrin
eti, nei

sud
etini� Puasono modeli�, nes neºinomi dydºiu�, generuojan£iu� proces¡ N(t) skirstiniai, taip pat neºi-

nomos dydºiu� E(N(t)) ir Var(N(t)) i²rai²kos. Tod
el daºniausiai modelis yra nagrin
ejamas parenkant

konkre£ius tarplaikiu� ir ºalu� pasiskirstymus. Pavyzdºiui, Dickson ir Hipp [12] tyrin
ejo atv
eji�, kai

tarplaikiai pasiskirst¦ pagal Erlang(2) d
esni�, tuo tarpu Gerber ir Shiu [24] bei Li ir Garrido [35]

analizavo atveji�, kai tarplaikiai turi Erlang(n) skirstinius.

Literat	uroje daºnai nagrin
ejamas sud
etinis Puasono procesas su pal	ukanu norma. Pirmas ²i� pro-

ces¡ prad
ejo nagrin
eti Segerdahl [43]. V
eliau prad
ejo tyrin
eti ir kiti autoriai (ºr. [3], [15], [25], [48],

[49]), kurie i² esm
es sutelk
e savo d
em
esi� ties bankroto tikimyb
es radimu. �iame modelyje laikoma,

kad draudiko kapitalas yra investuojamas ir gaunamos pal	ukanos. Jeigu laikyti, kad pal	ukanu� galia

yra δ, tai rezervas laiko momentu t yra apra²omas tokia lygybe

U(t) = ueδt + c
eδt − 1

δ
−
∫ t

0

eδ(t−s)dS(s),

£ia S(t) = Y1 + Y2 + ...+ YN(t) ºalu� i�vykusiu� iki momento t suma.

Taip pat reik
etu� pamin
eti sud
etini� Puasono proces¡ su difuzija. Pirmieji ²i� proces¡ apra²
e

Dufresne ir Gerber [17]. Pagal juos draudiko kapitalas momentu t nusakomas lygybe

U(t) = u+ ct− S(t) + σW (t),

£ia {W (t)} yra standartinis Brauno judesys, o σ > 0 yra nepastovumo koe�cientas. Procesas

σW (t)t≥0 nusako akumuliuotu� ºalu�, premiju� intensivumo arba investuoto kapitalo svyravimus.

Sud
etinis Puasono procesas su difuzija yra Levy proceso atskiras atvejis, tod
el galima nagrin
eti Levy

procesu� klas¦ su kaupiamuoju procesu U(t) kuris turi tik neigiamus ²uolius. Nemaºai straipsniu� buvo

skirta ²io proceso nagrin
ejimui. Daugumoje i² ju� tyrin
ejama bankroto tikimyb
e (ºr. pavyzdºiui [26],

[30], [61]) ir diskontuota baudos funkcija (ºr. pavyzdºiui [21]).
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Toliau apibr
e²ime diskretaus laiko rizikos modeli�, kuris apra²o sukaupt¡ kapital¡ tik diskre£i-

ais laiko momentais. �is modelis yra supaprastintas Spare Andersen modelio atvejis. Diskretaus

modelio atveju, draudiko kapital¡ apra²o procesas

U(n) = u+ n−
N(n)∑
i=1

Yi, n = 1, 2, ...,

£ia u ∈ N pradinis kapitalas, o Y1, Y2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami sveikaskai-

£iai atsitiktiniai dydºiai su skirstiniu h(x) = P (Y1 = x), x = 1, 2, .... Nagrin
ejamu atveju atsitiktinis

dydis Y1 turi pasiskirstymo funkcij¡

H(x) = 1−H(x) =

[x]∑
k=0

P (Y1 = k)

Be to, paprastai laikoma, kad Y1 vidurkis EY1 = µ yra baigtinis. N(n) yra skai£iuojamasis procesas,

apra²antis ivykusiu� ºalu� skai£iu� iki momento n t.y.

N(n) = max{k : θ1 + θ2 + ...+ θk ≤ n},

Tarplaikiai θ1, θ2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ teigiami atsitiktiniai dydºiai su skirstiniu

k(t) = P (θ1 = t), t = 1, 2, ... ir pasiskirstymo funkcija

K(t) =

[t]∑
k=1

P (θ1 = k)

Dydºiai {θ1, i ∈ N+} ir {Yi, i ∈ N+} yra nepriklausomi. Be to, yra tenkinama gryno pelno s¡lyga

Eθ1 = (1 + θ̂)µ su teigiamu saugumo koe�cientu θ̂. Taip apibr
eºtas modelis pasiºymi geromis

matematin
emis savyb
emis, d
el kuriu� ji� patogu nagrin
eti ir taikyti rizikos teorijoje. Ta£iau, ²is

modelis n
era taip pla£ia tyrin
ejamas, kaip Spare Andersen ar klasikinis modeliai.

1.1 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos apibr
eºimas

�iame skyrelyje apibr
e²ime kelias pagrindines s¡vokas ir pateiksime Gerber-Shiu diskontuotos baudos

funkcijos apibr
eºim¡. Laiko moment¡ T , kai sukauptas draudimo bendrov
es kapitalas U(t) i² (1.1)

lygyb
es pirm¡ kart¡ krenta ºemiau nulio

T = inf{t > 0 : U(t) < 0|U(0) = u} (1.3)

vadinsime bankroto momentu. Jeigu U(t) ≥ 0 su visais t, tuomet T =∞. Funkcija

ψ(u) = P (T <∞)

vadinama bankroto tikimybe. Yra ºinoma, kad bankrotas i�vyksta su tikimybe 1, t.y.

ψ(u) = P (T <∞) = 1

kai EY1−cEθ1 ≥ 0. Kad ²i nelygyb
e b	utu� nepatenkinta, tur
etu� b	uti tenkinama gryno pelno s¡lyga.

Pagal ²i¡ sl�yg¡

c =
EY1
Eθ1

(1 + θ̂),
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kur θ̂ > 0 yra saugumo koe�cientas.

Gerber ir Shiu [23] 1998 metais pasi	ul
e vietoj bankroto tikimyb
es klasikiniame rizikos modelyje

analizuoti diskontuot¡ baudos funkcij¡, kuri rodo b	usimo bankroto diskontuot¡ dabartin¦ vert¦ ir

bendru atveju uºra²oma tokia lygybe

φω(u) = E(e−δTω(U(T−), |U(T )|)I{T<∞}|U(0) = u). (1.4)

�ia U(T−) sukauptas kapitalas prie² bankroto moment¡ ir |U(T )| yra kapitalo de�citas bankroto

metu. Funkcija ω(x, y), 0 ≤ x, y < ∞ yra neneigiama dvieju� argumentu� funkcija, o δ > 0 yra

pal	ukanu� norma. Atskiru atveju, kai ω(x, y) ≡ 1 funkcij¡ i² (1.4) lygyb
es galima uºra²yti taip:

φ(u) = E(e−δT I{T<∞}|U(0) = u). (1.5)

Nagrin
ejamu atveju laikoma, kad bankroto momentu T draudimo bendrov
es bankroto dydis prily-

ginamas vienetui. Kai δ = 0 ir ω(x, y) ≡ 1 funkcija φω(u) patampa bankroto tikimybe

ψ(u) = P (T <∞).

Pasteb
ekime, kad (1.4) lygyb
eje pa
emus ω(x, y) ≡ 1, gausime bankroto laiko T Laplaso trans-

formacij¡ su parametru δ. Jeigu toje pa£ioje lygyb
eje δ = 0 ir ω(x, y) = I{x≤x1,y≤x2} �ksuotiems x1

ir x2, tur
esime dydºiu� U(T−) ir |U(T )| pasiskirstymo funkcij¡. Kai ω(x, y) = xkyl ir δ = 0 gausime

dydºiu� U(T−) ir |U(T )| momentus. Taigi atitinkamai parenkant funkcij¡ ω(x, y) galima nagrin
eti

i�vairius dydºius, susijusius su bankroto momentu T ir su proceso U(t) charakteristikomis momentu

T .

1.2 Diskontuotos baudos funkcijos φω(u) atstatymo lygtis

Nagrin
ekime klasikini� rizikos modeli� (ºr. i�vad¡), kuriame kapitalo procesas U(t) apra²omas (1.1)

lygybe. Tegul N(t) i² (1.2) lygyb
es yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ. �alos

Y1, Y2, ..., nepriklausan£ios nuo proceso N(t), yra teigiami nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitik-

tiniai dydºiai su pasiskirstymo funkcija H(y) = P (Y1 ≤ y). Esant auks£iau i²vardintoms s¡lygoms

nagrin
esime Gerber-Shiu diskontuot¡ baudos funkcij¡ φω(u) apibr
eºt¡ (1.4) lygyb
eje. Gerber and

Shiu [23] parod
e, kad ²i funkcija tenkina defektyvi¡ atstatymo lygti�

φω(u) =
λ

c

∫ u

0

φω(u− x)

∫ ∞
x

e−ρ(y−x)dH(y)dx (1.6)

+
λ

c
eρu
∫ ∞
u

e−ρx
∫ ∞
x

ω(x, y − x)dH(y)dx.

kur ρ = ρ(δ) yra vienintelis neneigiamas Lundbergo lygties

λ

∫ ∞
0

e−ρyH(y)dy = λ+ δ − cρ

sprendinys.

Parinkus funkcij¡ ω(x, y) galima nagrin
eti sukaupto kapitalo pasiskirstym¡ prie² bankrot¡ ir

po jo, o taip pat bankroto laiko Laplaso transformacij¡. �ia reik
etu� pridurti, kad bankroto laiko

Laplaso transformacijos pagalba galima gauti bankroto laiko auk²tesn
es eil
es momentus. Tai yra
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labai naudinga, nes dauguma gautu� rezultatu� apsiribodavo tik bankroto laiko pirmo momento na-

grin
ejimu.

1999 metais Lin ir Willmot [37] savo straipsnyje nagrin
ejo diskontuot¡ baudos funkcij¡ φω(u) ir

parod
e, kad (1.6) lygtis gali b	uti uºra²yta tokia forma

φω(u) =
1

1 + β

∫ u

0

φω(u− y)dG(y) +
1

1 + β
B(u), u ≥ 0, (1.7)

kur β > 0, G(x) = 1 −G(x) yra pasiskirstymo funkcija, kuriai G(0) = 0 ir B(u) tolydi funkcija su

visais u ≥ 0.

Apibr
eºkime toki� sud
etini� geometrini� pasiskirstym¡

K(u) =

∞∑
n=1

β

(1 + β)n+1
G
∗n

(u),

£ia G∗n(u) yra funkcijos G(u) n-osios s¡s	ukos su pa£ios savimi uodega. Toliau suformuluosime

teorem¡, kurioje (1.7) lygties sprendinys i²rei²kiamas per funkcij¡ K(u) (ºr. Lin ir Willmot [37] 2.1

teorem¡).

Teorema 1.1 Atstatymo lygties (1.7) sprendini� galima uºra²yti tokia forma

φω(u) =
1

β

∫ u

0

B(u− y)dK(y) +
1

1 + β
B(u), u ≥ 0

arba

φω(u) = − 1

β

∫ u

0

K(u− y)dB(y)− B(0)

β
K(u) +

1

β
B(u), u ≥ 0.

Jeigu funkcija B(u) yra diferencijuojama, tai

φω(u) = − 1

β

∫ u

0

K(u− x)B′(x)dx− B(0)

β
K(u) +

1

β
B(u). (1.8)

Tokia (1.8) lygties sprendinio forma daºnai analizuojama su tokiomis svarbiomis pasiskirstymo

klas
emis kaip: eksponentinis ir jo kombinacijos bei mi²riais Erlango.

Daug fundamentaliu� rezultatu� yra gauta apie Gerber-Shiu diskontuot¡ baudos funkcij¡, kai

funkcija ω(x, y) ≡ 1. Vien¡ i² ju� 2000 metais gavo Lin ir Willmot [59]. Jie parod
e, kad funkcija

φ(u) i² (1.5) lygyb
es gali b	uti i²reik²ta per sud
etinio geometrinio pasiskirstymo uodeg¡, t.y.

φ(u) =

∞∑
n=1

(1− φ)φnF̄ ∗n(u) (1.9)

kur

F̄ (x) =

∫∞
0
e−ρyH̄(u+ y)dy∫∞
0
e−ρyH̄(y)dy

, (1.10)

φ =

∫∞
0
e−ρyH̄(y)dy

(1 + θ̂)EY
, (1.11)

ir ρ yra vienintelis neneigiamas Lundbergo lygties sprendinys

λ

∫ ∞
0

e−ρyH(y)dy = λ+ δ − cρ. (1.12)

Nagrin
ejamu atveju F̄ ∗n yra funkcijos yra funkcijos F n-osios s¡s	ukos su pa£ios savimi uodega.

(1.9) lygyb
es forma yra patogi nagrin
ejimui, o parinkus i�vairius ºalu� skirstinius galima detaliau

i²tirti funkcijos φ(u) savybes.
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1.3 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija Sparre Andersen rizikos

modelyje

�iame skyrelyje nagrin
esime Sparre Andersen rizikos modeli� (ºr. i�vad¡), kuriame procesas

N(t) =

∞∑
i=1

I{θ1+θ2+...+θi≤t}

yra atstatymo skai£iuojamasis procesas su nepriklausomais vienodai pasiskirs£iusiais atsitiktiniais

tarplaikiais θ1, θ2, ..., o kapitalo procesas apra²omas (1.1) lygybe. Tegul ºalos Y1, Y2, ..., nepriklau-

san£ios nuo proceso N(t), yra neneigiami, nepriklausomi, vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai

su pasiskirstymo funkcija H ir tankio funkcija h.

Toliau nagrin
esime Sparre Andersen modeli� su ºalomis, turin£iomis Cox'o pasiskirstym¡. Tegul

K ir k yra bet kurio atsitiktinio dydºio θi pasiskirstymo ir tankio funkcijos. Apibr
eºkime ºalu�

i�vykimo momentu� sek¡ {Zj , j ∈ N}, kur Zj = θ1 + θ2 + ... + θj , j ∈ N+ su s¡lyga, kad Z0 = 0.

Nagrin
ejamu atveju, ºalu� tankio funkcijos Laplaso transformacija h̃ apibr
eºiama taip

h̃(s) =
λ∗ + sβ(s)∏n
i=1 (s+ λi)ri

, s ∈ C (1.13)

kur λ∗ =
∏n
i=1 (λi)

ri . �ia ri ∈ N+, i = 1, ..., n ir β(s) yra r − 2 (arba maºesn
es) eil
es polinomas su

r = r1 + ...+ rn. λi yra skirtingi teigiami dydºiai. Nagrin
ejamu atveju, Laplaso transformacija h̃ i²

(1.13) lygyb
es gali b	uti uºra²yta tokia lygybe

h̃(s) =

n∑
i=1

ri∑
j=1

ai,j

(
λi

s+ λi

)j
, s ∈ C,

£ia

ai,j =

(
1
λi

)j
(ri − j)!

dri−j

dsri−j
λ∗ + sβ(s)∏n

k=1, k 6=i (s+ λk)rk

∣∣∣∣∣
s=−λi

. (1.14)

Kai ºalos turi Cox'o pasiskirtym¡, ºalu� tankio funkcija gali b	uti uºra²yta tokia forma

h(y) =

n∑
i=1

ri∑
j=1

ai,jτλi,j(y), y ≥ 0, (1.15)

kur

τλi,j(y) =
(λi)

jyj−1e−λiy

(j − 1)!
, (1.16)

yra Erlang(j) tankio funkcija su parametru λi > 0. Toliau, i²kleid¦ (x+ y)j gauname, kad

τλi,j(x+ y) = λ−1i

j∑
k=1

τλi,j−k+1(x)τλi,k(y).

Pakeit¦ sumavimo tvark¡, nesunkiai gauname, kad

h(x+ y) =

n∑
i=1

ri∑
j=1

ηi,j(x)τλi,j(y)

kur

ηi,j(x) = λ−1i

ri∑
k=j

ai,kτλi,j−k+1(x).
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�ia ai,k yra i² (1.14) lygyb
es. Toliau nesunku surasti s¡lygin¦ tankio funkcij¡ (²iuo atveju pritaikoma

(2.6) lygtis i² Willmot straipsnio [56])

hx(y) =
h(x+ y)

H(x)
,

kuri¡ galima uºra²yti tokia forma

hx(y) =

n∑
i=1

ri∑
j=1

η∗i,j(x)τλi,j(y),

£ia

η∗i,j(x) = ηi,j(x)/H(x). (1.17)

Auks£iau pamin
etas Sparre Andersen modelis bei apibr
eºti dydºiai buvo naudojami Landri-

ault ir Willmot [32] straipsnyje, kuriame autoriai tyrin
ejo diskontuot¡ baudos funkcij¡ φω(u), kai

funkcija ω(x, y) priklauso tik nuo kapitalo de�cito bankroto metu. O tiksliau, jie nagrin
ejo atveji�,

kai ω(x, y) = e−sxω1(y) ir tokio pavidalo Gerber-Shiu diskontuot¡ baudos funkcij¡

φω,s(u) = E(e−δT−sU(T−)ω(|U(T )|)I{T<∞}|U(0) = u), s ≥ 0. (1.18)

Straipsnyje buvo gautos funkcijos φω,s(u) Laplaso transformacija bei funkciju� φω,0(u) ir φω,s(u)

i²raiskos. Prie² pateikiant vien¡ ²io straipsnio rezultatu�, paºym
ekime

γδ =

∫ ∞
0

hδ(x|0)dx (1.19)

su

hδ(x|0) =

∫ ∞
0

e−δth1(x, t|0)dt,

kur h1(x, t|0) yra kapitalo prie² bakrot¡ ir bankroto laiko tankio funkcija su pradiniu kapitalu lygiu

nuliui. Taip pat tegul Xλ,j yra atsitiktinis dydis su Erlang funkcija τλ,j i² (1.16) lygyb
es.

Teiginys 1.1 Sakykime Sparre Andersen modelyje ºalos turi Cox'o pasiskirstym¡ su tankio funkcija

i² (1.15) lygties. Tuomet funkcijos φω,s(u) Laplaso transformacija uºra²oma tokia lygybe

φ̃ω,s(z) =

γδ
∑n
i=1

∑ri
j=1

∑ri
k=j ξδ,s(i, k)E

[
ω1(Xλi,k−j+1)

]
τ̃λi,j(s+ z)

1− γδ
∑n
i=1

∑ri
j=1 λiξδ,0(i, j)τ̃λi,j(z)

, (1.20)

£ia

ξδ,s(i, k) = λ−1i

∫ ∞
0

e−sxη∗i,k(x)
hδ(x|0)

γδ
dx, (1.21)

kur η∗i,k(x) ir γδ yra atitinkamai i² (1.17) ir (1.19) lygybiu�, o τ̃λi,j(s) yra funkcijos τλ,j i² (1.16)

lygyb
es Laplaso transformacija.

Pasteb
ekime, kad paºym
ejus A−i(z) =
∏n
j=1,j 6=i (λj + z)rj ir atlikus nesunkius pertvarkymus (1.20)

lygyb
eje gauname

φ̃ω,s(z) =
α̃δ,s(z)

α̃δ(z)

n∏
i=1

(
λi + z

λi + s+ z

)ri
, (1.22)
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kur α̃δ,s(z) ir α̃δ(z) yra atitinkamai r − 1 ir r laipsniu� daugianariai, kurie apibr
eºiami sekan£iomis

i²rai²komis

α̃δ,s(z) = γδ

n∑
i=1

ri∑
j=1

ri∑
k=j

ξδ,s(i, k)E
[
ω1(Xi,k−j+1)

]
(1.23)

× (λi)
j(λi + s+ z)ri−jA−i(s+ z)

ir

α̃δ(z) =

n∏
i=1

(λi + z)ri

− γδ

n∑
i=1

ri∑
j=1

ξδ,0(i, j)(λi)
j+1(λi + z)ri−jA−i(z). (1.24)

Prie² formuluojant kitus Landriault ir Willmot [32] straipsnio rezultatus pateiksime Lundbergo

lygties apibr
eºim¡. Nagrin
ekime kapitalo proces¡ U = {U(t), t ≥ 0} ir laiko momentus σ0 = 0 ir

σk = inf{t > σk−1 : U(t) < U(σk−1)}. Kapital¡ laiko momentu σk ºym
esime Uk = U(σk). Rizikos

atstatymo modelyje dydºiai Vk = Uk − Uk−1, (k = 1, 2, ...) proceso U atºvilgiu yra nepriklausomi

vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai. I² £ia i²plaukia, kad procesas
{
e−δσk−zUk , k ∈ N+

}
yra

diskretaus laiko martingalas, jei

E
[
e−δσ1e−zV1

]
= 1. (1.25)

�i lygyb
e yra glaudºiai susijusi su gerai ºinom¡ Lundbergo lygtimi. I² tikru�ju�, rizikos modelyje

atsitiktiniai vektoriai {(θk, Yk), k = 1, 2, ...} yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦, o tai rei²kia,

kad

E
[
e−δσ1e−zV1

]
= E

[
E
[
e−δσ1e−zV1

∣∣∣N(σ1)
]]

= PN(σ1)

(
E
[
e−δθ1e−z(Y1−cθ1)

])
, (1.26)

kur PN(σ1)(z) = E
[
zN(σ1)

]
yra a.d N(σ1) generojan£ioji funkcija. I² (1.26) lygyb
es seka, kad (1.25)

lygyb
e galioja tada ir tik tai tada, kai

E
[
e−δθ1e−z(Y1−cθ1)

]
= 1. (1.27)

Literat	uroje lygtis (1.25) yra vadinama Lundbergo lygtimi. Toliau laikysime, kad visi (1.27) lygties

sprendiniai {Ri(δ)}ri=1 yra skirtingi.

Landriault ir Willmot [32] straipsnyje parodyta, kad rizikos procese su bet kokiais tarplaikiais

ir ºalomis, turin£iomis Cox'o pasiskirstym¡ su tankiu i² (1.15) lygyb
es, Gerber-Shiu diskontuota

baudos funkcija φω,s(u) uºra²oma lygybe

φω,s(u) =

r∑
k=1

ϑδ,s(k)(−Rk)eRku +

n∑
i=1

ri∑
j=1

ζδ,s(i, j)τs+λi,j(u)

kur τλi,j(y) yra i² (1.16) lygyb
es,

ζδ,s(i, j) =

(
1

s+λi

)j
(ri − j)!

× dri−j

dzri−j
β̃δ,s(z)∏r

m=1 (z −Rm)
∏n
p=1, p 6=i (λp + s+ z)rp

∣∣∣∣∣
z=−(λi+s)

,
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ϑδ,s(k) =
1

−Rk
β̃δ,s(Rk)∏r

m=1,m 6=k (Rk −Rm)
∏n
p=1 (λp + s+Rk)rp

. (1.28)

�iose lygyb
ese dydis β̃δ,s(z), kuris uºra²omas tokia forma

β̃δ,s(z) =

r∑
l=1

(−Rl)α̃δ,s(Rl)
α̃δ(0)

(
r∏

m=1,m 6=l

(z −Rm)(−Rm)

Rl −Rm

)
(1.29)

×
n∏
p=1

(λp + z)rp .

yra 2r−1 laipsnio daugianaris. {Ri(δ)}ri=1 yra (1.25) Lunbergo lygties sprendiniai, o dydºiai α̃δ,s(z)

ir α̃δ(z) yra i² (1.23) ir (1.24) lygybiu�.

Atskiru atveju, kai (1.18) lygyb
eje s = 0 tur
esime

φω,0(u) =

r∑
k=1

ϑδ,0(k)(−Rk)eRku,

kur ϑδ,0 yra apibr
eºta (1.28) lygyb
eje su s = 0.

Sparre Andersen modelis taip pat buvo tyrin
ejamas Willmot [56] darbe, kuriame buvo pristatyti

keli� i�dom	us rezultatai apie funkcij¡ φω(u) i² (1.4) lygyb
es. Autorius parod
e, kad ²i funkcija tenkina

defektyvi¡ atstatymo lygti ir rado jos tiksli¡ i²rai²k¡, ºaloms i² siauriasn
es skirstyniu� klas
es, negu

Landriault ir Willmot [32] darbe. Prie² formuluojant ²ios rezultatus, apibr
eºkime kelis svarbius

dydºius. Sakykime, kaip ir anks£iau, ºalos Y1, Y2, ... turi pasiskirstymo funkcij¡ H ir tankio funkcij¡

h. Tegul funkcija p(x, y, t|0) yra sukaupto kapitalo prie² bankrot¡ U(T−), kapitalos stokos bankroto

metu |U(t)| ir bankroto laiko T defektyvi tankio funkcija, kuri¡ galima uºra²yti taip

p(x, y, t|0) = hx(y)p1(x, t|0),

£ia

hx(y) =
h(x+ y)

H(x)
, y > 0,

o p1(x, t|0) yra sukaupto kapitalo prie² bankrot¡ ir bankroto laiko defektyvi tankio funkcija, kai

U(0) = 0. Tuomet diskontuot¡ tanki� galima uºra²yti taip∫ ∞
0

e−δtp(x, y, t|0)dt = hx(y)pδ(x|0),

kur

pδ(x|0) =

∫ ∞
0

e−δtp1(x, t|0)dt.

�i funkcija gali b	uti interpretuota, kaip sukaupto kapitalo prie² bankrot¡ diskontuotas defektyvus

marginalus tankis.

Willmot [56] savo straipsnyje gavo kelis fundamentalius rezultatus apie Gerber-Shiu diskontuot¡

baudos funkcij¡ φω(u). Jie i�rod
e teorem¡, kurioje parod
e, kad ²i funkcija tenkina defektyvi¡ at-

statymo lygti�.
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Teorema 1.2 Tegul, ºalos Sparre Andersen modelyje turi pasiskirstymo funkcij¡ H ir tankio funkcij¡

h. Tuomet funkcija φω(u) tenkina toki¡ defektyvi¡ atstatymo lygti�

φω(u) = φδ

∫ u

0

φω(u− y)fδ(y)dy

+

∫ ∞
u

∫ ∞
0

ω(x+ u, y − u)hx(y)pδ(x|0)dxdy,

£ia

fδ(y) =

∫ ∞
0

hx(y)

(
pδ(x|0)

γδ

)
dx,

o γδ i² (1.19) lygyb
es.

Jeigu 1.2 teoremoje ω(x, y) = ω1(y), galima tyrin
eti diskonruota baudos funkcija i² (1.18) lygyb
es

su s = 0. Taigi, nagrin
ejamu atveju funkcija

φω,0(u) = E(e−δTω(|U(T )|)I{T<∞}|U(0) = u)

tenkina toki¡ atstatymo lygti�

φω,0(u) = γδ

∫ u

0

φω,0(u− y)fδ(y)dy + γδ

∫ ∞
u

ω1(u− y)fδ(y)dy.

Atskiru atveju, kai ω(x, y) ≡ 1 gauname, kad

φω,0(u) = E{e−δT I(T <∞)|U(0) = u} = φ(u)

ir funkcija φ(u) tenkina toki¡ atstatymo lygti�

φ(u) = γδ

∫ u

0

φ(u− y)fδ(y)dy + γδF δ(u),

kur F δ(u) = 1− Fδ(u) =
∫∞
u
fδ(y)dy.

Pateikti rezultatai Willmot [56] darbe buvo pritaikyti, nagrin
ejant atskir¡ atveji�, kai ºalos turi

eksponentini� pasiskirstym¡, t.y. kai funkcija H(y) = 1 − e−βy, y ≥ 0. Buvo gautos jau anks£iau

min
etu� funkciju� φω,s(u) ir φω,0(u) i²rai²kos, t.y. buvo parodyta kad

φω,s(u) =
E
(
ω1(Y )

)
k̃
(
δ + c(β + s)

)
s+ βk̃

(
δ + c(β + s)

) {
se−(β+s)u + γδβe

−β(1+γδ)u

}
ir

φω,0(u) = E
(
ω1(Y )

)
φ(u),

£ia

E
(
ω1(Y )

)
= β

∫ ∞
0

ω1(y)e−βydy,

φ(u) =

(
1− Rδ

β

)
e−Rδu.

Dydis γδ yra i² (1.19) lygyb
es, o Rδ = β(1− γδ) yra Lundbergo lygties

1− Rδ
α

= k̃(δ + cRδ)

neneigiamas sprendinys. Funkcija k̃ yra atsitiktinio dydºio θ1 tankio funkcijos Laplaso transfro-

macija.
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1.4 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija stacionariame rizikos mod-

elyje

Willmot ir Dickson [58] analizavo Gerber-Shiu diskontuot¡ baudos funkcij¡ stacionariame rizikos

modelyje. �iame modelyje, kaip ir anks£iau kapitalo procesas U(t) apra²omas (1.1) lygybe, o

{N(t)}t≥0 yra atstatymo skai£iuojamasis procesas i² (1.2) lygyb
es. Tarplaikiai θ1, θ2, ... nepriklau-

somi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai. Dydis θ1 turi pasiskirstymo funkcij¡ K(t) = P (θ1 ≤

t), tankio funkcij¡ k(t) = K ′(t) ir baigtini� vidurki� Eθ1 =
∫∞
0
K(t)dt <∞. Tarp stacionaraus rizikos

proceso ir standartinio rizikos atstatymo proceso yra tik vienas esminis skirtumas, t.y. ²iame procese

laiko moment iki pirmos ºalos tankio funkcij¡ K(t)/Eθ1.

Toliau stacionariam procesui bankroto laikas bus ºymimas Te. Nagrin
esime Gerber-Shiu diskon-

tuot¡ baudos funkcij¡

φe(u) = E(e−δTeω(U(Te−), |U(Te)|)I{Te<∞}|U(0) = u).

Willmot ir Dickson [58] darbe funkcija φe(u) buvo i²reik²ta per funkcij¡ φω(u) i² (1.4) lygyb
es. �iuo

atveju buvo i�rodyta tokia teorema.

Teorema 1.3 Stacionariame rizikos modelyje Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija φe(u) tenk-

ina toki¡ lygti�

φe(u) =
1

1 + θ̂

∫ u

0

φω(u− t)dH1(t) + q(u),

£ia

q(u) = e−
δ
cu

∫ ∞
u

e−
δ
c t

(
τ(t)− δ

c(1 + θ̂)

∫ t

0

m(t− y)dH1(y)

)
dt

ir

τ(u) =
1

(1 + θ̂)EY1

∫ ∞
u

ω(u, y − u)dH(y), (1.30)

H1(y) =

∫ y
0
H(t)dt

EY1
.

Willmot ir Dickson [58] nagrin
ejo atskir¡ ²ios teoremos atveji� su ºalomis, turin£iomis eksponentini�

pasiskirstym¡ su intensyvumu λ ir vidurkiu Eθ1 = 1/λ. Nagrin
ejamu atveju turime, kad φe(u) =

φω(u). Taigi,

φe(u) = φ

∫ u

0

φe(u− t)dB(t) + eρu
∫ ∞
u

e−ρtτ(t)dt, (1.31)

£ia τ(u) yra i² (1.30) lygyb
es ir

B(x) = 1−B(t) =

∫∞
0
e−ρtH(x+ t)dt∫∞
0
e−ρtH(t)dt

.

Ai²ku, kad (1.31) lygtis yra stacionaraus modelio Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos φe(u)

defektyvi atstatymo lygtis.
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1.5 Diskonutota baudos funkcija, kai ºalos pasiskirst¦ pagal mi²ru� ekspo-

nentini� d
esni�

Drekic and Willmot [16] 2003 metais klasikiniame rizikos modelyje rado diskontuotos baudos funkci-

jos

φ(u) = E(e−δT I{T<∞}|U(0) = u)

i²rai²k¡, kai ºalos yra pasiskirst¦ pagal eksponentini� d
esni�, t.y. kai H̄(y) = e−µy.(ºr. [59], [20] ir

[37]) Autoriai parod
e, kad

φ(u) = ϕe−µu(1−ϕ),

kur

ϕ =
µ

(1 + θ̂)(µ+ ρ)
ir ρ =

λ+ δ − cµ+
√

(λ+ δ + cµ)2 − 4cλµ

2c
.

�iame skyrelyje klasikiniame rizikos modelyje bus gauta Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkci-

jos φ(u) i²rai²ka, kai ºalos Y1, Y2, . . . pasiskirst¦ pagal mi²ru� eksponentini� d
esni�, t.y. bus i²nagrin
etas

atvejis, kai su visais y ≥ 0

P (Y1 ≤ y) = H(y) = α(1− e−σy) + (1− α)(1− e−νy), (1.32)

kur ν, σ > 0, 0 ≤ α ≤ 1. Taip pat nagrin
ejama funkcija bus pavaizduota gra�²kai ir tuo pa£iu bus

parodyta funkcijos priklausomyb
e nuo i�vairiu� parametru�: nuo pradinio kapitalo u, pal	ukanu� normos

δ, saugos koe�ciento θ̂, Puasono proceso intensyvumo λ ir nuo ºalu� pasiskirstymo parametru� σ, ν, α.

Teorema 1.4 Sakykime ºalos Y1, Y2, . . . klasikiniame rizikos modelyje turi pasiskirstymo funkcij¡

H(y) apibr
eºt¡ (1.32) lygybe. Tegul λ > 0 yra homogeninio Puasono proceso intensyvumas, o θ̂ > 0

yra saugos koe�cientas. Tuomet

φ(u) =

∞∑
n=1

(1− φ)φn

(a+ b)n

[
bne−νu

n−1∑
j=0

(uν)j

j!
+ ane−σu

n−1∑
j=0

(uσ)j

j!

+

n−1∑
k=1

(
n

k

)
(aσ)k(bν)n−k

(
(−1)k−1

(k − 1)!
V1 (1.33)

+
(−1)n−k−1

(n− k − 1)!
V2

)]
,

£ia

V1 =
e−σu

(n− k − 1)!

k−1∑
i=0

((
k − 1

i

)
(n− k + i− 1)!(σ − ν)k−n−i

σk−i

×
k−1−i∑
j=0

(uσ)j(k − 1− i)!
j!

)
, (1.34)

V2 =
e−νu

(k − 1)!

n−k−1∑
i=0

((
n− k − 1

i

)
(i+ k − 1)!(ν − σ)−i−k

νn−k−i

×
n−k−1−i∑
j=0

(uν)j(n− k − 1− i)!
j!

)
, (1.35)
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a =α(ρ− ν), b = (1− α)(ρ− σ),

φ =
σν(αν + (1− α)σ + ρ)

(1 + θ̂)(αν + σ(1− α))(ρ+ σ)(ρ+ ν)
,

ρ =
1

6

3

√
E + 12

√
F −

2C − 2
3B

2

3
√
E + 12

√
F
− B

3
,

E =36BC − 108D − 8B3,

F =12C2 − 3B2C2 − 54BCD + 81D2 + 12B3D,

B =(ν + σ)− λ+ δ

c
,

C =νσ − (λ+ δ)(σ + ν)

c
+
λ

c
(ασ + (1− α)ν),

D =− δνσ

c
,

c =
λ(αν + (1− α)σ)

νσ
(1 + θ̂).

I�rodymas. Taikant lygyb¦ (1.9) (ºr. 1.2 poskyri�) bus i�rodyta (1.33) lygyb
e. Tegu

H̄(y) = 1−H(y) = αe−σy + (1− α)e−νy, y ≥ 0.

�alos Y1 vidurkis yra

EY1 =
α

σ
+

1− α
ν

=
αν + (1− α)σ

σν
.

(1.33) lygyb
es i�rodymas bus i²kaidytas i� tris dalis.

I. I² pradºiu� rasime dydi� φ. I² (1.11) turime

φ =
σν

(1 + θ)(αν + (1− α)σ)

∫ ∞
0

e−ρy(αe−σy + (1− α)e−νy)dy

=
σν(αν + (1− α)σ + ρ)

(1 + θ)(αν + σ(1− α))(ρ+ σ)(ρ+ ν)
, (1.36)

kur ρ yra neneigiamas Lundbergo lygties

λασ

ρ+ σ
+
λ(1− α)ν

ρ+ ν
= λ+ δ − cρ (1.37)

sprendinys. �ia

c =
λ(αν + (1− α)σ)

νσ
(1 + θ).

Lygtis (1.37) yra ekvivalenti tokiai lyg£iai

cρ3 − (λ+ δ − c(ν + σ))ρ2 + (λ(ασ + (1− α)ν)− (λ+ δ)(σ + ν) + cνσ)ρ− δνσ = 0.

Tegul

B =(ν + σ)− λ+ δ

c
, D = −δνσ,

C =νσ − (λ+ δ)(σ + ν)

c
+
λ

c
(ασ + (1− α)ν).
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Taigi, gauname

ρ3 +Bρ2 + Cρ+D = 0. (1.38)

I² gra�ko (pav. 1) matosi, kad (1.37) lygtis turi vieninteli� neneigim¡ ²akni�

Pav.1. Lygties (1.37) sprendiniai.

Taigi (1.38) lygtis taip pat turi vieninteli� neneigiam¡ ²akni�:

ρ =
1

6

3

√
E + 12

√
F −

2C − 2
3B

2

3
√
E + 12

√
F
− B

3
,

kur

E =36BC − 108D − 8B3,

F =12C2 − 3B2C2 − 54BCD + 81D2 + 12B3D.

II. Dabar rasime pasiskirtstymo funkcij¡ F (u). Pritaikius (1.10) gauname

F̄ (u) =
α(ρ+ ν)e−σu + (1− α)(ρ+ σ)e−νu

α(ρ+ ν) + (1− α)(ρ+ σ)
.

Tegul

a = α(ρ+ ν), b = (1− α)(ρ+ σ).

Tuomet pasiskirstymo funkcijos F uodega galima uºra²yti taip

F̄ (u) =
ae−σu + be−νu

a+ b
,

I² £ia gauname, kad

F (u) =
a(1− e−σu) + b(1− e−νu)

a+ b
.

III. �ioje dalyje bus gauta F̄ ∗n(u) i²rai²k¡. Nagrin
ejamu atveju pasiskirstymo funkcijos F (u)

tankis

p(u) = F ′(u) =
aσe−σu + bνe−νu

a+ b
,
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ir charakteristin
e funkcija

ϕ(t) =

∫ ∞
0

eitup(u)du =
1

a+ b

(
aσ

σ − it
+

bν

ν − it

)
.

Tuomet pasiskirstymo funkciju� s¡s	ukos F ∗n(u) charakteristin
e funkcija yra

ϕ̂(t) =
1

(a+ b)n

(
aσ

σ − it
+

bν

ν − it

)n

=
1

(a+ b)n

n∑
k=0

(
n

k

)(
aσ

σ − it

)k(
bν

ν − it

)n−k
. (1.39)

Pritaikius apvertimo formul¦ (1.39) lyg£iai, gauname, kad pasiskirstymo funkciju� s¡s	ukos F ∗n(u)

tankis

p̂(u) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−ituϕ̂(t)dt (1.40)

=
1

(a+ b)n

n∑
k=0

(
n

k

)
(aσ)k(bν)n−k

1

2π

∫ ∞
−∞

e−itu

(σ − it)k(ν − it)n−k
dt.

Tam, kad gauti p̂(u) i²rai²k¡ reikia paskai£iuoti toki� integral¡

J =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itu

(σ − it)k(ν − it)n−k
dt=

1

2πi
lim
R→∞

∫
LR

e−su

(σ − s)k(ν − s)n−k
ds,

£ia LR = {it : t ∈ [−R,R]} yra integravimo kont	uras. Prie integravimo kont	uro LR pridedame

atkarpas l1, l2, l3 ir gauname uºdar¡ kont	ur¡ γR (ºr. pav. 2).

-

6

-iR

iR

R

iR+R

-iR+R

-

�

?

l1

l2

l3

Pav.2. Uºdaras kont	uras γR.

Ai²ku, kad∣∣∣∣∣
∫
l1

e−suds

(s− σ)k(s− ν)n−k

∣∣∣∣∣ ≤
∫ R

0

e−uudu(√
(u− σ)2 +R2

)k(√
(u− ν)2 +R2

)n−k
<

1

Rn

∫ R

0

e−uudu <
1

uRn
.

Analogi²kai gauname, kad∣∣∣∣∣
∫
l3

e−su

(s− σ)k(s− ν)n−k
ds

∣∣∣∣∣ < 1

uRn
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ir ∣∣∣∣∣
∫
l2

e−su

(s− σ)k(s− ν)n−k
ds

∣∣∣∣∣ < 2e−Ru

Rn−1
.

Taigi, remiantis rezidiumu� teorema, turime

J =
1

2πi
lim
R→∞

∫
γR

e−su

(σ − s)k(ν − s)n−k
ds

= ((−1)n+1

(
Res
s=σ

e−su

(s− σ)k(s− ν)n−k
+Res

s=ν

e−su

(s− σ)k(s− ν)n−k

)
.

Pasteb
ekime, kad s = σ yra k-tos eil
es polius, o s = ν yra (n-k)-tos eil
es polius. Tod
el gauname,

kad

Res
s=σ

e−su

(s− σ)k(s− ν)n−k
=

1

(k − 1)!
lim
s→σ

(
e−su

(s− ν)n−k

)(k−1)

ir

Res
s=ν

e−su

(s− σ)k(s− ν)n−k
=

1

(n− k − 1)!
lim
s→ν

(
e−su

(s− σ)k

)(n−k−1)

,

visiems k = 1, ..., n− 1. Kadangi

(e−zu(z − d)−m)(l) = (−1)le−zu
l∑
i=0

(
l

i

)
ul−i

(m+ i− 1)!

(m− 1)!
(z − d)−(m+i)

gauname, kad

1

(k − 1)!
lim
s→σ

(
e−su

(s− ν)(n−k)

)(k−1)

=
(−1)k−1e−σu

(k − 1)!

k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
uk−1−i

(n− k + i− 1)!

(n− k − 1)!
(σ − ν)k−n−i

ir

1

(n− k − 1)!
lim
s→ν

(
e−su

(s− σ)k

)(n−k−1)

=
(−1)n−k−1e−νu

(n− k − 1)!

n−k−1∑
i=0

(
n− k − 1

i

)
un−k−1−i

(i+ k − 1)!

(k − 1)!
(ν − σ)−i−k

visiems k = 1, . . . , n− 1. Jeigu k = 0 turime

1

2πi
lim
R→∞

∫
γR

e−suds

(ν − s)n
= (−1)n+1Res

s=ν

e−su

(s− ν)n

= lim
s→ν

(−1)n+1

(n− 1)!
(e−su)(n−1) =

e−νuun−1

(n− 1)!
.

Jei k = n, analogi²kai bus

1

2π
lim
R→∞

∫
γR

e−suds

(σ − s)n
=
e−σuun−1

(n− 1)!
.

Taigi, remiantis gautomis lygyb
emis ir (1.40) gauname
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p̂(u) =
1

(a+ b)n

[
(bν)n

e−νuun−1

(n− 1)!
+ (−1)n+1

n−1∑
k=1

(
n

k

)
(aσ)k(bν)n−k

×

(
(−1)k−1

(k − 1)!
U1 +

(−1)n−k−1

(n− k − 1)!
U2

)
+ (aσ)n

e−σuun−1

(n− 1)!

]
,

kur

U1 = e−σu
k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
uk−1−i(σ − ν)k−n−i

(n− k + i− 1)!

(n− k − 1)!
,

U2 = e−νu
n−k−1∑
i=0

(
n− k − 1

i

)
un−k−1−i(ν − σ)−i−k

(k + i− 1)!

(k − 1)!
.

Tod
el pasiskirstymo funkciju� s¡s	ukos F ∗n(u) uodegos i²rai²ka yra

F̄ ∗n(u) =

∫ ∞
u

p̂(y)dy =
1

(a+ b)n

[
(bν)n

(n− 1)!

∫ ∞
u

e−νyyn−1dy

+ (−1)n+1
n−1∑
k=1

(
n

k

)
(aσ)k(bν)n−k

(
(−1)k−1

(k − 1)!

∫ ∞
u

U1dy (1.41)

+
(−1)n−k−1

(n− k − 1)!

∫ ∞
u

U2dy

)
+

(aσ)n

(n− 1)!

∫ ∞
u

e−σuun−1dy

]
.

Pasteb
ekime, kad∫ ∞
u

e−µyymdy =
e−µu

µm+1

m∑
j=0

(uµ)jm!

j!
.

I�sta£ius gaut¡ i²rai²k¡ i� (1.41), gauname

F̄ ∗n(u) =
1

(a+ b)n

[
bne−νu

n−1∑
j=0

(uν)j

j!
+

n−1∑
k=1

(
n

k

)
(aσ)k(bν)n−k

×

(
(−1)n+k

(k − 1)!
V1 +

(−1)k

(n− k − 1)!
V2

)
(1.42)

+ ane−σu
n−1∑
j=0

(uσ)j

j!

]
,

£ia dydºiai V1 ir V2 yra apibr
eºti (1.34) ir (1.35) lygyb
ese.

Taigi, diskontuotos baudos funkcijos φ(u) i²rai²k¡ (1.33) gaunama i² (1.9) ir (1.42) lygybiu�.

Teorema i�rodyta. �

Toliau pristatyti keli br
eºiniai, kurie vaizduoja funkcijos φ(u) priklausomyb¦ nuo pagrindiniu�

parametru�: pradinio kapitalo u (gra�kai: I, II), saugos koe�ciento θ̂ (gra�kai: III, IV), intensyvumo

λ (gra�kai: V, VI), pal	ukanu� galios δ (gra�kai: VII, VIII) bei nuo ºalu� skirstinio parametru� α, σ, ν

(gra�kai: II, X, XI, XII).

Pasteb
ekime, kad kintant pradiniam kapitalui u (gra�kai: I, II), saugumo koe�cientui θ̂ (gra�kai:

III, IV), pal	ukanu� galiai δ (gra�kai: VII, VIII) bei parametrams ν, σ (gra�kai: XI, XII) funkcija φ(·)
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maº
eja. Kai u ir θ reik²m
es i²lieka didel
es (gra�kai: II, III, VIII) ai²kiai matosi, kad b	usimo bankroto

vert
e yra maºesn
e, negu kai u ir θ yra maºos (gra�kai: I, IV, VII).

Pav. 3. Funkcijos φ(u) priklausomyb
e nuo parametru� u ir θ̂

V ir VI gra�kuose ai²kiai matosi funkcijos φ(·) did
ejimas, kai intensyvumas λ auga. Be to,

lyginant ²iuos du gra�kus, pasteb
ekime, kad busimo bankroto vert
e yra daug maºesn
e, kai pradinis

kapitalas u didelis (gra�kas VI). Pana²i dinamika i²lieka IX ir X gra�kuose. �iuo atveju, parametro

α did
ejimas lemia funkcijos φ(·) augim¡.
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Pav.4. Funkcijos φ(u) priklausomyb
e nuo parametru� δ, α, σ, ν ir λ.

I²vados

�iame skyriuje buvo tyrin
ejama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija klasikiniame rizikos mod-

elyje su ºalomis, turin£iomis mi²ru� eksponentini� pasiskirstym¡. Nagrin
ejamu atveju buvo gauta

²ios funkcijos i²rai²ka, kurioje pagrindinio nario elgesys artimas eksponentiniam. Galima teigti, kad

tokio pavidalo pagrindinis narys yra d
el ºalu� pasiskirstymo. Be to, diskontuotos baudos funkcijos

eksponentini� elgesi� galima pamatyti br
eºiniuose, kuriose vaizduojama min
etos funkcijos priklau-

somyb
e nuo pradinio kapitalo, pal	ukanu� galios, saugos koe�ciento, Puasono proceso intensyvumo ir

nuo ºalu� pasiskirstymo parametru�. Kadangi, nagrin
ejama funkcija priklauso nuo i�vairiu� parametru�,

tai bet kurio parametro pasikeitimas gali i�takoti funkcijos elgesi�. Tod
el tinkamai parinkus pradini�

kapital¡, saugos koe�cient¡ ir ger¡ kapitalo investavimo krypti�, draudimo bendrov
e gali atei£iai

numatyti savo veikl¡.
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2 Dydºiu�, susijusiu� su draudimo bendrov
es veikla, analiz
e

baigtiniame laiko intervale

I�vadas. Pagrindiniai dydºiai, susij¦ su draudimo bendrov
es veikla ir kurie yra labiausiai nagrin
ejami

klasikin
eje bankroto teorijoje, yra: bankroto laikas, bankroto tikimyb
e, draudiko sukauptas kapita-

las prie² bankrot¡, kapitalo stoka bankroto metu ir diskontuota baudos funkcija. �ie dydºiai yra

i²amiai nagrin
ejami, taikant i�vairius modelius. Reik
etu� pridurti, kad daugelyse darbu� ²iu� dydºiu�

tyrimas vyksta begalin
eje laiko juostoje. Ta£iau, draudimo i�mones daºnai domina daugelio dydºiu�

reik²m
es baigtin
eje laiko juostoje. �iame skyriuje mes nagrin
esime bankroto laiko tankio funkcij¡

ir pristatysime kelis svarbius rezultatus, kurie buvo gauti bagtiniame laiko intervale. Literat	uroje

tokiu� rezultatu� n
era labai daug. Pavyzdºiui, yra gautos tik kelios bankroto laiko tikimyb
es for-

mul
es. Dickson ir Willmot [35] klasikiniame rizikos modelyje rado bankroto laiko tikimyb
es baig-

tinio laiko intervale i²ra²k¡ ºaloms, turin£ioms mi²ru� begalini� Erlango pasiskirstym¡. Kiti autoriai

(ºr. [60], [20], [16]) nagrin
eja baigtinio laiko bankroto tikimyb
es egzistavimo problemas. Taip

pat buvo tyrin
ejama bankroto laiko tankio funkcija Sparre Andersen modelyje ºaloms, turin£ioms

eksponentini� pasiskirstym¡ (ºr. [13], [4]). Dickson rado bankroto laiko tankio funkcijos i²rai²k¡ bei

kapitalo de�cit¡ bankroto metu klasikiniame rizikos modelyje, kai ºalos tur
ejo Erlang(2) ir mi²ru�

eksponentini� pasiskirstymus.

2.1 Bankroto laiko tankio funkcijos tyrimas baigtiniame laiko intervale

Sparre Andersen modelyje

Nagrin
ekime pradºioje Spare Andersen modeli� (ºr. 1 skyriaus i�vad¡), kuriame ºalos Y1, Y2, ... pa-

siskirt¦ eksponenti²kai su tankio funkcija

h(x) = αe−αx, x > 0.

Nagrin
ejamu atveju kapitalo procesas U(t) ir skai£iuojamasis procesas N(t) apra²omi lygyb
emis

(1.1) ir (1.2). Sakykime, tarplaikiai θ1, θ2, ... turi Erlang(n, β) pasiskirstym¡, t.y.

P (θ1 ≤ t) = 1− e−βt
n−1∑
j=0

(βt)j

j!
,

kaºkokiam n ∈ N ir β > 0. Tegul ²i pasiskirstymo funkcija turi tankio funkcij¡

p(t) =
βntn−1e−βt

(n− 1)!
.

Nagrin
ejamu atveju apsaugos koe�cientas yra tokio pavidalo

θ̂ =
cαn

β
− 1.

Jeigu T , kaip anks£iau, yra bankroto laikas, tai dydis

ψ(u) = P (T <∞)
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yra bankroto tikimyb
e, o

ψ(u, t) = P (T ≤ t)

yra baigtinio laiko bankroto tikimyb
e. Nesunku pasteb
eti (ºr. pavyzdºiui Gerber ir Shiu [23]), kad

funkcij¡ φ(u) = E(e−δT I{T<∞}|U(0) = u) galima i²reik²ti pavydalu:

φ(u) =

∫ ∞
0

e−δt
∂

∂t
ψ(u, t)dt. (2.1)

Yra ºinoma, kad Erlango tarplaikiams ir eksponentin
ems ºalomis funkcija φ(u) galima rasti i²

i²rai²kos (ºr. pavyzdºiui, [23], [16], [13])

φ(u) =
(

1− R

α

)
e−Ru,

kur R yra Lundbergo lygties(
β

β + δ + cR

)n
α

α−R
= 1 (2.2)

teigiamas sprendinys. Tuomet i² (2.1) turime, kad∫ ∞
0

e−δt
∂

∂t
ψ(u, t)dt =

(
1− R

α

)
e−Ru. (2.3)

Funkcija ∂
∂tψ(u, t) ir yra bankroto laiko tankio funkcija, kuri¡ galima rasti naudojant atvirk²tin¦

Laplaso transformacij¡ δ atºvilgiu. Toliau ºym
esime bankroto laiko tankio funkcij¡ $(u, t).

Drekic ir Willmot [16] rado atvirk²tin¦ Laplaso transformacij¡ (2.3) Erlang(1, β) tarplaikiams.

�iuo atveju vienintelis Lundbergo lygties sprendinys yra randamas i² lygyb
es (2.2)

1− R

α
=
β + δ + αc−

√
(β + δ + αc)2 − 4αβc

2αc
,

kur 0 < R < α. I² (2.3) galima rasti, kad bankroto laiko tankio funkcija uºra²oma formule

$(u, t) =
e−αu−(αc+β)t

αut

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

[
u(αβ/c)1/2)

]n+1
In+1

(
(4αβc)1/2

)
t,

kur

Ik(y) =

∞∑
i=0

(y/2)2i+k

i!(i+ k)!

yra modi�kuota k-tos eil
es Beselio funkcija.

Dickson ir kiti [13] Sparre Andersen modeliui su Erlang(n, β) tarplaikias ir eksponentin
emis

ºalomis parod
e, kad

$(u, t) = βe−αu−(β+αc)t

×

[
(βt)n−1

(n− 1)!
0Fn

(
1, 1 +

1

n
, ..., 1 +

(n− 1)

n
;
α(ct+ u)(βt)n

nn

)

− αcn(βt)2n

(2n!)β
0Fn

(
2 +

1

n
, 2 +

2

n
, ..., 2 +

n

n
;
α(ct+ u)(βt)n

nn

)]
,

£ia 0Fn yra hipergeometrin
e funkcija apra²oma lygybe

0Fn(C1, C2, ..., Cn;Z) =

∞∑
m=0

Γ(C1)Γ(C2)...Γ(Cn)

Γ(C1 +m)Γ(C2 +m)...Γ(Cn +m)

Zm

m!
.
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Sparre Andersen modelis su ºalomis turin£iomis eksponentini� pasiskirstym¡ su parametru λ > 0

taip pat buvo analizuojamas Borovkov and Dickson [4] darbe. �iuo atveju buvo laikoma, kad

tarplaikiai θ0 ir θ1 turi atitinkamai tankio funkcijas f0(t) ir f(t). Toliau suformuluosime ²io straipsnio

pagrindini� rezultat¡.

Teorema 2.1 Sparre Andersen modelyje su ºalomis turin£iomis eksponentini� pasiskirstym¡ bankroto

laiko tankis $(u, t) yra toks:

$(u, t) = e−λ(u+ct)

(
f0(t) +

∞∑
n=1

λn(u+ ct)n−1

n!

[
u(f∗n ∗ f0)(t) + c(f∗n ∗ f1)(t)

])
,

£ia f1(t) = tf0(t), o f∗n yra funkcijos f s¡s	uka su pa£ia savimi. Atskiru atveju, kai f0 = f gauname

$(u, t) = e−λ(u+ct)

(
f(t) +

∞∑
n=1

λn(u+ ct)n−1

n!

(
u+

ct

n+ 1

)
f∗(n+1)(t)

)
.

�is rezultatas yra bendresnis uº anks£iau nagrin
et¡ Dickson ir kitu� [13] rezultat¡, nes gauta bankroto

laiko tankio funkcijos i²ra²ka yra bendresnio pavidalo.

2.2 Bankroto laiko tankio funkcijos ir bankroto tikimyb
es tyrimas baig-

tiniame laiko intervale klasikiniame rizikos modelyje

Dickson ir Willmot [14] savo darbe nagrin
ejo klasikini� rizikos modeli�, kuriame {N(t)}t≥0 yra ho-

mogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ.Nagrin
ejamu atveju, ºalos Y1, Y2, ... turi pasiskirstymo

funkcij¡ H(x) = P (Y1 ≤ x) ir tankio funkcija h(x). Dickson ir Willmot [14] nagrin
ejo Gerber-Shiu

diskontuotos baudos funkcij¡

φ(u) = E(e−δT I{T<∞}),

£ia T , kaip anks£iau yra bankroto laikas, o $(u, t) yra atsitiktinio dydºio T tankio funkcija. Na-

grin
ejamu atveju buvo parodyta, kad

φ(u) =
λa

c
h̃1(ρ) +

∞∑
n=1

(
λ

c

)n(
λa

c
h̃1(ρ)Gn∗ρ (u)−Gn∗ρ (u)

)
, (2.4)

£ia

Gρ(x) =

∫ x

0

hρ(z)dz,

o Gn∗ρ yra funkcijos Gρ s¡s	uka su pa£ia savimi. Be to funkcijos hρ bei h1 apibr
eºiamos

hρ(x) =

∫ ∞
x

e−ρ(y−x)h(y)dy, h1(x) =
H(x)

a
,

o h̃1 yra funkcijos h1 Laplaso transformacija. Pagaliau koe�cientas ρ = ρ(δ) yra Lundbergo lygties

λ

∫ ∞
0

e−ρsh(s)ds = λ+ δ − cs

neneigiamas sprendinys.

Dickson ir Willmot [14] rado atvirk²tin¦ (2.4) lygties Laplaso transformacij¡ ρ atºvilgiu ir tokiu

b	udu gavo bankroto laiko T tankio funkcijos i²rai²k¡. Nagrin
ejamu atveju teisinga tokia teorema.
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Teorema 2.2 Sakykime, klasikiniame rizikos modelyje ºalos turi pasiskirstymo funkcij¡ H ir tankio

funkcij¡ h. Be to, tegul λ yra homogeninio Puasono proceso intensyvumas. Tuomet yra teisinga

bankroto laiko T tankio funkcijos formul
e

$(u, t) = ce−λtξ(u, ct) +

∞∑
n=1

λn

n!
tn−1e−λt

∫ ct

0

yhn∗(ct− y)ξ(u, y)dy,

kurioje funkcija ξ(u, t) apibr
eºiama lygybe

ξ(u, t) =
λ

c
H(t) +

∞∑
n=1

(
λ

c

)n(
λ

c

∫ t

0

H(x)bn(u, t− x)dx− bn(u, t)

)
,

su

bn(u, t) =

n−1∑
j=0

(
n

j

)
(−1)j

Γ(n)

∫ u

0

(u− x)n−1Hj∗(x)h(n−j)∗(t+ u− x)dx.

�ios bendros formul
es buvo taikytos atskiram atvejui, kai ºalos turi mi²ru� Erlango pasiskirstym¡,

t.y. kai

h(x) = e−βx
∞∑
i=1

qi
βixi−1

(i− 1)!

ir

H(x) = 1− e−βx
∞∑
k=0

Qk
(βx)k

k!
,

su

Qk = 1−Qk =

k∑
i=1

qi

su Q0 = 0. Nagrin
ejamu atveju buvo gauta tokia baigtinio laiko bankroto tikimyb
es i²rai²ka

ψ(u, t) =

∞∑
m=0

τm(u)cm+1

(λ+ cβ)m+1
E(m+ 1, (λ+ cβ)t)

+

∞∑
m=2

cm

m!

∞∑
n=1

λn

n!

(m+ n− 1)!

(λ+ cβ)m+n
E(m+ n, (λ+ cβ)t)

×
m−1∑
i=1

qn∗i βi(m− i)τm−i−1(u),

£ia

E(n, x) = 1− e−x
n−1∑
j=0

xj

j
, n = 1, 2, 3, ... ,

τm(u) =
λ

c
Qmβ

m +

∞∑
n=1

an,m(u), m = 1, 2, 3, ... ,

ir

an,m(u) =
λ

c

m−1∑
k=0

Qkβ
kγn,m−k−1(u)− γn,m(u), m = 1, 2, 3, ... . (2.5)
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Dysdis γn,m(u) i² (2.5) i²rai²kos apra²omas tokia lygybe

γn,m(u) = ne−βu
n−1∑
j=0

(−1)j

j!(n− j)!

∞∑
i=0

q
(n−j)∗
i+m+1

(n+ i− 1)!

i!

×
∞∑
k=0

Qj∗k β
i+m+k+1 un+i+k

(n+ i+ k)!
.

Pagaliau, koe�cientai {qj∗i }∞i=1 yra gaunami i² s¡ry²io( ∞∑
i=1

qiz
i

)j
=

∞∑
i=1

qj∗i z
i

su s¡lyga, kad qj∗i = 0, kai i < j.

Garcia [20] taip pat nagrin
ejo baigtinio laiko bankroto tikimyb¦ klasikiniame rizikos modelyje,

kuriame {N(t)}t≥0 yra homogeninis Puasono procesas su parametru λ, o ºalos Y1, Y2, ... pasiskirst¦

pagal eksponentini� d
esni� su parametru α. Darbe buvo gauta i²likimo tikimyb
es baigtiniame laiko

intervale σ(u, t) = 1− ψ(u, t) i²rai²ka

σ(u, t) = 1 +
e−[(λ+cα)t+αu]

α

∞∑
k=0

(u+ ct)k(λαt)k+1

k!(k + 1)!

− e−[(λ+cα)t+αu]

α

∞∑
j=0

[( c
λ

)j
+
( 1

α

)j] ∞∑
k=0

(u+ ct)k(λαt)j+k+1

k!(j + k + 1)!
.

Ai²ku, kad i² ²ios lygyb
es yra lengvai gaunama bankroto tikimyb
e ψ(u, t).

2.3 Baigtinio laiko bankroto tikimyb
e diskre£iame rizikos modelyje

Dabar panagrin
ekime diskretaus laiko rizikos modeli�. Jame draudiko kapitalas U(n) kiekvienam

n ∈ N uºra²omas tokia lygtimi:

U(n) = u+ cn−
n∑
i=1

Yi, n = 1, 2, ...,

£ia u, kaip ir anks£iau, pradinis kapitalas ir c > 0 premiju� intensyvumas, o ºalos Y1, Y2, ... yra

nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai. Ai²ku, kad ²iame modelyje bankrotas gali

i�vykti tik laiko momentais n = 1, 2, ... .

Sakykime, ºalos auks£iau apibr
eºtame modelyje turi eksponentini� pasiskirstym¡ su tankio funkcija

h(x) = αe−αx. Be to laikysime, kad tenkinama gryno pelno s¡lyga

c =
(1 + θ̂)

α
, θ̂ > 0.

Tuomet dydis

φn(u) = P
[
U(1) ≥ 0, U(2) ≥ 0, ..., U(n) ≥ 0|U(0) = u

]
yra i²likimo tikimyb
e. Dydis

ψn(u) = 1− φn(u) (2.6)

29



yra diskretaus modelio bankroto tikimyb
e laikotarpyje [0, n]. Nesunku pasteb
eti, kad φn(u) gali

b	uti i²reik²ta lygybe

φn(u) = P
[
Y1 ≤ u+ c, Y1 + Y2 ≤ u+ 2c, ..., Y1 + T2 + ...+ Yn ≤ u+ nc

]
Be to,

φ1(u) = P
[
Y1 ≤ u+ c

]
= H(u+ c), (2.7)

kur H(x) = 1 − e−αx yra dydºio Y1 pasiskirstymo funkcija. Nagrin
ejamu atveju, gauname toki�

rekursivini� s¡ry²i�

φn(u) =

∫ u+c

0

φn−1(u+ c− x)h(x)dx. (2.8)

I² (2.6), (2.7) ir (2.8) lygybiu�, gauname:

ψ1(u) = P (Y1 > u+ c) = 1−H(u+ c), (2.9)

ψn(u) = 1−H(u+ c) +

∫ u+c

0

ψn−1(x)h(u+ c− x)dx, n = 2, 3, ... (2.10)

Chan ir Zhang [5] pritaik
e (2.9) ir (2.10) formules ir gavo tiksli¡ diskretaus modelio bankroto laiko

ψn(u) rekursin¦ formul¦

ψn(u) = ψn−1(u) +

(
αcn(u)

)n−1
(n− 1)!

eαcn(u)
c1(u)

cn(u)

=

n∑
k=1

(
αck(u)

)k−1
(k − 1)!

eαck(u)
c1(u)

ck(u)
, (2.11)

£ia cn(u) = u+ nc.

Autoriai savo darbe taip pat nagrin
ejo diskretu� modeli�, kuriame draudiko kapitalo procesas

R(n) = u+ n−
n∑
i=1

Yi, n = 1, 2, ... .

�alos Y1, Y2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ diskret	us dydºiai, i�gyjantys reik²mes i² N =

{0, 1, 2, ...}, u ∈ N su tikimybe pi = P (Y1 = k), k = 0, 1, 2, .... Nesunku pasteb
eti, kad na-

grin
ejamame modelyje premiju� intensyvumas c = 1, tod
el gryno pelno s¡lyga EY1 < 1. Tai rei²kia,

kad i�moku� surenkama daugiau, negu vidutini²kai ateina ºalu�. Tegul

τ(u) = min
(
n ≥ 1 : R(n) < 0

)
,

yra bankroto laikas. Tuomet bankroto tikimyb
e uºra²oma tokia lygybe

ψ(u) = P
(
τ(u) <∞|R(0) = u

)
.

Galima nagrin
eti atskir¡ pateikto modelio atv
eji�, kai ºalos turi geometrini� pasiskirstym¡ su

tikimyb
emis

pk = P (Y1 = k) = pqk, k = 0, 1, 2, ...,
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kur p+q = 1, 0 < p < 1 ir EY1 = q/p. Pritaik¦ analogi²k¡ skai£iavimo technik¡, kaip ir eksponentiniu

ºalu� atveju (ºr. (2.9) ir (2.10)) gauname, kad

ψ1(u) = P (Y1 > u+ 1) = 1− P (u+ 1) = qu+2

ir

ψn(u) = 1− P (u+ 1) +

u+1∑
j=0

ψn−1(u+ 1− j)pj

= qu+2 +

u+1∑
j=0

ψn−1(j)pu+1−j .

Remiantis visomis auk²£iau i²vardintomis s¡lygomis Chan ir Zhang [5] apra²ytam diskre£iam mod-

eliui su ºalomis, turin£iomis geometrini� pasiskirstym¡ gavo rekursin¦ bankroto tikimyb
es formul¦.

Jie parod
e, kad

ψn+1(u) = ψn(u) + hn+1(u), n ≥ 2

kur

hn+1(u) = pnq(d(u)+n)
d(u)

[
d(u) + (n+ 1)

][
d(u) + (n+ 2)

][
d(u) + (2n− 1)

]
n!

,

su d(u) = u + 2. Nesunku pasteb
eti, kad ²i funkcijos ψn(u) rekursin
e formul
e yra (2.11) formul
es

analogas.

Gautos baigtinio laiko bankroto tikimyb
es rekursin
es formul
es turi paprastas i²rai²kas, jas yra

lengva nagrin
eti ir taikyti. Be to, ²ie rezultatai gali b	uti naudingi nagrin
ejant atitinkamas problemas

tolydaus laiko modeliuose.

2.4 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija baigtiniame laiko intervale

�iame skyrelyje nagrin
esime klasikini� rizikos modeli�, kuriame procesas {N(t)}t≥0 yra homogeni-

nis Puasono procesas su intensyvumu λ > 0 i² (1.2) lygyb
es ir kapitalo procesas U(t) yra i² (1.1)

lygyb
es. Tegul, kaip ir anks£iau ºalos Y1, Y2, ... teigiami nepriklausomi vienadai pasiskirst¦ atsitik-

tiniai dydºiai su pasiskirstymo funkcija H(y) ir tenkinama gryno pelno s¡lyga c = λEY1(1 + θ̂)

su θ̂ > 0. Laikysime, kad nagrin
ejamame modelyje laiko momentas T apibr
eºtas (1.3) s¡ry²iu yra

bankroto laikas, kurio tankio funkcij¡ ºym
esime f(t). Be to yra ºinoma, kad bankroto laiko T

Laplaso transformacija f̃(δ) =
∫∞
0
e−δtf(t)dt siejama su Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija,

o tiksliau

f̃(δ) = φ(u) = E(e−δT I{T<∞}|U(0) = u).

�iuo atveju f̃(δ) galima i²reik²ti per sud
etinio geometrinio pasiskirstymo uodeg¡, t.y. (ºr. [59])

f̃(δ) =

∞∑
n=1

(1− φ)φnF̄ ∗n(u) (2.12)

kur

F̄ (u) =

∫∞
0
e−ρyH̄(u+ y)dy∫∞
0
e−ρyH̄(y)dy

,
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φ =

∫∞
0
e−ρyH̄(y)dy

(1 + θ̂)EY1
,

o ρ yra vienintelis neneigiamas Lundbergo lygties sprendinys

λ

∫ ∞
0

e−ρyH(y)dy = λ+ δ − cρ.

Atskiru atveju, kai ºalos turi eksponentini� pasiskirstym¡, t.y. kai H(x) = e−µx tur
esime, kad

H(x) = F (x). �iuo atveju (2.12) uºra²oma papras£iau (ºr. [59])

f̃(δ) = φe−µ(1−φ)u, (2.13)

kur

φ =
µ

(µ+ ρ)(1 + θ̂)

ρ =
λ+ δ − cµ+

√
(λ+ δ − cµ)2 + 4δcµ

2c
,

arba

ρ =
λ+ δ − cµ+

√
(λ+ δ − cµ)2 − 4δcµ

2c
.

Drekic ir Willmot [6] klasikiniame rizikos modelyje su eksponentin
emis ºalomis su parametru

µ, pritaik¦ atvirk²tin¦ Laplaso transformacij¡ (2.13) lygybei, gavo bankroto momento T tankio

funkcijos i²rai²k¡

f(t) =
e−µue−λ(2+θ̂)t

t
√

1 + θ̂

∞∑
n=0

(n+ 1)(µun)

n!(
√

1 + θ̂)n
(2.14)

× In+1(2λt

√
1 + θ̂),

kur

Ip(y) =

∞∑
k=0

(y/2)2k+p

k!(k + p)!
(2.15)

yra modi�kuota p-tos eil
es Beselio funkcija.

Pasinaudoj¦ pateiktais rezultatais, galima resti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos i²rai²k¡

baigtiniame laiko intervale bet kuriems δ ir t reik²m
ems, t.y.

φ(u, t) = E(e−δT I{T<t}), δ ≥ 0, t > 0.

Analogi²kai galima gauti diskontuotu� momentu� i²rai²k¡ baigtiniame laiko intervale

φm(u, t) = E(Tme−δT I{T<t}), m = 1, 2, ..., t > 0, δ ≥ 0

ir Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcij¡ intervale [t1, t2]:

γ(u, t1, t2) = E(e−δT I{t1<T<t2}), δ ≥ 0, t1, t2 > 0.

Toliau suformuluosime pagrindin¦ ²io skyrelio teorem¡.
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Teorema 2.3 Sakykime, klasikiniame rizikos modelyje ºalos Y1, Y2, ... turi eksponentini� pasiskirstym¡

su parametru µ. Be to, tegul λ yra Puasono proceso parametras ir c = λEY1(1 + θ̂). Sakykime

ν = δ + λ(2 + θ̂) ir κ = λ
√

1 + θ̂. Tuomet teisingi sekantys tvirtinimai:

(a) Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija baigtiniame laiko intervale tenkina toki¡ lygyb¦:

φ(u, t) = φe−(1−φ)µu − e−νt
∞∑
j=0

(νt)j

j!

(
φe−(1−φ)µu − λ

ν
e−µu

j−1∑
n=0

n+ 1

n!

(
µλu

ν

)n

×
[ j−n+1

2 ]−1∑
k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k)
,

kur

φ =
λ(ν −

√
ν2 − 4κ2)

2κ2
. (2.16)

(b) Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija intervale [t1, t2] yra

γ(u, t1, t2) =
λ

ν
e−µu

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n ∞∑
k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

×
n+2k∑
j=0

(
tj1e
−νt1 − tj2e−νt2

)
.

(c) Diskontuoti bankroto momentai baigtiniame laiko intervale tenkina sekan£i¡ lygyb¦

φm(u, t) =
νm+1

λ
eµuφm(u)

λ

νm+1
e−(µu+νt)

∞∑
j=0

(νt)j

j!

(
φm(u)−

j−1∑
n=0

n+ 1

n!

(
µλu

ν

)n

×
[ j−n+1

2 ]−1∑
k=0

(2k + n+m)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k)
,

kur

φm(u) =
e
−µθ̂u

1+θ̂

1 + θ̂

(m− 1)!

λm

m−1∑
i=0

(
λu

c

)m−1−i (m− i+ λu
c )

(m− 1− i)!

×
i∑
l=0

(
m

i− l

)(
m+ l − 1

l

)
θ̂−m−l.

I�rodymas. Prad
esime teoremos i�rodym¡ nuo (c) dalies.

(c) Remiantis (2.14) ir (2.15) turime, kad

φm(u, t) = E(Tme−δT I{T<t}) =

∫ t

0

xme−δxf(x)dx =
e−µu√
1 + θ̂

∞∑
n=0

(n+ 1)(µu)n

n!(
√

1 + θ̂)n

×
∫ t

0

xm−1e−x(δ+λ(2+θ̂))In+1(2λu

√
1 + θ̂)du, (2.17)

kur

In+1(2λu

√
1 + θ̂) =

∞∑
k=0

u2k+n+1 (λ
√

1 + θ̂)2k+n+1

k!(k + n+ 1)!
. (2.18)

I�stat¦ (2.18) i� (2.17) gauname

φm(u, t) =
e−µu√
1 + θ̂

∞∑
n=0

(n+ 1)(µu)n

n!(
√

1 + θ̂)n

∞∑
k=0

(λ
√

1 + θ̂)2k+n+1

k!(k + n+ 1)!

×
∫ t

0

e−x(δ+λ(2+θ̂))x2k+n+mdx.
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Kadangi ν = δ + λ(2 + θ̂), κ = λ
√

1 + θ̂ ir∫ t

0

e−νxx2k+n+mdx =
(2k + n+m)!

ν2k+n+m+1

(
1− e−νt

2k+n+m∑
j=0

(νt)j

j!

)
,

tai gauname tiklsli¡ φm(u, t) i²rai²k¡

φm(u, t) =
λ

νm+1
e−µu

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n ∞∑
k=0

(2k + n+m)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

×
(

1− e−νt
2k+n+m∑
j=0

(νt)j

j!

)
. (2.19)

Pakeit¦ sumavimo eili²kum¡ (2.19) lygyb
eje tur
esime

φm(u, t) =
λ

νm+1
e−µuα(u)

λ

νm+1
e−(µu+νt)

∞∑
j=0

(νt)j

j!

×
(
α(u)−

j−1∑
n=0

n+ 1

n!

(
µλu

ν

)n [ j−n+1
2 ]−1∑
k=0

(2k + n+m)!

k!(k + n+ 1)!
(2.20)

×
(
κ

ν

)2k)
,

kur

α(u) =

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n ∞∑
k=0

(2k + n+m)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

.

Pasteb
ekime, kad

φm(u) = lim
t→∞

φm(u, t) =
λ

νm+1
e−µu

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n
×

∞∑
k=0

(2k + n+m)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

.

Kadangi (ºr. Drekic ir Willmot, [16], (3.11) formul¦)

φm(u) =
e
−µθ̂u

1+θ̂

1 + θ̂

(m− 1)!

λm

m−1∑
i=0

(
λu

c

)m−1−i (m− i+ λu
c )

(m− 1− i)!

×
i∑
l=0

(
m

i− l

)(
m+ l − 1

l

)
θ̂−m−l,

tai

α(u) =
νm+1

λ
eµuφm(u). (2.21)

I�stat¦ (2.21) i� (2.20) gauname, kad

φm(u, t) =
νm+1

λ
eµuφm(u)

λ

νm+1
e−(µu+νt)

∞∑
j=0

(νt)j

j!

×
(
φm(u)−

j−1∑
n=0

n+ 1

n!

(
µλu

ν

)n

×
[ j−n+1

2 ]−1∑
k=0

(2k + n+m)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k)
.
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(a) Akivaizdu, kad

φ0(u, t) = E(e−δT I{T<t}) = φ(u, t).

Jeigu lygyb
eje (2.19) paimsime m = 0 gausime Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos i²rai²k¡

baigtiniame laiko intervale

φ(u, t) =
λ

ν
e−µu

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n ∞∑
k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

×
(

1− e−νt
2k+n∑
j=0

(νt)j

j!

)
.

Analogi²kai, kaip ir (c) dalyje, pakeit¦ sumavimo eili²kum¡ ²ioje lygyb
eje mes tur
esime

φ(u, t) =
λ

ν
e−µuβ(u)

λ

ν
e−(µu+νt)

∞∑
j=0

(νt)j

j!
(2.22)

×
(
β(u)

j−1∑
n=0

[
j−n+1

2

]
−1∑

k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k)
,

kur

β(u) =

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n ∞∑
k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

.

Kadangi

φ(u) = lim
t→∞

φ(u, t) =
λ

ν
e−µuβ(u)

ir (ºr. Willmot ir Lin, [59],(4.1.12) lygyb
e)

φ(u) = φe−µ(1−φ)u,

tai

β(u) =

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!

(
µλu

ν

)n ∞∑
k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k

=
φν

λ
eµφu, (2.23)

su dydºiu φ i² (2.16) lygyb
es.

I�stat¦ (2.23) i� (2.22) gauname galutin¦ Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos i²rai²k¡

φ(u, t) = φe−(1−φ)µu − e−νt
∞∑
j=0

(νt)j

j!

(
φe−(1−φ)µu − λ

ν
e−µu

j−1∑
n=0

n+ 1

n!

(
µλu

ν

)n

×

[
j−n+1

2

]
−1∑

k=0

(2k + n)!

k!(k + n+ 1)!

(
κ

ν

)2k)
.

(b) Remiantis (2.14) ir (2.15) turime, kad

γ(u, t1, t2) = E(e−δT I{t1<Tx<t2}) =

∫ t2

t1

e−δxf(x)dx (2.24)

=
e−µx

κ

∞∑
n=0

(n+ 1)(µu)n

n!(κ)n

∞∑
k=0

(λκ)2k+n+1

k!(k + n+ 1)!

×
∫ t2

t1

e−xνx2k+ndx.
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Kadangi∫ t2

t1

e−νx
2k+ndx = − (2k + n)!

ν2k+n+1

2k+n∑
j=0

(
tj2e
−νt2 − tj1e−νt1

)
,

tai i² (2.24) gauname

γ(u, t1, t2) = λe−µx
∞∑
n=0

(n+ 1)(µx)n

n!(κ)n

∞∑
k=0

(λκ)2k+n

k!(k + n+ 1)!

(2k + n)!

ν2k+n+1

×
n+2k∑
j=0

(
tj1e
−νt1 − tj2e−νt2

)
.

Teorema i�rodyta. �

�i� skyreli� baigsime keliais br
eºiniais, kuriuose pavaizduotos funkcijos, kuriu� i²rai²kas gavome

teoremoje 2.3.

I, II ir III gra�kuose galima pamatyti funkcijos φ(u, t) priklausomyb¦ nuo pagrindiniu� parametru�.

Funkcija maº
eja pagal parametr¡ u ir did
eja pagal parametr¡ t. Toki� jos elgesi� nusako b	usimo

bankroto vert
es priklausomyb
e nuo pradinio kapitalo u dydºio. Ai²ku, kad kuo didesnis pradinis

kapitalas, tuo maºesn
e bankroto tikimyb
e. I²nagrin
ejus gra�kus i²samiau, matome, kad kuo didesn
e

yra �ksuota ºalu� intensyvumo λ reik²m
e (gra�kas I, III) tuo didesn
e yra ir b	usimo bakroto vert
e

(gra�kas II). Be to, lyginant ²iuos gra�kus, akivaizdºiai matosi, kad b	usimo bankroto vert
e yra daug

maºesn
e, kai λ yra labai maºas. Atskiru atveju, kai δ = 0 (gra�kas IV) mes gauname bankroto

tikimyb
es φ(u, t) gra�k¡, kuris maº
eja pagal u ir did
eja pagal t.

Pav.1. Funkcijos φ(u, t) priklausomyb
e nuo parametru� u, t, λ, µ, ir δ.

Toliau nagrin
esime funkcij¡ φm(u, t). Kai m = 1 gaunamas baigtinio laiko diskontuoto vidurkio

φ1(u, t) gra�kas (gra�kas V - VIII), kurio kitimo dinamika yra analogi²ka funkcijos φ(u, t) elgesiui.

Be to, kai δ = 0 (gra�kas VIII) galima nagrin
eti bankroto laiko vidurkio kitim¡ laike. I² br
eºinio

matome, kad pradinio kapitalo u did
ejimas lemia funkcijos φ1(u, t) maº
ejim¡ pagal visus t.
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Paskutiniuose gra�kuose pavaizduota diskontuota baudos funkcija intervale [t1, t2]. Lyginant

²iuos du gra�kus (gra�kas IX ir IX), pastebime, kad kuo didesnis yra laiko intervalas, tuo didesnes

reik²mes i�gyja bankroto tikimyb
e. Be to, pakankamai didel
es pradinio kapitalo u reik²m
es teigiamai

veikia funkcijos γ(u, t1, t2) dinamik¡, t.y. funkcija maº
eja, kai kapitalas did
eja.

Pav.2. Funkcijos φ1(u, t) priklausomyb
e nuo parametru� u, t, λ, µ, andir δ.

Pav.3. Funkcijos γ(u, t1, t2) priklausomyb
e nuo parametru� u, t1 ir t2.

I²vados

�iame skyriuje buvo tyrin
ejama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija klasikiniame rizikos mod-

elyje su ºalomis, turin£iomis eksponentini� pasiskirstym¡. Panaudojus ºinom¡ bankroto laiko tankio

funkcijos formul¦, buvo gauti tokie dydºiai: Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija baigtini-

ame laiko intervale, diskontuoti bankroto laiko momentai baigtiniame laiko intervale ir Gerber-Shiu

diskontuotos baudos funkcija intervale [t1, t2]. Visu� min
etu� funkciju� i²rai²ku� i²skirti pagrindiniai

nariai yra eksponentinio pavydalo. Taigi, visos ²ios funkcijos kinta eksponenti²kai. �iame skyriuje

visos auk²£iau i²vardintos funkcijos buvo i²nagrin
etos su i�vairiomis parametru� reik²memis ir pavaiz-

duotos gra�²kai. Gra�kuose ai²kiai matosi, kad auk²tas ºalu� intensyvumas tik padidina ²iu� funkciju�

reik²mes. Taip pat br
eºiniuose galima pamatyti, kad pakankamai didel
es pradinio kapitalo reik²m
es

teigiamai veikia visu� funkciju� elgesi� laikui b
egant, t.y. funkciju� reik²m
es maº
eja, kai kapitalas auga.

Tod
el atsiºvegliant i� ºalu� intensyvum¡ ir kitus parametrus, i�takojan£ius draudimo bendrov
es veikl¡,

draudikas gali i�vertinti bendrov
es darbo saugumo lygi�.
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3 Atstatymo procesas, jo savyb
es ir pritaikymas rizikos teori-

joje

I�vadas. Jau anks£iau buvo min
eta, kad Puasono procesas yra svarbus rizikos teorijoje, nes jis

pasiºymi tokiomis matematin
emis savyb
emis, d
el kuriu� ji� yra lengva nagrin
eti ir taikyti. �is procesas

jau senai taikomas rizikos teorijoje ir daugelyje kitu� mokslo sri£iu�. 1903 metais Fillip Lumdberg

pasi	ul
e ²iuo procesu apra²in
eti i�vykstan£iu� ºalu� skai£iu. V
eliau ²i� proces¡ prad
ejo nagrin
eti ir

taikyti kiti autoriai. Ta£iau, tam tikrais atvejais Puasono proceso taikymas gali b	uti pakankamai

komplikuotas. Pavyzdºiui, kai tarp ºalu� yra dideli laiko tarpai. Tokiais atvejais reik
etu� nagrin
eti

tarplaikius, turin£ius tam tikr¡ pasiskirstym¡, kurio pagalba bus lengva modeliuoti didelius laiko

intervalus. Daºniausiai, kai Puasono proceso negalima panaudoti taikomas atstatymo procesas.

Rizikos teorijoje ²is procesas naudojamas ne tik ºalu� skai£iui apra²yti, bet ir nagrin
ejamas atskirai,

t.y. tyrin
ejamos ²io proceso pagrindin
es savyb
es, asimptotikos problemos bei s¡saja su Puasono

procesu.

3.1 Atstatymo procesas ir jo savyb
es

�iame skyrelyje nagrin
esime neneigiam¡ sveikaskaiti� proces¡ N(t), t ≥ 0 bei atsitiktiniu� sumu� pro-

ces¡

S(t) =

N(t)∑
i=1

Yi, t ≥ 0.

Sakykime, λ(t) = EN(t) → ∞, kai t → ∞. Atsitiktiniai dydºiai Y1, Y2, ... yra nepriklausomi

vienodai pasiskirst¦ su bendra pasiskirstymo funkcija H(u) = P (Y1 ≤ u) ir baigtiniu vidurkiu

EY1 = µ. Be to, laikysime, kad {N(t)}t≥0 ir dydºiai Y1, Y2, ... yra nepriklausomi. Taip pat ºym
esime

µ(t) = ES(t) = µλ(t).

Klüppelberg ir Mikosch [29] nagrin
ejo proceso S(t) dideliu� nuokrypiu� tikimybes, kai funkcija H

turi sunki¡ uodeg¡. Tokiu atveju Y1 neturi baigtinio eksponentinio momento ir standartiniai dideliu�

nuokrypiu� teorijos rezultatai negalioja. Toliau apibr
e²ime kelias reikalingas prielaidas ir pateiksime

pagrindini� skyrelio rezultat¡. Pradºioje aptarsime kelias skirstiniu� su sunkiomis uodegomis klases.

Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija H priklauso klasei ERV (α, β) kaºkokiems 0 < α ≤ β < ∞,

jeigu bet kuriam �ksuotam y > 1

y−β ≤ lim
x→∞

inf
H(xy)

H(x)
≤ lim
x→∞

sup
H(xy)

H(x)
≤ y−α, y > 1. (3.1)

Jeigu paskutin
eje lygyb
eje α = β, tai sakoma, kad pasiskirstymo funkcija H yra reguliariai kintanti

arba priklauso klasei R(α). Nesunku parodyti, kad H yra reguliariai kintanti su kaºkokiu α, jeigu

H(x) = x−αL(x), x > 0,

kaºkokiai l
etai kintan£iai funkcijai L.

Klüppelberg ir Mikosch [29] darbe sveikaskai£iam procesui k
el
e dvi ºemiau apra²ytas prielaidas.

38



Savyb 
e A.

N(t)

λ(t)

P→ 1, t→∞,

kitaip tariant egzistuoja teigiama funkcija ε(t) tokia, kad ε(t)→ 0 ir

P
(∣∣N(t)− λ(t)

∣∣ > ε(t)λ(t)
)

= o(1).

Savyb 
e B. Egzistuoja tokie teigiami ε ir δ, kad∑
k>(1+δ)λ(t)

P (N(t) > k)(1 + ε)k → 0,

Nesunku pasteb
eti, kad B prielaida yra ekvivalenti tokiai N(t) savybei:∑
k>(1+δ)λ(t)

P (N(t) = k)(1 + ε)k = E

(
(1 + ε)N(t)I{N(t)/λ(t)>1+δ}

)
→ 0, t→∞.

Klüppelberg ir Mikosch [29] parod
e, kad A prielaid¡ tenkina Puasono procesas N(t) su λ(t)→∞

ir atstatymo skai£iuojamasis procesas

N(t) = sup{n ≥ 1 : θ1 + ...+ θn ≤ t} (3.2)

kur θ1, θ2, ... yra neneigiami nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai, tenkinantys tam

tikr¡ maºorentin¦ s¡lyg¡. Pagrindinis nagrin
ejamo darbo rezultatas buvo tokia teorema.

Teorema 3.1 Tegul {N(t)}t≥0 yra sveikaskaitis neneigiamas procesas. Be to, tarkime, kad {N(t)}t≥0
tenkina prielaidas A ir B su λ(t) → ∞, o pasiskirstymo funkcija H ∈ ERV (−α,−β) kaºkokiems

1 < α ≤ β <∞. Tuomet

P
(
S(t)− µ(t) > x

)
∼ λ(t)H(x) (3.3)

tolygiai su x ≥ γλ(t) kiekvienam �ksuotam γ > 0.

[53] darbe Tang ir kiti taip pat nagrin
ejo proceso S(t) nusakyto (3.1) lygybe, didelius nuokrypius.

Jie A prielaid¡ pakeit
e silpnesne prielaid¡ (ºr. taip pat darbus [38], [46]) ir i�rod
e toki¡ teorem¡.

Teorema 3.2 Sakykime funkcija H ∈ ERV (−α,−β) su 1 < α ≤ β < ∞. Be to, tegul �ksuotam

teigiamam δ ir kaºkokiam maºam ε > 0

E
([

(N(t))
]β+ε

IN(t)>(1+δ)λ(t)

)
= O(λ(t)) (3.4)

tuomet tenkinama (3.3) asimptotin
e lygyb
e.

Tame pa£iame darbe autoriai parod
e, kad atstatymo skai£iuojamasis procesas N(t) bet kokioms

teigiamoms realioms konstantoms δ ir m tenkina lygyb¦∑
k>(1+δ)λ(t)

kmP (N(t) ≥ k) = o(1), t→∞

jeigu atstatymo proces¡ generuojantis tarplaikis θ turi baigtini� vidurki� Eθ = 1/λ. Gautas rezultatas

parodo, kad bet koks atstatymo procesas tenkina (3.4) prielaid¡.
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3.2 Pagrindinis rezultatas

Toliau ²iame skyrelyje nagrin
esime proces¡ N(t), apibr
eºt¡ (3.2) lygyb¦. Nagrin
esime ar tokiam

procesui galioja ºemiau suformuluota savyb
e.

Savyb 
e B∗. Kiekvienam realiajam a > λ su λ = 1/Eθ <∞ egzistuoja b > 1,

lim
t→∞

∑
k>at

P (N(t) ≥ k)bk = 0. (3.5)

Nesunku pasteb
eti, kad bet kuriems teigiamiems δ ir ε

∑
k>(1+δ)λt

P (N(t) = k)(1 + ε)k ≤
∑

k>(1+δ)λt

P (N(t) ≥ k)(1 + ε)k,

∑
k>(1+δ)λt

P (N(t) = k)(1 + ε)k ≥
∑

k>(1+δ)λt

(
P (N(t) ≥ k)− P (N(t) ≥ k + 1)

)
(1 + ε)k

≥ ε

1 + ε

∑
k>(1+δ)λt

P (N(t) ≥ k)(1 + ε)k.

Tod
el B∗ savyb
e yra ekvivalenti tokiai savybei B∗∗: bet kuriam teigiamam δ egzistuoja teigiamas

ε toks, kad

lim
t→∞

∑
k>(1+δ)λt

P (N(t) = k)(1 + ε)k = 0.

�emiau i�rodysime teorem¡, kurioje parodyta, kad bet koks atstatymo procesas N(t) su Eθ =

1/λ <∞ tenkina B∗ savyb¦. Be to, i²nagrin
esime atveji�, kai EN =∞.

Teorema 3.3 Sakykime N(t) yra atstatymo procesas apibr
eºtas (3.2) lygybe, kurioje θ1, θ2, ... yra

nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atstitiktiniu� dydºiu� seka.

(a) Jei Eθ = 1/λ <∞, tai N(t) turi savyb¦ B∗;

(b) Jei Eθ = ∞, tai kiekvienam teigiamam skai£iui a > 0 egzistuoja b > 1 toks, kad (3.5) lygyb
e

patenkinta.

I�rodymas.

(a) Tegul pradºioje Eθ = 1/λ < ∞. Ai²ku, kad bet kuriems realiems a > λ, b > 1 ir kiekvienam

teigiamam t

ϕa,b(t) :=
∑
k>at

P (N(t) ≥ k) bk

≤
∑
k>at

P (θ1 + · · ·+ θk ≤ t) bk.

Bet kuriam neneigiamam atsitiktiniam dydºiui ξ ir bet kuriems teigiamiems y, t tenkinama nelygyb
e

P (ξ ≤ t) ≤ EytE−yξ. I² £ia turime

ϕa,b(t) ≤ Eyt
∑
k>at

(m(y))k bk (3.6)
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kur m(y) = Ee−yθ. Akivazdu, kad m(y) < 1 bet kuriam y > 0, nes θ n
era i²sigim¦s ta²ke 0. Kai

b ∈
[
1, 1

10

(
1 + 9

m(y)

)]
, tai bm(y) < 1. I² (3.6) turime, kad tokiems b yra teisinga tokia nelygyb
e

ϕa,b(t) ≤ Eyt
(bm(y))at

1− bm(y)

=
1

1− bm(y)
exp

{
yt
(

1 +
a log b

y
+
a logm(y)

y

)}
(3.7)

Pasinaudoj¦ nelygyb¦ |e−v − 1| ≤ v, v ≥ 0 ir Lebesque dominuojan£io konvergavimo teorema,

gauname

lim
y→0+

logm(y)

y
= lim

y→0+

log (1 + Ee−yθ − 1)

y
= lim
y→0+

Ee−yθ − 1

y

= lim
y→0+

∫ ∞
0

e−yu − 1

y
dP (θ ≤ u)

=

∫ ∞
0

lim
y→0+

e−yu − 1

y
dP (θ ≤ u)

= −Eθ = − 1

λ
. (3.8)

Taigi, egzistuoja toks teigiamas y∗, kuriam

a
logm(y∗)

y∗
< −1

2
− a

2λ
.

I² (3.7) turime, kad tokiems y∗ ir teigiamam t ir b ∈ (1, 1
10 (1 + 9

m(y∗) )] teisinga nelygyb
e

ϕa,b(t) ≤ 1

1− bm(y∗)
exp

{
y∗t
(
− 1

2

a− λ
λ

+
a log b

y∗

)}
Ai²ku, kad intervale (1, 1

10 (1 + 9
m(y∗) )] egzistuoja toks b̂ = b̂(a, y∗), kuriam

a log b̂

y∗
<

1

4

a− λ
λ

.

�iuo atveju visiems t > 0 ir surastam y∗

ϕa,̂b(t) ≤
10

1−m(y∗)
exp

{
−y
∗t

4

a− λ
λ

}
.

Paskutinis i�vertis i�rodo pirm¡ teoremos tvirtinim¡.

(b) Tegul Eθ =∞. I² (3.7) i�ver£io turime, kad visiems teigiamiems t, a ir b ∈
[
1, 1

10

(
1 + 9

m(y)

)]
ϕa,b(t) ≤

10

1−m(y)
exp

{
yt
(

1 +
a log b

y
+
a logm(y)

y

)}
, (3.9)

kur, kaip ir anks£iau m(y) ≡ Ee−yθ < 1, y > 0.

Atsitiktinis dydis min{θ, r} turi baigtini� vidurki� su kiekvienu teigiamu r. Remiantis (3.8) galima

i�vertinti

lim
y→0+

logm(y)

y
≤ lim
y→0+

logEe−ymin{θ,r}

y
= −Emin{θ, r}.

Taigi,

lim
y→0+

logm(y)

y
= −∞,
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tod
el egzistuoja teigiamas y∗ = y∗(a) toks, kad su 0 < y ≤ y∗ tenkinama nelygyb
e a logm(y) ≤ −3y.

I² i�ver£io (3.9) i²plaukia, kad visiems a > 0, 1 < b ≤ (1/10)(1 + 9/m(y∗)), t > 0 ir kaºkokiam

teigiamam y∗ = y∗(a) yra teisingas i�vertis

ϕa,b(t) ≤
10

1−m(y∗)
exp

{
y∗t
(a log b

y∗
− 2
)}

Tinkamai parinkus b = b̂ = b̂(a, y∗), i² gauto i�ver£io i²plaukia antras teoremos tvirtinimas.

Teorema i�rodyta. �

3.3 Baigtinio laiko bankroto tikimyb
e rizikos atstatymo modelyje

�iame skyrelyje parodysime, kaip pritaikoma 3.3 teorema baigtinio laiko bankroto tikimyb
es at-

statymo procese asimptotikos nagrin
ejime. Laikysime, kad rizikos atstatymo modelio ºalos ir

tarplaikiai tenkina tokias prielaidas:

Prielaida H1. �alos Y1, Y2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dy-

dºiai su pasiskirstymo funkcija H ir baigtiniu vidurkiu β = EY1.

Prielaida H2. Tarplaikiai θ1, θ2, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami atsitiktiniai

dydºiai su baigtiniu vidurkiu Eθ1 = 1/λ. Be to, θ1, θ2, ... ir Y1, Y2, ... yra nepriklausomi.

Sakykime procesas U(t), apra²antis kapital¡ laiko momentu t uºra²omas lygybe

U(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi, t ≥ 0.

�ia u yra pradinis kapitalas laiko momentu t = 0, c > 0 premiju� intensyvumas ir θ̂ = c/λ − β

saugumo koe�cientas. Be to, tegul N(t) yra atstatymo procesas, t.y.

N(t) = sup{n ≥ 1 : θ1 + ...+ θn ≤ t}.

Sakykime τ yra kaºkoks laiko momentas. Tuomet

ψ(u, τ) = P
(

inf
0≤s≤τ

U(s) < 0|U(0) = u
)

= P
(

max
0≤k≤N(τ)

k∑
i=1

(Yi − cθi) > u
)
.

yra bankroto tikimyb
e iki momento τ .

Yra para²yta nemaºai darbu� (ºr. pavyzdºiui [33], [51], [34]), kuriuose remiantis Korshunovo [31]

dideliu� nuokrypiu� rezultatais buvo nagrin
ejama bankroto tikimyb
es ψ(u, τ) asimptotika, kai funkcija

H priklauso kuriai nors pasiskirstymo funkciju� su sunkiomis uodegomis klasei. Toliau apra²ysime

dar kelias paiskirstymo funkciju� su sunkiomis uodegomis klases.

Sakykime, kad pasiskirstymo funkcija F = 1− F priklauso klasei C jeigu

lim
y→1−

lim sup
u→∞

F (yu)

F (u)
= 1.

Sakykime, kad pasiskirstymo funkcija F priklauso subeksponentiniu� skirstyniu� klasei S, jeigu

kiekvienam n ≥ 2

lim
x→∞

F ∗ F (x)

F (x)
= 2,
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kur F ∗ F ºymi funkcijos F s¡s	uka pa£ia su savimi, o F (x) = 1 − F (x) su visais x ∈ R. Dar

viena sunkiu� uodegu� skirstyniu� klas
e vadinama stypriai subeksponentiniu� skirstyniu� klase. �i klas
e

paprastai ºymima simboliu S∗. Sakoma, kad F ∈ S∗, jeigu
∫∞
0
F (y)dy <∞ ir

lim
x→∞

F ∗2u (x)

Fu(x)
= 2 (3.10)

tolygiai visiems u ∈ [1,∞), kur

Fu(x) =

min
{

1,
∫ x+u
x

F (y)dy
}

jeigu x ≥ 0,

1 jeigu x < 0.

Yra ºinoma, kad C ⊂ S∗ ⊂ S (ºr. pavyzdºiui [31],[52]).

Tang [51] nagrin
ejo baigtinio laiko bankroto tikimyb
es asimptotik¡ ºaloms i² klas
es C. Pagrindinis

jo darbo rezultatas yra tokia teorema.

Teorema 3.4 Tegu rizikos atstatymo modelis tenkina H1 ir H2 prielaidas, c/λ − β > 0, pa-

siskirstymo funkcija H ∈ C ir Eθp1 < ∞ kaºkokiam p > J+
B + 1, kur J+

H pasiskirstymo funkcijos H

vir²utinis Matuszewska indeksas, t.y.

J+
B = − lim

y→∞

1

log y

(
lim inf
u→∞

H(xy)

H(x)

)
.

Tada

ψ(u, τ) ∼ 1

µ

u+µλτ∫
u

H(y)dy (3.11)

tolygiai visiems τ ∈ [f(x),∞] bet kokiai neapr
eºtai did
ejan£iai funkcijai f.

Analogi²kas rezultatas stipriai subeksponentiniu� pasiskirstymo funkciju klasei i�rodytas Leipaus

ir �iaulio [34] darbe.

Teorema 3.5 Tegu atsatymo rizikos modelis tenkina H1 ir H2 prielaidas. Jeigu pasiskirstymo

funkcija H ∈ S∗, tarplaikiai θ1, θ2, ... tenkina B prielaid¡ ir c/λ − β > 0, tai (3.11) asimptotin
e

formul
e yra teisinga su tomis pa£iomis s¡lygomis kaip ir 3.4 teoremoje.

Nesunku pasteb
eti, 3.3 teoremos d
eka, galima atsisakyti B prielaidos 3.5 teoremoje. Taigi, yra

teisinga ºemiau suformuluota teorema.

Teorema 3.6 Tegul rizikos atstatymo modelis tenkina H1 ir H2 prielaidas. Jeigu pasiskirstymo

funkcija H ∈ S∗ ir c/λ − β > 0, tai (3.11) asimptotin
e formul
e yra teisinga su tomis pa£iomis

s¡lygomis kaip ir 3.4 teoremoje.

Jiang [27] darbe klasikiniam modeliui buvo gautas analogi²kas rezultatas, kaip ir 3.6 teoremoje.

�iuo atveju buvo laikoma, kad N(t) i² (3.2) yra homogeninis Puasono procesas su parametru λ,

t.y. θ1, θ2, ... turi eksponentini� pasiskirstym¡ su Eθ1 = 1/λ. Nagrin
ejamu atveju, autorius parod
e,

kad jeigu pasiskirstymo funkcija H(x) ∈ S∗, tuomet yra teisinga (3.11) asimptotin
e formul
e su
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tomis pa£iomis s¡lygomis kaip ir 3.6 teoremoje. Nesunku pasteb
eti, kad Tang (ºr.[51]) rezultatas

tenkinamas tik su ºalomis, turin£iomis Pareto bei jo kombinacijas skirstyniais. Leipus ir �iaulys

(ºr. [34]) prapl
et
e ²i rezultat¡ iki platesn
es skirstiniu� klas
es. Jiang (ºr.[27]) rezultatas klasikiniam

rizikos modeliui taip pat galioja visoms funkcijoms i² klas
es S∗.

I²vados

�iame skyriuje buvo tyrin
ejamas atstatymo procesas ir rizikos atstatymo modelis. Buvo nagrin
ejama

kokiems teigiamiems a ir b atstatymo procesui N(t) galioja lygyb
e:

lim
t→∞

∑
k>at

P (N(t) ≥ k)bk = 0.

Buvo i�rodyta teorema, kurioje buvo parodyta, kad jeigu Eθ = 1/λ, tai visiems a > λ galima rasti

b > 1, kuriems uºra²ytoji savyb
e yra teisinga. Be to, esant begaliniam tarplaikio vidurkiui irgi

galimas konstantu� a ir b su auk²£iau uºra²yta savybe parinkimas. Teoremoje gautas rezultatas

buvo pritaikytas baigtinio laiko bankroto tikimyb
es asimptotinei formulei i²vesti.
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4 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotikos ty-

rimas

I�vadas. Nuo to momento, kai Gerber ir Shiu (ºr. [23]) pasi	ul
e nagrin
eti diskontuot¡ baudos funkcij¡,

buvo gaut¡ nemaºai rezultatu� apie ²ios funkcijos savybes tiek sudetiniame Puasono tiek ir rizikos

atstatymo modeliuose. Nors ²i funkcija buvo pla£iai tyrin
ejama i�vairiu� autoriu�, d
eje ²ios funkci-

jos asimptotikos nagrin
ejimui skirta nedaug d
em
esio. Galima pamin
eti tik kelis darbus. �iaulys ir

Asanavi£i	ut
e [50] gavo Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotin¦ formul¦ subekspo-

nentin
ems ºaloms klasikiniame rizikos modelyje. Cheng ir Tang [7] tyrin
ejo ²i¡ funkcij¡ atstatymo

rizikos modelyje su Erlang(2) tarplaikiais ir ºalomis pasiskirs£iusiomis pagal apibendrintas subek-

sponentinius d
esnius. Apra²ytu atveju jie gavo sukaupto kapitalo prie² bankrot¡ ir kapitalo stokos

bankroto metu momentu� asimptotik¡. Tang ir Wei [54] rado diskontuotos baudos funkcijos asimp-

totin¦ formul¦ atstatymo rizikos modeliui su absoliu£iai tolydºiomis ºalomis, pasiskirs£iusiomis pagal

apibendrintus subeksponentinius d
esnius ir tenkinan£iais dar eil¦ papildomu� s¡lygu�.

Diskontuotos baudos funkcijos asimptotokos tyrimas yra aktualus, nes dar yra nei²nagrin
eta daug

problemu�. �iame skyriuje pateiksime kelis naujus i�domius rezultatus, susijusius su ²ios funkcijos

asimptotika bei gausime nagrin
ejamos funkcijos asimptotin¦ formul¦ Erlang(2) modelyje su subek-

sponentin
emis ºalomis.

4.1 Diskontuotos baudos funkcijos atstatymo lygtis Erlang(2) modelyje

Sakykime draudiko sukaupto kapitalo procesas {U(t), t ≥ 0} uºra²omas tokia lygybe

U(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi, (4.1)

£ia u yra pradinis kapitalas, c premiju� intensyvumas, o procesas {N(t)}t≥0 apra²o ºalu� skai£iu� iki

momento t. Sakykime N(t) yra skai£iuojamasis atstatymo procesas, t.y.

N(t) =

∞∑
i=1

I{θ1+θ2+...+θi≤t}, (4.2)

kur θ1, θ2, ... yra nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� seka. Atsitiktinis dydis

θ1 yra laiko tarpas iki pirmos ºalos pasirodymo, o θi, i ≥ 2 yra laiko tarpai tarp dvieju i² eil
es

einan£iu� ºalu�. Be to, tarkime, kad θ1 turi Erlang(2) tankio funkcija su parametru λ > 0, t.y.

k(t) = λ2te−λt, t ≥ 0.

�alos Y1, Y2, ..., nepriklausan£ios nuo proceso N(t), yra neneigiami, nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ atsitiktiniai dydºiai su pasiskirstymo funkcija H(y) = P (Y1 ≤ y) ir baigtiniu vidurkiu

EY1 = a. Laikysime, kad be to tenkinama gryno pelno s¡lyga, t.y.

c =
EY1
Eθ1

(1 + θ̂) =
λa

2
(1 + θ̂) (4.3)

su teigiamu saugos koe�cientu θ̂.
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Nagrin
esime Gerber-Siu diskontuot¡ baudos funkcij¡

φω(u) = E(e−δTω(U(T−), |U(t)|)I{T<∞}|U(0) = u),

£ia T = inf{t > 0 : U(t) < 0|U(0) = u}, kaip ir anks£iau yra bankroto laikas, o ω(x, y), 0 ≤ x, y <∞

yra neneigiama dvieju� argumentu� funkcija.

Sun [47] (ºr. taip pat Cheng and Tang [7]) tyrin
ejo diskontuot¡ baudos funkcij¡ Erlang(2) rizikos

modelyje ir parod
e, kad esant s¡lygai∫ ∞
0

∫ ∞
0

ω(x, y)h(x+ y)dxdy <∞ (4.4)

funkcija φω(u) tenkina toki¡ defektyvi¡ atstatymo lygti�

φω(u) =
1

1 + β

∫ u

0

φω(u− y)dG(y) +
1

1 + β
B(u). (4.5)

Paskutin
eje lygtyje

B(u) =
λ2

c2
(1 + β)

∫ ∞
u

e−ρ2(s−u)
∫ ∞
s

e−ρ1(x1−s)
∫ ∞
x1

ω(x1, x2 − x1)dH(x2)dx1ds,

β =
2λδ + δ2

c2ρ1ρ2 − 2λδ − δ2
, (4.6)

o ρ1 = ρ1(δ), ρ2 = ρ2(δ) (0 ≤ ρ1 < (λ+ δ)/c < ρ2) yra du neneigiami Lundberg lygties

λ2
∫ ∞
0

e−sxdH(x) = (cs− λ− δ)2 (4.7)

sprendiniai su s¡lyga ρ1(0) = 0 (ºr. pavyzdºiui [12]).

Be to, (4.5) atstatymo lygtyje funkcija

G(y) =
1

D

∫ y

0

g(x)dx

yra pasiskirstymo funkcija, glaudºiai susijusi su ºalu pasiskirstymu ir kuri vadinasi integruota ºalu�

pasiskirstymo funkcija, nes

g(y) =
λ2

c2

∫ ∞
y

e−ρ2(s−y)
∫ ∞
s

e−ρ1(x−s)dH(x)ds

ir

D =

∫ ∞
0

g(y)dy =
c2ρ1ρ2 − 2λδ − δ2

c2ρ1ρ2
=

1

1 + β
.

Toliau nagrin
esime atveji�, kai funkcija ω(x, y) ≡ 1. �i prielaida rei²kia, kad bankroto dydis

laiko momentu T yra prilygintas vienetui. Vadinasi, tirin
esime tokio pavidalo diskontuot¡ baudos

funkcij¡

φ(u) = E(e−δT I{T<∞}|U(0) = u). (4.8)

Pradºioje i�rodysime teorem¡, kuri parodo, kad funkcija φ(u) tenkina defektyvi¡ atstatymo lygti� be

(4.4) prielaidos.
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Teorema 4.1 Sakykime, Erlang(2) rizikos modelyje patenkinta gryno pelno s¡lyga (4.3). Jei δ > 0

tuomet diskontuota baudos funkcija φ(u) tenkina atstatymo lygti�

φ(u) =
1

1 + β

∫
[0,u]

φ(u− y)dG(y) +
1

1 + β
G(u). (4.9)

Joje pasiskirstymo funkcija G uºra²oma lygybe

G(u) =
λ2

c2
(1 + β)

∞∫
u

e−ρ2(y−u)
∞∫
y

e−ρ1(x−y)H(x)dxdy, u ≥ 0, (4.10)

kurioje ρ1, ρ2 (ρ1 < ρ2) yra du teigiami (4.7) lygties sprendiniai, o β teigiama konstanta apibr
eºta

(4.6) lygybe.

I�rodymas. Tegul δ yra �ksuotas teigiamas parametras. Kapitalo procesas U(t) apibr
eºtas (4.1)

lygybe su atstatymo procesu i² (4.2) lygyb
es. Akivaizdu, kad ºalos i�vyksta tik momentais Tm =

θ1 + θ2 + ...+ θm. Tokiems laiko momentams N(Tm) = m ir

U(Tm) = u+ cTm −
N(Tm)∑
n=1

Yn = u− Sm,

kur

S0 = 0, Sm =

m∑
n=1

(Yn − cθn), m = 1, 2, . . . .

Turime, kad visiems neneigiamiems u ir visiems m = 1, 2, 3, . . .

P (T = Tm) = P (Sm > u, Sm−1 ≤ u, Sm−2 ≤ u, . . . , S1 ≤ u).

Tod
el neneigiamiems u diskontuot¡ baudos funkcija galima uºra²yti tokiu pavidalu

φ(u) = E(e−δT I{T<∞}) = E

(
e−δT

∞∑
m=1

I{T=Tm}

)

= E

∞∑
m=1

(
e−δT I{T=Tm}

)
=

∞∑
m=1

E
(
e−δTmI{S1≤u, S2≤u,...,Sm−1≤u, Sm>u}

)
.

I²skaidºius ²i¡ sum¡ gauname

φ(u) = Ee−δT1I{S1>u} +

∞∑
m=2

Ee−δθ1e−δ(Tm−θ1)

× I{S1≤u, S2−S1≤u−S1,...,Sm−1−S1≤u−S1, Sm−S1>u−S1}
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Tod
el

φ(u) = Ee−δT1I{S1>u} +

∞∑
m=2

∫
R

∫
R

Ee−δte−δ(Tm−θ1)

× I{y−ct≤u, S2−S1≤u−y+ct,...,Sm−1−S1≤u−y+ct, Sm−S1>u−y+ct}dH(y)λ2te−λtdt

= Ee−δT1I{S1>u} +

∫ ∞
0

e−δt
∫

[0,u+ct]

∞∑
m=2

Ee−δ(Tm−θ1)

× I{S2−S1≤u−y+ct,...,Sm−1−S1≤u−y+ct, Sm−S1>u−y+ct}dH(y)λ2te−λtdt

= Ee−δT1I{S1>u} +

∫ ∞
0

e−δt
∫

[0,u+ct]

∞∑
l=2

Ee−δTl

× I{S1≤u−y+ct, S2≤u−y+ct,...,Sl−1≤u−y+ct, Sl>u−y+ct}dH(y)λ2te−λtdt

= λ2
∫ ∞
0

te−(δ+λ)t
( ∫
[0,u+ct]

φ(u+ ct− y)dH(y) +

∫
(u+ct,∞)

dH(y)

)
dt

I� gaut¡ lygyb¦, i�sta£ius nauj¡ kintam¡ji� z = u+ ct, turime

φ(u) =
λ2

c

∫ ∞
u

z − u
c

e−(δ+λ)
z−u
c

( ∫
[0,z]

φ(z − y)dH(y) +

∫
(z,∞)

dH(y)

)
dz (4.11)

su visais neneigiamais u. Funkcija∫
[0,z]

φ(z − y)dH(y) +

∫
(z,∞)

dH(y) = 1−
∫

[0,z]

(
1− φ(z − y)

)
dH(y)

yra maº
ejanti apr
eºta vienetu. Tod
el funkciju� s¡ndauga

z − u
c

e−(δ+λ)
z−u
c

( ∫
[0,z]

φ(z − y)dH(y) +

∫
(z,∞)

dH(y)
)

yra tolydi su visais teigiamais z, gal b	ut i²kyrus kuri� nors baigtini� skaitu� poaibi� i² R. Be to, ²i

funkciju� sandauga yra integruojama intervale [0,∞). Taigi, i² (4.11) seka, kad φ(u) yra absoliu£iai

tolydi maº
ejanti funkcija ir beveik su visais neneigiamais u

φ′(u) =
λ2

c

∫ ∞
u

z − u
c

e−(δ+λ)
z−u
c

 ∫
[0,z]

φ(z − y)dH(y) +

∫
(z,∞)

dH(y)



′

u

dz.

Supaprastinus ²i¡ lygyb¦ ir pritaikius (4.11) gauname, kad beveik visiems neneigiamiems u

φ′(u) =
δ + λ

c
φ(u)

− λ2

c2

∞∫
u

e−(δ+λ)
z−u
c

 ∫
[0,z]

φ(z − y)dH(y) +

∫
(z,∞)

dH(y)

 dz.

Pagal auk²£iau i²d
estytus samprotavimus i² paskutin
es lygyb
es gauname, kad φ′(u) yra absoliu£iai

tolydi ir su beveik visais neneigiamais u antra φ(u) i²vestin
e tenkina lygyb¦

φ′′(u) =
2(λ+ δ)

c
φ′(u)− (λ+ δ)2

c2
φ(u)

+
λ2

c2

∫
[0,u]

φ(u− y)dH(y) +
λ2

c2
H(u). (4.12)
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Rasime (4.12) lygyb
es abieju� pusiu� Laplaso transformacij¡. Yra ºinoma, kad tam tikros funkcijos

Laplaso transfromacija egzistuoja jeigu ²i funkcija yra eksponentin
es eil
es. Kadangi 0 ≤ φ(u) ≤ 1

su visais u ≥ 0, tai

|φ′(u)| ≤ δ + λ

c

∣∣φ(u)
∣∣+

2λ2

c2

∫ ∞
u

e−(δ+λ)
z−u
c dz ≤ δ + λ

c
+

2λ2

c(δ + λ)
:= c1

ir

|φ′′(u)| ≤ 2(λ+ δ)

c

∣∣φ′(u)
∣∣+

(λ+ δ)2

c2
∣∣φ(u)

∣∣
+

λ2

c2

∫
[0,u]

φ(u− y)dH(y) +
λ2

c2
H(u)

≤ 2(λ+ δ)

c
c1 +

(λ+ δ)2

c2
+

2λ2

c2

su beveik visais u ≥ 0. Taigi, funkciju� φ′′(u), φ′(u) ir φ(u) Laplaso transformacija egzistuoja, nes

²ios funkcijos yra apr
eºtos. Paskai£iav¦ (4.12) lygyb
es abieju� pusiu� Laplaso transfromacij¡, visiems

kompleksiniams s su <s > 0 gauname

s2φ̂(s) − sφ̂(0)− φ̂′(0) =
2(λ+ δ)

c
(sφ̂(s)− φ(0))

− (λ+ δ)2

c2
φ̂(s) +

λ2

c2
φ̂(s)H̃(s) +

λ2

c2
Ĥ(s) (4.13)

£ia

φ̂(s) =

∞∫
0

e−suφ(u)du, H̃(s) =

∫
[0,∞)

e−sudH(u), Ĥ(s) =

∞∫
0

e−suH(u)du,

nes pagal Fubinio teorem¡

∫ ∞
0

e−su

 ∫
[0,u]

φ(u− y)dH(y)

 du =

∫
[0,∞)

 ∞∫
y

e−suφ(u− y) du

 dH(y)

=

∫
[0,∞)

 ∞∫
0

e−s(x+y)φ(x)dx

 dH(y) = φ̂(s)H̃(s).

I² (4.13) lygyb
es gauname funkcijos φ(s) Laplaso transformacijos i²rai²k¡

φ̂(s) =
c2sφ(0)− 2c(λ+ δ)φ(0) + c2φ′(0) + λ2Ĥ(s)

(sc− λ− δ)2 − λ2H̃(s)
. (4.14)

�iai i²rai²kai pritaikysime analogi²kus pertvarkymus, kaip Sun darbe (ºr. Sun [47], 2.2 teorema).

Tegul Tρ yra operatorius, apibr
eºtas Dickson and Hipp straipsnyje [12]. B	utent, integruojamai

funkcijai f ir realiam ρ

Tρf(x) =

∞∫
x

e−ρ(z−x)f(z) dz x ≥ 0.

Nesunku patikrinti, kad

T̂ρf(s) =
f̂(s)− f̂(ρ)

ρ− s
(4.15)

49



su visais ρ > 0, <s > 0, ρ 6= s. Neneigiamos realios lygties (4.7) ²aknys ρ1 and ρ2 yra i²rai²kos

(4.14) vardiklio nuliai. Tod
el jie turi b	uti skaitiklio nuliais.

Vadinasi,

c2ρ1φ(0)− 2c(λ+ δ)φ(0) + c2φ′(0) + λ2Ĥ(ρ1) = 0.

I² (4.15) ir (4.14) lygyb
es gauname

φ̂(s) =
c2sφ(0) + λ2

̂̃
H(s)− c2ρ1φ(0)− λ2Ĥ(ρ1)

(sc− λ− δ)2 − λ2H̃(s)

=

(s− ρ1)

(
c2 φ(0)− λ2 Ĥ(s)−Ĥ(ρ1)

ρ1−s

)
(sc− λ− δ)2 − λ2H̃(s)

=
(s− ρ1)

(
c2 φ(0)− λ2 T̂ρ1H(s)

)
(sc− λ− δ)2 − λ2H̃(s)

(4.16)

visiems kompleksiniams s su teigiama realia dalimi. Kadangi, ρ2 (ρ2 > ρ1) yra kita paskutin
es

i²rai²kos vardiklio ²aknis, tai ji turi b	uti ir skaitiklio ²aknimi. Vadinasi,

c2φ(0) = λ2 T̂ρ1H(ρ2),

Dar kart¡ pritaik¦ (4.15) savyb¦ i² (4.16) gauname, kad visiems s

φ̂(s) =
λ2 (s− ρ1)(s− ρ2)

T̂ρ1H(ρ2)−T̂ρ1H(s)

s−ρ2
L(s)

=
λ2(s− ρ1)(s− ρ2) ̂Tρ2Tρ1H(s)

L(s)
, (4.17)

kur L(s) yra paºym
etas trupmenos (4.16) vardiklis. Panagrin
ekime ²i� vardikli� detaliau. Ai²ku, kad

L(s) = (sc− λ− δ)2 − λ2H̃(s)− (ρ1c− λ− δ)2 + λ2H̃(ρ1)

= (s− ρ1)

(
c2(s+ ρ1)− 2(λ+ δ)c+ λ2

H̃(ρ1)− H̃(s)

s− ρ1

)
. (4.18)

Bet kuriam realiam teigiamam s, apibr
eºkime nauj¡ operatoriu� τρ toki¡ lygyb¦

τρF (x) =

∫
[x,∞)

e−ρ(z−x)dF (z), x ≥ 0.

kurioje F yra neneigiamo atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcija.

Analogi²kai, kaip anks£iau (ºr. (4.15) s¡ry²i�) gaumame, kad funkcijos τρF Laplaso transformacija

turi savyb¦:

τ̂ρF (s) =
F̃ (s)− F̃ (ρ)

ρ− s
, (4.19)

£ia F̃ (s) yra funkcijos F Laplaso-Stieltjeso transformacija. I² paskutiniojo s¡ry²io ir (4.18) lygyb
es

i²plaukia, kad

L(s) = (s− ρ1)
(
c2(s+ ρ1)− 2(λ+ δ)c+ λ2 τ̂ρ1H(s)

)
Kadangi ρ2 yra lygties L(s) = 0 ²aknis, tai

c2(ρ2 + ρ1)− 2(λ+ δ)c+ λ2τ̂ρ1H(ρ2) = 0.
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Vadinasi, pasinaudojus (4.15) savyb¦, turime

L(s) = (s− ρ1)
(
c2(s− ρ2) + λ2τ̂ρ1H(s)− λ2τ̂ρ1H(ρ2)

)
= (s− ρ1)(s− ρ2)

(
c2 − λ2 ̂Tρ2τρ1H(s)

)
.

�i¡ i²rai²k¡ i�stat¦ i� (4.17) lygyb
es vardikli�, gauname

φ̂(s) =
λ2 ̂Tρ2Tρ1H(s)

c2 − λ2 ̂Tρ2τρ1H(s)
. (4.20)

visiems kompleksiniams s su teigiama realia dalimi.

Neneigiamam u apibr
eºkime dar funkcijas:

η(u) = Tρ2Tρ1H(u) =

∞∫
u

e−ρ2(x−u)

 ∞∫
x

e−ρ1(y−x)H(y)dy

 dx,

γ(u) = Tρ2τρ1H(u) =

∞∫
u

e−ρ2(x−u)

 ∫
[x,∞)

e−ρ1(y−x)dH(y)

dx .

I² (4.20) seka, kad

φ̂(s) =
λ2

c2

(
φ̂(s)γ̂(s) + η̂(s)

)
i�prastiems s. I² Laplaso transformacijos savybiu� i²plaukia tokia funkcijos φ(u) atstatymo lygtis

φ(u) =
λ2

c2

u∫
0

φ(u− y)γ(y)dy +
λ2

c2
η(u).

Norint gauti atstatymo lygti� (4.9) pavydalo pakanka paºym
eti

G(u) =
λ2

c2
(1 + β)η(u),

nes (ºr. pavyzdºiui [55] arba [37])

(1 + β)

∞∫
u

λ2

c2
γ(x)dx =

λ2(1 + β)

c2

∞∫
u

∞∫
x

e−ρ2(y−x)
∫

[y,∞)

e−ρ1(z−y)dH(z) dy dx

=
λ2(1 + β)

c2

∞∫
u

∫
(x,∞)

eρ2x−ρ1z
z∫
x

e−(ρ2−ρ1)ydy dH(z)dx

=
λ2(1 + β)

c2(ρ2 − ρ1)

∞∫
u

∫
(x,∞)

(
eρ1(z−x) − eρ2(z−x)

)
dH(z) dx

=
λ2(1 + β)

c2(ρ2 − ρ1)

∞∫
u

(
eρ1(x−u) − eρ2(x−u)

)
H(x)dx,

ir

G(u) =
λ2(1 + β)

c2

∞∫
u

eρ2(x−u)
∞∫
y

eρ1(x−u)H(x)dx dy

=
λ2(1 + β)

c2

∞∫
u

H(x) e−ρ1x+ρ2u
x∫
u

e−(ρ2−ρ1)ydy dx

=
λ2(1 + β)

c2(ρ2 − ρ1)

∞∫
u

(
eρ1(x−u) − eρ2(x−u)

)
H(x)dx.
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Pabaigai pasteb
ekime, kad i² (4.15) ir (4.19) savybiu� i²plaukia (4.6) s¡ry²is, t.y.

λ2

c2

∞∫
0

γ(x)dx =
λ2

c2
̂Tρ2τρ1H(0) =

λ2

c2
τ̂ρ1H(0)− τ̂ρ1H(ρ2)

ρ2

=

λ2−λ2H̃(ρ1)
ρ1

+ λ2H̃(ρ2)−λ2H̃(ρ1)
ρ2−ρ1

c2 ρ2

=

λ2−(cρ1−λ−δ)2
ρ1

+ (cρ2−λ−δ)2−(cρ1−λ−δ)2
ρ2−ρ1

c2ρ2
=
c2ρ1ρ2 − 2λδ − δ2

c2ρ1ρ2
.

Teorema i�rodyta. �

4.2 Diskontuotos baudos funkcijos asimptotikos tyrimas klasikiniame rizi-

kos modelyje

Nagrin
ekime klasikini� rizikos modeli�, kuriame kapitalo procesas U(t) yra apra²ytas (4.1) lygyb
eje.

Klasikinio modelio atveju N(t) yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu µ, o θ1, θ2, ...

yra eksponenti²kai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai su parametru µ, t.y. ²iu� dydºiu� pasiskirstymo

funkcija turi pavydal¡:

P (θ1 ≤ y) =

 0 , jei y < 0;

1− e−µy , jei y ≥ 0.

Sakykime ºalos Y1, Y2, ... turi baigtini� vidurki� EY1 = a, o ju� pasiskirstymo funkcija H(y) = P (Y ≤

y). Be to, tegul θ̂ = c/µa− 1 > 0 yra saugos koe�cientas.

�iaulys ir Asanavi£i	ut
e [50] klasikiniame rizikos modelyje tyrin
ejo diskontuot¡ baudos funkcij¡

φ(u), kai ω(x, y) ≡ 1, t.y.

φ(u) = E(e−δT I{T<∞}|U(0) = u), δ ≥ 0.

Nagrin
ejamu atveju, buvo gauta ²ios funkcijos asimptotin
e formul
e su ºalomis, turin£iomis subekspo-

nentini� pasiskirstym¡. Autoriai parod
e, kad pasirinkus H ∈ S ir δ > 0

φ(u) ∼ µ

δ
H(u), (4.21)

kai u→∞. �ia µ, kaip jau buvo min
eta, yra eksponentinio pasiskirstymo parametras.

4.3 Diskontuotos baudos funkcijos φω(u) asimptotika rizikos atstatymo

modelyje

Sakykime, turime rizikos atstatymo modeli�, kuriame kapitalo procesas U(t) apra²ytas (4.1) lygybe,

o N(t) yra atstatymo skai£iuojamasis procesas, kuri� generuoja dydºiai θ1, θ2, .... Laikysime, kad

θ = θ1 turi absoliu£iai tolydºi¡ pasiskirstymo funkcij¡ G, tankio funkcij¡ g ir baigtini� vidurki� 1/λ.

Nagrin
ejamu atveju, nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai Y, Y1, Y2, ... turi bendr¡

absoliu£iai tolydºi¡ pasiskirstymo funkcij¡ H, tankio funkcij¡ h ir baigtini� vidurki� a. Tegul, be to,

tenkinama gryno pelno s¡lyga ρ = c/λ− µ.

Tang ir Wei [54] rizikos atstatymo modelyje nagrin
ejo diskontuotos baudos funkcijos

φω(u) = E(e−δTω(U(T−), |U(T )|)I{T<∞}|U(0) = u)
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asimptotik¡. Jie gavo ²ios funkcijos asimptotines formules ºaloms, priklausan£ioms apibendrintai

subeksponentiniu� skirstyniu� klasei. Tegul

T = inf{t > 0 : U(t) < 0|U(0) = u},

kaip ir anks£iau, bankroto laikas. Laikysime, kad atsitiktiniai dydºiai U(T−), |U(T )| ir T turi

jungtin¦ tankio funkcij¡ J(x, y, t|0). Nesunku pasteb
eti, kad ²i tankio funkcija yra defektyvi, kai

patenkinta gryno pelno s¡lyga, nes∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

J(x, y, t|0)dxdydt = ψ(0) < 1,

£ia ψ(u) = P (T <∞) yra bankroto tikimyb
e. Ai²ku, kad funkcija

J(x, t|0) =

∫ ∞
0

J(x, y, t|0)dy (4.22)

yra jungtin
e dydºiu� U(T−) ir T tankio funkcija, o

J(y|0) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

J(x, y, t|0)dxdt

yra |U(T )| tankio funkcija.

Apibr
e²ime apibendrint¡ subeksponentiniu� skirstyniu� klas¦ bei kelet¡ kitu� susijusiu� savoku�.

Sakoma, kad i²matuojama funkcija f : [0,∞) → [0,∞) su kaºkokiu γ ≥ 0 priklauso klasei Ld(γ),

jeigu su visais dideliais x funkcija f(x) > 0 ir su visais realiais y yra teisinga riba

lim
x→∞

f(x− y)

f(x)
= eγy

Sakoma, kad f priklauso klasei Sd(γ), jeigu ji priklauso klasei Ld(γ), o riba

lim
x→∞

f2∗(x)

f(x)
= 2d

egzistuoja ir yra baigtin
e (ºr. pavyzdºiui [8], [9], [28]). Yra ºinoma, kad i² s¡lygos f ∈ Ld(γ)

kaºkokiam γ ≥ 0 i²plaukia lygyb
e

γ = − lim
x→∞

1

x
ln f(x) = 2d. (4.23)

Tegul F yra absoliu£iai tolydi pasiskirstymo funkcija intervale [0,∞) su tankio funkcija f . Jeigu

kaºkokiam γ ≥ 0 tankis f priklauso klasei Ld(γ), tai su visais realiais y :

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= eγy.

Jeigu tankis f priklauso klasei Sd(γ), tai

lim
x→∞

F 2∗(x)

F (x)
= 2f̂(γ).

�ioje lygyb
eje

f̂(γ) =

∫ ∞
0

eγxf(x)dx.

Kai F ∈ Sd(γ) su γ ≥ 0, sakoma, kad pasiskirstymo funkcija F turi eksponenti²kai g¦stan£i¡ uodeg¡.

Jei F ∈ Ld(γ), sakoma, kad F turi γ-ilg¡ uodeg¡.
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Apibr
e²ime dydºius, kurie bus reikalingi apra²yti pagrindiniam Tang ir Wei [54] straipsnio rezul-

tatui. Paºym
ekime atsitiktinius dydºius

N+ = inf{n = 1, 2, ... : cτn − Sn ≥ 0}, N− = inf{n = 1, 2, ... : cτn − Sn < 0}.

ir atsitiktinius laiko momentus

T+ = τN+
, T− = τN− .

Ai²ku, kad T (0) = T−. Sakykime H+ ir H− yra atsitiktiniu� dydºiu�

L+ = cτN+ − SN+ , L− = τN− − SN− .

pasiskirstymo funkcijos. Jeigu gryno pelno s¡lyga yra patenkinta, tai dydis N+ yra beveik visur

baigtinis, o N− i�gyja begalin¦ reik²me su teigiama tikimybe. Kai N− =∞, dydis T− n
era apibr
eºtas.

Paºym
ekime

$(x) =

∫ ∞
0

ω(x, y)h(x+ y)dy, x ≥ 0 (4.24)

W (u) =

∫ ∞
u

$(x)dx, u ≥ 0,

ir

Jδ(x|0) =

∫ ∞
0

e−δtJ(x, t|0)dx,

£ia J(x, t|0) yra i² (4.22).

Sakykime riba

α = − lim
x→∞

1

x
ln$(x),

egzistuoja ir yra baigtin
e. Suformuluosime pagrindini� Tang ir Wei [54] straipsnio rezultat¡.

Teorema 4.2 Tarkime, atstatymo rizikos modelyje ºalu� tankio funkcija h yra apr
eºta. Sakykime,

kai δ ∨ α > 0 funkcija $ i² (4.24) lygyb
es yra lokaliai integruojama, o kitu atveju tegul funkcija $

globaliai integruojama. Be to, tegul EeγL−−δT− < 1.

(1) Kai δ ≥ 0, 0 ≤ α < γ, δ ∨ α > 0, o funkcijos h ∈ Sd(γ) ir $ ∈ Ld(α). Tuomet

lim
x→∞

φω(u)

$(u)
=

Ee−(δ+cα)θ

1− EeαY−(δ+cα)θ
.

(2) Kai δ ≥ 0, 0 ≤ γ < α, δ ∨ γ > 0, h ∈ Sd(γ) ir $ ∈ Ld(α), tai

lim
x→∞

φω(u)

h(u)
=

Ee−(δ+cγ)θ

1− EeγY−(δ+cγ)θ
1

1− EeγL−−δT−

×
∫ ∞
0

∫ ∞
0

eγz$(x+ z)
Jδ(x|0)

H(x)
dxdz.

(3) Tegul δ ≥ 0, 0 ≤ γ = α, δ∨γ > 0, bei tenkinama viena i² s¡lygu� arba "h ∈ Sd(γ), $ ∈ Ld(γ)

ir $ = O(h)" arba "h ∈ Sd(γ), $ ∈ Sd(γ) ir h = O($)." Tuomet

φω(u) ∼ Ee−(δ+cγ)θ

1− EeαY−(δ+cγ)θ

(
$(u) +

h(u)

1− EeγL−−δT−

×
∫ ∞
0

∫ ∞
0

eγz$(x+ z)
Jδ(x|0)

H(x)
dxdz

)
. (4.25)
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Atskiru atveju, kai h ∈ Sd(γ), $ ∈ Sd(γ) ir h = o($), tai paskutinis s¡ry²is virsta tokiu:

lim
x→∞

φω(u)

$(u)
=

Ee−(δ+cγ)θ

1− EeαY−(δ+cγ)θ
. (4.26)

(4) Jeigu δ = α = 0, γ > 0, o funkcija h ∈ Sd(γ) bei $ yra nedid
ejanti funkcija, kuriai dideliems

u > 0 W (u) <∞ ir W ∈ Ld(0). Tuomet

lim
x→∞

φω(u)

W (u)
=

1

ρ
. (4.27)

(5) Sakykime δ = γ = 0, α > 0, H ∈ Sd(0) ir $ ∈ Ld(α). Tegul be to, funkcija h yra nedid
ejanti.

Tada

lim
x→∞

φω(u)

H(u)
=

1

ρ(1− ψ(0))

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

ω(x+ z, y)J(x, y + z|0)dxdydz.

(6) Tegul δ = γ = α = 0 bei tenkinama viena i² s¡lygu� arba "H ∈ Sd(0), W ∈ Ld(0) ir

W = O(H)" arba "H ∈ Sd(0), W ∈ Ld(0) ir F = O(W )". Be to, tegul funkcijos h ir $ yra

nedid
ejan£ios. Tuomet

φω(u) ∼ 1

ρ
W (u) +

H(u)

ρ(1− ψ(0))

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

ω(x+ z, y)J(x, y + z|0)dxdydz.

Atskiru atveju, kai H ∈ Sd(0), W ∈ Ld(0) ir H = O(W ) ²is s¡ry²is virsta (4.27) s¡ry²iu.

Pasteb
ekime, kad ²ios teoremos (4.25) asimptotin
e formul
e klasikinio rizikos modelio atveju, kai

tarplaikiai turi eksponentini� pasiskirstym¡ su parametru λ uºra²oma tokia forma

φω(u) ∼ λ$(u)

δ + cγ + λ− λh̃(γ)

+
λ2(γ + θ)h(u)(

δ + cγ + λ− λh̃(γ)
) ∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−θx+γz$(x+ z)dxdz,

kur θ = θ(δ) ≥ 0 yra Lundbergo lygties

λh̃(−θ) = δ + λ− cθ

sprendinys. �ia h̃(−θ) =
∫∞
0
e−θxh(x)dx yra funkcijos h Laplaso transformacija. Atskiru atveju,

kai δ > 0, γ = 0 ir funkcija ω(x, y) ≡ 1 turime, kad h(u) = o(F (u)). Vadinasi, pritaik¦ Lema 4.4(1)

i² Tang ir Wei [54] nesunkiai gauname (4.21) formul¦.

4.4 Funkcijos φ(u) asimptotika Erlang(2) modelyje

Nagrin
esime funkcijos φ(u) i² (4.8) lygyb
es asimptotik¡ Erlang(2) modelyje su ºalomis, turin£iomis

subeksponentini� pasiskirstym¡. Priminsime, kad diskontuotos baudos funkcijos asimptotika su

subeksponentin
emis ºalomis buvo tyrin
ejama jau anks£iau min
etame �iaulio ir Asanavi£i	ut
es [50]

darbe. Autoriai nagrin
ejo klasikini� rizikos modeli� su eksponentiniais tarplaikiais ir gavo min
etos

funkcijos asimptotin¦ formul¦. Toliau bus i²nagrin
etas kitas atvejis ir gauta diskontuotos baudos

funkcijos asimptotin
e formul
e su tarplaikiais, turin£iais Erlang(2) pasiskirstym¡. Prie² tai, sufor-

muluosime lemas, kurios bus naudingos teoremos i�rodyme. Pirmoji lema apra²o (4.5) atstatymo

lygties sprendinio pavydal¡. Lemos i�rodym¡ galima rasti [44] darbe (ºr. 2.1 teorema).
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Lema 1.1 Tegul funkcija ψ tenkina defektyvi¡ atstatymo lygti�

ψ(v) =
1

1 + b

∫
(0,v]

ψ(v − x)dV (x) +
1

1 + b
W (v), v ≥ 0

kur b > 0, o V (x) = 1 − V (x) yra pasiskirstymo funkcija, kuriai V (0) = 0, o W (v) yra tolydi su

v ≥ 0.

Tuomet atstatymo lygties sprendinys tenkina toki¡ lygti�

ψ(v) =
1

b

∫
[0,v]

W (v − x)dK(x) =
1

b

∫
(0,v]

W (v − x)dK(x) +
1

1 + b
W (v).

�ia K(x) = 1−K(x) yra sud
etin
e geometrin
e pasiskirstymo funkcija:

K(x) =

∞∑
n=1

b

1 + b

(
1

1 + b

)n
V ∗n(x), x ≥ 0,

o ir V ∗n yra funkcijos V s¡s	ukos pa£ios su savimi uodega.

�ios lemos i�rodym¡, galima rasti [19] (ºr. 3.19 i²vad¡).

Lema 1.2 Tegul F yra pasiskirstymo funkcija i² klas
es S, o G1, G2, ..., Gn yra pasiskirstymo funkci-

jos tenkinan£ios s¡lygas

lim
x→∞

Gi(x)

F (x)
= ci, i = 1, 2, ... n,

su kaºkokiais neneigiamais koe�cientais c1, c2, ... , cn. Tuomet

G1 ∗G2 ∗ ... ∗Gn(x)

F (x)
→
x→∞

c1 + ...+ cn.

Jeigu be to, c1 + c2 + ...+ cn > 0, tai G1 ∗G2 ∗ ... ∗Gn ∈ S.

�emiau suformuluota teorema yra pagrindinis ²io skyrelio rezultatas.

Teorema 4.3 Sakykime, Erlang(2) modelyje yra tenkinama gryno pelno s¡lyga, be to H ∈ S. Kai

δ > 0

φ(u)

H(u)
∼ λ2

δ2 + 2λδ
, u→∞.

Jeigu, be to

1

a

u∫
0

H(y)dy ∈ S

tai, kai δ = 0,

φ(u) ∼ 1

θ̂a

∞∫
u

H(y)dy.

I�rodymas. Antra teoremos dalis yra gerai ºinomas rezultatas (ºr., pavyzdºiui, [18]). Taigi, na-

grin
esime atveji�, kai δ > 0. Remiantis 4.1 teorema gauname, kad funkcija φ(u) tenkina (4.9) lygti�,
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kur G(u) yra funkcijos G uodega, apibr
eºta (4.10) lygybe. Vadinasi, i² Lemos 1.1 i²plaukia, kad

neneigiamam u funkcija φ(u) tenkina lygyb¦

φ(u) =
1

β

∫
[0,u]

G(u− x) dL(x) (4.28)

kurioje

L(x) = 1− L(x) =

∞∑
n=1

β

(1 + β)n+1
G∗n(x), x ≥ 0.

M	usu� tikslas gauti funkcijos φ(u) asimptotin¦ formul¦. Tod
el i² pradºiu� nagrin
esime funkcij¡

G(u). Tegul neneigiamam y

r(y) =

∞∫
y

e−ρ1 (x−y)H(x)dx.

Tuomet, remiantis (4.10), gauname

G(u) =
λ2

c2
(1 + β)

∞∫
u

e−ρ2 (y−u) r(y)dy.

Turime, kad

r(y) =
1

ρ1

H(y) +

∫
[0,∞)

e−ρ1 zdH(z + y)

 , (4.29)

o kiekvienam teigiamam M∣∣∣∣∣∣∣
1

H(y)

∫
[0,∞)

e−ρ1zdH(z + y)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

H(y)

∫
[0,M ]

e−ρ1zd
(
−H(z + y)

)
+

1

H(y)

∫
(M,∞)

e−ρ1zd
(
−H(z + y)

)
≤ 1− H(y +M)

H(y)
+ e−ρ1M .

Pasinaudojus ºinomomis subeksponentinu� pasiskirstymo funkciju� savyb
emis (ºr., pavyzdºiui,

Lem¡ 1.3.5 [18] ) gauname, kad kiekvienam �ksuotam M

lim
y→∞

(
1− H(y +M)

H(y)

)
= 0.

Pagal visus auk²£iau gautus i�ver£ius turime, kad

lim
y→∞

1

H(y)

∫
[0,∞)

e−ρ1ydH(z + y) = 0. (4.30)

I² £ia ir i² (4.29) i²rai²kos i²plaukia, kad neapr
eºtai did
ejan£iam y

r(y) =
1

ρ1
H(y)(1 + o(1)).
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Vadinasi, neapr
eºtai did
ejan£iam u

G(u) =
λ2

c2ρ1
(1 + β)(1 + o(1))

∞∫
u

e−ρ2(y−u)H(y)dy

=
λ2

c2ρ1ρ2
(1 + β)(1 + o(1))

H(u) +

∫
[0,∞)

e−ρ2 vdH(u+ v)


=

λ2

c2ρ1ρ2
(1 + β)H(u)(1 + o(1)), (4.31)

nes analogi²kai, kaip ir (4.30) lygyb
eje turime, kad

lim
u→∞

1

H(u)

∫
[0,∞)

e−ρ2vdH(v + u) = 0.

Liko panagrin
eti pirmos i²rai²kos lygtyje (4.28) asimptotik¡. Pasiskirstymo funkcija H priklauso

klasei S, taigi remiantis Lema 1.2 kiekvienam �ksuotam n

lim
u→∞

G
∗n

(u)

H(u)
=

λ2

c2ρ1ρ2
(1 + β)n .

Pastebime, kad funkcija G taip pat priklauso klasei S. Dar kart¡ pasinaudojus subeksponentiniu�

pasiskirstymo funkciju� pagrindin
emis savyb
emis (ºr., pavyzdºiui Lem¡ 1.3.5 i² [18]), gauname, kad

egzistuoja baigtin
e konstanta Kβ , tokia, kad visiems n ≥ 2

sup
u≥0

G∗n(u)

G(u)
≤ Kβ

(
1 +

β

2

)n
.

Vadinasi, visiems neneigiamiems u

G∗n(u)

(1 + β)nH(u)
=

G∗n(u)

(1 + β)nG(u)

G(u)

H(u)
≤ Kβλ

2

c2ρ1ρ2
(1 + β)

(
1 + β

2

)n
(1 + β)n

.

Pagal dominuojan£io konvergavimo teorem¡

lim
u→∞

L(u)

H(u)
=

β

(1 + β)

∞∑
n=1

1

(1 + β)n
lim
u→∞

G
∗n

(u)

H(u)

=
βλ2

c2ρ1ρ2

∞∑
n=1

n

(1 + β)n
=

λ2

c2ρ1ρ2

(1 + β)

β
.

Vadinasi, visiems neapr
eºtai did
ejantiems u

L(u) ∼ λ2

c2ρ1ρ2

(1 + β)

β
H(u).

Jeigu u yra neneigiamas, tai

G ∗ L(u) =

∫
[0,u]

G(u− y)dL(y) + L(u).

Dar kart¡ pasinaudoj¦ Lema 1.2, gauname, kad∫
[0,u]

G(u− y)dL(y) ∼ λ2

c2ρ1ρ2
(1 + β)H(u).

Vadinasi i² (4.28) i²plukia, kad neapr
eºtai did
ejantiems u

φ(u) ∼ λ2

c2ρ1ρ2

(
1

β
+ 1

)
H(u).
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arba

φ(u)

H(u)
∼ λ2

δ2 + 2λδ
. (4.32)

Teorema i�rodyta. �

I²vados

�iame skyriuje buvo nagrin
ejama Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika Erlang(2)

modelyje su subeksponentin
emis ºalomis. �ios funkcijos asimptotin
e formul
e buvo gauta i² diskon-

tuotos baudos funkcijos atstatymo lygties. Nagrin
ejant atskir¡ baudos funkcijos atveji�, darbe buvo

i²vesta atstatymo lygtis atsisakant tankio egzistavimo prielaidos. Toks ºingsnis yra esminis, nes

ºalu� tankio egzistavimas susiaurina subeksponentiniu� skirstiniu� klas¦. Gauta asimptotin
e formul
e

turi paprast¡ ir ai²ki¡ i²rai²k¡, o tai leidºia lengvai surasti diskontuotos baudos funkcijos reik²mes

didel
ems kapitalo reik²m
ems.

59



Literat	uros s¡ra²as

[1] E.S. Andersen. On the Collective theory of risk in the case of contagion between the claims.

Transactions of the XVth International Congress of Actuaries, II, 219-229, 1957 .

[2] A. Baltr	unas, R. Leipus, J. �iaulys, Precise large deviation results for the total claim amount

under subexponential claim sizes. Statistics and Probability Letters, 78, 1206-1214, 2008.

[3] P. Boogaert, V. Crijins, Upper bounds on ruin probabilities in case of negative loadings and

positive interest rates, Insurance: Mathematics and Economics, 6, 221-232, 1987.

[4] K.A. Borovkov, D.C.M. Dickson, On the ruin time distribution for a Sparre Andersen process

with exponential claim sizes. Insurance: Mathematics and Economics, 42, 1104-1108, 2008.

[5] W.S. Chan and L. Zhang, Direct derivation of �nite time ruin probabilities in the discrete

risk model with exponential and geometric claims, North American Actuarial Journal, 10(4),

269-279.

[6] S. Cheng, H.U. Gerber, E.S.W. Shiu, Discounted probabilities and ruin theory in the compound

binomial model, Insurance: Mathematics and Economics, 26, 239-250, 2000.

[7] Y. Cheng, Q. Tang, Moments of the surplus before ruin and the de�cit at ruin in the Erlang(2)

risk process, North American Actuarial Journal, 7(1), 11-12, 2003.

[8] J.Chover, P. Ney, S. Wainger, Functions of probability measures, Journal of Mathematical

Analysis, 26, 255-302, 1973.

[9] J.Chover, P. Ney, S. Wainger Degeneracy properties of subcritical branching processes, Annals

of Probability, 1, 663-673, 1973.

[10] H. Cramer, On the Mathematical Theory of Risk, Skandia Jubilee Volume, Stockholm, 1930.

[11] D.C.M. Dickson, Some comments on the compound binomial model, ASTIN Bulletin, 24, 33-45,

1994.

[12] D.C.M. Dickson, C. Hipp, On the time of ruin for Erlang(2) risk processes, Insurance: Mathe-

matics and Economics, 29, 333-344, 2001.

[13] D.C.M. Dickson, B.D. Hughes, Z. Lianzeng, The density of the time to ruin for a Sparre

Andersen process with Erlang arrivals and exponential claims. Scandinavian Actuarial Journal,

5, 358-376, 2005.

[14] D.C.M. Dickson, G.E. Willmot, The density of the time to ruin in the classical Poisson risk

model. ASTIN Bulletin 35, 45-60, 2005.

60



[15] F. Delbaen, J. Haezendonck, Classical risk theory in an economic environment, Insurance:

Mathematics and Economics, 6, 85-116, 1990.

[16] S.D. Drekic, G.E. Willmot, On the density and moments of the time to ruin with exponential

claims, Astin Bulletin, 33(1), 11-21, 2003.

[17] F. Dufresne, H. Gerber, Risk theory for the compound Poisson process that is perturbed by

di�usion, Insurance: Mathematics and Economics, 12, 9-22, 1991.

[18] P. Embrechts, N. Veraverbeke, Estimates for the probability of ruin with special emphasis on

the possibility of large claims, Insurance: Mathematics and Economics, 1(1), 55-72, 1982.

[19] S. Foss, D. Korshunov, S. Zachary, An introduction to heavy-tailed and subexponential distri-

butions, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, preprint OWP, 13, 2009.

[20] J.M.A. Garcia, Explicit solutions for survival probabilities in a �nite time horizon, ASTIN

Bulletin, 35(1), 113-130, 2002.

[21] J. Garrido, M. Morales, On the expected discounted penalty function for the Levy risk proceses,

Technical Report. Concordia University. Department of Mathematics and Statistics, Montreal,

Quebec, 2005.

[22] H.U. Gerber, Mathematical fun with compound binomial process, ASTIN Bulletin, 18(2), 161-

168, 1988.

[23] H. Gerber, E.S.W. Shiu. On the time value of ruin. North American Actuarial Journal, 2(1),

48-78, 1998.

[24] H.U. Gerber, E.S.W. Shiu, The time value of ruin in a Sparre Andersen model, North American

Actuarial Journal, 9, 49-84, 2005.

[25] J.M. Harrison, Ruin problems with compounding assets, Stochastic Processes and their Appli-

cations, 5, 67-79, 1977.

[26] M. Huzak, M. Perman, H. Sikic, Z. Vondracek, Ruin probabilities and decompositions for

general perturbed risk processes, Annals of Applied Probability, 14, 1378-1397, 2004.

[27] T. Jiang, Large-deviation probabilities for maxima of sums of subexponential random variables

with application to �nite-time ruin probabilities. Science in China Series A: Mathematics, 51,

1257-1265, 2008.

[28] C. Klüppelberg, Estimation of ruin probabilities by means of hazard rates. Insurance: Mathe-

matics and Economics, 8(4), 279-285, 1989

[29] C. Klüppelberg, T.Mikosch, Large deviations of heavy-tailed random sums with applications

in insurance and �nance, Juournal of Applied Probability, 34, 293-308, 1997.

[30] C. Klüppelberg, A.E. Kyprianou, R.A. Maller, Ruin probabilities and overshoots for general

Levy insurance risk proceses, Annals of Applied Probability, 14, 1766-1801, 2004.

61



[31] D. Korshunov, Large-deviation probabilities for maxima of sums of independent random vari-

ables with negative mean and subexponential distribution, Theory of Probability and its Ap-

plications, 46, 355-366, 2002.

[32] D. Landriault, G. Willmot, On the Gerber-Shiu discounted penalty function in the Sparre

Andersen model with an arbitrary interclaim time distribution, 42(2), 600-608, 2008.

[33] R. Leipus, J. �iaulys, Asymptotic behaviour of the �nite-time ruin probability under subexpo-

nential claim sizes, Insurance: Mathematics and Economics, 40, 498-508, 2007.

[34] R. Leipus, J. �iaulys, Asymptotic behaviour of the �nite-time ruin probability in renewal risk

model. Applied Stochastic Models in Business and Industry, 25(3), 309-321 2008.

[35] S. Li, J. Garrido, On ruin for the Erlang(n) risk process, Insurance: Mathematics and Eco-

nomics, 34, 391-408, 2004.

[36] S. Li, J. Garrido, On the time value of ruin in the discrete time risk model, Working paper

02-18, Business Economics, University Carlos III of Madrid, 1-28, 2002.

[37] X.S. Lin, G.E. Willmot, Analysis of a defective renewal equation arising in ruin theory, Insur-

ance: Mathematics and Economics, 25, 63-84, 1999.

[38] Y. Liu, Y. Hu, Large deviations for heavy-tailed random sums of independent random variables

with dominatedly varying tails, Science In China (Series A), 46, 383-395, 2003.

[39] F. Lundberg, Uber die theorie der rickversicherung, Ber VI Intern Kong Versich Wisens, 1,

877-948, 1909.

[40] R. Michel, Representation of a time-discrete probability of eventual ruin, Insurance: Mathe-

matics and Economics, 8, 149-152, 1989.

[41] T. Mikosch, Non-Life Insurance Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York

2004.

[42] K. Pavlova, G.E. Willmot, The discrete stationary renewal risk model and the Gerber-Shiu

discounted penalty function, Insurance: Mathematics and Economics, 35, 267-277, 2004.

[43] C.O. Segerdahl, A survey of results in collective risk theory, Probability and Statistics. John

Wiley and Sons, Stockholm, 276-299, 1954.

[44] X. Sheldon Lin, G. E. Willmot, Analysis of a defective renewal equation arising in ruin theory,

Insurance: Mathematics and Economics, 25, 63-84, 1999.

[45] E.S.W. Shiu, The probability of eventual ruin in the compound binomial model, ASTIN Bul-

letin, 19(2), 179-190, 1989.

[46] C. Su, Q. Tang, T. Jiang, A contribution to large deviations for heavy-tailed random sums,

Science In China (Series A), 44, 438-444, 2001.

62



[47] L.J. Sun, On the discounted penalty at ruin at the Erlang(2) risk process, Statistics and prob-

ability letters, 72, 205-207, 2005.

[48] B. Sundt, J. Teugels, Ruin estimates under interest force, Insurance: Mathematics and Eco-

nomics, 16, 7-22, 1995.

[49] B. Sundt, J. Teugels, The adjustment coe�cient in ruin estimates under interest force, Insurance:

Mathematics and Economics, 19, 85-94, 1997.

[50] J. �iaulys, R. Asanavi£i	ut
e, On the Gerber-Shiu discounted penalty function for subexponential

claims, Lithuanian Mathematical Journal, 46, 487-493, 2006.

[51] Q. Tang, Asymptotics for the �nite time ruin probability in the renewal model with consistent

variation, Stochastic Models, 20, 281-297, 2004.

[52] Q. Tang, R. Kaas, Note on the tail behaviour of random walk maxima with heavy tails and

negative drift, North American Journal, 7(3), 2004.

[53] Q. Tang, C. Su, T. Jiang, J. Zhang, Large deviations for heavy-tailed random sums in compound

renewal model, Statistics and Probabilyti letters, 52, 91-100, 2001.

[54] Q. Tang, L. Wei, Asymptotic aspects of the Gerber-Shiu function in the renewal risk model

using Wiener-Hopf factorization and convolution equivalence, Insurance: Mathematics and

Economics, 46, 2010.

[55] C.C.L. Tsai, L.J. Sun, On the discounted distribution functions for Erlang(2) process, Insurance:

Mathematics and Economics, 35, 5-19, 2004.

[56] G.E. Willmot, On the discounted penalty function in the renewal risk model with general

interclaim times, Insurance: Mathematics and Economics, 41, 17-31, 2007.

[57] G.E. Willmot, Ruin probabilities in the compound binomial model, Insurance: Mathematics

and Economics, 12, 133-142, 1993.

[58] G.E. Willmot, D.C.M. Dickson, The Gerber-Shiu discounted penalty function in the stationary

renewal risk model, Insurance: Mathematics and Economics, 32, 403-411, 2004.

[59] G.E. Willmot, X.S. Lin, Lundberg approximations for compound distributions with insurance

applications, Lecture Notes in Statistics 156, Springer-Verlag, 2000.

[60] G.E. Willmot, J.K. Woo, On the class of Erlang mixtures with risk theoretic applications.

North American Actuarial Journal, 11, 2, 99-115, 2007.

[61] H.L. Yang, L. Zhang, Spectrally negative Levy processes with applications in risk theory, Ad-

vances in Applied Probability, 33, 281-291, 2001.

63


