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[vadas

Tyrimo objektas. Disertacijoje nagrinéjama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija klasikini-
ame rizikos bei Erlang(2) modeliuose ir su $iais modeliais susije uzdaviniai. Taip pat buvo tyrinéjamos
atstatymo proceso dideliy nuokrypiy tikimybiy su svoriais savybes.

Moksliné problema ir aktualumas. Bankroto teorija yra draudos matematikos atSaka, kurios
pagrindas matematiniy ir statistiniy modeliy kurimas ir taikymas skai¢iuojant jvairius dydzius, susi-
jusius su draudimo bendroves veikla, jos mokumu ir galimu bankrotu. Daugelio Sios teorijos metoduy
ir techniky pagrindas yra stochastiniai procesai. Yra zZinoma daug darby, kuriuose draudiko kapitalas
modeliuojamas pasitelkus stochastinius procesus. Paprastai yra nagrinéjamas ne vien tik kapitalas,
bet ir tokie svarbus dydziai kaip bankroto laikas, bankroto tikimybé, draudiko sukauptas kapitalas
prie§ bankrota ir kapitalo stoka bankroto metu. Vienas i§ pirmuyju stochastiniy procesy nauda,
modeliuojant draudéjo sukaupta kapitala, atskleidé svedy aktuaras Filip Lundberg. Savo darbe (7r.
[39]) jis pasiulé modelj, kuriame draudéjo kapitalo kitima aprasé pasitelkdamas sudétinj Puasono
procesa. Véliau § procesa nagrinéjo Cramer (Zr. [10]) ir daugelis kity autoriy. Procesas, aprasantis
draudéjo kapitalo kitima, buvo i8pléstas ir apibendrintas jvairiomis kryptimis, pavyzdziui, j procesa
buvo jtraukta palukany norma, o proceso papildomi svyravimai buvo modeliuojami Brauno judesiu.
Taip pat buvo tyrinéjamas atskiras modelio atvejis esant papildomai kapitalo investavimo galimy-
bei. Daugeliu atvejy pagrindinis tikslas buvo draudiko sukaupto kapitalo prie§ bankrota ir kapitalo
stokos bankroto metu pasiskirstymy radimas, bankroto laiko Laplaso transformacijos skai¢iavimas ir
bankroto tikimybeés gavimas. Gerber ir Shiu (7r. [23]) 1998 metais pasiulé nagrinéti dar viena dydj,
susijusj su draudimo bendrovés veikla, butent diskontuota baudos funkcija. Sios funkcijos reiksmés
atspindi busimo bankroto vertés vidurkj nagrinéjamu momentu. Atsizvelgiant j Sios funkcijos elgesj,
draudimo bendrové gali pasirinkti tokia investavimo ir rezervy formavimo politika, kad ateityje
iSvengti bankroto. Literaturoje §i funkcija Zzinoma kaip Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija
ir ji iki §iol yra placiai negrinéjama jvairiy autoriy. Pagrindinis daugelio darby tikslas yra gauti
patogia skai¢iuoti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos iSraiska. Pastaraisiais metais yra na-
grinéjamas §ios funkcijos asimptotinis elgesys, kai draudimo bendrovés pradinis kapitalas artéja i
begalybe.

Galima teigti, kad bankroto teorija yra aktuali iki §iol. Sudétinis Puasono modelis ir Gerber-Shiu
diskontuota baudos funkcija yra iSsamiai tyrinéjamos daugelio autoriy. Tafiau yra daug nei$na-
grinéty problemy, susijusiy su minéta funkcija ir modeliu. Dél Sios priezasties Gerber-Shiu diskon-
tuotos baudos funkcijos tyrimas su jvairiais rizikos modeliais yra svarbus ir aktualus.

Tyrimo tikslai ir uZdaviniai. Pagrindinis disertacinio darbo tikslas iSsamiai i8nagrinéti Gerber-
Shiu diskontuota baudos funkcija klasikiniame rizikos modelyje ir gauti jos asimptotine formule
Erlang(2) modelyje. NemaZai démésio bus skirta atstatymo proceso ir jo savybiy analizei. Pagrin-

diniai darbo uzdaviniai:

e Gauti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos tikslig i8raiska klasikiniame rizikos modelyje
su zalomis, turin¢iomis miSry eksponentinj pasiskirstyma ir iSanalizuoti Sios funkcijos elgesj

esant jvairioms parametry reikSmeéms;



o Rasti tikslias Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos baigtiniame intervale iSraiskas klasikini-

ame rizikos modelyje su zalomis, pasiskirs¢iusiomis pagal eksponentinj désnj;

e Isanalizuoti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotinj elgesj Erlang(2) rizikos

procese su subeksponentinémis zalomis;
o Istirti atstatymo proceso eksponentinés eilés momento uodegos ribinj elges;j.

Tyrimo metodai ir priemonés. Sprendziant iSkeltus uzdavinius buvo naudojami bendri anal-
iziniai, tikimybiy teorijos ir kompleksinio kintamojo funkcijy teorijos metodai. Darbe buvo pritaikyti
eksponentinés transformacijos metodas, Laplaso transformacijos metodas, atstatymo lygties moto-
das ir rezidiumy metodas.

Pateikiami ginti darbo rezultatai. Gynimui pateikiami darbo rezultatai:

e Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos israiska klasikiniame rizikos modelyje su zalomis,

turin¢iomis misry eksponentinj pasiskirstyma;

e Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos baigtiniame laiko intervale israiskos klasikiniame

rizikos modelyje su zalomis, pasiskirs¢iusiomis pagal eksponentinj désnj;

e Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotiné formulé Erlang(2) rizikos procese su

subeksponentinémis Zalomis;
e Atstatymo proceso eksponentinés eilés momento uodegos ribos savybé.

Mokslinis naujumas ir praktiné svarba. Gerber ir Shiu pasiulyta diskontuotos baudos
funkcijos koncepcija bei metodologija buvo labai naudinga sprendziant jvairias aktuarines problemas.
Taikant 8ig funkcija atsirado galimybé nagrinéti tokius dydzius, kaip bankroto tikimybé, draudiko
sukaupto kapitalo prie§ bankrotg, kapitalo stokos bankroto metu pasiskirstymus ir bankroto laika.
Si funkcija rizikos teorijoje yra vadinama autoriy vardais, t.y. Gerber-Shiu diskontuota baudos
funkcija. Minéta funkcija buvo placiai nagrinéjama ne tik su sudétiniu Puasono bei atstatymo
rizikos modeliais, bet ir su kitais modeliais, tokiais kaip: Puasono rizikos modelis su difuzija, Kokso
rizikos modelis, Markovo rizikos modelis, Levy rizikos modelis, bei su modeliais, i kuriuos buvo
jtraukti jvairus ekonominiai faktoriai.

Rizikos teorijoje minétos funkcijos tyrimas vyksta jvairiomis kryptimis. Paprastai & funkcija
tyrinéjama klasikiniame rizikos modelyje, kai zalos turi eksponentinj, Erlang’o ir eksponentiniy
deriniy skirstynius. Daugumos darby tikslas yra gauti Sios funkcijos tiksla iSraiska ir iStirti jos
pagrindines analitines savybes. Siame darbe yra gauta ir iSanalizuota diskontuotos baudos funkcijos
iSraiska klasikiniame rizikos modelyje su Zzalomis, turinfiomis misry eksponentinj pasiskirstyma.
Taip pat §i funkcija buvo tyrinéjama baigtiniame laiko intervale klasikiniame rizikos modelyje su
eksponentinémis zalomis. Siais atvejais gautos diskontuotos baudos funkcijos israiskos gali buti
panaudotos tyrinéjant Sios funkcijos elgesj, parenkant jvarias parametry reik§mes.

Kadangi Gerber-Shiu funkcija paprastai nagrinéjama su jvairiais rizikos modeliais, tapo aktu-

alu istirti atstatymo procesa, kuris yra bet kokio modelio pagrindas. Sis procesas paprastai rodo



ivykusiy zaly skai¢iy konkre¢iu laiko mementu. Siame darbe iSnagrinétos pagrindinés atstatymo
proceso savybés, o rezultatas buvo pritaikytas tyrinéjant baigtinio laiko bankroto tikimybe. Siuo
atveju isskirtos atstatymo proceso savybés gali buti pritaikytos nagrinéjant atstatymo rizikos modelj
bei kitus modelius ir jvairias bankroto problemas.

Disertaciniame darbe taip pat buvo nagrinéjama diskontuotos baudos funkcijos asimptotika. I
pirmo zvilgsnio gali pasirodyti, kad asimptotiniy problemy tyrimas néra naudingas, nes asimptotinés
formulés negali buti taikomos realiame gyvenime. Taciau geros asimptotinés formulés turi paprastas
ir aigkias i§raigkas, kuriose jau yra panaikinti nereikalingi faktoriai. Be to, daZniausiai Sios formulés
galioja, kai pradinis kapitalas santykinai didelis, o tai leidzia i§samiau istirti diskontuota baudos
funkcija. Reikéty pridurti, kad yra paraSyti tik keli darbai, kuriuose nagrinéjam Sios funkcijos
asimptotikos problema. Siame darbe gauta diskontuotos baudos funkcijos asimptotiné formulé Er-
lang(2) modelyje su subeksponentinémis Zalomis leidzia i$analizuoti $ios funkcijos elgesj ir savybes
pradiniam kapitalui artéjant prie begalybés. Sis rezultatas gali buti panaudotas gilesnei funkcijos
analizei parenkant konkrecius zaly skirstinius.

Darbo rezultaty aprobavimas, publikacijos. Pagrindiniai darbo rezultatai buvo pristatyti

trejose Lietuvos vietinése konferencijose ir publikuoti Siuose Moksliniuose periodiniuose leidiniuose:

o J Siaulys, J. KocCetova, On the Discounted Penalty Function for Claims Having Mized Expo-
nential Distribution, Nonlinear Analysis: Modelling and Control, 11(4), p. 413 - 426, 2006.

e J. Kocetova, J. Siaulys, R. Leipus, A property of the renewal counting process with application

to the finite-time ruin probability, LMJ, 49(1), p. 55 - 61, 2008.

e J. Kocetova, J. Siaulys, Investigation of the Gerber-Shiu discounted penalty function on finite

time horizon, Information Technology and Control, 39(1), 18-24, 2010.

e J. Kocetova, J. Siaulys, Asymptotic behaviour of the Gerber-Shiu discounted penalty function
in the Erlang(2) risk process with subezponential claims, Nonlinear Analysis: Modelling and

Control, 2011. (isiystas i leidinj).

Darbo struktura. Disertacija sudaro ivadas, keturi skyriai, darbo i§vados ir literaturos sarasas.
Darbo apimtis - 63 puslapiai. Disertacijoje panauduoti 61 mokslinés literaturos Saltiniy. Disertacijos

turinys atspindi tyriamajj objekta, darbo tiksla ir spendziamus uzdavinius.

1 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos tyrimas

Ivadas. Sparre Andersen [1] 1957 metais pristaté matematinj modelj, kuris po to buvo naudojamas
draudimo bendrovés veiklos apraSymui. Siame modelyje draudiko sukaupta kapitala laiko momentu

t aprago procesas {U(t), t > 0}

N(t)
Ut) =u+ct— > Y, (1.1)
=1



¢ia u yra draudéjo pradinis kapitalas, ¢ - jmoky daznis. {N(t), ¢ > 0} skai¢iuojamasis procesas

intervale [0, c0), kuris aprago zaly jvykusiy iki momento ¢ skaiciy, t.y.

N(t) = ZI{el+02+...+0,;§t}~ (1.2)
i=1

Laiko tarpai 61,65, ... tarp Zaly jvykimo momenty yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitik-
tiniai dydziai. Zalos Y1,Ys, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai turintys
pasiskirstymo funkcija H(y) = P(Y1 < y) ir baigtinj vidurkj FY;. Nagrinéjamu atveju Y; yra
tos zalos dydis. Be to, zalos Y7,Y5, ... nepriklauso nuo dydziy 61, 60s,.... Taip apibréZtas modelis
vadinamas rizikos atstatymo modeliu arba Sparre Andersen modeliu.

Atskiru atveju, kai procesas N (¢) yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu \, o 6; yra
eksponentigkai pasiskirstes, t.y. kai

PO, <y) = 0 jeiy <0
1—e ™M jeiy>0.
rizikos modelis apibréztas anks¢iau vadinamas klasikiniu Lundbergo modeliu (klasikiniu rizikos
modeliu) arba sudétiniu Puasono modeliu. Sparre Andresen modelj yra sunkiau nagrinéti, nei
sudétinj Puasono modelj, nes nezinomi dydZziy, generuojanéiy procesa N (t) skirstiniai, taip pat neZi-
nomos dydziy E(N(t)) ir Var(N(t)) israiskos. Todél dazniausiai modelis yra nagrinéjamas parenkant
konkrecius tarplaikiy ir zaly pasiskirstymus. Pavyzdziui, Dickson ir Hipp [12] tyrinéjo atvéji, kai
tarplaikiai pasiskirste pagal Erlang(2) désnj, tuo tarpu Gerber ir Shiu [24] bei Li ir Garrido [35]
analizavo atvejj, kai tarplaikiai turi Erlang(n) skirstinius.

Literaturoje daznai nagrinéjamas sudétinis Puasono procesas su palukanu norma. Pirmas §j pro-
cesa pradéjo nagrinéti Segerdahl [43]. Véliau pradéjo tyrinéti ir kiti autoriai (7r. [3], [15], [25], [48],
[49]), kurie i§ esmés sutelké savo démésj ties bankroto tikimybés radimu. Siame modelyje laikoma,
kad draudiko kapitalas yra investuojamas ir gaunamos palukanos. Jeigu laikyti, kad palukany galia
yra 9, tai rezervas laiko momentu ¢ yra apraSomas tokia lygybe

ot

t
Ut) = ued + ce 5 / eé(tfs)dS(s),
0

¢ia S(t) = Y1+ Yo + ... + Yy Zaly jvykusiy iki momento ¢ suma.
Taip pat reikéty paminéti sudétinj Puasono procesg su difuzija. Pirmieji §] procesy aprasé

Dufresne ir Gerber [17]. Pagal juos draudiko kapitalas momentu ¢ nusakomas lygybe
Ut)=u+ct—S(t)+oW(t),

¢ia {W(t)} yra standartinis Brauno judesys, o ¢ > 0 yra nepastovumo koeficientas. Procesas
oW (t)i>0 nusako akumuliuoty Zzaly, premijy intensivumo arba investuoto kapitalo svyravimus.
Sudétinis Puasono procesas su difuzija yra Levy proceso atskiras atvejis, todél galima nagrinéti Levy
procesy klase su kaupiamuoju procesu U (t) kuris turi tik neigiamus $uolius. NemaZai straipsniy buvo
skirta §io proceso nagrinéjimui. Daugumoje i3 juy tyrinéjama bankroto tikimybé (zr. pavyzdziui [26],

[30], [61]) ir diskontuota baudos funkcija (zr. pavyzdziui [21]).



Toliau apibrésime diskretaus laiko rizikos modelj, kuris apraSo sukaupta kapitalg tik diskreci-
ais laiko momentais. Sis modelis yra supaprastintas Spare Andersen modelio atvejis. Diskretaus
modelio atveju, draudiko kapitala apraSo procesas

N(n)
Umn)=u+n-— Z Y, n=1,2,..,
i=1

¢ia v € N pradinis kapitalas, o Y7, Y3, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami sveikaskai-
Ciai atsitiktiniai dydziai su skirstiniu h(z) = P(Y; = z), * = 1,2, .... Nagrinéjamu atveju atsitiktinis

dydis Y7 turi pasiskirstymo funkcija

Be to, paprastai laikoma, kad Y7 vidurkis FY; = p yra baigtinis. N(n) yra skaifiuojamasis procesas,

apraSantis ivykusiy zaly skai¢iy iki momento n t.y.
N(n) =max{k:60; + 02+ ...+ 6, <n},

Tarplaikiai 01, s, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste teigiami atsitiktiniai dydziai su skirstiniu
k(t) = P(6, =t), t = 1,2, ... ir pasiskirstymo funkcija

1]
K(t)=> P61 =k)

k=1
Dydziai {0;,7 € NT} ir {Y;,7 € NT} yra nepriklausomi. Be to, yra tenkinama gryno pelno salyga
Eo, = (1 + @\)u su teigiamu saugumo koeficientu 9. Taip apibréztas modelis pasizymi geromis
matematinémis savybémis, dél kuriy ji patogu nagrinéti ir taikyti rizikos teorijoje. Taciau, §is

modelis néra taip plaia tyrinéjamas, kaip Spare Andersen ar klasikinis modeliai.

1.1 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos apibrézimas

Siame skyrelyje apibrésime kelias pagrindines savokas ir pateiksime Gerber-Shiu diskontuotos baudos
funkcijos apibrézima. Laiko momenta 7', kai sukauptas draudimo bendrovés kapitalas U (t) i§ (1.1)

lygybés pirma karta krenta zemiau nulio

T=inf{t >0:U(t) <0|U(0) =u} (1.3)
vadinsime bankroto momentu. Jeigu U(¢) > 0 su visais ¢, tuomet T' = oo. Funkcija

¥(u) = P(T < o0)
vadinama bankroto tikimybe. Yra Zinoma, kad bankrotas jvyksta su tikimybe 1, t.y.

Y(u)=P(T <) =1

kai EY; —cFE#6; > 0. Kad §i nelygybé buty nepatenkinta, turéty buti tenkinama gryno pelno salyga.
Pagal sia slyga

EY; ~
=—(1+94
c E91 ( + )?



kur 6 > 0 yra saugumo koeficientas.
Gerber ir Shiu [23] 1998 metais pasiulé vietoj bankroto tikimybeés klasikiniame rizikos modelyje
analizuoti diskontuotg baudos funkcija, kuri rodo busimo bankroto diskontuota dabartine verte ir

bendru atveju uzraSoma tokia lygybe
$u(u) = E(eTw(U(T=), [U(T))ir<oc} [U(0) = w). (1.4)

Cia U(T—) sukauptas kapitalas prie§ bankroto momenta ir |U(T')| yra kapitalo deficitas bankroto
metu. Funkcija w(z,y), 0 < z, y < oo yra neneigiama dviejy argumenty funkcija, o 6 > 0 yra

palukany norma. Atskiru atveju, kai w(z,y) = 1 funkcija i§ (1.4) lygybés galima uzra8yti taip:
P(u) = Ee™ " Iipcoey|U(0) = u). (L.5)

Nagrinéjamu atveju laikoma, kad bankroto momentu 7' draudimo bendrovés bankroto dydis prily-

ginamas vienetui. Kai § =0 ir w(x,y) = 1 funkcija ¢, (u) patampa bankroto tikimybe
P(u) = P(T < 00).

Pastebékime, kad (1.4) lygybéje paémus w(z,y) = 1, gausime bankroto laiko T Laplaso trans-
formacija su parametru ¢. Jeigu toje pacioje lygybéje 6 = 0 ir w(z,y) = Ijz<q, y<a,} fiksuotiems xy
ir @9, turésime dydziy U(T—) ir |U(T)| pasiskirstymo funkcija. Kai w(z,y) = 2¥y' ir 6 = 0 gausime
dydziy U(T—) ir |U(T)| momentus. Taigi atitinkamai parenkant funkcija w(z,y) galima nagrinéti
ivairius dydzius, susijusius su bankroto momentu 7" ir su proceso U(t) charakteristikomis momentu

T.

1.2 Diskontuotos baudos funkcijos ¢, (u) atstatymo lygtis

Nagrinékime klasikinj rizikos modelj (zr. jvada), kuriame kapitalo procesas U(t) apraSomas (1.1)
lygybe. Tegul N(t) is (1.2) lygybés yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A. Zalos
Y1, Y5, ..., nepriklausancios nuo proceso N (t), yra teigiami nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitik-
tiniai dydziai su pasiskirstymo funkcija H(y) = P(Y; < y). Esant auks€iau i§vardintoms salygoms
nagrinésime Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija ¢, (u) apibrézta (1.4) lygybéje. Gerber and
Shiu [23] parodé, kad $i funkcija tenkina defektyvia atstatymo lygti

o) = 2 [Cotu—a) [T e (16)

0 z

)\ oo oo
+ fep“/ e*pgﬂ/ w(z,y —x)dH (y)dx.
c u x

kur p = p(§) yra vienintelis neneigiamas Lundbergo lygties

oo
)\/ e PYH(y)dy=A+d—cp
0

sprendinys.
Parinkus funkcija w(z,y) galima nagrinéti sukaupto kapitalo pasiskirstyma prie§ bankrota ir
po jo, o taip pat bankroto laiko Laplaso transformacija. Cia reikéty pridurti, kad bankroto laiko

Laplaso transformacijos pagalba galima gauti bankroto laiko aukstesnés eilés momentus. Tai yra



labai naudinga, nes dauguma gauty rezultaty apsiribodavo tik bankroto laiko pirmo momento na-
grinéjimu.

1999 metais Lin ir Willmot [37] savo straipsnyje nagrinéjo diskontuota baudos funkcija ¢, (u) ir
parodé, kad (1.6) lygtis gali buti uZradyta tokia forma

1 u
%“OZTIEA‘%W—yW<>+IIEB(> w>0, (1.7)

kur 8 > 0, G(z) = 1 — G(x) yra pasiskirstymo funkcija, kuriai G(0) = 0 ir B(u) tolydi funkcija su
visais u > 0.
Apibrézkime tokj sudétinj geometrinj pasiskirstyma
:;;u+gWHGMW*
¢ia G*"(u) yra funkcijos G(u) n-osios sasukos su pacios savimi uodega. Toliau suformuluosime
teorema, kurioje (1.7) lygties sprendinys ifreiskiamas per funkcija K (u) (zr. Lin ir Willmot [37] 2.1

teorema).

Teorema 1.1 Atstatymo lygties (1.7) sprending galima uZraSyti tokia forma

1 [ 1
oulw) = 5 [ Bl K@)+ 5B, w0

arba
:—f/ R(u—y)dBly )—%K( )+%B(u)7 w0,
Jeigu funkcija B(u) yra diferencijuojama, tai
_ 1 K(u—2)B'(z x—wiu 1 u
%wwfﬁéza B @)z - 2R (w) + 5B, (1.8)

Tokia (1.8) lygties sprendinio forma daZnai analizuojama su tokiomis svarbiomis pasiskirstymo
klasémis kaip: eksponentinis ir jo kombinacijos bei misriais Erlango.

Daug fundamentaliy rezultaty yra gauta apie Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija, kai
funkcija w(x,y) = 1. Viena i§ jy 2000 metais gavo Lin ir Willmot [59]. Jie parodé, kad funkcija
¢(u) 18 (1.5) lygybés gali buti isreik§ta per sudétinio geometrinio pasiskirstymo uodega, t.y.

w) = (1-¢)¢"F™"(u) (1.9)

kur
_ *®e=PYH(u + y)d
F(z) = Jo - (u+9) y (1.10)
fo e_pyH(y)dy
X e=PYH (y)d
- f()e—A(y)747 (1.11)
(1+60)EY
ir p yra vienintelis neneigiamas Lundbergo lygties sprendinys
)\/ e PYH(y)dy = A+ 6 — cp. (1.12)
0

Nagrinéjamu atveju F*" yra funkcijos yra funkcijos F' n-osios sasiikos su pacios savimi uodega.
(1.9) lygybés forma yra patogi nagrinéjimui, o parinkus jvairius zaly skirstinius galima detaliau

istirti funkcijos ¢(u) savybes.
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1.3 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija Sparre Andersen rizikos

modelyje

Siame skyrelyje nagrinésime Sparre Andersen rizikos modelj (zr. jvada), kuriame procesas

N(t) = Z Lo, 10040, <t}
=1

yra atstatymo skai¢iuojamasis procesas su nepriklausomais vienodai pasiskirs¢iusiais atsitiktiniais
tarplaikiais 61,05, ..., o kapitalo procesas aprasomas (1.1) lygybe. Tegul zalos Y7, Y5, ..., nepriklau-
sancios nuo proceso N (t), yra neneigiami, nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai
su pasiskirstymo funkcija H ir tankio funkcija h.

Toliau nagrinésime Sparre Andersen modelj su zalomis, turin¢iomis Cox’o pasiskirstyma. Tegul
K ir k yra bet kurio atsitiktinio dydzio 6; pasiskirstymo ir tankio funkcijos. Apibrézkime Zaly
ivykimo momenty seka {Z;, j € N}, kur Z; = 61 + 65 + ... + 6;, j € N su salyga, kad Z, = 0.
Nagrinéjamu atveju, zaly tankio funkcijos Laplaso transformacija h apibréziama taip

A"+ sB(s)
[Ty (s + )

kur A* = [T, (\)". Ciar; e Nt i =1,...nir A(s) yra r — 2 (arba maZesnés) eilés polinomas su

h(s) = seC (1.13)

r =11+ ..+ 1, A yra skirtingi teigiami dydziai. Nagrinéjamu atveju, Laplaso transformacija h i

(1.13) lygybeés gali buti uzZraSyta tokia lygybe

n T ) J

h(s) =YY ai, <3+AA> , seC,
i=1 j=1 ¢

¢ia

() o= xasie)

a; i = - - —— 1.14
,J (Ti _ J)l dsri—J szl,k;ﬁi (5 + /\k)rk ( )

S:*)\i

Kai zalos turi Cox’o pasiskirtyma, zaly tankio funkcija gali buti uzrasyta tokia forma

W) = 5> as s w) v > 0, (1.15)

i=1 j=1
kur
)iyt
G-nr 7

yra Erlang(j) tankio funkcija su parametru A; > 0. Toliau, iskleide (z + y)? gauname, kad

T3 (Y) = (1.16)

J
Tag (@ +9) = A7 Tk (2) 7k (0)-
k=1

Pakeite sumavimo tvarka, nesunkiai gauname, kad

ha+y) =Y mij(@)m, ;)
i=1j=1
kur

r;
Mig(2) = A7 aika ok (@).
i=j
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Cia a;  yrais (1.14) lygybés. Toliau nesunku surasti salygine tankio funkcija (3iuo atveju pritaikoma

(2.6) lygtis i§ Willmot straipsnio [56])

h(z+y)

he(y) = )

b

kuria galima uzrasyti tokia forma

hew) = 3030t (@) (0),

i=1j=1

n; () = ni(x)/H(). (1.17)

Auks¢iau paminétas Sparre Andersen modelis bei apibrézti dydziai buvo naudojami Landri-
ault ir Willmot [32] straipsnyje, kuriame autoriai tyrinéjo diskontuota baudos funkcija ¢, (u), kai
funkcija w(x,y) priklauso tik nuo kapitalo deficito bankroto metu. O tiksliau, jie nagrinéjo atveji,

kai w(z,y) = e”**wq(y) ir tokio pavidalo Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija
bus(u) = Be T VT )G(|U(T) ) 1<00y U0) = u), s> 0. (1.18)

Straipsnyje buvo gautos funkcijos ¢, s(u) Laplaso transformacija bei funkciju ¢, o(u) ir ¢ s(u)

iSraiskos. Prie§ pateikiant vieng §io straipsnio rezultaty, pazymékime

Y5 = /Ooo hs(x|0)dz (1.19)

su
hé(xm):/ e~y (z, 4)0)dt,
0

kur hq(z,t]|0) yra kapitalo prie§ bakrota ir bankroto laiko tankio funkcija su pradiniu kapitalu lygiu
nuliui. Taip pat tegul X ; yra atsitiktinis dydis su Erlang funkcija 7 ; i§ (1.16) lygybés.

Teiginys 1.1 Sakykime Sparre Andersen modelyje Zalos turi Cox’o pasiskirstymg su tankio funkcija

i§ (1.15) lygties. Tuomet funkcijos ¢, s(u) Laplaso transformacija uzrasoma tokia lygybe

2 S, S ST 6 (i K)E [m(XAi,Wﬂ Frosls 4 2)

Pusl2) = L= 9 Sy S Ao ir 1), (2) ’ (1.20)

hs(z]0)
Vs

Ea.a(isk) = AT / 5t () dz, (1.21)
0

kur n} . (z) ir vs yra atitinkamai i§ (1.17) ir (1.19) lygybiy, o 7z, ;(s) yra funkcijos 7y ; 8 (1.16)

lygybés Laplaso transformacija.

Pastebékime, kad pazyméjus A_;(z) = H?Zl i (Aj +2)" ir atlikus nesunkius pertvarkymus (1.20)

lygybéje gauname

éw,s(z)=d5’s(z)H< At ) : (1.22)

as(2) ST\ AT stz
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kur és 5(2) ir &s(z) yra atitinkamai » — 1 ir 7 laipsniy daugianariai, kurie apibréziami sekanciomis

iSraiskomis

n T T

ass(2) = %ZZZ&,J%@E[M(Xi,kfjﬂ) (1.23)

i=1j=1k=j

N N+ s+ 2)" T Ai(s + 2)

X

ir

as(z) = JJi+2)"
=1

n Ti

— W YD &l NN 4 2) T AL(2). (1.24)

i=1 j=1
Pries formuluojant kitus Landriault ir Willmot [32] straipsnio rezultatus pateiksime Lundbergo
lygties apibrézima. Nagrinékime kapitalo procesa U = {U(t),t > 0} ir laiko momentus op = 0 ir
or = inf{t > o1 : U(t) < U(ok—1)}. Kapitala laiko momentu o}, Zymeésime Uy, = U(o}). Rizikos
atstatymo modelyje dydziai Vi, = Uy — Ux—1, (k = 1,2,...) proceso U atzvilgiu yra nepriklausomi
vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. I§ ¢ia iSplaukia, kad procesas {e*‘s"’“’ZU’“,k € N*} yra

diskretaus laiko martingalas, jei
E[e*&’lefm} =1 (1.25)

Si lygybé yra glaudziai susijusi su gerai zinoma Lundbergo lygtimi. I8 tikryjy, rizikos modelyje
atsitiktiniai vektoriai {(fx,Y%), k = 1,2,...} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste, o tai reigkia,
kad

E[e“sale_zvl] = F E[6_5”16_2V1

N(m)}]

PN(O'l) (E |:65916Z(Y1691):|> , (126)

kur Py(g,)(2) = E [ZNW] yra a.d N(o1) generojandioji funkcija. I5 (1.26) lygybés seka, kad (1.25)
lygybé galioja tada ir tik tai tada, kai

E{efaelefz(ylfcel)} -1 (1.27)

Literaturoje lygtis (1.25) yra vadinama Lundbergo lygtimi. Toliau laikysime, kad visi (1.27) lygties
sprendiniai {R;(9)}7_, yra skirtingi.

Landriault ir Willmot [32] straipsnyje parodyta, kad rizikos procese su bet kokiais tarplaikiais
ir zalomis, turin¢iomis Cox’o pasiskirstyma su tankiu i§ (1.15) lygybés, Gerber-Shiu diskontuota
baudos funkcija ¢,, s(v) uzrasoma lygybe

Pus () =Y D54 (k) (—Ri)e™ ™ + >~ C5.a(i, ) Tarns, (w)
k=1 i=1 j=1
kur 7y, ;(y) yra i§ (1.16) lygybes,
1\
(=)
(Ti — _])'
dri’ Bs,s ()

4= T G~ B [y s O s F 27|

C(S,s(iaj) =
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1 Bs.s(Ry)

Us,s(k) = r 5 : (1.28)
_Rk Hm:l,m#k (Rk - Rm) Hp:l ()\P +s+ Rk)Tp
Siose lygybése dydis Bs.5(2), kuris uzrasomas tokia forma
2 - (_Rl)dé S(Rl) . (Z — Rm)(_Rm)
Bs,s(z) = e £ Aol (1.29)
; as(0) m:gn# Ry — Ry,
X H (Ap+2)".

p=1
yra 2r — 1 laipsnio daugianaris. {R;(d)}7_; yra (1.25) Lunbergo lygties sprendiniai, o dydziai és (=)
ir as(z) yra is (1.23) ir (1.24) lygybiy.

Atskiru atveju, kai (1.18) lygybéje s = 0 turésime
bu0(u) =Y Ds0(k)(—Ry)e™,
k=1

kur 950 yra apibrézta (1.28) lygybéje su s = 0.

Sparre Andersen modelis taip pat buvo tyrinéjamas Willmot [56] darbe, kuriame buvo pristatyti
kelj jdomus rezultatai apie funkcija ¢, (u) i§ (1.4) lygybés. Autorius parodé, kad 8i funkcija tenkina
defektyvig atstatymo lygti ir rado jos tikslia iSraiSka, zaloms i§ siauriasnés skirstyniy klasés, negu
Landriault ir Willmot [32] darbe. Prie§ formuluojant Sios rezultatus, apibrézkime kelis svarbius
dydzius. Sakykime, kaip ir anks¢iau, zalos Y7, Y, ... turi pasiskirstymo funkcija H ir tankio funkcija
h. Tegul funkcija p(x, y,t|0) yra sukaupto kapitalo prie§ bankrota U(T—), kapitalos stokos bankroto
metu |U(t)] ir bankroto laiko T' defektyvi tankio funkcija, kurig galima uZrasSyti taip

p($7 Y, t|0) = hx(y)pl (1:7 t|0)a
Cia

h(z+y)

he(y) = )

Y >0,

o pi1(z,t|0) yra sukaupto kapitalo pries bankrota ir bankroto laiko defektyvi tankio funkcija, kai
U(0) = 0. Tuomet diskontuota tankj galima uzrasyti taip

/ e p(e, 1|0}t = ha(y)ps(x]0),
0

kur
ps(x]0) = / e~5tp, (z, 1{0)dt.
0

Si funkcija gali buti interpretuota, kaip sukaupto kapitalo prie§ bankroty diskontuotas defektyvus
marginalus tankis.

Willmot [56] savo straipsnyje gavo kelis fundamentalius rezultatus apie Gerber-Shiu diskontuota
baudos funkcija ¢, (u). Jie jrodé teorema, kurioje parodé, kad i funkcija tenkina defektyvia at-
statymo lygti.
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Teorema 1.2 Tequl, Zalos Sparre Andersen modelyje turi pasiskirstymo funkcijg H ir tankio funkcijq

h. Tuomet funkcija ¢, (u) tenkina tokig defektyvig atstatymo lygti
bulw) = 65 [ oulu-y)flu)dy
0

+ / / w(z + 1y — wha (y)ps (z|0)dady,
u 0

fa(y) = /0 " haty) (W)dm

0 s 4§ (1.19) lygybés.
Jeigu 1.2 teoremoje w(x,y) = wi(y), galima tyrinéti diskonruota baudos funkcija i§ (1.18) lygybés
su s = 0. Taigi, nagrinéjamu atveju funkcija

$u0(u) = Bl w([U(T)) <o} [U(0) = u)

tenkina tokia atstatymo lygtj

oo

Guo(w) = [ duslu=)fslw)dy+7 [ wru= s
0 u
Atskiru atveju, kai w(z,y) = 1 gauname, kad
bu0(u) = E{e™TI(T < 00)|U(0) = u} = ¢(u)
ir funkcija ¢(u) tenkina tokia atstatymo lygtj
o) =5 [ olu=9)fo(u)dy + 15T (),

kur Fs(u) =1— Fs(u) = [~ f5(y)dy.
Pateikti rezultatai Willmot [56] darbe buvo pritaikyti, nagrinéjant atskira atveji, kai zalos turi

eksponentinj pasiskirstyma, t.y. kai funkcija H(y) = 1 — e~ #Y, y > 0. Buvo gautos jau anks¢iau

minéty funkcijy @, s(u) ir ¢y, o(u) israiskos, t.y. buvo parodyta kad

E(w1<Y))/;(a+ c(B+ 5))
s+ Bk(5+ (B +s))

Pu,s(u) = {se_(’6+s)“ + ’75/56—/3(1+75)u}

ir

duo(u) = B(wi(Y) ) é(u),

neneigiamas sprendinys. Funkcija k yra atsitiktinio dydZio 6; tankio funkcijos Laplaso transfro-

macija.
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1.4 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija stacionariame rizikos mod-
elyje

Willmot ir Dickson [58] analizavo Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija stacionariame rizikos
modelyje. Siame modelyje, kaip ir anks¢iau kapitalo procesas U(t) aprasomas (1.1) lygybe, o
{N(t)}+>0 yra atstatymo skai¢iuojamasis procesas i§ (1.2) lygybés. Tarplaikiai 61, 02, ... nepriklau-
somi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Dydis 6; turi pasiskirstymo funkcija K(t) = P(6 <
t), tankio funkcija k(t) = K'(t) ir baigtinj vidurkj E6; = [° K (t)dt < co. Tarp stacionaraus rizikos
proceso ir standartinio rizikos atstatymo proceso yra tik vienas esminis skirtumas, t.y. Siame procese
laiko moment iki pirmos 7alos tankio funkcija K (t)/E6;.

Toliau stacionariam procesui bankroto laikas bus Zymimas 7T,. Nagrinésime Gerber-Shiu diskon-

tuota baudos funkcija

¢e(u) = E(eitsTﬁw(U(Te_)a |U(Te)|)I{Te<oo}‘U(O) = u)

Willmot ir Dickson [58] darbe funkcija ¢ (u) buvo isreiksta per funkcija ¢, (u) i§ (1.4) lygybés. Siuo

atveju buvo jrodyta tokia teorema.

Teorema 1.3 Stacionariame rizikos modelyje Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija ¢.(u) tenk-

ina tokig lygts

belu) = 1+9/ bl — )H (1) + qu),
sy oo 7%15 _ B 5 tm B
gu) = ¢t / e ( O 7 / (t y)dm(y))dt
1 oo
T(u) = (1—1—9A)EY1L w(u,y —u)dH (y), (1.30)

EYy;
Willmot ir Dickson [58] nagrinéjo atskira Sios teoremos atvejj su Zalomis, turin¢iomis eksponentinj

pasiskirstyma su intensyvumu A ir vidurkiu £6; = 1/A. Nagrinéjamu atveju turime, kad ¢.(u) =

¢ (u). Taigi,
— ¢ [ bu(u—1)dB oo [T et (tar, 1.31
¢/0 Ge(u—1)dB(t) + e /u e Pir(t)dt (1.31)

¢ia 7(u) yra is (1.30) lygybeés ir

Jo e Pt H (z + t)dt

Bla)=1-B(t) = [ ertH (t)dt

Aigku, kad (1.31) lygtis yra stacionaraus modelio Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos ¢.(u)
defektyvi atstatymo lygtis.
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1.5 Diskonutota baudos funkcija, kai zalos pasiskirste pagal misry ekspo-
nentinj désnj
Drekic and Willmot [16] 2003 metais klasikiniame rizikos modelyje rado diskontuotos baudos funkci-
jos
$(u) = Ble " Lir<o}|U(0) = u)

israiska, kai zalos yra pasiskirste pagal eksponentinj désnj, t.y. kai H(y) = e *¥.(zr. [59], [20] ir
[37]) Autoriai parodé, kad

Blu) = pem0=9),

kur

B i o p_/\+5—c,u+\/()\+5+c,u)2—4c)\u
(1+6)(u+p) 2

Siame skyrelyje klasikiniame rizikos modelyje bus gauta Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkci-

jos ¢(u) israiska, kai zalos Y7,Ys, . . . pasiskirste pagal misry eksponentinj désnj, t.y. bus iSnagrinétas

atvejis, kai su visais y > 0
P(Y1 <y) = H(y) = a(l— ™) + (1 —a) (1 — ™), (1.32)

kur v,0 > 0, 0 < a < 1. Taip pat nagrinéjama funkcija bus pavaizduota grafiskai ir tuo paciu bus
parodyta funkcijos priklausomybé nuo jvairiy parametry: nuo pradinio kapitalo u, palukany normos

6, saugos koeficiento 6, Puasono proceso intensyvumo A ir nuo zaly pasiskirstymo parametry o, v, .

Teorema 1.4 Sakykime Zalos Y1,Ys, ... klasikiniame rizikos modelyje turi pasiskirstymo funkcijg
H(y) apibréztq (1.82) lygybe. Tegul A > 0 yra homogeninio Puasono proceso intensyvumas, o 6>0

yra saugos koeficientas. Tuomet

_ o 90 [ S @) K (o)
o) = nz::l (a+b)» bre ; 4! + ; 4!
n—1 n 1\k—1
+ Z<k>(aa)k(by)”k<((k1_)1)!vl (1.33)
k=1
(_1)71—k—1
* (n—k—l)!v2> ’

v 3 (n—k+i—1)(o —v)kn
W= (n—k—l'z<< ) ok
k—l—z
x Z (uo)! _1_Z)>, (1.34)

e "I -k =1\ i+ k- DIy —o)
Vo = (k—l)' Z << i ) pyn—k—i

—k—1—i Gt n 1
y (uv)(n—k—-1 z)!)7 (1.35)
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a=a(p—v), b=(1-a)(p—o0),
ov(av+ (1 — a)o + p)

O T P r o —a)pto)p i)

1 20 — 22 B
p=-\E+12VF - ——3—_ -
6 E+12VF 3

FE =36BC — 108D — 8B,

F =120?% — 3B?C? — 54BCD + 81D?* + 12B3D,

B:(V—i-a)—)\T—HS,

C:V07w+%(a0'+(lfa)l/),
&

p-_%%

IrODYMAS. Taikant lygybe (1.9) (Zr. 1.2 poskyrj) bus jrodyta (1.33) lygybé. Tegu
H(y) =1-H(y) =ae "+ (1-a)e”™, y=>0.

Zalos Y; vidurkis yra

Eylzg_'_l—a:oa/qL(lfa)a.
o

v av

(1.33) lygybés irodymas bus igkaidytas j tris dalis.

I. I§ pradziy rasime dydj ¢. I§ (1.11) turime

? T Tt (- a)9) /o e P (ae™ + (1 —a)eV)dy
= ov(av + (1 - a)o + p) (1.36)

(1+0)(av+o(l—a))(p+o)p+rv)

kur p yra neneigiamas Lundbergo lygties

Aao Jr)\(1—&)
pto ptv

A R S (1.37)

sprendinys. Cia

. AMav + (1 —a)a)(l +0).

vo

Lygtis (1.37) yra ekvivalenti tokiai lygciai

cp?— AN+ —clv+0)p*+ Mao+ (1 —a)v) — (A +6) (o +v)+cvo)p — dvo = 0.

Tegul
B=(v+o0)- L—M, D = —ovo,
c
C —vo — A+9)(o+v) + %(ag +(1-aw).
c
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Taigi, gauname
p®+Bp*+Cp+D=0. (1.38)

Is grafiko (pav. 1) matosi, kad (1.37) lygtis turi vienintelj neneigima Saknj

Pav.1. Lygties (1.37) sprendiniai.

Taigi (1.38) lygtis taip pat turi vienintelj neneigiama Saknj:
20—-:B* B

3E+12\/>—37——,
E+12yF 3

S| =

p:

kur
E =36BC — 108D — 8B3,

F =12C?% — 3B?C? — 54BCD + 81D? + 12B*D.

II. Dabar rasime pasiskirtstymo funkcija F'(u). Pritaikius (1.10) gauname

_alp+n)e 4 (1-a)(p+o)e

F) = o+ (1= o)+ o)

Tegul
a=alp+v), b=(1—a)(p+0).

Tuomet pasiskirstymo funkcijos F' uodega galima uzrasyti taip

_ ae” %% 4 be M
Pl =—3—

)

I8 ¢ia gauname, kad

p(w = e

III. Sioje dalyje bus gauta F*"(u) ifraigky. Nagrinéjamu atveju pasiskirstymo funkcijos F(u)

tankis

ace 7 + bye VY

a+b

)
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ir charakteristiné funkcija

B oozm 1 ac bv
sO(t)_/o plu)du = atb\o—it Tv—i)

Tuomet pasiskirstymo funkcijy sasukos F*"(u) charakteristiné funkcija yra

5(1) = 1 ao n bv "
7  (a+b)n\o—it  v—it

k n—k
1 " /n ac by
N (a—l—b)"kz_o(k> (U—it> (V—it) ’ (1.39)

Pritaikius apvertimo formule (1.39) lygéiai, gauname, kad pasiskirstymo funkcijy sasukos F*"(u)

tankis
. R B
plu) = o o (t)dt (1.40)
n 1 00 e—itu
n—k _—
a+b ;( ) a0)* ()" o /_oo (o =i —ipnF o

Tam, kad gauti p(u) i8raiska reikia paskai¢iuoti tokj integrala
1 [ e~ itu 1 e
= — dt=— i
I =5 /,Oo (0 — i) (v — ity F " 21 oo /CR (0 — s)F(v — s)nF

Gia Lr = {it : t € [-R, R]} yra integravimo konturas. Prie integravimo konturo Lp pridedame

—Ssu

ds,

atkarpas 1,2, l3 ir gauname uzdarg kontura vg (Zr. pav. 2).

A
iR iR+R
Iy
L
RJ ]
. l3
-iR -R+R

Pav.2. Uzdaras konturas vg.

Aigku, kad

/ e %%ds
n (s—0o)k(s—v)n=k

Analogiskai gauname, kad

/ e ds| <
I, (s —0)k(s —v)n=k
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ir

2€—Ru
Rn—1 :

<

/ZZ o

Taigi, remiantis rezidiumy teorema, turime

1 e*su
— P— 1.
J 2 Rsoo v (0= 8)k(v —s)n=k

B B el os e—su s e_su .
= ((-1) (5_0 (s — o)k (s —v)n—Fk +§:u (sa)k(su)”k>

Pastebékime, kad s = o yra k-tos eilés polius, o s = v yra (n-k)-tos eilés polius. Todél gauname,

kad

ds

(k-1)
—Ssu 1 1 e—SU

R _ -

Lo (s—o)(s— )k (k—1)s0 ((5 - y)nk>

ir

(n—k—1)
Res —Ssu _ 1 lim e_gu
s=v (s —o)k(s—v)"F  (n—k—1)ssv\ (s —0o)k ’

visiems k =1, ...,n — 1. Kadangi

l .
(e *"(z — d)—m)(l) — (_1)le—zuz (l)ul—i (m+i— 1)' (z — d)—(m-i—i)

gauname, kad

(k—1)
1 i e~ Su
L T
(k— 1) s=o \ (s — )=k
k-1

_(=1)klemon E—=1\ s q_;(n—k+i-1)! —n—i
_(k—l)'z< . )uk 1 m(ﬂ'—l/)k

1=

ir

(n—k—1)
1 I e %
im
(n—k—1!s=v\ (s—o)k

—1)n—k-lp—vu n—k—-1 n—k— (3 — 1) )
— ( 1) Z < k 1>unklz( +k 1)'(11—0')727]6

(n—k—1)! P i (k—1)!
visiems k=1,...,n — 1. Jeigu k = 0 turime
1 7S’U,d —Ssu
— lim / £ o (L)™' Res———
271 R—oo R (l/ — S)n s=v (5 — y)"
—1)n+1 —vu, n—1
= lim =T (e7sw)(n=1) — e v
s=v (n—1)! (n—1)!
Jei k = n, analogiskai bus
1 ) e~ 5Udsg efauunfl
— lim — = =
2w R— /.. (0 —5) (n—1)!

Taigi, remiantis gautomis lygybémis ir (1.40) gauname
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R 1 ne—uuun—l
plu) = TEDR (bv) W‘F(—
(_1)k71 (_1)n7k71
X (k‘ — 1)! U +

kur

k—

Ju

n—1

DY (Z)(aay(mgn—k

k=1

e

N
m—k—lﬂh>+0mw(n—nly

-1 ) A — 1!
Z/ll — ¢ oU (k . )uk—l—z(o_ _ V)k—n—z (n k +1 1)

=0

—vu ot n—k—1 n—k—1—i
Uy =¢e Z ; u (v—

=0

(n—k—1) "~

i (B+i—=1)!
) (k—1)!

Todél pasiskirstymo funkcijy sasukos F*"(u) uodegos israiska yra

o) = /Ooﬁ(y)dy: (a—sb)n (;Lbz):)'/oo ey Ly
n 1”_1 n n— (_1)k_1 *
+ (="t kzz:l (k) (ac)® (bv) k((kl)'/u Urdy (1.41)

(_1)n—k:—1 /oo
—-_— d
Tk, B
Pastebékime, kad

Ooefﬂy m oy — e - (uﬂ)jm!
u YT gt

Jj=0

Istacius gauta israiska j (1.41), gauname

(ao.)n /00 —ou, n—1
1)1 ), e Ttu" dy|.

e = ! eV 5 (uy)j S " ao k v n—k
P = g e S S (i
—1 n+k -1 k
g ((k:—) 1)! it (n—k—l)!v2> (1.42)
ow n—1 (ua)j
+ a"e jZ::O i ]7

¢ia dydziai V; ir Vy yra apibrézti (1.34) ir (1.35) lygybése.

Taigi, diskontuotos baudos funkcijos ¢(u) iSraiska (1.33) gaunama i (1.9) ir (1.42) lygybiy.

Teorema grodyta.

Toliau pristatyti keli bréziniai, kurie vaizduoja funkcijos ¢(u) priklausomybe nuo pagrindiniy

parametry: pradinio kapitalo w (grafikai: 1, 11),
A (grafikai: v, vi), palukany galios ¢ (grafikai:

(grafikai: 11, X, XI, XI1).

saugos koeficiento ) (grafikai: 111, 1V), intensyvumo

vit, viil) bei nuo Zaly skirstinio parametry «, o, v

Pastebékime, kad kintant pradiniam kapitalui v (grafikai: 1, 11), saugumo koeficientui ) (grafikai:

111, 1v), palukany galiai 0 (grafikai: vir, viit) bei parametrams v, o (grafikai: x1, x11) funkcija ¢(-)
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mazéja. Kai u ir 6 reik§meés iSlieka didelés (grafikai: 11, 111, VI11) aigkiai matosi, kad busimo bankroto

verté yra mazesné, negu kai v ir 6 yra mazos (grafikai: 1, 1v, vII).

du 1 d(u) II
0.3 o= 0.12 o=
o b N 0.1 e 4
=1 0=6
02 c—24 008 c— 54
0.15 5 =003 0.06 85 =0.03
0.1 A= 0.04 A=
0.05 0.02
un u
] 1 2 3 4 o 1 2 3
) IIT W) IV

o =2 o=
0.00016 N 012 W=
0.00014 i 01 U=
0.00012 & =003 0.08 & =0.03
0.0001 =2 0.06 A=2
0.00008 0.04
0.00006 0.02

8 6
0 i 2 3 4 0 1 2 3 4 5 & T 8

Pav. 3. Funkcijos ¢(u) priklausomybé nuo parametry u ir 0

v ir vi grafikuose aiSkiai matosi funkcijos ¢(-) didéjimas, kai intensyvumas A auga. Be to,
lyginant Siuos du grafikus, pastebékime, kad busimo bankroto verté yra daug mazesné, kai pradinis
kapitalas u didelis (grafikas v1). Panasi dinamika iglieka 1x ir X grafikuose. Siuo atveju, parametro

« didéjimas lemia funkcijos ¢(-) augima.

o(3) v B2 VI
0.0053 0.5-10%
0.0053 0.46-10%
0.0051 0.42-10%
0.005 0.38-10%
b= A
o 1 o 1 2 3 4
P(3) VII ¢ \5) VIII
o =72
0.001 Momcd
=1
0.0008 u=4
c=23
0.0006
=4
0.0004
B )
o 1 1.5 2 2.5 3
Pla) IX | ¢ X
c=4 o =4
i v=2 0.8-10% v =2
g=0.1 et B=01
0.118 =R - u= 4
& =003
0.116 D=S-RE=S 2= 003
: A= 2 5 o
0.114 02:00°¢
o o
o] 0.2 [ 02 04 0.6 08
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(v) XI P(c) XIT
=086 =058
0.08 S 2 0.04 V=2
8=0 =041
0.06 u=4 0.03 u=4a
o 5=0 5=0.03
K A > 0.02 n—2
0.02 0.01
+ o
0 1 2 3 4 o L 2 3 4

Pav.4. Funkcijos ¢(u) priklausomybé nuo parametry d, o, o, v ir A.

Isvados

Siame skyriuje buvo tyrinéjama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija klasikiniame rizikos mod-
elyje su zalomis, turinfiomis miSry eksponentinj pasiskirstyma. Nagrinéjamu atveju buvo gauta
Sios funkcijos iSraigka, kurioje pagrindinio nario elgesys artimas eksponentiniam. Galima teigti, kad
tokio pavidalo pagrindinis narys yra dél zaly pasiskirstymo. Be to, diskontuotos baudos funkcijos
eksponentinj elgesj galima pamatyti bréziniuose, kuriose vaizduojama minétos funkcijos priklau-
somybé nuo pradinio kapitalo, palukany galios, saugos koeficiento, Puasono proceso intensyvumo ir
nuo zaly pasiskirstymo parametry. Kadangi, nagrinéjama funkcija priklauso nuo jvairiy parametry,
tai bet kurio parametro pasikeitimas gali jtakoti funkcijos elgesj. Todél tinkamai parinkus pradinj
kapitala, saugos koeficienta ir gera kapitalo investavimo kryptj, draudimo bendrové gali ateiciai

numatyti savo veikla.
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2 Dydziy, susijusiy su draudimo bendrovées veikla, analizé

baigtiniame laiko intervale

Ivadas. Pagrindiniai dydZiai, susije su draudimo bendrovés veikla ir kurie yra labiausiai nagrinéjami
klasikinéje bankroto teorijoje, yra: bankroto laikas, bankroto tikimybé, draudiko sukauptas kapita-
las prie§ bankroty, kapitalo stoka bankroto metu ir diskontuota baudos funkcija. Sie dydziai yra
iS8amiai nagrinéjami, taikant jvairius modelius. Reikéty pridurti, kad daugelyse darby $iy dydziy
tyrimas vyksta begalinéje laiko juostoje. Taciau, draudimo jmones daznai domina daugelio dydziy
reikSmes baigtinéje laiko juostoje. Siame skyriuje mes nagrinésime bankroto laiko tankio funkcija
ir pristatysime kelis svarbius rezultatus, kurie buvo gauti bagtiniame laiko intervale. Literaturoje
tokiy rezultaty néra labai daug. Pavyzdziui, yra gautos tik kelios bankroto laiko tikimybés for-
mulés. Dickson ir Willmot [35] klasikiniame rizikos modelyje rado bankroto laiko tikimybeés baig-
tinio laiko intervale iSraska zaloms, turinéioms misry begalinj Erlango pasiskirstyma. Kiti autoriai
(7r. [60], [20], [16]) nagrinéja baigtinio laiko bankroto tikimybés egzistavimo problemas. Taip
pat buvo tyringjama bankroto laiko tankio funkcija Sparre Andersen modelyje Zaloms, turin¢ioms
eksponentinj pasiskirstyma (zr. [13], [4]). Dickson rado bankroto laiko tankio funkcijos iSraiska bei
kapitalo deficita bankroto metu klasikiniame rizikos modelyje, kai Zalos turéjo Erlang(2) ir misry

eksponentinj pasiskirstymus.

2.1 Bankroto laiko tankio funkcijos tyrimas baigtiniame laiko intervale
Sparre Andersen modelyje

Nagrinékime pradZioje Spare Andersen modelj (Zr. 1 skyriaus jvada), kuriame Zalos Y7, Y5, ... pa-

siskirte eksponentigkai su tankio funkcija
h(z) = ae™ ", z > 0.

Nagrinéjamu atveju kapitalo procesas U(t) ir skai¢iuojamasis procesas N(t) apraSomi lygybémis

(1.1) ir (1.2). Sakykime, tarplaikiai 01, 65, ... turi Erlang(n, 8) pasiskirstyma, t.y.

n—1 1
- (8t)’
PO, <t)=1-¢ ﬁtZT,
§=0
kazkokiam n € N ir § > 0. Tegul §i pasiskirstymo funkcija turi tankio funkcija

Bntn—le—ﬁt

p(t) = RSV

Nagrinéjamu atveju apsaugos koeficientas yra tokio pavidalo

Jeigu T, kaip anksciau, yra bankroto laikas, tai dydis

P(u) = P(T < o0)
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yra bankroto tikimybe, o
P(u,t) = P(T < t)

yra baigtinio laiko bankroto tikimybé. Nesunku pastebéti (Zr. pavyzdziui Gerber ir Shiu [23]), kad
funkcija ¢(u) = E(e T Iir<00} |U(0) = u) galima iSreiksti pavydalu:

o(u) = /OOO e*‘”%wu, t)dt. (2.1)

Yra zinoma, kad Erlango tarplaikiams ir eksponentinéms Zalomis funkcija ¢(u) galima rasti i3

iSraiskos (zr. pavyzdziui, [23], [16], [13])

o) = (1- 2 )e R,

[0

kur R yra Lundbergo lygties

B\ e
=1 2.2
<ﬁ +0+cR] a—R (2.2)
teigiamas sprendinys. Tuomet i§ (2.1) turime, kad
o 0 R
—ot 7 — _ "\ _—Ru
/0 e~ . t)dt (1 a)e . (2.3)

Funkcija %w(u, t) ir yra bankroto laiko tankio funkcija, kurig galima rasti naudojant atvirkstine
Laplaso transformacija § atZzvilgiu. Toliau Zymésime bankroto laiko tankio funkcija w(u,t).
Drekic ir Willmot [16] rado atvirkstine Laplaso transformacija (2.3) Erlang(1, 8) tarplaikiams.

Siuo atveju vienintelis Lundbergo lygties sprendinys yra randamas i3 lygybés (2.2)

5254—54—046—\/(5—1—54—040)2—4@50

a 2ac

1—

kur 0 < R < a. I§ (2.3) galima rasti, kad bankroto laiko tankio funkcija uzrasoma formule

efauf(ozc%»ﬁ)t i (Tl + 1)
aut

wlu,t) = [u(@B/c)/)]" " Ly ((4aBe) /)t

n!
n=0

kur
i (y/2)**
P (i + k)
yra modifikuota k-tos eilés Beselio funkcija.
Dickson ir kiti [13] Sparre Andersen modeliui su Erlang(n, () tarplaikias ir eksponentinémis

Zalomis parodé, kad

w(u’ t) _ Be—au—(,@—i—ac)t

[Eﬁt)"l)l‘oF (1’ - % 1y =D alet+w)(Ey”

e
)

X

acn(Bt)?" 1 2 n
B AL N I R S B
(2n!)s 0 + n * n + n

¢ia oF, yra hipergeometriné funkcija apraSoma lygybe

)I(C2)..I'(Cn) zm
Fn(C1, Gy oy G ZI‘Cl—i—m JT(Co +m)..T(C ) ml

afet + u)(B1)"

n’ﬂ

|
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Sparre Andersen modelis su Zalomis turin¢iomis eksponentinj pasiskirstyma su parametru A > 0
taip pat buvo analizuojamas Borovkov and Dickson [4] darbe. Siuo atveju buvo laikoma, kad
tarplaikiai 0 ir 6 turi atitinkamai tankio funkcijas fo(¢) ir f(¢). Toliau suformuluosime §io straipsnio

pagrindinj rezultata.

Teorema 2.1 Sparre Andersen modelyje su Zalomis turinéiomis eksponenting pasiskirstymqg bankroto
laiko tankis w(u,t) yra toks:

oo

() = e+ (fo(t) 30 ML fo)(0) + el fl)(t)D ,

n=1

¢ia f1(t) =tfo(t), o f*™ yra funkcijos [ sqsuka su pacia savimi. Atskiru atveju, kai fo = f gauname
(oo}
_ A" (u + ct) ct
_ A(u-ct) x(n+1)
w(u,t) = e (f(t)JrnZ:l e (ut )f (t)).

Sis rezultatas yra bendresnis uz anksciau nagrinéta Dickson ir kity [13] rezultata, nes gauta bankroto

n—1

laiko tankio funkcijos iSragka yra bendresnio pavidalo.

2.2 Bankroto laiko tankio funkcijos ir bankroto tikimybés tyrimas baig-
tiniame laiko intervale klasikiniame rizikos modelyje

Dickson ir Willmot |14 savo darbe nagrinéjo klasikinj rizikos modelj, kuriame {N(¢)};>o yra ho-

mogeninis Puasono procesas su intensyvumu \. Nagrinéjamu atveju, zalos Y7, Y3, ... turi pasiskirstymo

funkcija H(xz) = P(Y1 < z) ir tankio funkcija h(x). Dickson ir Willmot [14] nagrinéjo Gerber-Shiu

diskontuotos baudos funkcija

o(u) = E(e T Tircney),

¢ia T, kaip anksCiau yra bankroto laikas, o w(u,t) yra atsitiktinio dydzio T tankio funkcija. Na-

grinéjamu atveju buvo parodyta, kad

o) = “Lhn(o) + Y <A> (Ajm)c;z*(u) - Gz*<u>> , (24)

Cc

o G* yra funkcijos G, sasuka su pacia savimi. Be to funkcijos h, bei h; apibréziamos

(o) = [ T D)y, ae) = 1O,

a

0 yra funkcijos hy Laplaso transformacija. Pagaliau koeficientas p = p(d) yra Lundbergo lygties
)\/ e P°h(s)ds =X+0 —cs
0

neneigiamas sprendinys.
Dickson ir Willmot [14] rado atvirkstine (2.4) lygties Laplaso transformacija p atzvilgiu ir tokiu

budu gavo bankroto laiko T' tankio funkcijos iSraiska. Nagrinéjamu atveju teisinga tokia teorema.
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Teorema 2.2 Sakykime, klasikiniame rizikos modelyje Zalos turi pasiskirstymo funkcijg H ir tankio
funkcijg h. Be to, tequl A yra homogeninio Puasono proceso intensyvumas. Tuomet yra teisinga
bankroto laiko T tankio funkcijos formulé

oo n ct
o) = e eluset) + 3 2t [y et~ ()
: 0

n=1

kurioje funkcija £(u,t) apibréziama lygybe

E(u,t) = %F(t) + Z <>c\> <2 /0 H(z)by(u,t — z)dx — bn(u7t)>,

Su

u :”_1 m uw— )" HI* (z)h () u — x)dx
bu(u. ) ;(j)m)/o( I RO (4 )

Sios bendros formulés buvo taikytos atskiram atvejui, kai zalos turi misry Erlango pasiskirstyma,

t.y. kai
ba > Bigi-1
ha) =™ > aG—y;
i=1 ’

ir

0 k
H(z)=1-¢"YQ, (5;)
k=0

)

su
k

Q=1-Q,=> a
im1

su Qo = 0. Nagrinéjamu atveju buvo gauta tokia baigtinio laiko bankroto tikimybés israiska

Y(u,t) = Z%

" X G e O

m—+1
E(m+1,(\+cB)t)

m=2 n=1
m—1
X q B (m — i) T i1 (u),
i=1
Cia
n—1 z
Ena)=1-e¢"> =, n=12,3,..,

— ]
7=0

A= o >
m = - mn,m 9 :1a2737"'7
Trm (W) CQmﬁ +Za7 (u), m
ir

QB vmm—k1(w) = Yom(u), m=1,2,3,... (2.5)

28



Dysdis 7y,m (u) 18 (2.5) israiskos apraSomas tokia lygybe

n—1

_ n+i—1)!
Yam(u) = ne= Z il Z fimjl?i,
]:0 ’
e . n+i+k
% g% gitmtk+1_ U .
Z @ (n+i+k)!

k=0

Pagaliau, koeficientai {qf “12°, yra gaunami i§ sary$io

(Eo) -5

su salyga, kad ¢/* = 0, kai i < j.

Garcia [20] taip pat nagrinéjo baigtinio laiko bankroto tikimybe klasikiniame rizikos modelyje,
kuriame {N(¢)};>0 yra homogeninis Puasono procesas su parametru A, o zalos Y7, Y5, ... pasiskirste
pagal eksponentinj désnj su parametru «. Darbe buvo gauta islikimo tikimybés baigtiniame laiko
intervale o(u,t) = 1 — 9(u,t) iSraiska

67[(/\+ca)t+o¢u] 0 (u+ct)k(/\at)k+1

a R (k+ 1)

em[Okeattraul Lo 1N | o (u+ ct)F(Aat)i TR
- " Zl()\) +(Q)L§ KG+k+1)!

=0

o(u,t) = 1+

Aigku, kad i8 8ios lygybés yra lengvai gaunama bankroto tikimybé ¢ (u, t).

2.3 Baigtinio laiko bankroto tikimybé diskreciame rizikos modelyje

Dabar panagrinékime diskretaus laiko rizikos modelj. Jame draudiko kapitalas U(n) kiekvienam

n € N uzraSomas tokia lygtimi:

U(n) :u—i—cn—ZYi,nzl,Q,...,

i=1
¢ia u, kaip ir anksciau, pradinis kapitalas ir ¢ > 0 premijy intensyvumas, o zalos Y7, Y5, ... yra
nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Aisku, kad Siame modelyje bankrotas gali
ivykti tik laiko momentais n = 1,2, ....
Sakykime, zalos auks¢iau apibréztame modelyje turi eksponentinj pasiskirstyma su tankio funkcija

h(z) = ae™**. Be to laikysime, kad tenkinama gryno pelno salyga

~

e+

Tuomet dydis
¢n(u) =P|U(1) 20,U(2) 20,..,U(n) = 0|U(0) =
yra islikimo tikimybé. Dydis

Yn(u) =1 — ¢p(u) (2.6)
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yra diskretaus modelio bankroto tikimybé laikotarpyje [0,n]. Nesunku pastebéti, kad ¢, (u) gali
buti isreiksta lygybe

On(u) :P[Yl <u+eVT+Yo<u+2c.,.Y1+Th+..+Y, Su—i—nc]
Be to,
b1 (u) = P[Y1 < u+c] = H(u+c), (2.7)

kur H(z) = 1 — e~ ** yra dydzio Y] pasiskirstymo funkcija. Nagrinégjamu atveju, gauname tokj

rekursivinj sarysj

u+c
on(u) = / dn—1(u+ c—x)h(z)d. (2.8)

0
I5 (2.6), (2.7) ir (2.8) lygybiy, gauname:
1(u) =PY1 >u+c)=1—H(u+c), (2.9)
u-+c
U (u) = 1—H(u—|—c)+/ Yn—1(@)h(u+c—z)dr, n=23,.. (2.10)
0

Chan ir Zhang [5] pritaiké (2.9) ir (2.10) formules ir gavo tikslia diskretaus modelio bankroto laiko

¥y, (u) rekursine formule

U _ U (ac" (u>)n_1 acy (u) C1 (u)
Bnln) = oal) + T 2
- (ack (u)) } eCk (u) €1 (U)

k=1
¢ia ¢, (u) = u + ne.

Autoriai savo darbe taip pat nagrinéjo diskrety modelj, kuriame draudiko kapitalo procesas

n
R(n)zu—!—n—ZYi,nzl,Q,....

i=1
Zalos Y1, Yo, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste diskretus dydziai, jgyjantys reik§mes i§ N =
{0,1,2,..}, v € N su tikimybe p, = P(Y; = k), k = 0,1,2,.... Nesunku pastebéti, kad na-
grinéjamame modelyje premijy intensyvumas ¢ = 1, todél gryno pelno salyga FY; < 1. Tai reigkia,

kad jmoky surenkama daugiau, negu vidutiniskai ateina zaly. Tegul
7(u) =min (n > 1: R(n) < 0),

yra bankroto laikas. Tuomet bankroto tikimybé uzraSoma tokia lygybe
Y(u) = P(7(u) < 0o|R(0) = u).

Galima nagrinéti atskirg pateikto modelio atvéji, kai zalos turi geometrinj pasiskirstyma su

tikimybémis

pk:P(lek):quv k2071a2a"'7
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kur p+¢ =1, 0 < p < lir EY; = ¢q/p. Pritaike analogiska skai¢iavimo technika, kaip ir eksponentiniu
zaly atveju (Zr. (2.9) ir (2.10)) gauname, kad

7/11(u)=P(Y1>u+1):1_P(u+1):qu+2

ir

u+1
Un(u) = 1=Plu+1)+Y ¢ a(u+1—j)p
=0
u+1
= "7+ na()pusi-
=0

Remiantis visomis auks¢iau i§vardintomis salygomis Chan ir Zhang [5] apraSytam diskre¢iam mod-
eliui su zalomis, turinfiomis geometrinj pasiskirstyma gavo rekursine bankroto tikimybés formule.

Jie parodé, kad

Ynt1(u) = () + hpg1(u), n>2

kur

By () = pg@CO+m) d(u)[d(u) + (n +1)] [d(u):! (n+2)][d(u) + (2n — 1)]

)

su d(u) = u + 2. Nesunku pastebéti, kad §i funkcijos v, (u) rekursiné formulé yra (2.11) formulés
analogas.

Gautos baigtinio laiko bankroto tikimybés rekursinés formulés turi paprastas iSraiskas, jas yra
lengva nagrinéti ir taikyti. Be to, Sie rezultatai gali buti naudingi nagrinéjant atitinkamas problemas

tolydaus laiko modeliuose.

2.4 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija baigtiniame laiko intervale

Siame skyrelyje nagrinésime klasikinj rizikos modelj, kuriame procesas {N (t)}+>0 yra homogeni-
nis Puasono procesas su intensyvumu A > 0 i§ (1.2) lygybeés ir kapitalo procesas U(t) yra i§ (1.1)
lygybés. Tegul, kaip ir anksc¢iau zalos Y7, Y5, ... teigiami nepriklausomi vienadai pasiskirste atsitik-
tiniai dydziai su pasiskirstymo funkcija H(y) ir tenkinama gryno pelno salyga ¢ = AEY1(1 + §)
suf > 0. Laikysime, kad nagrinéjamame modelyje laiko momentas T apibréztas (1.3) sarySiu yra
bankroto laikas, kurio tankio funkcija Zymésime f(t). Be to yra Zinoma, kad bankroto laiko T
Laplaso transformacija f fo e~ f(t)dt siejama su Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija,

o tiksliau

F(8) = ¢(u) = E(e*" Lir<o}|U(0) = u).

Siuo atveju f(0) galima isreiksti per sudétinio geometrinio pasiskirstymo uodega, t.y. (zr. [59])
o0
=3 (1 )" (w) (212)

kur
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Jo e P H(y)dy
(1+0)EY;

o p yra vienintelis neneigiamas Lundbergo lygties sprendinys

¢ =

/\/ e PYH(y)dy =X+ 6 — cp.
0

Atskiru atveju, kai Zalos turi eksponentinj pasiskirstyma, t.y. kai H(z) = e #* turésime, kad
H(z) = F(x). Siuo atveju (2.12) uzrasoma paprasciau (zr. [59])

f(8) = ge =0, (2.13)
kur
d) = %
(k+p)(1+0)
A0 —cp A /(A0 —cp)? +4dcp
N 2c ’
arba

Add—cu+/(A+0—cu)? —4ocu
2¢ '

p:

Drekic ir Willmot [6] klasikiniame rizikos modelyje su eksponentinémis Zalomis su parametru
u, pritaike atvirkstine Laplaso transformacija (2.13) lygybei, gavo bankroto momento T' tankio

funkcijos israiska

e~ Hue—A(2+0)t 2 (n+ 1)(pu™)
t) = 2.14
T 140 nZ::O n(V1+0)n 214

X 12X\ 14 0),

kur

[ee]

2 2k+p
=> /k (2.15)
k=0 +p)!

yra modifikuota p-tos eilés Beselio funkcija.
Pasinaudoje pateiktais rezultatais, galima resti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos israiska

baigtiniame laiko intervale bet kuriems § ir ¢ reik§méms, t.y.
o(u,t) = E(e ™ Iipeyy), 620, t>0.

Analogiskai galima gauti diskontuoty momenty iSraiska baigtiniame laiko intervale
bm(u,t) = E(T™e " Iipoy), m=1,2,.., t>0, §>0

ir Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija intervale [t1, to]:
Y(u, t1,ta) = E(eiéTI{tl<T<t2}), 0>0, t1,t>0.

Toliau suformuluosime pagrindine 8io skyrelio teorema.
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Teorema 2.3 Sakykime, klasikiniame rizikos modelyje Zalos Y1, Y>, ... turi eksponenting pasiskirstymg
su parametru p. Be to, tegul A yra Puasono proceso parametras ir ¢ = AEY1(1 + 5) Sakykime
v=0+ X2+ 5) ir 5 = A1+ 0. Tuomet teisingi sekantys tvirtinimai:

(a) Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija baigtiniame laiko intervale tenkina tokiq lygybe:

: J: v n! v
J=0 n=0
FEESE
ST e
= k(k+n+D\v ’
kur
My — V2 — 4k2
5= 2 Vi —4k?) o

2K2

(b) Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija intervale [t1,t2] yra

Afuoo(n—l—l A" o= (2k +n)! k)2
V(U,tl,tQ) = ;6 a Z < ) Zk'k+n+ <>

n=0
n+2k
X Z (t{e"’tl —tge_”t2).
7=0

(¢) Diskontuoti bankroto momentai baigtiniame laiko intervale tenkina sekancig lygybe

ym+1 A — (vt) ol ("
- u —( u+vt) _ —_—
¢m(u’t) - Y eﬂ ¢m( ) m+1 g Z ( Z n! ( 1% )

n=0
[j—n«#l]i

k=0
kur
_@ ml m—1—1 Au
e 148 A ( i+ %)
m\U =
ont) = T Z( ) i

IrODYMAS. Pradésime teoremos jrodyma nuo (c) dalies.
(c) Remiantis (2.14) ir (2.15) turime, kad

t —pu 0 1 n
dm(u,t) = E(Tm@_éTI{Tq}) = / xme_éxf(x)dx = _ (n + )(Mg)

t ~ ~
% / xmflefz(5+)\(2+9))ln+l(2)\1“ /1+0)du, (2.17)
0

~ n )\1/14_ 2k+n+1
L1 (2xu\/1+0) = Z 2 k'(k+n+1) . (2.18)
k=0

Istate (2.18) j (2.17) gauname

67,uu oo (TL—|—1 n o0 /\,/ 2k+n+1
V140 n(V1+o) = kN k+n+1)

t
% / 67:1:(6+)\(2+0))I2k+n+mdl_.
0

kur

Om(u,t) =
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Kadangi v =6+ AN(2+0), k = A\V1+0 ir

+ 2k+n+m -
—vz 2k+n+m _ (Qk +n+ m)' —vt (Vt)]
A e x dr = Ak nmTl 1—e E )
=0

tai gauname tiklslia ¢, (u,t) iSraiska

Sm(u,t) = Vﬂirle—uuf:(n—Fl ( )ni 2k+n+m)< )M

n=0 k=0 Ri(k +n+ D
2k+n+m :
v (vt)?!
X <1—€ Ly T ) (2.19)
§=0
Pakeite sumavimo eiliskuma (2.19) lygybéje turésime
A —pu A —(pu+tvt = (Vt>]
¢m(u7t) = Vm_He H a(u)me (Hu+ )Zil
j-1 n 155 ]-1
uAu) Z (2k + n 4+ m)! (
Z R 2.20)
| |
< = ( = kl(k+n+1)
2k
K
<))
v
kur
[eS) n oo 2k
Z (,uAu) Z (2k +n +m)! ( )
' .
— nl Pt El(k+n+1)!
Pastebékime, kad
. A = (n 1) "
— pu pAR
i (2k +n+ m)! (m)zk
! Ny )
P El(k+n+ 1) \v
Kadangi (7r. Drekic ir Willmot, [16], (3.11) formule)
o) v (m— 1= Au\™ T (m - A
mA 146 A = \c (m—1—1)!
i
y m m+1—1 f—m—1
1—1 l
1=0
tai
Verl
a(u) 3 ' o (1) (2.21)
Istate (2.21) j (2.20) gauname, kad

y u A —(putv j
Om(ut) = b\ — " om(u )l/m+1 (et t)z )
7=0

< (o - St ()

n! v
n=0

[d=pd)—

S Qk+n+ﬂnﬂ(m>%).

£ Rk +n+1)!
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(a) Akivaizdu, kad

¢o(u,t) = E(eféTI{Tq}) = ¢(u,t).

Jeigu lygybéje (2.19) paimsime m = 0 gausime Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos israiska

baigtiniame laiko intervale

A (n+ " o= (2k +n) k)2
olwt) = Jet Z ( v ) k'k+n+1)< )

n=0

)

Analogigkai, kaip ir (c) dalyje, pakeite sumavimo eiliskuma 8ioje lygybéje mes turésime

o(u,t) = ée*‘“‘ﬁ ~(putrvt) (2.22)
=0
jo1 [=5] 2k
(2k +n)! K
8 (5(“);) kzo k!(k+n+1)!(z/> )
kur
(n+1) (pdu" = (2k +n)! K\
() S
Kadangi
Blu) = lim o(u1) = e Bu)
ir (zr. Willmot ir Lin, [59],(4.1.12) lygybé)
o(u) = ge~ 0=,
tai
o=+ (pau\" = (2k+n)! K Qkiqﬁu bu
flu) = > (y> 2 Tkt 1 () =5 (2:23)

su dydziu ¢ i (2.16) lygybés.
Istate (2.23) i (2.22) gauname galutine Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos israiska

ot j j—1 n
_ —(1—-¢)pu _ —vt (Vt)j —(1—¢)pu __ é —pu n+1 L/\U
P(u,t) = oe H—e jz::() 5! e g € 8 7;) n! v
1'772L+1 1
B e (o
Elk+n+1)!\v '
k=0
(b) Remiantis (2.14) ir (2.15) turime, kad
ta
Y(u,ty,t2) = E(e*‘STI{t1<Tw<t2}) :/ e*‘szf(x)dx (2.24)
t1

e HT (n + 1 2 (Ag)ZAntt
K Z;J “ kl(k+n+1

n=

to
X / ekt gy,

t1
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Kadangi

to 2k+n
e—uac”‘*"dm - _ (Zk + n)' (tje—ytg _ tje—utl)
" p2k+n+1 } 0: 2 1 ’
j=

tai i§ (2.24) gauname

e D (D) S QW) (2k 4+ )
ty,t = e H®
(st o) ¢ 7;] nl(k)" ];) El(k 4+ n+ 1) p2ktntl
n+2k ) )
X Z (t{e‘”tl —tée_”“).
j=0
Teorema grodyta. O

Si skyrelj baigsime keliais bréziniais, kuriuose pavaizduotos funkcijos, kuriy i§raigkas gavome
teoremoje 2.3.

I, 11 ir 111 grafikuose galima pamatyti funkcijos ¢(u, t) priklausomybe nuo pagrindiniy parametry.
Funkcija maZzéja pagal parametra w ir didéja pagal parametra ¢. Tokj jos elgesi nusako busimo
bankroto vertés priklausomybé nuo pradinio kapitalo u dydZo. Aisku, kad kuo didesnis pradinis
kapitalas, tuo mazesné bankroto tikimybé. I§nagrinéjus grafikus iSsamiau, matome, kad kuo didesné
yra fiksuota Zzaly intensyvumo A reikSmeé (grafikas 1, 111) tuo didesné yra ir busimo bakroto verté
(grafikas 11). Be to, lyginant $iuos grafikus, akivaizdziai matosi, kad busimo bankroto verté yra daug
maZesné, kai \ yra labai maZzas. Atskiru atveju, kai § = 0 (grafikas 1v) mes gauname bankroto

tikimybeés ¢(u, t) grafika, kuris mazéja pagal v ir didéja pagal ¢.

A=10

O

W (u, t) 0.5

v

Pav.1. Funkcijos ¢(u,t) priklausomybé nuo parametry u, t, A, u, ir 6.

Toliau nagrinésime funkcija ¢, (u,t). Kai m = 1 gaunamas baigtinio laiko diskontuoto vidurkio
¢1(u,t) grafikas (grafikas v - viir), kurio kitimo dinamika yra analogiska funkcijos ¢(u,t) elgesiui.
Be to, kai § = 0 (grafikas viir) galima nagrinéti bankroto laiko vidurkio kitima laike. I§ bréZinio

matome, kad pradinio kapitalo u didéjimas lemia funkcijos ¢;(u, t) mazéjima pagal visus t.
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Paskutiniuose grafikuose pavaizduota diskontuota baudos funkcija intervale [t1,t2]. Lyginant
Siuos du grafikus (grafikas 1x ir 1x), pastebime, kad kuo didesnis yra laiko intervalas, tuo didesnes
reikSmes jgyja bankroto tikimybe. Be to, pakankamai didelés pradinio kapitalo u reiksmeés teigiamai

veikia funkcijos vy (u, t1,t2) dinamika, t.y. funkcija mazéja, kai kapitalas didéja.

A=10

p=0.1
91 (u, ) ©=0.05

8 =005

o OF »

LI T

VIII

Pav.2. Funkcijos ¢1(u,t) priklausomybé nuo parametry u, ¢, A, u, andir 4.

T, ty, t2)

"o OF m
L
HO S MM

]

F OO ==

E°" O OF ¥
L TR T
°8 55

Il
[

IX

Pav.3. Funkcijos y(u, t1, t2) priklausomybé nuo parametry w, t1 ir ta.

Isvados

Siame skyriuje buvo tyrinéjama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija klasikiniame rizikos mod-
elyje su zalomis, turin¢iomis eksponentinj pasiskirstyma. Panaudojus Zinoma bankroto laiko tankio
funkcijos formule, buvo gauti tokie dydziai: Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija baigtini-
ame laiko intervale, diskontuoti bankroto laiko momentai baigtiniame laiko intervale ir Gerber-Shiu
diskontuotos baudos funkcija intervale [t1,¢2]. Visy minéty funkcijy iSraisky iSskirti pagrindiniai
nariai yra eksponentinio pavydalo. Taigi, visos §ios funkcijos kinta eksponentiskai. Siame skyriuje
visos auksciau iSvardintos funkcijos buvo iSnagrinétos su jvairiomis parametry reik§memis ir pavaiz-
duotos grafiskai. Grafikuose aigkiai matosi, kad aukstas zaly intensyvumas tik padidina $iy funkcijy
reikSmes. Taip pat bréziniuose galima pamatyti, kad pakankamai didelés pradinio kapitalo reik§més
teigiamai veikia visy funkcijy elgesi laikui bégant, t.y. funkcijy reik§més mazéja, kai kapitalas auga.
Todél atsizvegliant j zaly intensyvuma ir kitus parametrus, jtakojancius draudimo bendrovés veikla,

draudikas gali jvertinti bendrovés darbo saugumo lygj.
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3 Atstatymo procesas, jo savybes ir pritaikymas rizikos teori-
Joje

Ivadas. Jau anksCiau buvo minéta, kad Puasono procesas yra svarbus rizikos teorijoje, nes jis
pasizymi tokiomis matematinémis savybémis, dél kuriy ji yra lengva nagrinéti ir taikyti. Sis procesas
jau senai taikomas rizikos teorijoje ir daugelyje kity mokslo sri¢iy. 1903 metais Fillip Lumdberg
pasiulé §iuo procesu apraSinéti jvykstanciy Zaly skai¢iu. Véliau §i procesa pradéjo nagrinéti ir
taikyti kiti autoriai. Taciau, tam tikrais atvejais Puasono proceso taikymas gali buti pakankamai
komplikuotas. Pavyzdziui, kai tarp zaly yra dideli laiko tarpai. Tokiais atvejais reikéty nagrinéti
tarplaikius, turincius tam tikra pasiskirstyma, kurio pagalba bus lengva modeliuoti didelius laiko
intervalus. DaZniausiai, kai Puasono proceso negalima panaudoti taikomas atstatymo procesas.
Rizikos teorijoje §is procesas naudojamas ne tik zaly skai¢iui aprasyti, bet ir nagrinéjamas atskirai,
t.y. tyrinéjamos §io proceso pagrindinés savybeés, asimptotikos problemos bei sgsaja su Puasono

procesu.

3.1 Atstatymo procesas ir jo savybés

Siame skyrelyje nagrinésime neneigiama sveikaskait procesa N(¢), t > 0 bei atsitiktiniy sumy pro-

cesy
N(t)
St)y=>Y_Y;, tx=0.
i=1

Sakykime, A(t) = EN(t) — oo, kai t — oo. Atsitiktiniai dydZziai Y;,Y3,... yra nepriklausomi
vienodai pasiskirste su bendra pasiskirstymo funkcija H(u) = P(Y; < w) ir baigtiniu vidurkiu

EY; = p. Be to, laikysime, kad {N(¢)}¢>0 ir dydziai Y7, Y2, ... yra nepriklausomi. Taip pat Zymésime

u(t) = ES(t) = pA).

Kliippelberg ir Mikosch [29] nagrinéjo proceso S(t) dideliy nuokrypiy tikimybes, kai funkcija H
turi sunkia uodega. Tokiu atveju Y7 neturi baigtinio eksponentinio momento ir standartiniai dideliy
nuokrypiy teorijos rezultatai negalioja. Toliau apibrésime kelias reikalingas prielaidas ir pateiksime
pagrindinj skyrelio rezultata. PradZzioje aptarsime kelias skirstiniy su sunkiomis uodegomis klases.
Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija H priklauso klasei ERV (¢, ) kazkokiems 0 < o < 8 < o0,

jeigu bet kuriam fiksuotam y > 1

_ .. . H(xy) ) _
B < lim inf — < lim sup = <y~ > 1. 3.1

Jeigu paskutinéje lygybéje a = 3, tai sakoma, kad pasiskirstymo funkcija H yra reguliariai kintanti

arba priklauso klasei R(«). Nesunku parodyti, kad H yra reguliariai kintanti su kazkokiu «, jeigu
H(z) =2 *L(z), = >0,

kazkokiai létai kintanciai funkcijai L.

Kliippelberg ir Mikosch [29] darbe sveikaskai¢iam procesui kélé dvi Zemiau apraSytas prielaidas.
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SAVYBE A.

Mil, t — oo,
A(t)

kitaip tariant egzistuoja teigiama funkcija (t) tokia, kad e(¢) — 0 ir
P(IN(t) = A(t)] > e(t)A(t)) = o(1).
SAvYBE B. Egzistuoja tokie teigiami ¢ ir §, kad

> PIN() > k)(1+e)F =0,
E>(1+8)A ()

Nesunku pastebéti, kad B prielaida yra ekvivalenti tokiai N(t) savybei:

Z P(N(t) = k)(l + E)k = E((l + E)N(t)I{N(t)/A(t)>1+5}> —0, t— o0
k> (1+6)A(1)

Kliippelberg ir Mikosch [29] parodé, kad A prielaida tenkina Puasono procesas N (t) su A(t) — oo

ir atstatymo skai¢iuojamasis procesas
N({t)=sup{n>1:0,+..+6, <t} (3.2)

kur 64, 6o, ... yra neneigiami nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, tenkinantys tam

tikra mazorentine salyga. Pagrindinis nagrinéjamo darbo rezultatas buvo tokia teorema.

Teorema 3.1 Tegul {N(t)},>0 yra sveikaskaitis neneigiamas procesas. Be to, tarkime, kad {N(t)}1>0
tenkina prielaidas A ir B su A(t) — oo, o pasiskirstymo funkcija H € ERV (—«a, —8) kazkokiems

1 <a<f<oo. Tuomet
P(S(t) — () > x) ~ A H(z) (3.3)
tolygiai su x > y\(t) kiekvienam fiksuotam v > 0.

[53] darbe Tang ir kiti taip pat nagrinéjo proceso S(t) nusakyto (3.1) lygybe, didelius nuokrypius.
Jie A prielaida pakeité silpnesne prielaidg (Zr. taip pat darbus [38], [46]) ir jrodé tokia teorema.

Teorema 3.2 Sakykime funkcija H € ERV (—a,—f) sul < a < < oo. Be to, tegul fiksuotam

teigiamam ¢ ir kaZkokiam maZam € > 0

B+
E([(N®)] " Inwsaisno ) = 0OW®) (3.4)
tuomet tenkinama (3.3) asimptotiné lygybé.

Tame paciame darbe autoriai parodé, kad atstatymo skai¢iuojamasis procesas N(t) bet kokioms

teigiamoms realioms konstantoms d ir m tenkina lygybe

> E"P(N(t) > k) =o0(1), t—o0
k> (1+8)A(t)
jeigu atstatymo procesa generuojantis tarplaikis 6 turi baigtinj vidurkj £6 = 1/\. Gautas rezultatas

parodo, kad bet koks atstatymo procesas tenkina (3.4) prielaida.
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3.2 Pagrindinis rezultatas

Toliau siame skyrelyje nagrinésime procesa N(t), apibrézta (3.2) lygybe. Nagrinésime ar tokiam

procesui galioja Zemiau suformuluota savybeé.

SavyBE B*. Kiekvienam realiajam a > A su A = 1/Ef < oo egzistuoja b > 1,
lim P(N(t) > k)b* = 0. (3.5)
Nesunku pastebéti, kad bet kuriems teigiamiems ¢ ir €

Y PIN®)=k)(1+ef < > P(N(t) = k)(1+e)F,

E>(146) At k>(140) At
Y PNt =k(1+eF = > (P(N(t) > k)= P(N(t) > k+1))(1+¢)*
E>(14+8)At E>(14+8)At

€ k
>
z T E P(N(t) > k)(1 +¢€)".
k>(146)Xt

Todél B* savybé yra ekvivalenti tokiai savybei B**: bet kuriam teigiamam ¢ egzistuoja teigiamas

€ toks, kad

. _ k _
Jim > P(N@t)=k)(1+e)" =0.
k>(1+45) At

Zemiau irodysime teorema, kurioje parodyta, kad bet koks atstatymo procesas N(t) su Ef =

1/X < oo tenkina B* savybe. Be to, iSnagrinésime atveji, kai EN = oo.

Teorema 3.3 Sakykime N(t) yra atstatymo procesas apibréztas (3.2) lygybe, kurioje 01,0, ... yra
nepriklausomy vienodai pasiskirscéiusiy atstitiktiniy dydZiy seka.

(a) Jei EO = 1/\ < oo, tai N(t) turi savybe B*;

(b) Jei EO = oo, tai kiekvienam teigiamam skaiciui a > 0 egzistuoja b > 1 toks, kad (3.5) lygybé

patenkinta.

TRODYMAS.
(a) Tegul pradzioje E6 = 1/\ < oco. Aisku, kad bet kuriems realiems @ > A, b > 1 ir kiekvienam
teigiamam ¢

paplt) = > P(N(t)>k) b

k>at
< ZP(91+"'+91<§’5) bk

k>at
Bet kuriam neneigiamam atsitiktiniam dydziui £ ir bet kuriems teigiamiems y, ¢ tenkinama nelygybé

P(¢ <t) < EY'E~Y¢. I§ &a turime

Pap(t) < BV (m(y))* v (3.6)

k>at
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kur m(y) = Ee ¥?. Akivazdu, kad m(y) < 1 bet kuriam y > 0, nes # néra iSsigimes tagke 0. Kai

be [l,:5(1+ ﬁy))], tai bm(y) < 1. I§ (3.6) turime, kad tokiems b yra teisinga tokia nelygybé

0 (bm(y)™
()
R B L (L O

Pasinaudoje nelygybe |e™" — 1| < v, v > 0 ir Lebesque dominuojancio konvergavimo teorema,

IN

(pa,b(t)

(3.7)

gauname
. logm(y) . log(1+ Eev? —1) . Bev? -1
lim ——~ = lim = lim ——
y—0+ Yy y—0+ Y y—0+ Yy
. Cemvv 1
= lim ——— dP(# <)
y—0+ 0 Yy
0o —yu _q
- / lim = dP(0 < u)
0 y—0+ Yy
1
= —-FEf=——. 3.8
- (38)

Taigi, egzistuoja toks teigiamas y*, kuriam

I5 (3.7) turime, kad tokiems y* ir teigiamam ¢ ir b € (1, 15 (1 + %)] teisinga nelygybé

R e

Aisku, kad intervale (1, 15 (1 + %)] egzistuoja toks b = E(a, y*), kuriam

alog?b\ la—A
< - .
y* 4 A

Siuo atveju visiems ¢t > 0 ir surastam y*

o B(t)giexp Cytta=2A .
a 1 —m(y*) 4 A

Paskutinis jvertis jrodo pirma teoremos tvirtinima.

(b) Tegul Ef = co. I (3.7) jvercio turime, kad visiems teigiamiems ¢,a ir b € [1, 15 (1 + %)]

10
1—m(y)

alogb . alogm(y))}

; (3.9)

Ganlt) < exp {yt(1+

kur, kaip ir anksciau m(y) = Fe™¥% < 1, y > 0.
Atsitiktinis dydis min{6,r} turi baigtinj vidurkj su kiekvienu teigiamu r. Remiantis (3.8) galima
ivertinti

1 | E —ymin{0,r}
mm logm(y) g log Be v ™

< = —Fmin{0,r}.
y—0+ Yy y—0+ Y
Taigi,
1
lim 08™M©) _ oo,
y—0+ Yy
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todél egzistuoja teigiamas y* = y*(a) toks, kad su 0 < y < y* tenkinama nelygybé alogm(y) < —3y.
Is jvercio (3.9) iSplaukia, kad visiems a > 0, 1 < b < (1/10)(1 + 9/m(y*)), t > 0 ir kazkokiam
teigiamam y* = y*(a) yra teisingas jvertis
10 alogbd
ot € 0y (MED )1
=1z m(y*) y

Tinkamai parinkus b = b= i)\(a7 y*), 1§ gauto jvertio iSplaukia antras teoremos tvirtinimas.

Teorema grodyta. O

3.3 Baigtinio laiko bankroto tikimybé rizikos atstatymo modelyje

Siame skyrelyje parodysime, kaip pritaikoma 3.3 teorema baigtinio laiko bankroto tikimybés at-
statymo procese asimptotikos nagrinéjime. Laikysime, kad rizikos atstatymo modelio Zalos ir

tarplaikiai tenkina tokias prielaidas:

PRIELAIDA H;. Zalos Y;,Ys, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami atsitiktiniai dy-

dziai su pasiskirstymo funkcija H ir baigtiniu vidurkiu g = EY;.

PRIELAIDA Hs. Tarplaikiai 61, 6o, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami atsitiktiniai
dydziai su baigtiniu vidurkiu E6; = 1/A. Be to, 61,60, ... ir Y7, Y5, ... yra nepriklausomi.
Sakykime procesas U (t), aprasantis kapitala laiko momentu ¢ uZraSomas lygybe

N(t)
Ut)=utct— > Y, t>0.
i=1

Cia u yra pradinis kapitalas laiko momentu ¢t = 0, ¢ > 0 premijy intensyvumas ir 0 = /A —p

saugumo koeficientas. Be to, tegul N(t) yra atstatymo procesas, t.y.
N(t)=sup{n>1:0, +...+0, <t}

Sakykime 7 yra kazkoks laiko momentas. Tuomet
k
dlu, ) = P(OgirslgTU(s) <0|U(0) = u) = P(Oginga]sfcm ;(m — ;) > u).
yra bankroto tikimybé iki momento .
Yra parasyta nemazai darby (7r. pavyzdziui [33], [51], [34]), kuriuose remiantis Korshunovo [31]
dideliy nuokrypiy rezultatais buvo nagrinéjama bankroto tikimybés 1 (u, 7) asimptotika, kai funkcija
H priklauso kuriai nors pasiskirstymo funkcijy su sunkiomis uodegomis klasei. Toliau aprasysime

dar kelias paiskirstymo funkcijy su sunkiomis uodegomis klases.

Sakykime, kad pasiskirstymo funkcija F = 1 — F priklauso klasei C jeigu

F
lim lim sup 7(yu) =1
y=1l— y—oo F(U)

Sakykime, kad pasiskirstymo funkcija F' priklauso subeksponentiniy skirstyniy klasei S, jeigu

kiekvienam n > 2

lim M =2

)
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kur F * F zymi funkcijos F sasuka pacia su savimi, o F(z) = 1 — F(x) su visais # € R. Dar
viena sunkiy uodegy skirstyniy klasé vadinama stypriai subeksponentiniy skirstyniy klase. Si klasé

paprastai zymima simboliu S,. Sakoma, kad F' € S,, jeigu fooo F(y)dy < oo ir

*2
fim @) (3.10)

tolygiai visiems u € [1, 00), kur

o min{ 1, [T F(y)d jeigu >0,
(o) = { [, F(y) y} jeig

1 jeigu x < 0.
Yra zinoma, kad C C S, C S (zr. pavyzdziui [31],[52]).
Tang [51] nagrinéjo baigtinio laiko bankroto tikimybés asimptotika Zaloms i§ klasés C. Pagrindinis

jo darbo rezultatas yra tokia teorema.

Teorema 3.4 Tegu rizikos atstatymo modelis tenkina Hy ir Ho prielaidas, ¢/X — > 0, pa-
siskirstymo funkcija H € C ir E6Y < oo kazkokiam p > Jg + 1, kur Jg pasiskirstymo funkcijos H

virsutinis Matuszewska indeksas, t.y.

1 il
JE == lim (lim inf (xy)> .

y—oo logy \ u—oo H(x)
Tada
utpAT
wwr)~ o [ Ty (3.11)

tolygiai visiems T € [f(x), 00| bet kokiai neapréztai didéjanciai funkcijai f.

Analogiskas rezultatas stipriai subeksponentiniy pasiskirstymo funkciju klasei jrodytas Leipaus

ir Siaulio [34] darbe.

Teorema 3.5 Tegu atsatymo rizikos modelis tenkina Hq ir Ho prielaidas. Jeigu pasiskirstymo
funkcija H € S., tarplaikiai 61,02, ... tenkina B prielaidg ir ¢/A — 8 > 0, tai (8.11) asimptotiné

formulé yra teisinga su tomis paciomis sglygomis kaip ir 3.4 teoremoje.

Nesunku pastebéti, 3.3 teoremos déka, galima atsisakyti B prielaidos 3.5 teoremoje. Taigi, yra

teisinga zZemiau suformuluota teorema.

Teorema 3.6 Tegul rizikos atstatymo modelis tenkina Hy ir Ho prielaidas. Jeigu pasiskirstymo
funkcija H € S, ir ¢/\ — B > 0, tai (3.11) asimptotiné formulé yra teisinga su tomis paciomis

sglygomis kaip ir 3.4 teoremoje.

Jiang [27] darbe klasikiniam modeliui buvo gautas analogiskas rezultatas, kaip ir 3.6 teoremoje.
Siuo atveju buvo laikoma, kad N(t) i8 (3.2) yra homogeninis Puasono procesas su parametru J,
t.y. 61,02, ... turi eksponentinj pasiskirstyma su Ef; = 1/\. Nagrinéjamu atveju, autorius parodé,

kad jeigu pasiskirstymo funkcija H(x) € S, tuomet yra teisinga (3.11) asimptotiné formulé su
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tomis paciomis salygomis kaip ir 3.6 teoremoje. Nesunku pastebéti, kad Tang (7r.[51]) rezultatas
tenkinamas tik su zalomis, turintiomis Pareto bei jo kombinacijas skirstyniais. Leipus ir Siaulys
(7r. [34]) prapléte $i rezultata iki platesnés skirstiniy klasés. Jiang (7r.[27]) rezultatas klasikiniam

rizikos modeliui taip pat galioja visoms funkcijoms i§ klasés S,.

Isvados

Siame skyriuje buvo tyrinéjamas atstatymo procesas ir rizikos atstatymo modelis. Buvo nagrinéjama
kokiems teigiamiems a ir b atstatymo procesui N () galioja lygybeé:
lim P(N(t) > k)b* = 0.

t—o00
k>at

Buvo jrodyta teorema, kurioje buvo parodyta, kad jeigu £ = 1/), tai visiems a > \ galima rasti
b > 1, kuriems uZraSytoji savybé yra teisinga. Be to, esant begaliniam tarplaikio vidurkiui irgi
galimas konstanty a ir b su aukséiau uzraSyta savybe parinkimas. Teoremoje gautas rezultatas

buvo pritaikytas baigtinio laiko bankroto tikimybés asimptotinei formulei i§vesti.
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4 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotikos ty-

rimas

Ivadas. Nuo to momento, kai Gerber ir Shiu (7r. [23]) pasiulé nagrinéti diskontuota baudos funkcija,
buvo gauta nemazai rezultaty apie Sios funkcijos savybes tiek sudetiniame Puasono tiek ir rizikos
atstatymo modeliuose. Nors §i funkcija buvo placiai tyrinéjama jvairiy autoriy, déje Sios funkci-
jos asimptotikos nagrinéjimui skirta nedaug démésio. Galima paminéti tik kelis darbus. Siaulys ir
Asanaviciuté [50] gavo Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotine formule subekspo-
nentinéms Zaloms klasikiniame rizikos modelyje. Cheng ir Tang [7] tyrinéjo 8ig funkcija atstatymo
rizikos modelyje su Erlang(2) tarplaikiais ir zalomis pasiskirs¢iusiomis pagal apibendrintas subek-
sponentinius désnius. ApraSytu atveju jie gavo sukaupto kapitalo prie§ bankrota ir kapitalo stokos
bankroto metu momenty asimptotika. Tang ir Wei [54] rado diskontuotos baudos funkcijos asimp-
totine formule atstatymo rizikos modeliui su absoliu¢iai tolydZiomis zalomis, pasiskirs¢iusiomis pagal
apibendrintus subeksponentinius désnius ir tenkinanciais dar eile papildomy salygy.

Diskontuotos baudos funkcijos asimptotokos tyrimas yra aktualus, nes dar yra nei§nagrinéta daug
problemy. Siame skyriuje pateiksime kelis naujus jdomius rezultatus, susijusius su §ios funkcijos
asimptotika bei gausime nagrinéjamos funkcijos asimptotine formule Erlang(2) modelyje su subek-

sponentinémis Zalomis.

4.1 Diskontuotos baudos funkcijos atstatymo lygtis Erlang(2) modelyje

Sakykime draudiko sukaupto kapitalo procesas {U(t), t > 0} uZraSomas tokia lygybe

N(t)
Uty =u+tct—» Y, (4.1)
i=1

¢ia u yra pradinis kapitalas, ¢ premijy intensyvumas, o procesas {N(¢)}:>0 apraSo zaly skaiciy iki

momento t. Sakykime N (t) yra skai¢iuojamasis atstatymo procesas, t.y.

N(t) = Z Lo, +0,+..+6,<t} (4.2)

i=1
kur 61, 05, ... yra nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy seka. Atsitiktinis dydis
0, yra laiko tarpas iki pirmos zalos pasirodymo, o 6;, ¢ > 2 yra laiko tarpai tarp dvieju i§ eilés

einanciy Zaly. Be to, tarkime, kad 6y turi Erlang(2) tankio funkcija su parametru A > 0, t.y.
k(t) = Nte ™, t>0.

Zalos Y1,Ys, ..., nepriklausancios nuo proceso N(t), yra neneigiami, nepriklausomi vienodai pa-
siskirste atsitiktiniai dydziai su pasiskirstymo funkcija H(y) = P(Y; < y) ir baigtiniu vidurkiu
EY; = a. Laikysime, kad be to tenkinama gryno pelno salyga, t.y.

_EYl ’\_)\a ~

c_E—el(1+9) 5 (1+6) (4.3)

su teigiamu saugos koeficientu 6.
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Nagrinésime Gerber-Siu diskontuota baudos funkcija
$u(u) = E(e™ T w(U(T=), [U1)){r<oe} [U(0) = ),

CiaT =inf{t > 0: U(t) < 0|]U(0) = u}, kaip ir anksc¢iau yra bankroto laikas, o w(z,y),0 < z, y < oo
yra neneigiama dviejy argumenty funkcija.

Sun [47] (7r. taip pat Cheng and Tang [7]) tyrinéjo diskontuota baudos funkcija Erlang(2) rizikos
modelyje ir parodé, kad esant salygai

/OO /OO w(z,y)h(z + y)dedy < oo (4.4)
o Jo

funkcija ¢, (u) tenkina tokia defektyvia atstatymo lygtj

1 v 1
bu(u) = m/o du(u —y)dG(y) + mB(u)~ (4.5)
Paskutinéje lygtyje
/\2 e e} [e%¢) fe'e)
B(u) = 6—2(1 + B)/ e_pQ(s_")/ e_pl(zl_s)/ w(x1,xe — x1)dH (x2)dx1ds,
20 + 62
B= (4.6)

c2p1py — 205 — 62’

0 p1 = p1(9), p2 = p2(8) (0 < p1 < (A+9)/c < pa) yra du neneigiami Lundberg lygties
A2 / e dH (z) = (cs — A — 6)? (4.7)
0

sprendiniai su salyga p1(0) = 0 (7r. pavyzdziui [12]).
Be to, (4.5) atstatymo lygtyje funkcija

G(y) = Jlj/oyg(w)dm

yra pasiskirstymo funkcija, glaudziai susijusi su zalu pasiskirstymu ir kuri vadinasi integruota zaly
pasiskirstymo funkcija, nes
)\2 o) e’}
g(y) = 7/ emP2(s=v) / e dH (z)ds
2 Jy s
ir
e c2p1pa — 200 — 62 1

D= dy = = .
0 9wy c2p1p2 1+8

Toliau nagrinésime atvejj, kai funkcija w(z,y) = 1. Si prielaida reiskia, kad bankroto dydis
laiko momentu 7" yra prilygintas vienetui. Vadinasi, tirinésime tokio pavidalo diskontuota baudos

funkcija

$(u) = B(e™ " Lir<oey|U(0) = u). (4.8)

PradZioje jrodysime teorema, kuri parodo, kad funkcija ¢(u) tenkina defektyvia atstatymo lygti be
(4.4) prielaidos.
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Teorema 4.1 Sakykime, Erlang(2) rizikos modelyje patenkinta gryno pelno sglyga (4.3). Jei § >0

tuomet diskontuota baudos funkcija ¢(u) tenkina atstatymo lygtj

1 1 —
6w = 1 [ Hu=)iGe) + G,
(0,u]
Joje pasiskirstymo funkcija G uzrasoma lygybe
_ A2 T 7 —
G(u) = 6—2(1 +5) / e P2y / e @V H (z)dedy, u >0,
u y

(4.9)

(4.10)

kurioje p1, p2 (p1 < p2) yra du teigiami (4.7) lygties sprendiniai, o [ teigiama konstanta apibréita

(4-6) lygybe.

IroDYMAS. Tegul § yra fiksuotas teigiamas parametras. Kapitalo procesas U(t) apibréztas (4.1)

lygybe su atstatymo procesu i§ (4.2) lygybés. Akivaizdu, kad Zalos jvyksta tik momentais T, =

01 + 02 + ... + 6,,. Tokiems laiko momentams N (7,,) = m ir

N(Tp)
UTm) =u+cTym— > Yo=u—Sp,
n=1

kur

So=0, Sm=)» (Yn—chy), m=12....

n=1
Turime, kad visiems neneigiamiems w ir visiems m =1,2,3, ...
P(T=Ty,)=P(Sm >u,Sm-1 <u,Sm_o<u,...,5 <u).

Todél neneigiamiems u diskontuotg baudos funkcija galima uzragyti tokiu pavidalu

p(u) = E(e”I{T@o})E(e‘”ZI{T-Tm})
m=1

= E Z (eiéTI{T:Tm}> Z E(G%T’"‘I{Slgu,52§u,...,sm,1§u,sm>u})~
m=1

o0
m=1
Isskaidzius §ia suma gauname

¢(u) = Be ' Igouy+ Y, Be e dn=00)

m=2

X Lisi<u, 85-81<u—81,....Sm 1~ 81 <u—S1, Sy —S1 >u—51 }
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b(u) = Ee—éTl:[{S1>u}+Z//Ee—6te—5(Tm—91)
m=2"R/R

X Xy ct<u, Sa— Sy Su—ytcto S 1 —S1 Su—ytct, Sp—51>u—y-+ety AH (y) N2te ™ Mdt
-
_ Ee—5T11{51>u}+/00 oot / S Bemd@n—n)
0 [O,utct] ™2
X 18,8y Cuyret Sy — 81 <u—y-tet, Sp— 81 >u—y+et} AH (y) N2 te AN dt
o -
_ E€—5T11{51>u}+/ oot / S Be-ii
0 [0,utet] =2
X Xy <umytet, So<u—ytct Sir <u—ytet, Si>u—ytety AH (YN te N dt
= /\2/ te_(5+>‘)t< / o(u+ct —y)dH(y / dH (y )dt
0 [0, utct] (utct,00)

I gauta lygybe, ista¢ius nauja kintamaji z = u + ct, turime

o) =2 [Tt ([ o gan+ [ an ) (@)

[0,2] (2,00)

su visais neneigiamais u. Funkcija

6z — y)dH(y) + / dH(y) =1 - / (1- ¢z — y))dH(y)

0,z

yra mazéjanti aprézta vienetu. Todél funkcijy sandauga

T /W_ VAH(y) + /dH(y))

[0,2] (2,00)

yra tolydi su visais teigiamais z, gal but iSkyrus kurj nors baigtinj skaity poaibj i§ R. Be to, §i
funkcijy sandauga yra integruojama intervale [0, 00). Taigi, i§ (4.11) seka, kad ¢(u) yra absoliu¢iai
tolydi mazéjanti funkcija ir beveik su visais neneigiamais u

/

eb/(u)f/uoo — /tbzf VAH () + /dH(y) dz.

0,z] (z,00)

u

Supaprastinus 8ia lygybe ir pritaikius (4.11) gauname, kad beveik visiems neneigiamiems u

0+ A
dw) = 2w
A2 z—u
— 02/ AR /¢z— )dH (y / dH(y) | dz.
u 0,z] (z,00)

Pagal auks¢iau isdéstytus samprotavimus i§ paskutinés lygybés gauname, kad ¢'(u) yra absoliuciai

tolydi ir su beveik visais neneigiamais u antra ¢(u) iSvestiné tenkina lygybe

sy = EED gy DDy
n —/gzau— VAH (y )+A H(u). (4.12)
[0,]
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Rasime (4.12) lygybés abiejy pusiy Laplaso transformacija. Yra Zinoma, kad tam tikros funkcijos
Laplaso transfromacija egzistuoja jeigu §i funkcija yra eksponentinés eilés. Kadangi 0 < ¢(u) < 1

su visais v > 0, tai

o+ A 2X2 [0 o, o+ A 222
/ < 24 an —(0+X) =5 < —
Pl < ot + 2 [ e sty Ea
ir
200 +0 A +0)?
Wl < 22y B )
)\2 2
b 5 [ oty + LW
[0,u]
200+46 A+0)2  2A?
PSR FNCC
C C C

su beveik visais u > 0. Taigi, funkciju ¢”(u), ¢’'(u) ir ¢(u) Laplaso transformacija egzistuoja, nes
Sios funkcijos yra apréztos. Paskaiciave (4.12) lygybés abiejy pusiy Laplaso transfromacija, visiems

kompleksiniams s su £s > 0 gauname

23s) — 500) = 70) = 2V (5305) — 9(0))
CE56) + A dlits) + 5T () (113)
Cia
B(s) = / e~ p(u)du, H(s) = / eUdH (u), Hi(s) = / e~V H (u)du,
0 [0,00) 0
nes pagal Fubinio teorema
|| [ otumwant) | au= [ [eerotu—yan) amw)
0,u] [0,00) Y
= [ | [errmss | anw = s,
[0,00) 0

I5 (4.13) lygybés gauname funkcijos ¢(s) Laplaso transformacijos iSraiska

~

o(s) = ?s¢(0) — 2¢(X + 6)p(0) + ¢/ (0) + A H(s)
(sc— X —08)% — X2H(s) :

(4.14)

Siai igraiskai pritaikysime analogiskus pertvarkymus, kaip Sun darbe (7r. Sun [47], 2.2 teorema).
Tegul T, yra operatorius, apibréztas Dickson and Hipp straipsnyje [12]. Butent, integruojamai
funkcijai f ir realiam p

oo

T,f(x) = /efp(zfx)f(z) dz x>0.

Nesunku patikrinti, kad

(4.15)

49



su visais p > 0, ®s > 0, p # s. Neneigiamos realios lygties (4.7) saknys p; and py yra israiskos
(4.14) vardiklio nuliai. Todél jie turi buti skaitiklio nuliais.

Vadinasi,

~

?p19(0) = 2¢(A + 8)$(0) + ¢*¢'(0) + A*H(p1) = 0.
Is (4.15) ir (4.14) lygybés gauname
Gy o)+ N2H(s) — 2p16(0) — N2H (p1)
(sc — A —68)* = X\2H(s)
(s p0) (¢ o(0) - 0T )
(sc—A—8)* — X2H (s)
(s—p1) (20(0) = N T, H(s))
_ S (4.16)
(se=A—=08)"—A2H(s)

visiems kompleksiniams s su teigiama realia dalimi. Kadangi, p2 (p2 > p1) yra kita paskutinés

iSraiskos vardiklio Saknis, tai ji turi buti ir skaitiklio 8aknimi. Vadinasi,

—

CQ(b(O) =\ Tﬁlﬁ(p2)a

Dar karta pritaike (4.15) savybe i§ (4.16) gauname, kad visiems s

R A2 (s — p1)(s — p2)Tp1F(P2)—Tp1F(S)

¢(8) = L(S) —
N5 — pi)(s — p2) T T, H(s)
= 76 , (4.17)

kur L(s) yra paZymétas trupmenos (4.16) vardiklis. Panagrinékime §j vardiklj detaliau. Aisku, kad

L(s) = (sc—XA—08)2—=XH(s)— (prc— A—0)*>+ N>H(py)
— (s—p) (cQ(s—i—pl)—Q()\—&-é)c—i—)\ZW). (4.18)

Bet kuriam realiam teigiamam s, apibrézkime naujg operatoriy 7, tokig lygybe

T,F(x) = / e PO F(z), x>0.

[x,00)
kurioje F' yra neneigiamo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.
Analogiskai, kaip anksciau (Zr. (4.15) sarysj) gaumame, kad funkcijos 7, F' Laplaso transformacija

turi savybe:

T, F(s) = F(Sli_f(p), (4.19)
dia f(s) yra funkcijos F' Laplaso-Stieltjeso transformacija. IS paskutiniojo sarysio ir (4.18) lygybés
isplaukia, kad

Lis) = (s = p1) (25 + p1) = 200+ 0)e + A2 7, T (s))
Kadangi py yra lygties L(s) = 0 8aknis, tai

A(p2+p1) —2(A + 8)c+ )\27/,,1?[(,02) =0.
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Vadinasi, pasinaudojus (4.15) savybe, turime
Lis) = (s=p1) (2 = po) + N2, H(s) = X2, H(ps))
= (s—p1)(s—p2) (c - N7, Tle(S)) .
Sia israiska jstate j (4.17) lygybeés vardiklj, gauname

/\2 Tp2 Tmﬁ( )

#s) = — AT, Tle(S) .

visiems kompleksiniams s su teigiama realia dalimi.

Neneigiamam wu apibrézkime dar funkcijas:

w) = T, T, Hu)= [ e rz=w e 1= () dy | da

77( ) p2-Lpy ( ) (y) Y )

Y(u) = Tp,7p, H(u) = /e_""‘(x_”) / e‘pl(y—x)dH(y) dz.
u [x,00)

Is (4.20) seka, kad

3s) = 25 (3s035) + 7(s))

c2

(4.20)

iprastiems s. I§ Laplaso transformacijos savybiy iSplaukia tokia funkcijos ¢(u) atstatymo lygtis

)\2 A2
/qsuf D)y + Spn(u).
Norint gauti atstatymo lygti (4.9) pavydalo pakanka pazymeéti
)\2

Glw) = (14 B)n(u),

nes (7r. pavyzdziui [55] arba [37])

[e.elNe )

(1+6)/i\227(x)dx W//epz(yx) / efm(zfy)dH(z) dydz

C
" u T [y,00)
2 7 i
_ 2ura ] / et [t mmaya (s
A1+ p) / / p1( )
_ AMU+b) z—x eP2(Z ) dH dz
02 P2 - P1 ) )
U (z,00)
A%1+5)7? il
_ AT hP) em(w*u) 7892(9”7") H(x)dz,
c2(p2 — p1) ( ) )

ir

A2(1+B)

c?

Q
=
|
\8

epz(l'—u)/em(w—u)ﬁ(x)dwdy
Yy

o0 xT

1+ﬂ / Ye plﬂf/ﬂrﬂzu/e*(prm)ydydlj

u

_ )‘2(1+ﬂ) 1(z—u) o(z—u) \ 7
= M/(ep —ef )H(z)dx

u
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Pabaigai pastebékime, kad i§ (4.15) ir (4.19) savybiy i8plaukia (4.6) sarysis, t.y.

AT e — N2 7, H(0) — 7, H(ps)
L N R
0
N=NH(p) | N H(p2)=NH(p1)
— 1 pP2—pP1
c2 po
A2 —(cpr—A=8)% | (cpa—A—08)2—(cp1—A—0)?
_ P;l + P2 p27p1/31 _ 02,01P2 — 9\ — 52
pa c2p1p2
Teorema grodyta. O

4.2 Diskontuotos baudos funkcijos asimptotikos tyrimas klasikiniame rizi-

kos modelyje

Nagrinékime klasikinj rizikos modelj, kuriame kapitalo procesas U(t) yra aprasytas (4.1) lygybéje.
Klasikinio modelio atveju N(¢) yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu p, o 1, 60s, ...
yra eksponentigkai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai su parametru pu, t.y. 8§y dydziy pasiskirstymo
funkcija turi pavydala:
PO<y)=] e
1—e "™ jeiy>0.
Sakykime Zzalos Y7, Ya, ... turi baigtinj vidurkj EY; = a, o jy pasiskirstymo funkcija H(y) = P(Y <
y). Be to, tegul 6= ¢/pa — 1> 0 yra saugos koeficientas.
Siaulys ir Asanavicitité |50| klasikiniame rizikos modelyje tyrinéjo diskontuota baudos funkcija

o(u), kai w(z,y) = 1, t.y.
d(u) = E(e T Tir <oy |U(0) =), > 0.

Nagrinéjamu atveju, buvo gauta Sios funkcijos asimptotiné formulé su zalomis, turin¢iomis subekspo-

nentinj pasiskirstyma. Autoriai parodé, kad pasirinkus H € S'ir § > 0

o(u) ~ SH(u), (4.21)

kai u — oo. Cia 1, kaip jau buvo minéta, yra eksponentinio pasiskirstymo parametras.

4.3 Diskontuotos baudos funkcijos ¢,(u) asimptotika rizikos atstatymo

modelyje

Sakykime, turime rizikos atstatymo modelj, kuriame kapitalo procesas U(t) apraSytas (4.1) lygybe,
o N(t) yra atstatymo skai¢iuojamasis procesas, kurj generuoja dydziai 61,60, .... Laikysime, kad
6 = 6, turi absoliuciai tolydZia pasiskirstymo funkcija G, tankio funkcija ¢ ir baigtinj vidurkj 1/A.
Nagrinéjamu atveju, nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai Y, Y7, Ya, ... turi bendrg
absoliuciai tolydzia pasiskirstymo funkcija H, tankio funkcija h ir baigtinj vidurki a. Tegul, be to,
tenkinama gryno pelno salyga p = ¢/ — p.

Tang ir Wei [54] rizikos atstatymo modelyje nagrinéjo diskontuotos baudos funkcijos

bu (1) = E(e”Tw(U(T-), [U(T)) Lir<oc}|U(0) = u)
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asimptotika. Jie gavo Sios funkcijos asimptotines formules Zaloms, priklausancioms apibendrintai

subeksponentiniy skirstyniy klasei. Tegul
T=inf{t >0:U(t) < 0|U(0) = u},

kaip ir anks¢iau, bankroto laikas. Laikysime, kad atsitiktiniai dydziai U(T-), |U(T)| it T turi
jungtine tankio funkcija J(z,y,¢|0). Nesunku pastebéti, kad & tankio funkcija yra defektyvi, kai

patenkinta gryno pelno salyga, nes

/0°° /O°° /000 J(z,y, t|0)dzdydt = (0) < 1,

dia ¢(u) = P(T < o0) yra bankroto tikimybé. Aigku, kad funkcija

J(z,t]0) = /000 J(x,y,t|0)dy (4.22)

yra jungtiné dydziy U(T—) ir T tankio funkcija, o

J(4/0) = / / J(,y, 10)dads

yra |U(T)| tankio funkcija.
Apibrésime apibendrinta subeksponentiniy skirstyniy klase bei keletg kity susijusiy savoky.
Sakoma, kad iSmatuojama funkcija f : [0,00) — [0,00) su kazkokiu v > 0 priklauso klasei L£4(7),

jeigu su visais dideliais = funkcija f(z) > 0 ir su visais realiais y yra teisinga riba

lim 7]0@ ~Y) ="

T—00 f(x)
Sakoma, kad f priklauso klasei S4(7y), jeigu ji priklauso klasei £4(), o riba

m LG _
T

egzistuoja ir yra baigtiné (zr. pavyzdziui [8], [9], [28]). Yra Zinoma, kad i§ salygos f € L4(v)

kazkokiam ~« > 0 iSplaukia lygybe

v=— lim 1 In f(z) = 2d. (4.23)

rT—00 I

Tegul F' yra absoliu¢iai tolydi pasiskirstymo funkcija intervale [0, 00) su tankio funkcija f. Jeigu

kazkokiam ~ > 0 tankis f priklauso klasei £4(7), tai su visais realiais y :

lim M =Y,

Jeigu tankis f priklauso klasei Sy(7), tai

. F(2) -
A F =2f(7).

Sioje lygybéje
for= [ s
0

Kai F € S4(y) suy > 0, sakoma, kad pasiskirstymo funkcija F turi eksponentiskai gestancia uodega.
Jei F € L4(7), sakoma, kad F turi v-ilga uodega.
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Apibrésime dydzius, kurie bus reikalingi aprasyti pagrindiniam Tang ir Wei [54] straipsnio rezul-

tatui. Pazymékime atsitiktinius dydzius

Ny =inf{n=1,2,...:¢1, — S, >0}, N_=inf{n=1,2,...:¢r, — S, <0}.
ir atsitiktinius laiko momentus

Ty=1n,, T-=17n_.
Aigku, kad T'(0) = T—. Sakykime H, ir H_ yra atsitiktiniy dydziy

Ly=cry, —Sn,, L_=7n_—Sn_.

pasiskirstymo funkcijos. Jeigu gryno pelno sglyga yra patenkinta, tai dydis Ny yra beveik visur
baigtinis, o N_ jgyja begaline reiksme su teigiama tikimybe. Kai N_ = oo, dydis T_ néra apibréztas.

Pazymékime
w(e) = [ wle ety w20 (4.24)
0

W(u):/ w(zr)dx, u>0,
ir
o0
J,;(x|0):/ e %t (x,t|0)dx,
0

¢ia J(xz,t|0) yra i§ (4.22).
Sakykime riba

1
a=— lim —lnw(x),
T—00 I

egzistuoja ir yra baigtiné. Suformuluosime pagrindinj Tang ir Wei [54] straipsnio rezultata.

Teorema 4.2 Tarkime, atstatymo rizikos modelyje Zaly tankio funkcija h yra aprézta. Sakykime,
kai 6 V a > 0 funkcijo w i§ (4.24) lygybés yra lokaliai integruojama, o kitu atveju tegul funkcija w
globaliai integruojama. Be to, tequl EeVt-—T- < 1,

(1) Kai § > 0,0 < a<+y,dVa>0,o funkcijos h € S4(v) ir w € L4(«). Tuomet

) d)w (U) E67(5+ca)9
lim = .
z—>00 w(u) 1 — EeaY —(6+ca)d

(2) Kai 6 >0,0<~y<a,dVy>0,heSiy) irwe Lyla), tai

5 Gulu) Ee~(0+c)0 1
00 h(u) 1 — EeY—(+enf 1 — peyL-—o0T-
X / / ew(x + 2) Ji(:c|0) dxdz.
o Jo H(x)

(8) Tegqul 6 > 0,0 <~y =a, Vv >0, bei tenkinama viena i§ sglygy arba "h € Sy(7y), w € La(7)
irw = O0(h)" arba "h € S4(v), w € Sa(v) ir h = O(w)." Tuomet

Ee—(6+en)e h(u)
bulw) ~ T pay=ere | W T g

X - Ooe“w:c z Js(z]0) rdz
/0 /0 (+)H()dd>. (4.25)

xT
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Atskiru atveju, kai h € Sq(7y), w € Sy(y) ir h = o(w), tai paskutinis sqrysis virsta tokiu:

. d)w(u) B Eef(6+c'y)6
xlinolo w(u) 11— BeaY—(0+en)d’ (4.26)

(4) Jeigu 6 = a =0, v > 0, o funkcija h € Sq() bei w yra nedidéjanti funkcija, kuriai dideliems
u >0 W(u) <ooir W e Ly(0). Tuomet

g 1
abqu) - (4.27)

(5) Sakykime § =y =0, a > 0, H € S4(0) ir w € Ly(a). Tegul be to, funkcija h yra nedidéjanti.
Tada

xlgr;o ZJ((E)) = / / / z+ z,y)J (x,y + 2|0)dzdydz.

(6) Tegul 6 = v = o = 0 bei tenkinama viena i3 sqlygy arba "H € S;(0), W € L4(0) ir
W = O(H)" arba "H € S;(0), W € L£4(0) ir F = O(W)". Be to, tegul funkcijos h ir @ yra

nedidéjancios. Tuomet

liu ﬂ = ~ OO(.U$ z X z XL z
o) ST )+ s [ [ [ wta )y + 00 ey

Atskiru atveju, kai H € Sq(0), W € L4(0) ir H = O(W) $is sqrysis virsta (4.27) sarysiu.

Pastebékime, kad 8ios teoremos (4.25) asimptotiné formulé klasikinio rizikos modelio atveju, kai

tarplaikiai turi eksponentinj pasiskirstyma su parametru A uZraSoma tokia forma

Aw(u
b (1) (w)
d+cy+A— )\h()
2
+ A (’V"‘e / / —9w+'yz x—i—z)dacdz
<5+C’y+)\ )\h

kur § = 0(0) > 0 yra Lundbergo lygties
Mi(=0) =64+ \—ch

sprendinys. Cia h fo e~ h(x)dr yra funkcijos h Laplaso transformacija. Atskiru atveju,
kai  >0,v=01ir funkcua w(x,y) = 1 turime, kad h(u) = o(F(u)). Vadinasi, pritaike Lema 4.4(1)

i§ Tang ir Wei [54] nesunkiai gauname (4.21) formule.

4.4 Funkcijos ¢(u) asimptotika Erlang(2) modelyje

Nagrinésime funkcijos ¢(u) i§ (4.8) lygybés asimptotika Erlang(2) modelyje su zalomis, turin¢iomis
subeksponentinj pasiskirstyma. Priminsime, kad diskontuotos baudos funkcijos asimptotika su
subeksponentinémis Zalomis buvo tyrinéjama jau ankséiau minétame Siaulio ir Asanaviciuteés [50]
darbe. Autoriai nagrinéjo klasikinj rizikos modelj su eksponentiniais tarplaikiais ir gavo minétos
funkcijos asimptotine formule. Toliau bus iSnagrinétas kitas atvejis ir gauta diskontuotos baudos
funkcijos asimptotiné formulé su tarplaikiais, turinciais Erlang(2) pasiskirstyma. Prie§ tai, sufor-
muluosime lemas, kurios bus naudingos teoremos jrodyme. Pirmoji lema apraso (4.5) atstatymo

lygties sprendinio pavydala. Lemos jrodyma galima rasti [44] darbe (Zr. 2.1 teorema).
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Lema 1.1 Teqgul funkcija v tenkina defektyvig atstatymo lygts

Y(v) = %—i—b / P(v —x)dV(x) + %HW(’U), v>0
(0,v]

kur b > 0, o V(z) = 1 — V(x) yra pasiskirstymo funkcija, kuriai V(0) = 0, o W (v) yra tolydi su
v > 0.

Tuomet atstatymo lygties sprendinys tenkina tokig lygt;

P(v) = % / W(v—z)dK(z) = % / W(v —x)dK(z) + %_H)W(v)
[0,v] (0,v]

Cia K(z) =1 — K(z) yra sudétiné geometriné pasiskirstymo funkcija:

— R A 1 >
K(x) nE_ll—l—b(l-i-b) Ven(zx), > 0,

o ir V*" yra funkcijos V' sqsukos pacios su savimi uodega.
Sios lemos jrodyma, galima rasti [19] (zr. 3.19 isvada).

Lema 1.2 Tegul F' yra pasiskirstymo funkcija is klasés S, o G1,Ga, ..., Gy, yra pasiskirstymo funkci-

jos tenkinancios sglygas

. Gi(z ‘
lim J( ) =c¢,i=1,2, ..m,
su kazkokiais neneigiamais koeficientais c1,ca, ..., cn. Tuomet

G1 % Ga* ... x Gy(x)

— C1+ ... +¢Cp.
F(:E) T—00 !

Jeigu be to, ¢ +co+ ... +¢p >0, tai Gy xGo x ... x G, € S.

Zemiau suformuluota teorema yra pagrindinis §io skyrelio rezultatas.

Teorema 4.3 Sakykime, Erlang(2) modelyje yra tenkinama gryno pelno sglyga, be to H € S. Kai
6>0

p(u) N
Hw ~Z+20 '

Q.

Jeigu, be to
1 [—
0
tai, kai 6 =0,
1 Oof
o ~ = [H)dy
fa

IrRODYMAS. Antra teoremos dalis yra gerai Zinomas rezultatas (Zr., pavyzdziui, [18]). Taigi, na-

grinésime atvejj, kai § > 0. Remiantis 4.1 teorema gauname, kad funkcija ¢(u) tenkina (4.9) lygti,
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kur G(u) yra funkcijos G uodega, apibrézta (4.10) lygybe. Vadinasi, i§ Lemos 1.1 igplaukia, kad

neneigiamam v funkcija ¢(u) tenkina lygybe

1 _
"5 / Glu — ) dL(x) (4.28)

0,u]

kurioje

Lx)=1-L(x) =) Ofﬁ)"“ G(z), x>0.

Musy tikslas gauti funkcijos ¢(u) asimptotine formule. Todél i§ pradziy nagrinésime funkcija

G(u). Tegul neneigiamam y
/e p1 (z— y)H (z)d.
Y

Tuomet, remiantis (4.10), gauname

o0

Glw) = 55 148) [0 )y,

u

Turime, kad

r(y) = % H(y) —&—[ /) e P *dH(z+v) |, (4.29)
0,00

o kiekvienam teigiamam M

1 —P12dH (2
L —p1Z P L 2] (—H(z
= H(y)/ PEd (- (+y))+*(y) /e d(-H(z+y))
[0,M] (M,00)
Hy+M) .

Pasinaudojus Zinomomis subeksponentiny pasiskirstymo funkcijy savybémis (Zr., pavyzdziui,
Lema 1.3.5 [18] ) gauname, kad kiekvienam fiksuotam M
H M
lim (1 - (y+)> -
Yoo H(y)

Pagal visus auks¢iau gautus jvercius turime, kad

1 _—
hm N e_plde z+ =0. 430
[07%)
I ¢a ir i8 (4.29) iSraiskos iSplaukia, kad neapréztai didéjan¢iam y

ww=%ﬁwu+mm.
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Vadinasi, neapréztai didéjan¢iam u

é(u) = c;\pl( —|—B)(1+O(1))/6*P2(y*u)ﬁ(y)dy
/\2 H —p2v LT
— m(1+,8)(1+o(1)) H(u) +[0/) e P2 dH (u +v)
)\2
- chpo( +8) H(u)(1 + o(1)), (4.31)

nes analogiskai, kaip ir (4.30) lygybéje turime, kad

. 1
lim

/ e ”YdH (v+u) = 0.

[0,00)
Liko panagrinéti pirmos igraigkos lygtyje (4.28) asimptotiky. Pasiskirstymo funkcija H priklauso

klasei S, taigi remiantis Lema 1.2 kiekvienam fiksuotam n

G A2
lim — ==
uU—00 H(u) c?p1p2

(1+8)n.

Pastebime, kad funkcija G taip pat priklauso klasei §. Dar karta pasinaudojus subeksponentiniy
pasiskirstymo funkcijy pagrindinémis savybémis (7r., pavyzdziui Lema 1.3.5 i§ [18]), gauname, kad

egzistuoja baigtiné konstanta Kpg, tokia, kad visiems n > 2

sup?(u) < Kpg <1+ ﬁ>n.

w>0 G(u) — 2
Vadinasi, visiems neneigiamiems u
_ __ _ g\"
G _ @ aw ke (179)
(14 B)"H (u) (1+ B)"G(u) H(u) ~ c2pip2 1+ p8)"
Pagal dominuojancio konvergavimo teorema
. L(u) = 6*”@)
| —
wtoo H (u) 1+5 2:: 1+,6’ s H(u)
_ B i n__ 3 (1+8
Apipr L+ B SEppz B

Vadinasi, visiems neapréztai didéjantiems u
A2 (1 —
cpip2 B

Jeigu v yra neneigiamas, tai

L(u) ~

G* L(u /Gu— y)dL(y) + L(u).
[0,u]
Dar karta pasinaudoje Lema 1.2, gauname, kad

2

(1+ B)H (u).

/ Glu— y)dL(y) ~

(0,u]

c2p1p2

Vadinasi i§ (4.28) iSplukia, kad neapréztai didéjantiems u

d(u) ~ 02212/02 (; + 1) H(u).
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arba

b(u) A\

— ~ . 4.32

H(u) 02+2)\ (4.32)
Teorema grodyta. O

Isvados

Siame skyriuje buvo nagrinéjama Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika Erlang(2)
modelyje su subeksponentinémis Zalomis. Sios funkcijos asimptotiné formulé buvo gauta i§ diskon-
tuotos baudos funkcijos atstatymo lygties. Nagrinéjant atskirg baudos funkcijos atveji, darbe buvo
iSvesta atstatymo lygtis atsisakant tankio egzistavimo prielaidos. Toks zingsnis yra esminis, nes
zaly tankio egzistavimas susiaurina subeksponentiniy skirstiniy klase. Gauta asimptotiné formulé
turi paprasta ir aigkia iSraiska, o tai leidzia lengvai surasti diskontuotos baudos funkcijos reik§mes

dideléms kapitalo reik§méms.
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