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DISERTACINIO DARBO APRA�YMAS

Mokslin
e problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas yra Lercho dzeta
funkcija su algebriniu iracionaliuoju parametru, o mokslin
e problema - ²ios funkcijos
ribin
es teoremos silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme i�vairiose erdv
ese.

Tikslas ir uºdaviniai. Darbo tikslas - pateikti Lercho dzeta funkcijos L(λ, α, s) su
λ ∈ (0, 1) ir algebriniu iracionaliuoju parametru α asimptotinio elgesio tikimybin¦
charakterizacij¡ ribiniu� teoremu� silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme
pavidalu. Darbo uºdaviniai yra ²ie:

1. I�rodyti ribin¦ teorem¡ kompleksin
eje plok²tumoje funkcijai L(λ, α, s) su al-
gebriniu iracionaliuoju parametru α.

2. I�rodyti jungtin¦ ribin¦ teorem¡ kompleksin
eje plok²tumoje Lercho dzeta
funkciju� rinkiniui su algebriniais iracionaliaisiais parametrais.

3. I�rodyti ribin¦ teorem¡ analiziniu� funkciju� erdv
eje funkcijai L(λ, α, s) su al-
gebriniu iracionaliuoju parametru α.

Aktualumas. Lercho dzeta funkcija n
era tiek svarbi analizin
eje skai£iu� teori-
joje kaip, pavyzdºiui, Rymano dzeta funkcija ar Dirichl
e L funkcijos. Ta£iau, i²
kitos pus
es, funkcija L(λ, α, s) yra klasikin
e dzeta funkcija, kuri, i²skyrus kai kuri-
uos specialius atvejus, neturi Oilerio sandaugos pagal pirminius skai£ius, tod
el yra
i�domu palyginti jos savybes su dzeta funkciju�, turin£iu� Oilerio sandaug¡, savyb
emis.
Be to, funkcija L(λ, α, s) priklauso nuo dvieju� parametru� λ ir α ir yra i�takojama
ju� aritmetin
es prigimties. Taigi, Lercho dzeta funkcija yra labai i�domus klasikinis
matematikos objektas.

Tikimybiniu� metodu� taikymo id
eja dzeta funkciju� teorijoje priklauso H. Borui
(Bohr). Jis numat
e, kad sud
eting¡ dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstym¡ galima
apra²yti tikimybiniais d
esniais. H. Boras, B. Jesenas (Jessen) ir A. Vintneris ( Wint-
ner) pirmieji i�rod
e tikimybinio pob	udºio ribines teoremas dzeta funkcijoms. Pasku-
tinieji penkiolika metu� yra naujas H. Boro id
eju� pl
etojimo etapas. D. Dºoineris
(Joyner) [10], B. Bag£is ( Bagchi) [2], K. Macumotas ( Matsumoto) [19], [20], J.
�toidingas (Steuding) [23], A. Laurin£ikas [13] ir jo mokiniai R. Garunk²tis [14],
R. Ka£inskait
e, R. �leºevi£ien
e, I. Belovas, J.Ignatavi£i	ut
e, J. Genys, V. Garba-
liauskien
e, R. Macaitien
e suk	ur
e ²iuolaikin¦ dzeta funkciju� tikimybin¦ teorij¡, tur-
in£i¡ svarbiu� pritaikymu� universalumo teorijoje. Tod
el ²ios krypties tyrimai turi
svari¡ i�tak¡ matematikos vystymuisi, jos taikymams.

Tikimybines ribines teoremas Lercho dzeta funkcijai su transcenden£iuoju ir
racionaliuoju parametru α i�rod
e A. Laurin£ikas, R. Garunk²tis, K. Macumotas, J.
�toidingas ir kiti [5], [15], [16]. Ta£iau pats sud
etingiausias algebrinio iracionaliojo
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parametro α atvejis iki ²iol nebuvo nagrin
etas. Disertacijoje uºpildoma ²i spraga
Lercho dzeta funkcijos teorijoje.

Tyrimu� metodika. Ribiniu� teoremu� i�rodymai remiasi Lercho dzeta funkcijos ana-
lizine teorija bei silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo teorija. Kont	urinio in-
tegravimo metodas, Prochorovo teoremos ir ergodin
es teorijos elementai taip pat
yra taikomi. Be to, Kaselso (Cassels) rezultatas apie sistemos {log(m + α) : m ∈
N0}, N0 = N ∪ {0} su algebriniu iracionaliuoju α dalini� nepriklausomum¡ aklieka
svarbu� vaidmeni� i�rodymuose. Tai yra naujas momentas dzeta funkciju� reik²miu� pa-
siskirstymo teorijoje.

Naujumas ir praktin
e vert
e. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Ribin
es
teoremos Lercho dzeta funkcijai L(λ, α, s), λ ∈ (0, 1), su algebriniu iracionaliuoju
parametru α yra i�rodomos pirm¡ kart¡.
Disertacijos rezultatai yra teoriniai. Jie uºpildo buvusi¡ sprag¡ Lercho dzeta funkci-
jos teorijoje ir gali b	uti taikomi tolesniuose ²ios funkcijos tyrimuose.

Darbo strukt	ura. Disertacija yra para²yta anglu� kalba. J¡ sudaro i�vadas, trys
skyriai, i²vados, moksliniu� publikaciju� disertacijos tema s¡ra²as ir ºymenys. Bendra
darbo apimtis - 71 puslapis.

Problemos apºvalga ir pagrindiniai rezultatai. Lercho dzeta funkcija L(λ, α, s),
s = σ + it, su parametrais λ ∈ R ir α ∈ R, 0 < α < 1, pusplok²tum
eje σ > 1 yra
apibr
eºiama eilute

L(λ, α, s) =
∞∑

m=0

e2πiλm

(m + α)s
,

o kitiems s - analizi²kai prat¦siant. Kai λ ∈ Z, funkcija L(λ, α, s) tampa Hurvico
dzeta funkcija

ζ(s, α) =
∞∑

m=0

1

(m + α)s
, σ > 1,

kuri yra meromor�n
e funkcija, turi paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 ir Ress=1ζ(s, α) =
1. Jei λ 6∈ Z, tuomet L(λ, α, s) yra sveikoji funkcija. �iuo atveju, neapribodami
bendrumo, galime laikyti, kad 0 < λ < 1.

Lercho dzeta funkcija nepriklausomai buvo apibr
eºta [17] ir [18] darbuose. Funkcija
L(λ, α, s), 0 < λ < 1, su visais s tenkina funkcin¦ lygti�

L(λ, α, 1− s) =
Γ(s)

(2π)s

(
exp

{
πis

2
− 2πiαλ

}
L(−α, λ, s)+

+ exp

{
− πis

2
+ 2πiα(1− λ)

}
L(α, 1− λ, s)

)

6



Yra ºinomi keli ²ios lygties i�rodymai. Pirm¡ji� i² ju� pateik
e M. Lerchas [17]. Straip-
snio [1] i�rodymas remiasi viena transformacijos formule ir skirtumine diferencialine
lygtimi, kuri¡ tenkina funkcija L(λ, α, s). Straipsnyje [22] yra taikoma Puasono
sumavimo formul
e, tuo tarpu [21] straipsnis naudoja Furj
e eilu£iu� metod¡. B. C.
Berndtas (Berndt) pasi	ul
e [3] paprastus i�rodymus, paremtus kont	uriniu integravimu
bei Oilerio - Maklioreno sumavimo formul
es taikymu.
Funkcijos L(λ, α, s) teorija yra pateikta [14] monogra�joje. Jos 5 skyrius yra skirtas
Lercho dzeta funkcijos statistin
ems savyb
ems. �ia yra gautos ribin
es teoremos silp-
nojo tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme i�vairiose erdv
ese funkcijai L(λ, α, s).
Kuri� laik¡ po Lercho ir kitu� autoriu� darbu� apie funkcijos L(λ, α, s) funkcin¦ lygti�
²i funkcija buvo pamir²ta. Tiktai 1987 m. D. Klu²as (Klusch) gavo [11] funkcijos
L(λ, α, s) modulio kvadrato vidurkio asimptotin¦ formul¦

T∫
0

|L(λ, α, σ + it)|2dt ∼
{

T log T, jei σ = 1
2
,

T ζ(2σ, α), jei 1
2

< σ < 1,

kai T →∞. Po dveju� metu� jis pateik
e [12] integralo

∞∫
0

|L(λ, α, σ + it)|2e−δtdt

asimptotini� skleidini� pagal δ. �ie rezultatai stimuliavo tikimybinius tyrimus Lercho
dzeta funkcijos teorijoje.
Min
eti D. Klu²o rezultatai buvo patikslinti [8] darbe naudojant funkcijos L(λ, α, s)
artutin¦ funkcin¦ lygti�.
Tarkime, kad meas{A} yra ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego matas, T > 0 ir

νt
T (. . .) =

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : . . .};

£ia vietoje daugta²kio yra ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina t. Visoje disertacijoje yra
laikoma, jog 0 < λ < 1.
Pirmiausiai primename ribines teoremas kompleksin
eje plok²tumoje C. Simboliu
B(S) ºymime erdv
es S Borelio aibiu� klas¦. Apibr
eºiame

PT (A) = νt
T (L(λ, α, σ + it) ∈ A), A ∈ B(C).

Straipsnyje [5], taip pat ºr. [14], buvo gautas toks tvirtinimas.

A teorema. Tarkime, kad σ > 1
2
yra �ksuotas. Tada su bet kuriuo α, 0 < α ≤ 1,

erdveje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas Pσ, i� kuri�, kai T → ∞, silpnai
konverguoja tikimybinis matas PT .
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A teoremoje gaunamas tik mato PT ribinio mato egzistavimas. Ta£iau taikymu-
ose yra reikalinga ribinio mato i²reik²tin
e forma. Tokia mato Pσ i²rai²ka transcen-
den£iojo arba racionaliojo parametro α atveju i²plaukia i² ribiniu� teoremu� analiziniu�
funkciju� erdv
eje.
Tarkime, jog γ = {s ∈ C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksin
eje plok²-
tumoje ir

Ω1 =
∞∏

m=0

γm;

£ia γm = γ su visais m ∈ N0. Pagal Tichonovo teorem¡, su sandaugos topologija ir
pata²kine daugyba begaliniamatis toras Ω1 yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e.
Tod
el erdv
eje (Ω1,B(Ω1)) egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas m1H . Gauname
tikimybin¦ erdv¦ (Ω1,B(Ω1), m1H). Tegul ω1(m) yra elemento ω1 ∈ Ω1 projekcija i�
koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈ N0. Tegul σ > 1

2
ir ω1 ∈ Ω1. Apibr
eºiame

L1(λ, α, σ, ω1) =
∞∑

m=0

e2πiλmω1(m)

(m + α)σ
.

Tuomet L1(λ, α, σ, ω1) yra kompleksines reik²mes i�gyjantis atsitiktinis dydis, apibr
eº-
tas tikimybin
eje erdv
eje (Ω1,B(Ω1), m1H). I² [14] monogra�jos 5.2.2 teoremos i²-
plaukia toks rezultatas. Primename, kad α yra transcendentusis, jei n
era polinomu�
P (x) su racionaliaisiais koe�cientais, kad P (α) = 0.
B teorema. Tarkime, kad parametras α yra transcendentusis. Tuomet tikimybi-
nis matas PT , kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio dydºio L1(λ, α, σ, ω1)
skirstini�.

Primename, kad atsitiktinio dydºio L1(λ, α, σ, ω1) skirstinys yra toks tikimybinis
matas PL1 , kad

PL1(A) = m1H(ω1 ∈ Ω1 : L1(λ, α, σ, ω1) ∈ A), A ∈ B(C).

Dabar tegul
Ω2 =

∏
p∈P

γp,

£ia γp = γ su visais pirminiais p, o P yra visu� pirminiu� skai£iu� aib
e. Analogi²kai toro
Ω1 atvejui gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω2,B(Ω2), m2H), kurioje m2H yra tikimybinis
Haro matas erdv
eje (Ω2,B(Ω2)). Tarkime, jog ω2(p) yra elemento ω2 ∈ Ω2 projekcija
i� koordinatin¦ erdv¦ γp, p ∈ P. Prat¦siame ω2(p) i� aib¦ N formule

ω2(m) =
∏
pk‖m

ωk
2(p),

kurioje pk‖m rei²kia, kad pk|m, bet pk+1 - m. �i konstrukcija leidºia nagrin
eti
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funkcij¡ L(λ, α, s) su racionaliuoju α. Tegul α = a
q
, a, q ∈ N, 1 ≤ a ≤ q ir (a, q) = 1.

Kai σ > 1
2
ir ω2 ∈ Ω2, apibr
eºiame kompleksini� atsitiktini� dydi� L2(λ, α, s, ω2) formule

L2(λ, α, s, ω2) = ω2(q)q
se−2πiλ a

q ·
∞∑

m=1
m≡a(modq)

e2πiλ m
q ω2(m)

ms
,

ir tegul PL2 yra atsitiktinio dydºio L2(λ, α, s, ω2) skirstinys, t. y.

PL2(A) = m2H(ω2 ∈ Ω2 : L2(λ, α, s, ω2) ∈ A), A ∈ B(C).

Tuomet i² [14] monogra�jos 5.4.1 teoremos turime toki� tvirtinim¡.
C teorema. Tegul α = a

q
, a, q ∈ N, 1 ≤ a ≤ q ir (a, q) = 1. Tuomet tikimybinis

matas PT , kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL2.
J. Ignatavi£i	ut
e gavo [9] teoremu� A, B ir C diskre£iuosius variantus. B ir C teoremos
rodo, jog lieka i²nagrin
eti algebrinio iracionaliojo parametro α atveji�. �iai problemai
yra skiriamas pirmasis disertacijos skyrius. Taigi, tegul α yra algebrinis iracionalusis
skai£ius, 0 < α < 1, ir

L(α) = {log(m + α) : m ∈ N0}.

J. W. S. Kaselsas i�rod
e [4], jog bent 51 procentas aib
es L(α) elementu� yra tiesi²kai
nepriklausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q. Tegul I(α) yra kuris nors maksi-
malus tiesi²kai nepriklausomas vir² Q aib
es L(α) poaibis. Jeigu I(α) = L(α), tai
turime situacij¡, analogi²k¡ B teoremos atvejui, nes aib
e L(α) su transcenden£iuoju
α yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Tod
el laikome, jog I(α) 6= L(α). Tegul D(α) =
L(α) \ I(α). Tuomet aib
e {dm}

⋃
I(α) su kiekvienu dm ∈ D(α) yra tiesi²kai pri-

klausoma vir² Q. Tod
el egzistuoja baigtinis elementu� skai£ius im1(m), ..., imn(m)
(m) ∈

I(α) ir skai£iai k0(m), ..., kn(m) ∈ Z \ {0}, kad

dm = −k1(m)

k0(m)
im1(m)− ...− kn(m)

k0(m)
imn(m)

(m).

Kadangi aib
es L(α) elementai yra log(m + α), tai i² £ia randame, kad

m + α = (m1(m) + α)
− k1(m)

k0(m) . . . (mn(m) + α)
− kn(m)

k0(m) . (1)

Apibr
eºiame du aib
es N0 poaibius

M(α) = {m ∈ N0 : log(m + α) ∈ I(α)},

N (α) = {m ∈ N0 : log(m + α) ∈ D(α)},
ir tegul

Ω =
∏

m∈M(α)

γm;
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£ia γm = γ su visais m ∈ M(α). Tuomet Ω taip pat yra kompaktin
e topologin
e
Abelio grup
e. Tod
el erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis Haro matas mH , ir
turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω), mH). Tegul ω(m) yra elemento ω ∈ Ω projekcija
i� koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈ M(α). Kai galioja (1) formul
e, prat¦siame funkcij¡
ω(m) i� vis¡ aib¦ N0 formule

ω(m) = ω
− k1(m)

k0(m) (m1(m)) . . . ω
− kn(m)

k0(m) (mn(m)), m ∈ N (α). (2)

�ia yra imamos pagrindin
es ²aknu� reik²m
es. Taigi, turime, kad {ω(m) : m ∈ N0}
yra kompleksiniu� atsitiktiniu� dydºiu�, apibr
eºtu� tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω), mH),
seka.

Tarkime, kadA yra algebriniu� iracionaliu�ju� skai£iu� α, 0 < α < 1, kuriems skai£iai
(2) formul
eje yra sveikieji. Jei α ∈ A, tai nesunku matyti, kad {ω(m) : m ∈ N0} yra
poromis ortogonaliu� atsitiktiniu� dydºiu� tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω), mH) seka.
Tod
el, panaudojus Radamacherio teorem¡ apie poromis ortogonaliu� atsitiktiniu�
dydºiu� eilutes, standartiniu b	udu gaunama, jog pusplok²tum
eje σ > 1

2
,

L(λ, α, σ, ω) =
∞∑

m=0

e2πiλmω(m)

(m + α)σ

yra kompleksinis atsitiktinis dydis, apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω), mH).
Tegul PL yra atsitiktinio dydºio L(λ, α, σ, ω) skirstinys.
Pirmojo skyriaus pagrindinis rezultatas yra ²i teorema.
1.1 teorema. Tarkime, kad λ ∈ (0, 1), α ∈ A ir σ > 1

2
. Tuomet tikimybinis matas

PT , kai T →∞, silpnai konverguoja i� PL.

Pastebime, kad 1.1 teoremos analogas Hurvico dzeta funkcijai buvo gautas [15]
darbe. Ta£iau disertacijoje yra pateikiamas paprastesnis ir trumpesnis 1.1 teoremos
i�rodymas.

Antrasis disertacijos skyrius yra skirtas jungtinei ribinei teoremai kompleksin
eje
plok²tumoje Lercho dzeta funkcijoms su algebriniais iracionaliaisiais parametrais.

Pirmoji jungtin
e ribin
e teorema kompleksin
eje plok²tumoje Lercho dzeta funkci-
joms buvo gauta [15] straipsnyje.
D teorema. Tarkime, kad r > 1 ir min

1≤j≤r
σj > 1

2
. Tuomet su visais realiaisiais

parametrais λ1, ..., λr ir α1, ..., αr, 0 < αj ≤ 1, j = 1, ..., r, erdv
eje (Cr,B(Cr)) egzis-
tuoja toks tikimybinis matas P , i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja tikimybinis
matas

νt
T

(
(L(λ1, α1, σ1 + it), ..., L(λr, αr, σr + it)) ∈ A

)
, A ∈ B(Cr).

D teoremoje ribinio mato P pavidalas n
era nurodomas. Jungtin
e ribin
e teorema su
i²reik²tiniu ribinio mato pavidalu analiziniu� funkciju� erdv
eje Lercho dzeta funkcijoms
buvo gauta [15] darbe. Tegul D =

{
s ∈ C : σ > 1

2

}
, o H(D) yra analiziniu� srityje D
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funkciju� erdv
e su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija. I² ²ios teoremos
erdv
eje Hr(D) i²plaukia ribin
e teorema erdv
eje Cr.
Apibr
eºiame

Ω
(r)
1 =

r∏
j=1

Ω1j

su Ω1j = Ω1, j = 1, ..., r. Tuomet Ω
(r)
1 v
el yra kompaktin
e topologin
e Abelio

grup
e, ir turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω
(r)
1 ,B(Ω

(r)
1 ), m

(r)
1H) su tikimybiniu Haro matu

m
(r)
1H . Tegul ω1 = (ω11, ..., ω1r) yra toro Ω

(r)
1 elementas, £ia ω1j ∈ Ω1j, j = 1, ..., r.

Trumpumo d
elei, ºymime λ = (λ1, ..., λr), α = (α1, ..., αr) ir σ = (σ1, ..., σr). Erdv
eje
(Ω

(r)
1 ,B(Ω

(r)
1 ), m

(r)
1H) apibr
eºiame Cr- reik²mi� atsitiktini� element¡

L(λ, α, σ, ω1) =
(
L(λ1, α1, σ1, ω11), ..., L(λr, αr, σr, ω1r)

)
;

£ia, kai σj > 1
2
,

L(λj, αj, σj, ω1j) =
∞∑

m=0

e2πiλjmω1j(m)

(m + αj)σj
, j = 1, ..., r.

Tegul PL yra atsitiktinio elemento L(λ, α, σ, ω1) skirstinys t. y.,

PL(A) = m
(r)
1H

(
ω1 ∈ Ω

(r)
1 : L(λ, α, σ, ω1) ∈ A

)
, A ∈ B(Cr).

Primename, kad skai£iai α1, ..., αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, jeigu
n
era polinomo P 6≡ 0 su racionaliaisiais koe�cientais, kad P (α1, ..., αr) = 0.
E teorema. Tarkime, kad λj ∈ (0, 1), j = 1, ..., r, skai£iai α1, ..., αr yra algebri²kai
nepriklausomi vir² Q ir min

1≤j≤r
σj > 1

2
. Tuomet tikimybinis matas

PT,λ,α,σ(A) = νt
T

(
(L(λ1, α1, σ1 + it), ..., L(λr, αr, σr + it)) ∈ A

)
, A ∈ B(Cr),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL.

Jeigu skai£iai α1, ..., αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² Q, kiekvienas skai£ius
αj, j = 1, ..., r, yra transcendentusis. Disertacijoje yra gauta jungtin
e ribin
e teorema
su algebriniais iracionaliaisiais parametrais α1, ..., αr.

Tarkime, kad α1, ..., αr yra skirtingi algebriniai iracionalieji skai£iai, 0 < αj ≤ 1,
j = 1, ..., r. Apibr
eºiame

Ωr =
r∏

j=1

Ωj

su
Ωj =

∏
m∈M(αj)

γm;
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£ia γm = γ su visais m ∈M(αj), j = 1, ..., r. Kadangi kiekvienas toras Ωj yra kom-
paktin
e topologin
e Abelio grup
e, tod
el tokia grup
e yra ir Ωr. Taigi, gauname tikimy-
bin¦ erdv¦ (Ωr,B(Ωr), mr

H), £ia mr
H yra tikimybinis Haro matas erdv
eje (Ωr,B(Ωr)).

Tegul ω = (ω1, ..., ωr) ∈ Ωr su ωj ∈ Ωj, j = 1, ..., r, o λ , α ir σ rei²kia t¡ pati�, kaip ir
anks£iau. Tikimybin
eje erdv
eje (Ωr,B(Ωr), mr

H) apibr
eºiame Cr-reik²mi� atsitiktini�
element¡ L(λ, α, σ, ω), min

1≤j≤r
σj > 1

2
, formule

L(λ, α, σ, ω) =
(
L(λ1, α1, σ1, ω1), ..., L(λr, αr, σr, ωr)

)
;

£ia

L(λj, αj, σj, ωj) =
∞∑

m=0

e2πiλjmωj(m)

(m + αj)σj
,

o ωj(m) yra elemento ωj ∈ Ωj projekcija i� γm, jei m ∈M(αj) ir (2) tipo s¡ry²is, jei
m ∈ N (αj), j = 1, ..., r. Tegul QL yra atsitiktinio elemento L(λ, α, σ, ω) skirstinys.

Pagrindinis antrojo skyriaus rezultatas yra tokia teorema.
2.1 teorema. Tarkime, kad λj ∈ (0, 1), j = 1, . . . , r, α1, ..., αr yra tokie skirtingi
algebriniai iracionalieji skai£iai i² klas
es A, kad aib
e

r⋃
j=1

I(αj)

yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q, o min
1≤j≤r

σj > 1
2
. Tuomet tikimybinis matas PT,λ,α,σ

, kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ QL.

Tre£iajame disertacijos skyriuje yra i�rodomas 1.1 teoremos analogas analiziniu�
funkciju� erdv
eje.

Tegul L(λ, α, s, ω) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas, apibr
eºtas tikimy-
bin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω), mH) lygybe

L(λ, α, s, ω) =
∞∑

m=0

e2πiλmω(m)

(m + α)s
.

Apibr
eºiame

PT,H(A) = ντ
T (L(λ, α, s + iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

Pagrindinis tre£iojo disertacijos skyriaus rezultatas yra tokia teorema.
3.1 teorema. Tarkime, kad λ ∈ (0, 1) ir α ∈ A. Tada tikimybinis matas PT,H , kai
T →∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento L(λ, α, s, ω) skirstini�.

Absoliutaus konvergavimo srityje galima atsisakyti reikalavimo α ∈ A. Tegul
D1 = {s ∈ C : σ > 1}, o H(D1)- reik²mis atsitiktinis elementas L(λ, α, s, ω) yra

12



H(D)- reik²mio elemento L(λ, α, s, ω) siaurinys erdv
eje H(D1).
3.2 teorema. Tarkime, kad λ ∈ (0, 1), o α yra algebrinis iracionalusis skai£ius.
Tuomet tikimybinis matas

ντ
T (L(λ, α, s + iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D1)),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� H(D1)-reik²mio atsitiktinio elemento L(λ, α, s, ω)
skirstini�.

Diskre£iosios ribin
es teoremos funkcin
ese erdv
ese funkcijai L(λ, α, s) buvo gau-
tos [9] disertacijoje. Lercho dzeta funkcijos universalumas ir funkcinis nepriklau-
somumas buvo nagrin
etas eil
eje darbu�, ºr., pavyzdºiui, [7], [14]. Nuliu� i²sid
estymo
problema buvo sprendºiama [6] straipsnyje ir kituose R. Garunk²£io darbuose.
I²vados. Disertacijoje yra nustatytos tokios statistin
es Lercho dzeta funkcijos
savyb
es:

1. Lercho dzeta funkcijai L(λ, α, s) su parametrais λ ∈ (0, 1) ir algebriniu ira-
cionaliuoju parametru α i² klas
esA galioja ribin
e teorema silpnojo tikimybiniu�
matu� konvergavimo prasme kompleksin
eje plok²tumoje.

2. Lercho dzeta funkciju� rinkiniui su algebriniais iracionaliaisiais parametrais i²
klas
es A galioja jungtin
e ribin
e teorema silpnojo tikimybiniu� matu� konvergav-
imo prasme kompleksin
eje plok²tumoje.

3. Lercho dzeta funkcijai L(λ, α, s) su parametrais λ ∈ (0, 1) ir algebriniu ira-
cionaliuoju parametru α i² klas
esA galioja ribin
e teorema silpnojo tikimybiniu�
matu� konvergavimo prasme analiziniu� funkciju� erdv
eje.

Aprobacija. Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematiku� draugi-
jos konferencijose (2007, 2008, 2009), o taip pat Vilniaus universiteto skai£iu� teorijos
seminare bei �iauliu� universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto seminare.

D
ekoju moksliniam konsultantui prof. habil. dr. A. Laurin£ikui uº param¡ ren-
giant disertacij¡. Esu d
ekinga Vilniaus Universiteto Tikimybiu� teorijos ir skai£iu�
teorijos katedros ir �iauliu� Universiteto Matematikos ir informatikos bei Edukologi-
jos fakultetu� nariams uº dalykin¦ ir moralin¦ param¡. D
ekoju �iauliu� universitetui
uº �nansin¦ param¡.
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Summary.
The Lerch zeta-function L(λ, α, s), s = σ + it, with parameters λ ∈ R and α,

0 < α ≤ 1, is de�ned, for σ > 1, by

L(λ, α, s) =
∞∑

m=0

e2πiλm

(m + α)s
,

and by analytic continuation elsewhere. If λ ∈ Z, then the function L(λ, α, s) reduces
to the Hurwitz zeta-function, while, for λ 6∈ Z, L(λ, α, s) is an entire function. In
this case, one can suppose that 0 < λ < 1. In this thesis, limit theorems in the
sense of weak convergence of probability measure for the Lerch zeta-function with
algebraic irrational parameter α and λ ∈ (0, 1) are proved.

In Chapter 1, the weak convergence of the probability measure

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : L(λ, α, σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

for σ > 1
2
is considered. Here meas{A} is the Lebesgue measure of a measurable

set A ⊂ R, and B(S) denotes the class of Borel sets of the space S. For some
class of parameters α, it is proved that the above measure converges weakly to the
distribution of one explicitly given complex-valued random variable as T →∞.

Chapter 2 is devoted to a joint generalization of the main theorem of Chapter
1. There a joint limit theorem on the complex plane for a collection of Lerch zeta-
functions with algebraic irrational parameters is obtained.

In Chapter 3, a limit theorem in the space of analytic functions for L(λ, α, s)
with algebraic irrational α is proved. More precisely, if D = {s ∈ C : σ > 1

2
} and

H(D) denotes the space of analytic on D functions equipped with the topology of
uniform convergence on compacta, then it is proved that the probability measure

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : L(λ, α, s + iτ) ∈ A}, A ∈ B(H(D)),

converges weakly to the distribution of one explicitly given H(D)-valued random
element as T →∞.

All results of the thesis are theoretical. They characterize the asymptotic be-
haviour of the Lerch zeta-function with algebraic irrational parameter.
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