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Anotacija

Siame magistro baigiamajame darbe yra napuni tiesires algebros uZdavigi sprendimai,
panaudojantvairias skatiavimo priemones bei specializuotas bibliotekagriddinis darbo tikslas
yra istirti tokiy uzdavinyp sprendimo bdus bei iSnagriti ju iSlygiagretinimo galimybes.
ISanalizavus susijusiliteratiira, iStyrus pasirinkg tiesiniy lygciy sistemy sprendimo algoritmus bei
atlikus susijusius praktinius bandymus buvo pateietali algoritm analiz bei jy panaudojimo
rekomendacijos. Be to, panaudojant BalticGrid tedbgines galimybes, pavyko paskirstyti tiesin
algebros uzdavini sprendim tarp keliasdeSimties kompiuteyi tuo p&iu sumazinus benalr
uzduaiy skatiavimo laika.

Summary

The title of this work is “Parallel algorithms fdinear algebra problems”. The main goal of
Master thesis is to research solving possibiliitetnear algebra problems, using different kind of
computing machines and dedicated linear algebrariés.

In the beginning of the work author introduces twmparison of the system for parallel
computing such as symmetric multi-processing andsmaly parallel processing. Later in this
chapter the main linear algebra problems and tlsaigtions were introduced. In the beginning of
the second part, different kinds of algorithms $miving linear equation systems, such as LU
factorization and SVD - singular value decompositizere researched. In the next part of this
chapter author looked for possibility to make cotaions of linear equation system in a parallel
way.

In the practical part of the work, the author deped few programs, which were used for
analysis of different kind of algorithms and usedltBGrid technologies for parallel solving of
linear equation systems.

In the closing part of the work author presentsrtiain results of the work and suggests some
recommendations.



Jvadas

Tikslas

Sio darbo tikslas yra istirti tiesia algebros uZdavini sprendimo bdus bei iSnagrieti ju

iSlygiagretinimo galimybes.

Uzdaviniai

1.

Atlikti  tiesiniu lyg¢iy sprendimo algoritnp analiz, bei pateikti panaudojimo

rekomendacijas.

2. |stirti specifines bibliotekas, skirtas tiesiralgebros uzdavinisprendimui.

3. Istirti, kaip triukSmo pridjimas bei jo intensyvumas gali paveikti tiesnlygiy sistemos

sprendin.
Parinkti tinkama strategig, kuri leisty iSlygiagretinti didets apimties tiesigs algebros
uzdavini; paketo skaiavimus.

Rezultatai

1.

Remiantis atliktais algoritm tyrimais bei atliktais bandymais, buvo detaliaanalizuoti
atrinkti algoritmai, jvertinant ji skatiavimo laika, skatiavimo paklaidas ir netikties
skartiavima.

Buvo istirtos bei panaudotos tokios tiesinalgebros bibliotekos, kaip atlas, lapack, blas,
cerfacs, plapak ir scalapack bei atrinkti keli aitgoai tolimesniems tyrimams atlikti.

Buvo atlikti tyrimai ir bandymai, kurie leidgvertinti triukSmoitaka galutiniam sistemos
sprendiniui.

Buvo sukurta strategij kuri leido panaudojant BalticGrid skavimo galimybes
iSlygiagretinti dide¢s apimties tiesiés algebros uzdavini paketo sprendim kas savo

ruoztu, leido sumazinti bengduzduc@iy skatiavimo laika.

Aktualumas

Laikai, kada Zodis kompiuteris reiSke maz dézg, Siandien vadinama asmeniniu kompiuteriu,

o didziuf prietais, kuris uzimdavo, didzZiules patalpas, kuriose Semdyaéty tilpti visas kurys

programuotaj su savo asmeniniais kompiuteriais, tie laikai,&#uokius prietaisus sau ggl leisti

tik patys didziausi universitetai arba did2milorganizacijos ir kai buvo nuolat siekiama, beti&o

kaina, padidinti procesoriaus galinganbei pagreitinti atminttam, kad galimaidy pakelti bendyg
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superkompiuterio galingusn tie laikai jau seniai pego. Siandien tam, kad galimaity pasiekti
didziules skaliavimo galimybes, yra dazniau naudojamas kitasakel ne vieno procesoriaus
nuolatinis tobulinimas, kuris yra be galo branguso—procesori skatiaus didinimas bei
specializuotos programise jrangos tobulinimas, optimizavimas ir paruoSimagadgggiam darbui
su keliais procesoriai§is hidas tapo pigesne superkompiujegiternatyva.

Viena svarbiausi roliy skatiavimo metoduose atlieka tiess algebros uzdaviniai, Kuri
pagrind, sudaro tiesinj lygciy sprendimas bei tikrigi reikSmiy paieSka, kurie yra praktiSkai vis
algoritmy sudaromoji dalis. StatiSkai apie 75% superkompigtgroceson darbo laiko yra
naudojama iitent tokiems uzdaviniams ggti. Nieko nuostabaus, kad lygiagngu algoritmy bei
lygiagretiyju skatiavimy taikymas tapo dtinybe, norint optimizuoti Sio tipo uzdavipsprendimo
paieSk. Tai patvirtina ir faktas, kad itin galingos teams jrangos gamintojai, kartu su savo
produktais teikia ir optimizuotas progranbibliotekas, dauguma i$ kuriyra kitent programos,
skirtos tiesiis algebros uzdaviniams gpti.

Kaip Zinia, nagrigjant tiesinii lygc¢iu sisteny sprendim, panaudojantjvairia skatiavimo
technilq, reikéty nagrireti uzdavinius Ax = b tipo, kur A yra matrica, b ydaiotas vektorius, 0 x —
sprendinio vektorius. Tadl toliau Siame darbe autorius nagsnbitent tokiy uzdaviniy sprendimo
budus, iStirs algoritm efektyvuna, ivertins skatiavimo paklaidas bei atliks kitus tyrimus. Taip pat
bus analizuojamas sistemos sprendinio jautrumeSamam triukSmui ir galiausiai, kai bus atlikta
analiz ir atlikti bandymai viename kompiuteryje, autoriugdud@iy iSlygiagretinimui panaudos
paskirstyt; skatiavimo tinklus tam, kad galimaib; sumazinti atliekanp tyrimy skatiavimo laika.

Pirmoje darbo dalyje, remiantis litefiagh, bus iSnagriktos lygiagréios kompiuteny
architektiros, tiesigs algebros uzdavini sprendimo algoritmp tipai bei jp realizacija, taip pat,
specializuotos bibliotekos, kuripagalba, galima atlikiti minétus skakiavimus. Be to, bus
iSrinktas keletagdomesny algoritmy, kuriuos autorius po to panaudos tolimesniuosentyose.

Antroje darbo dalyje autorius pateiks savo arabmk&iau minttoms problemoms. Padys
problemy sprendimo galimybes, paruo$ savo teigimiodymus teoriniame lygyje bei sukurs
pagrind, kuriuo remiantis po to bus kuriami praktiniai achiai.

Remiantis teoriémis ziniomis igytomis pirmoje darbo dalyje, atlikta analize ajgraarbo
dalyje, praktigje darbo dalyje bus atlikti testiniai bandymai sasipinktais algoritmais, iStirtiyj
stipriosios ir silpnosios peés bei atlikta visa aibjvairiu eksperiment. Pirmiausia bus atrinktos
kelios tiesir¢ algebros bibliotekos, keletas algontnparuosti testiniai duomenys kygpagrindu bus
suprogramuotas testintiesines algebros uzdavinipaketas. Bandymus planuojama atlikti kaip su

atsitiktiniu bidu sugeneruotomis matricomis, taip ir su matriconkigrios atsiranda realiuose
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taikymuose, kai diferencialiniai modeliai yra spidéiami diskréiyju algoritmy pagalba. Tokj
matriay taikymo sréiy aibé yra labai plati, nuo chemis inzinerijos iki branduoligs fizikos
uzdaviniy, tockl ir matricy pasirinkimas yra gana ne mazas, kas savo ruoi$u plgvairinti
atliekamus eksperimentus.

ISlygiagretinimo darbams atlikti bus panaudotastiB@rid servisas, kuris apjungia kelis Simtus
kompiuteriy ir leidzia vienu metu lygiagtgai skatiuoti jvairius uzdavinius. Atlikus bandymus,
autorius suformuluos magistrinio darbo iSvadas;sfie tyrimy rezultatus bei pateiks pakimus ir

rekomendacijas.

1. Daugiaprocesorirés architektiiros
Nuolat augantis poreikis naudoti kompiuterius, ka@ipemorg sudtingiems skaiiavimams

atlikti, skatina kompiutes naSumo didinimp. Atliekant tokius skaiavimus neretai vieno
procesoriaus resuymebeuztenka. Tenka ieSkoti alternatysgisteny tam, kad galima idy atlikti
skatiavimus gretiau arba su didesniu informacijos kiekiu ir nelauktzultato po keletdieny arba
ménesiy. Tokia alternatyva buvo rasta ir ja tapo daugiepsorirés architekiiros, kurias galima
suskirstytii keturias grupes [BDZ03]:
e Vektoriniai superkompiuteriai
e Simetrires daugiaprocesors sistemos su bendra atmintimi (SMP — Symmetric
Multi-processing)
e Daugiaprocesorigs sistemos su paskirstyta atmintimi arba su masygiagretumu
(MPP - Massively Parallel Processing)
e Klasterires sistemos
Zemiau bus apiiintos Si; sistemy ypatumai bei iSrinkta vieni$ ju basimiems praktiniams
tyrimams atlikti.

1.1Vektoriniai kompiuteriai (superkompiuteriai naudoja ntys vektorinius

procesorius)
Pirmas tokio tipo kompiuteris buvo Cray-1, kuris vbu pagamintas dar 1976 m. Sio
superkompiuterio architeldtinis sprendimas buvo itinckmingas, todl jo pagrindu buvo kuriami
vis nauji modeliai. Si kompiuterinarchitekfira remiesi dviem esminiais principais:
e konvejerio pagrindu apdorojamas komarstdautas;
e galimyhke atlikti operacijas su vektoriais, o tai yra efekig darbas su dideliais duonen

masyvais.
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Pagrindinis vektorini operaciy tikslas yra islygiagretinti ciklus, kuriems ,prddil sugaiStama
daugiausiai procesoriaus laiko. Kompiliuojant peogas, kompiliatorius automatiskai pakai
programose apraSytus ciklus, taip kad &k&imus galima bty atlikti vektoriniy operaciyy pagalba.
Verta pastelti, kad toks paprastas progranmslygiagretinimas, t.y. galimyb naudoti esamas
programavimo kalbas, o ne naudoti maugpecialiai pritaikyg vektoriniams procesoriams
technologig, buvo, be abejo, vienas igfaktoriy, kuris nuémé Sios architektros populiarum.

Vektoriniy kompiuteriy architektira dazniausiai yra tokio pavidalo: keli vektorin@iocesoriai
(nuo 2 iki 16), kurie naudoja berdatming (SMP) sudaro sistemos mazd/lazgai yra sujungiami
tarpusavyje komutataripagalba, ir tuo gau sudaro MPP sisteqn Tokj architekfirini sprendim
turi tokie kompiuteriai, kaip: CRAY T90 arba NEC &X

1.2.Simetrinés daugiaprocesorims sistemos su bendra atmintimi (SMP)

Pagrindinis Sios architekios bruozas yra tas, kad visi procesoriai turiidigigj pri¢jima prie
bendros atminties. Pirmos SMP sistemos buvo suskaigtkeliy procesom bei bendros atminties
masyvo, kuris buvo pasiekiamas per magistréktiau labai greitai buvo pastétias esminis Sios
architektiros ttikumas, padidinus proceserskatiu, iSkildavo konfliktai, kreipiantysi bendg
atminf. Problema pavyko iS dalies iSggt, padalinus atmipti blokus, o prisijungirm prie ju
realizuoti komutatori pagalba. Téau Sis sprendimassdekonominiy sumetiny praktiSkai neleidzia

panaudoti daugiau negu 32 procesorius vienoje Ssénsoje.

1 pav. Simetrinés daugiaprocesorirs sistemos su bendra atmintimi (SMP) architelira
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IS kitos puss, bendros atminties naudojimas yra ir vienas ®idusiy Sios architekiros
privalumy, nes jis zymiai supaprastina prograrkirima, o tai savo ruoztu galith esminiu
faktoriumi renkantis ne dideldaugiaprocesorin sistem. Situacijoje, kai visi procesoriai, turi
vienodai gre# pri¢jima prie atminties, klausimas, koks procesorius atkk&ius skadiavimus
neturi didesas jtakos, kas savo ruoztu lemia, kad visa¢aioseklijy algoritmy gali bati, be
didesni; problemy, pagreiting iSlygiagretinamjuy bei vektorini; transliaton pagalba. Sie faktoriai
lemia, kad SMP kompiuteriai Siandien yra gana pepis. T&iau jau mirgti SMP tikumai bei tai,
kad sistemos kaStai di@ neproporcingai sistemos nasumui, didinant p@ogeskatiy sistemoje
lemia, kad daznai ieSkoma kito archit@ktio sprendimo, kuris gaty labiau atitikti keliamus

reikalavimus.

1.3 Daugiaprocesorirgs sistemos su paskirstyta atmintimi (MPP)
Problemos, kurios yratlklingos SMP sistemoms, yra labai lengvai iSspremadsasistemose,
sukurtose pagal MPP architekd, kurios pagringl sudaro daugiaprocesogigistema su paskirstyta

atmintimi, kurios mazgai komunikuoja per tam gilasap.

2 pav. Daugiaprocesoring sistery su paskirstyta atmintimi (MPP) architektiira

Taigi kiekviery sistemos mazgsudaro vienas arba keli mikroprocesoriai, atséparatyvioji
atmintis, komunikavimo beivedimo/iSvedimagranga. Be to, kiekviename mazge, gaiti hdiegta
pilna OS versija arba jos dalis, kuri atlieka bnaoitb funkcijas, o pilna OS versija veikia speaali
tam skirtame, valdaimme kompiuteryje. Procesoriai tokiose sistemosiepui¢jima tik prie savo

lokalios atminties, o duomenims saugomiems Kkito gonaatmintyje pasiekti yra naudojamas
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praneSim persiuntimo mechanizmas. Procesorius, kurio agj@ntra saugomos reikalingos
reikSmes iSsiutia juos pranesSimpagalba, o kitas procesorius, kuriam tie kintanyig reikalingi —
juos priima. Toks sprendimas, kaip jau buvo étan leidzia iSvengti problemos su konfliktiniais
p&iu didinant sistemos nasSuamSvarbiu sistemos privalumu yra galinldybe didesnj sunkuny
keisti mazg skatiy, t.y. surinkti sisterq kuri tures noring nasum.

Bet kaip Zinia, vien problemy sprendimas, sukelia naujas problemas, taigi $snsiimas, irgi
turi savo tikumy. Pirmiausia tam, kad sistameikty efektyviai, turi uti uztikrinta, kad pranesim
persiuntimo mechanizmas, gl viso darbo suétéjimo priezastimi. Tai gaty atsitikti &l prast
komunikaciny galimybiy tarp procesou. IS tikryju ne taip paprasta sujungti labai did&leki
procesoni. P&iu paprasiausiu kidu, kity kiekviename mazgerengti po N-1 komunikavimo
kanaly, kur N yra mazg skatius, plius, kad jie dariy dviejy krypéiu, bet turlat akivaizdu, kad tai
ngmanoma. Btent todl superkompiuteri gamintojai, naudoja sétingas komunikacij
topologijas, kas leidzia sumazinti komunikavimo &anskatiu iki 4 — 6 viename mazge. Tokiu
budu mazgai, kurie éra tiesioginiai kaimynai, persidia informacip, per tarpinius mazgus. Be to,
ne taip seniai prad naudoti itin greiti komutatoriai, kurie uZtikrda bendravim tarp vis; mazgy,
nedalyvaujant tarpiniams mazgams.

Technires problemos, tai ne vieninésl problemos, kurias galima aptikti nagjamt MPP
architekfira. Kuriant programas MPP sistemomstirioa atsizvelgti iri ju topologip, ir specialiomis
priemoremis paskirstyti sk&iavimus tarp procesayj kas lemia, kad zZymiai sétihgéja efektyvia
programy kirimas. Be to, iS karto galima pastébkad jei programa yra ,pririSama“ prie tam tikro
architektiros topologijos, naudojamplatformy, komunikacijos priemoni atsiranda problema, su

tokiy programy ,perneSiny“ ant kity platformy.

1.4 Klasterinés sistemos

Klasterires sistemos (toliau klasteriai) tapo savotiSku MRPResu patobulinimy. Jei MPP
architektiroje mazgus sudaro uzbaigta skarimo sistema, tai klasteriu atveju mazgai yréiats
kompiuteriai. Kompiuterinj tinkly nuolatinis tobujimas bei specialios prograngémirangos (MPI),
leidziartios persisti  praneSimus, tinkliniais protokolais, swknas leidzia sukurti
daugiaprocesorinsistem su paskirstyta atmintimi be didesgnglaidy ir pastang, sujungiant pvz.:

vienosijstaigos arba klas kompiuterius.



10

Vienas iS didziausi klasteriy ypatumy yra galimylé sujungtii viem sistema jvairaus tipo
kompiuterius, pradedant nuo asmeuiimibaigiant superkompiuteriais. Taip surinkta esisf, pagal
nasum atitinka keliasdeSimt kartu brangesnius gamykBnilsuperkompiuterius. AisSku
ekvivalertiomis tas sistemas pavadinti negalima, nes kaipbjatd mireta, klasteryje labai daug
priklauso nuo komunikavimo gsajos. Jei yra naudojamas, pavyzdziui, Fast Ethetin&las
maksimalus duomenkiekis, kuris gali ati perduotas tarp maagper 1 s yra 10 Mb, palyginimui
per t pati laiko tarp superkompiuteris Cray T3D perduoda 480 Mb.

D¢l auk&iau aprasyt priezasiy prieS pradedami sgsti koki nors uzdavip ir tuo labiau
programuojantjj verta panagriti kokia daugiaprocesorinsistenm reikétu pasirinkti ir ar galima
bus iSnaudoti visas jos skavimo galimybes. ScaLAPACK paketo, kuris yra pkiygias tiesirs
algebros uzdaviniams ssti, kiiréjai pateikia tokius reikalavimus daugiaprocesémis sistemoms:
,ouomeny mainy tarp dviey skirtinge mazgs, kuri yra matuojama Mb/s, turiab ne mazesénegu
1/10 maksimalaus vieno mazgo nasumo matuojamo Miflopaigi, jei turime mazgus, kuriuose
maksimalus naSumas yra 1000 MHz, tai Fast Ethemmdas gats palaikyti tik 1/10 Sio greéio, o
tai reiSkia, kad ne kiekvienas uzdavinys égalbiti iSsprstas iSnaudojant maksimal
daugiaprocesoriis sistemos nasum

Nepaisant vig trikumy klasterires sistemos, kurios buvo pritaikytos lygiagjte algoritmy
realizavimui greitai tapo pigesne gamykiinisuperkompiuteriu alternatyva. Lygiagretus
skatiavimas buvo pragtas naudoti sudingose moksliase ir inzinerigse programose.

Autoriy labiausiai sudomino jSpaskutig lygiagretiu sisteny rasis ir jis nuspreng savo
tyrimams panaudoti thient toki architekfira. Autoriui buvo prieinamos dvi Sio tipo sistemos ta
buvo Vilniaus universiteto matematikos ir infornkats fakulteto klasteris bei BalticGrid tinklas,
kuris sujung kelet klasteriy | viem didziuli tinkla ir leido vienoje vietoje surinkti apidikstang
procesory. Tolimesniuose darbo etapuose autorius nératikti tyrimus, kaip su viena taip ir su
kita sistema, nors daugiausiaingesio zadama skirti BalticGrid tinklui, téldzemiau yra pateikta

detalesa Sio tinklo informaci.

1.5BalticGrid

Kaip jau buvo miata prieS tai buvusiame skyrelyje, BalticGrid yra RIRrchitekiiros msis,
kuria buty galima apibézti, kaip servig, leidzianf sujungtii viem tinkla daugyle kompiuteriy,
kurie ,dalijasi* procesoriais, atmintimi bei kitaresursais per interngfBal05]. Kadangi Gridas tai

tinklas sujungiantis dauggbkompiuteriy ir sudarantis didziglvirtualy kompiutet, kuris sugeba
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paskirstyti procas vykdyma lygiagretiai tarp kel mazgq, tai jis gali Witi panaudotas itin
sucttingiems skaiiavimams atlikti. BalticGridas leidzia atlikti sk@vimus su dideliais duomen
kiekiais dviem lndais:

e padalinant juos kelis uzdavinukus su mazesniais duomkiekiais arba
e atliekant daugiau sk&avimo vienu metu, negu taitaty galima padaryti ant vieno
kompiuterio, modeliuojant lygiagéeis skatiavimus tarp maag

Grido architekira dazniausiai sudaro zemiau iSvardinti komponektaie uztikrina pagrindines

grido funkcijas:

¢ WMS (ang. Workload Management System) — servisaZidntis vartotojui persiuntiti
uzdaviniusi grida bei juos valdyti.

e DMS (ang. Data Management System) — servisas, kipisasi duomen apsikeitimu tarp
grido ir vartotojo,¢ia jeina ir duomen persiuntimag grida ir gavimas is jo, taip duomen
saugojimas paoje sistemoje.

e MS (ang. Monitoring System) — servisas, kuris led#ykdytojui tikrinti jam priklausa&iy
uzdaviniy statusus bei susijusinformacip.

e IS (ang. Information System) — teikia informagigpie prieinamus, Siuo momentu, resursus
gride.

e AAS (ang. Authentification and Authorization Sysdem servisas, uztikrinantis Grid
sistemos sauguqriBal05].

Tiek trumpai, apie planuojama panaudoti sistedetaliau jos galimyds bus iSnagri¢tos, kitose

darbo skyriuose.

2. Tiesinés algebros uzdaviniai

Kaip jau buvo miata, kai kalbama apie tiesis algebros uzdavinius, dazniausiai galvojama apie
tiesiniy lygciu sistemy sprendim. Maza to, kad Sis uzdavipitipas, savaime yra pats svarbus
mokslirése tyrimuose, tai jis dar yra ir daugeliokitzdu@iy bei algoritry sudedamoji dalis, tetl
Sio tipo uzdavini svarly yra negigijama. Be to, tai paaiSkina ir nuolatinius bei beggiartius

mokslinius tyrimus ir tobulinimus Sioje srityje.

2.1.Tiesiniy lygéiy sistemy sprendimo algoritmai
Dabar yra Zzinoma daugylalgoritmy Ax = b uzdaviniams spsti. Yra zinoma daugyairiy tokiy

algoritry klasifikavimo hidy, jie bina suskirstomi pagal darbo pringjppagal duomenis su kuriais
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dirba ir t.t. Jei uzdaviniams su tankiai uzpildyiemrmatricomis galima taikyti vienus, tai iSretintem
matricoms turi bti taikomi visai kitokie algoritmai, kurie leigstmaksimaliai iSnaudoti nulinius
matriay elementus.

Pirmu algoritmu, kuris bus iSnagétas detaliau yra algoritmas, kuris labai geraidimn&nkioms
matricoms ir tai yra Gausso eliminavimo algoritmasyi dar galima pavadinti matricosU
dekompozicija. Sio algoritmo tikslas yra padalipigrindire matricy { dvi dalis trikamg apatir L
matrica, kurios istrizairgje baty visi vienetai bei trikamg virSutine matrica U tokias, kad bty
teisinga slyga A = LU. Taip suskaidant matgg¢ galima iS es@s supaprastinti pradiruzdavin,
padalinant jj i kelet paprastesni Tai leidzia iSvengti nekorektigksisteny sprendimo bdy,
pavyzdZiui panaudojant Cramer‘io formules arba ajt@ikojant matrig A, o po to sprendZiant
sistem, pagal formu} x = A™'b.

Panaudojant LU dekompozicios algorittvus atlikti tokie veiksmai:

Surastas iSskaidymas A = LU;

ISspksta sistema Ly = b;

ISspesta sistema Ux =Y.

Kadangi kiekvienas iS i zingsnii yra nesunkiai uzprogramuojamas, tai leidzia sukurt
algoritma, kuris yra pakankamai universalus ir leidzia atlikkaciavimus su kvadratismis
matricomis, toks algoritmas efektyviausiai dirba selabai dideélmis matricomis iki kel
tukstartiy eiluciu.

Tatiau labai daznai realiuose taikymuose dirbama stricoanis, kurios yra iSretintos, o tai
reiSkia, kad dauguma tos matricos elemeamt lygis 0. Lygiu sistemos su tokiomis matricos, be
abejo, gali kti skaikiuojami ir jprast; algoritmy pagalba, bet norint efektyviau gpti tokio tipo
sistemas iitina atsizvelgti ir iSnaudoti tokios sistemos ypaus. Toki matriag naudojimas leidzia
sukurti greitesnius sistapsprendina algoritmus, neguyj analogai, pritaikyti darbui su tankiomis
matricomis. Realiuose taikymuose tpkizdavini sprendimas atsiranda daugpbsriciy pradedant
ory prognozi; ir baigiant kosmetinj priemoni; prasiskverbim { oda modeliavimuCia tampa
aisku, kodl tokiuose modeliuose dazniausiaitfigoja iSretintos matricos, taip atsitinkél ¢b, kad
visi sistemos nezinomiejiéna glaudziai susij tarpusavyje, oy sarysSis atsiranda tik tam tikrose
grupsse. Kitame skyriuje autorius detaliau iSnagsimsretint, matriay tipus bei pristatys algoritmus,
kurie efektyviai dirba su tokiomis matricomis¢iau savo tolimesniuose tyrimuose autorius naudos
ir vieno ir kito tipo matricas, tad jis privalo pasirinkti algoritmus, kurie gali diti, kaip su vienais

taip ir su kitais duomentipais.
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2.2.1Sretintos matricos

Yra dvi pagrindigs iSretinty matriqy raSys: strukiirizuotos ir nestrukirizuotos. Strukirizuotos
matricos, tai tokios, kugine nulires reikSnés sudaro, sistemingai igstytas strukiras. Dazniausiai
tai bina ne dideligstrizainy skatius. Nestruldrizuotose iSretintose matricose ne négimeikSngs
yra iSmetytos chaotisSkai. Skirtumai tarpusSdvieju tipy néra esminiai, jei kalbame apie tiegn
algebros uzdavinius, kurie bus sprendziami panamndejuosekliuosius algoritmus, bet situacija yra
visidkai skirtinga, jei kalbame apie iteraciniustotius ir lygiagréiujy algoritmy panaudojim. Siuo
atveju skatiavimo greitis gali labai svyruoti, priklausomai mauomen strukfiry ir kaip jos yra
iSdestytos atmintyje.

Nagrirgjant iSretinty matriay saugojim galima pastedii, jog tam, kad darbas su tokiomis
matricomis lity efektyvus, reikia tuiti galimybé saugoti tik jos nenulines reikSmes. Tu@ipauri
likti galimybé atlikti skakiavimo operacijas, kaip ir su paprastomis matricomi

Viena iS paprastesniiSretinp matria saugojimo schem yra taip vadinamas saugojimas
koordina&iu formatu. Tokia duomen strukiira susideda iS tij masyw: pirmame masyve yra
saugomos realios arba kompleksinnenuligs matricos reikSgs, antrame ir tc@ame masyve
saugoma tos reik3fm pozicija, t.y. viename masyve saugomas &jub kitame masyve yra
saugomas stulpelio numeris. Bet toks metodas mpats geriausias. Galima pastebkad jei
sursSiuosime Siuos masyvus pagal eilutes arba pagietitis, tai pamatysime, kad yra saugoma
perteklire informacija ir jos kiek galima kity sumazinti. Tam galima pasinaudoti rodyktiagalba,
kurios nurodyt, kur pirmame masyve yra naujos eilitpradzi. Tokie saugojimo metodai, dar
vadinami ,Suspaustos iSretintos etkit arba ,Suspausto iSretinto stulpelio® metodaiyra vieni
populiariausi iSretinty matriay saugojimo schem Toki populiarum lémé tai, kad su matricomis,
kurios yra saugomos, panaudojant tokias schemapapeasiau atlikti tipinius skatiavimus. IS
kitos pusgs koordingiy metodo panaudojimas yra labai paprastas ir laskstat! jis yra daznai
naudojamas, kaip pagrindinis formatas, kuriant pognius paketus, pavyzdziui Harwell‘'o
bibliotekoje.

Neretai yra naudojami ir tam tikriwsischeny patobulinimai, kai kurie iSyj remiasi tuo, kad
istrizairese visos esains reikSngs yra nenuligs arba/ir jos yra naudojamos dazniau negu visi kiti
matricos elementai. Bent toal, tokias reikSmes apsimoka saugoti atskirai. To&eugojimo
schema yra dar vadinama ,Modifikuota idretinta tefluSiuo atveju yra naudojami tik du masyvai,
pirmo masyvo pradZioje yra saugomos reigSnkurios yra iSéstytos matricogstrizairgje, po j

eina visi kiti elementai, t.y. tie elementai, kubevo iSastyti Zemiau arba au&®u istrizaires.
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Antrame masyve yra saugomos rocgki pirma masyw, kurios parodo, nuo kurio elemento
prasideda nauja eikut
Kalbant apigstrizai strukiirizuotas matricas, verta panin kad reikSmes iSgstytasjstrizairese
galima vaizduoti ir stiakampio masyvo pagalba. Siam metodui realizuoii yaudojami du
masyvai: pirmame yra saugomgsirizainy reikSmes, trumpeséms istrizainiams vietoj trkstamy
reikSmiy pridedame koknors simbdl antrame masyve yra saugomas foss, kuris priklausomai

nuo elemento numerio rodys, kuriggrizairgje yra talpinamos iSsaugotos reiksmn

2.3Lygiagretieji algoritmai skirti darbui su iSretinto mis matricomis

Taip pat analizuojant iSretintas matricas vertaipati algoritmus, skirtus atlikti sk&iavimus su
jais, todl Zemiau bus pristatyti algoritmai, kurie tinka dar su tokiomis matricomis ir sugeba
iSnaudoti matrig nulinius elementus tam, kad galimadbsumazinti skaiavimy laika.

ISretiny matriap daugyba iS vektoriaus yra labai pigarfaudos yra proporcingos nenutjni
elementi matricoje skaiiui) todél, kada mus labiausiai domina skavimo sinaud; sumazinimas
verta pamigti iteracinius algoritmus. Papraausi iteraciniai metodai, jei kalbame apie analiz
igyvendining, panaSiai kaip ir Gausso eliminavimo algoritmas, yagisti matricos suskaidymu,
dvi dalis. Skirtumas yra tame, kad matrica suska@pdal M — dalis kuriai lengvai galima surasti
atvirkSting matric, bei likush dali Z. Taigi mums gerai zinoma lyighx = b galima uzrasSyti taip:

Mx = Zx + b, kurZ = M — Aarba
x =M(Zx + b), §itai formulei dabar galima taikyti papra&anach‘o iteracij:
X1 = MH(Zxc + b).

Tokie metodai yra vadinami stacionariais iterasimetodais. Tam, kad galimatip istirti tokio
metodo konvergavim reikéty iSanalizuoti bendresmatvej. Tarkime turime matricB ir vektoriy ¢
(Stacionariam iteraciniam metod&i:= M*Z beic = M*b), tokius kad:

Xk = BXc1+ C.

Tadaxq — X = BX(xo - X), i3 ¢ia ir nelygykes ||B||< [|Bf, turime

= X[ < 11BI[“]Ixo - XI.

IS ¢ia turime, kad pakankamalgga iteracijy konvergavimui yra ||B|| < 1, o pakankama itire
salyga, bet kokiam pradiniam vektoriui x0 yra:

p = max{p| : A yra matricos B tikria reikSne} < 1.

Sios iteracini metod; grupss labiausiai zinomais ir plai naudojamais yra Sie du metodai: Jacobi

ir Gausso-Seidelio metodai.
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2.3.1.Jacobi metodas
Paimkime matrig M tokia, kad M = diag(A), kur diag(A) yra diagonali maticsusidedanti iS
element, esaiy matricos A pagrindigje istrizairgje. Daroma prielaida, kad visi elementai esantys
Siojeistrizairgje yra nenuliniai.
Tada Ax = b galima uzrasyti taip:
Mx = Zx + b, iS Sios dlygos sudarome iteradimetod, vadinama Jacobi metodu:
Xc = Bxc1 + ¢, kur B = -M*Z ir ¢ = M.

Si metod, apradydami matricos koorditia pagalba, gauname taKiygti:
()) _ 1 S g Y
‘Iz' = ag bz . .'ﬂ-!_TI_f k]
17

Iteracijos numeris yra Zymimas kaip virsutinis ikskes.

2.3.2.Gausso — Seidelo metodas

Sio metodo esminis tikslas yra patobulinti Jacoktath taip, kad kiekvienoje iteracijoje naudoti

tikslesnes  xj(k) reikSmes, kai ] < i, tai yra patbbdami  formuk
) _ L, _ (k=1
.I!- _ﬂ.ﬁ '5': Zﬂ-:jlj k]

JjFt

gauname formut

L 1 k E—1
11

J=i J=i
Tai yra patobuliname uzdayiAx = b, taip kad gauname:
A =M —Zirxw1 = M(Zx + b), kur M — apatinis matricos A trikampis.
Verta pastedti, kad jei pradid@ matrica A yrajstrizai dominuojanti matrica, Sis metodas leidzia
iSspesti sistem esant bet kokiam startiniam x0. Be to, daugumbjeja, Sis metodas yra gé&u

konverguojantis negu Jacobi metodas.
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3. Programiné jranga skirta tiesinés algebros uzdaving sprendimui
Sioje dalyje autorius trumpai pristatys bibliotekksrias teko analizuoti ir iSbandyti. Kai kurios
iS ju bus panaudotos prakéje dalyje reikalingiems tyrimams atlikti. Taigi auiui teko susipazinti
su tokiomis bibliotekomis [Net05]:

e BLAS (ang. Basic Linear Algebra Subprograms) — &Sibjbliotekoje yra sukauptos
paprograns, kurios yra skirtos pagrindims operacijoms su matricomis be vektoriais
atlikti. Jos strukira yra tokia: 1 lygio BLAS algoritmai atlieka skgius ir vektoriaus bei
vektoriaus ir vektoriaus operacijas, 2 lygio BLA3gaitmai atlieka matricos ir
vektoriaus operacijas ir paskutinio 3 lygio BLASgalitmai atlieka standartines
operacijas su matricomis. Kadangi Si biblioteka atzai efektyvi ir paplitusi yra sudaro,
kai kuriy kity biblioteky pagrindus, taip pat ir Zemiau aprasomos lapadiobsios.

e Lapack (ang. Linear Algebra PACKage) — viena pa@gidusi; pasaulyje tiesinalgebros
biblioteky, paraSyta Fortan77 kalba. Skift@iraus tipo uzdavini sprendimui, pradedant
nuo tiesing lygciu sistemos sprendim panaudojanivairias faktorizacijas (pvz.: LU,
Cholesky, SVD ir t.t.) ir uzbaigiant tikrinireikSmi, paieSka.

e ATLAS (ang. Automatically Tuned Linear Algebra Sedtre) — paketas, kuris iS tikn
yra dviejy auk€iau pamirty biblioteky optimizuota versy. Diegiant § pakeg sistemoje
yra atliekama vis aibé test;, kurie leidZzia maksimaliai optimizuoti ir pritailty
algoritmus darbui konkegoje sistemoje.

e Scalapack — Atsiradus daugiaprocesaria sistemoms su paskirstyta atmintimi priéeik
bibliotekos, kuri galty panaudoti visus LAPACK bibliotekos teikiamus ptivaus ir
pritaikyt jas darbui su naujomis platformomis. Takliblioteka buvo sukurta ir tai yra
ScaLAPACK paketas, kuris tapo progragsnijrangos, pritaikytos darbui ant
daugiaprocesorini architekiiry, standartu. Takdidelf projekto populiarum Iémé tai,
kad Sios bibliotekos pagrindu tapo labai populsuidPACK bei BLAS bibliotekos.

e Cerfacs — maziau zinoma biblioteka, naudojantidgg&ius algoritmus CG ir GMRES,
kurie leidZia spgsti tiesinip lygeiy sistemas iteraciniais metodais. Siuos algoritmus

geriausia naudoti su iSretintomis matricomis.

Savo tyrimuose autorius nori atkreipindes i nuosekliuosius sk&avimo algoritmus tam, kad
tolimesrese tyrimuose pasinaudoti BalticGrido teikiamaisvalimais ir jo, o ne MPI asajos

pagalba, iSlygiagretinti sukonstruouzdaviniy skatiavima. Tyrimuose bus panaudotos lapack,
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optimizuota jos versija atlas bei blas bibliotek#Stos minctos bibliotekos buvo panaudotos
susipazinimui su egzistuojéinmis sprendimo alternatyvomis ir gauti rezultatebusitraukti | §
darln. Bibliotekos, kurios buvo panaudotos praktiniuds@ndymuose, bus iSanalizuotos dar

papildomai kitose darbo dalyse.

4. Analitin ¢ dalis

Sioje darbo dalyje autorius pristatys esmines lerobs, kurios turi #iti iSsprstos $io darbo
kontekste. Toliau bus pateiktaySproblemy galimy sprendinig analiz. Labiausiai tinkamas
sprendimas bus papildomai tiriamas prajgrdarbo dalyje.

Esmire Sio darbo problema yra tiess algebros uzdavini sprendina pagreitinimas, toliau
sekantys argumentai patvirting $eigin. Noréedami sumodeliuoti tam tikr reall situacip,
dazniausiai reikia atlikti labai didekieki jvairiu skatiavimy su skirtingais duomenimis. Kuo
sucktingesnis yra modelis tuo daugiau yra duomertuo p&iu batina atlikti daugiau skaiavimy.
Suradus sistemos sprenglineuzteks vien tik apskaiotos reikSms, papildomai reigs maziausiai
paklaid; bei netikties sk&iavimy. Modelio tyrimai ity dar labiau priartinti prie realios situacijos,
jei pavyki ivertinti sprendinio stabilum t.y. ivertinti, kaip stipriai gali bti paveiktas sistemos
sprendinys, jeii pradinius duomenis bugeStas tam tikras triukSmagvertinus kiek daug
skaciavimy reikés atlikti nesunku pastéb, kad reikia priemoni, kurios leist pagreitinti uzdavinj

sprendim.

4.1.Sprendziamy uzdaviniy pagreitinimas

Galima iSskirti kelis bdus, kuriy pagalba galima pagreitinti uzdavinio sprendipaieSl4:

e Uzdavinio sprendimui panaudoti galingeskompiutei, turin galingesp procesot,
daugiau operatyvios atminties arba greigdsendravimo magistrel

e PerraSyti programas taip, kad jos efektyviau iSoautlirimus kompiuterio resursus;

e ISlygiagretinti turimas programas, t.y. paskirtiagkavimo darbus tarp keli procesou,
panaudojant komunikavimasajas, pavyzdziui MPI;

e Panaudojant specializuotas priemones, paskirsidiciavimus tarp keli kompiuteriy,
neperraSant nuoseldiy programos versij

Atsizvelgiantj darbo tematik autoriy labiausiai sudomino té&as bei ketvirtas punktai, kurie ir

bus iSanalizuoti detaliau, po ko vienasu®ys parinktas ir iSbandytas prakjmdarbo dalyje.
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4.2 Individualios programos islygiagretinimas
4.2.1.Programy iSlygiagretinimas pritaikant jas darbui su MPP
sistemomis
Kalbant apie lygiag@uju prograny kiarima, bitinai reikia atsizvelgti ne tik tai, kad paraSyti
efektyviai veikiartia program yra labai sunku, bet irtai kokio rezultato tikimasi pasiekti, atlikug S
darky. Juk labai daznai nesttthgos, blogai iSlygiagretintos arba netinkamaiegsibs (pavyzdziui
parinkus neoptimal proceson skatiy) programos, veiksé€iau negu y tiesire realizacip (Zr.
irodyma praktireje darbo dalyje). Tai patvirtinir bandymai atliekami su superkompiuteriais.
Atliekant tiesires algebros uzdavinisprendim, pastebimas skirtumas, tarp tiésnr lygiagre&ios
programos realizacijos naSumo, atsiranda, kai neijjy skatius virSija Simg nezinonyjy. Tuo
tarpu maksimaliai efektyviai iSnaudoti superkomeiid skatiavimo galimybes kartais galima, jei
uzdavinyje yra tikstantis arba net daugiau nezingm Situacija, kai sk&avimams atlikti yra
naudojamas klasteris¢ldorasto komunikavimo tarp mazggali dar pablogi [BDZ03].
ScalLAPACK paketo ié¢jai, pateikia formu, kurios pagalba galima iSskaioti
rekomenduojama procesoriskatiu, kuris gali Witi panaudotas tiesé#s algebros uzdaviniams
spresti, maksimaliai iSnaudojant daugiagprocesgwisistemos nasuniSca97]:
P = (M x N) 16, kur M x N — matricos dydis
Remiantis formw gauname, kad kiekvienam mazgui édikpaskirti apdoroti matricos blak
kurio dydis ity apie 1000 x 1000 dydzio. Nepaisant to, kad Si toényra tik rekomendacinio
pohidzio, ji gerai iliustruoja, kokio sutingumo uzdaviniams sgsti buvo kuriamas ir
optimizuojamas ScaLAPACK paketas. ISlygiagretinigfektyvumo augiry, didinant sprendziam
uzdavinip sucttinguma, lemia tai, kad padidinus tiesm algebros uzdavini sudtinguma,
skatiavimy kiekis iSauga proporcinga’,no apsikeitimo duomenimis tarp mazpadictjimas yra
proporcingas ) kas be abejitakoja silpniausios MPP sistemos — komunikavirgaps, maZzesn
apkrovims.
Galima iSskirti du lygiagretaus programavimo magglskirtus MPP sistemoms (pagal Flynn‘o
klasifikacija [Fly72]):
e Viena programa ir daug duomer{(SPMD - Single Program Multiple Data) — visose
procesoriuose vykdomos vienos programos kopijaskstingais duomeu blokais;
e Daug program ir daug duomem (MPMD - Multiple Program Multiple Date) -

procesoriuose vykdomos skirtingos programos, difiearsu skirtingais duomenimis.
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MPMD modelis yra dar kitaip vadinamas funkainiSlygiagretinimy ir yra naudojamas
dazniausiai vaizdo informacijos apdorojimui. Jana ymdingas konvejeriaus sudarymas, kur
kiekvienas sekantis apdorojimo etapas yra vykdoatakirame procesoriuje. diau Sis modelis
néra paplits tiesires algebros skaéiavimo uzdaviniuose, kadangi yra sunku sudarytigo&kmai
ilga konvejeriy ir maksimaliai efektyviai apkrauti kiekvigns mazg.

Tiesirés algebros uzdaviniams daugiaproces@ensistemose su paskirstyta atmintimi¢spy
daZniausiai yra naudojamas SPMD programavimo m&dgilo modelio pagrindinis principas yra —
keliuose procesoriuose uzkrauti toscipa programos kopija, kuri dirbs su tik jai skigai
duomenimis, kitais Zodziais tariant, lygiagreti grama suskaido pagrindinzdavin i N mazesnj
uzdavinyy — pouzdavini, IS kury kiekvienas turi bti vykdomas atskirame mazge. Schematiskai
toki model galima ity pavaizduoti taip:

IF (proc_ident = 0) {

RUN uzdavinys1,;
}

IF (proc_ident = 1) {

RUN uzdavinys2;

IF (proc_ident = N) {
RUN uzdavinysN;
}
rezultatas = apjungti(rezultatasl, rezultatas2,rezultatasN)

Proc_ident zymi procesoriaus identifikatgrio funkcija apjungti — suformuoja rezuliat
remiantis atskif mazg lokaliais rezultatais. Siuo atveju tosijus programos versija bus vykdoma
kiekviename iS N mazg bet atliks tik jam skigt pouzdavif. Jeigu uzdavinio struita nereikalauja
didelio duomen apsikeitimo tarp mazg o procesori apkrovimas daugmaz vienodas, tai galima
tikétis, kad uzdavinio sprendimas pagBdN kart;. Toki rezultag pasiekti yra pratiSkai m@manoma.

Kiekviename modelyje pouzdavinys galiitb suprantamas kitaip, kai MPMD modelyje
pouzdavinys yra funkciSkai atskirta programos da#isSPMD modelyje pouzdavinys — programos
darbas su atskiru duomebloku. Dazniausiai iSlygiagretinimas yra taikonzddams, tokiu atveju
pouzdaviniai yra to ciklo veiksmai atliekami su tarkromis ciklo reikSnémis. ISnagrigkime

paprasiaush pavyzd, kuriame yra iSskaiuojami vektoriaus B elementai:
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FOR (i = 0; i < 2000; i++) {
B(i) = B(i) + A(i);

IS Sio ciklo galima sudaryti 2000 atskipouzdaving iS kuriy kiekvienas praktiSkai geétly biti
vykdomas atskirame procesoriuje. Tarkime turimegdgurocesoria sistem, kuri susideda iS 20
procesoni, tada iS Sio ciklo galime sudaryti 20 pouzdayjnkur kiekviename ISy bus
apskatiuojami 100 vektoriaus B elementBe to, reikia apsispst, kur bus saugomi Sie masyvali
procesoriaus atmintyje, yra du galimi variantai:

e Visi masyvai yra saugomi kiekviename procesoritaggi ciklo iSlygiagretinimui dirbti tik
su element intervalu, kui turés suskaiiuoti kiekvienas iS procesari Taigi kiekvienas
procesorius turi viso masyvo kopija, bet skaoja ir ketia tik jam priskirt intervah
element.. Programos pabaigoje reikia étirmechanizm, kuris surinks, visus modifikuotus
elementus ir sujungs ju@vierna masyw.

e Kiekviename iS procesari yra saugomas na visas masyvas, 0 jo dalis, tikslidN
pagrindinio masyvo dalis. Siam metodui reikiatummechanizra, kuris leisty lokahyji
masyw, indeks, pagalba, patalpinti benda masyw. Jei kuriam nors procesoriui, prireiks
elemento, kuris yra kito procesoriaus atmintyjekd® pasinaudoti praneSinpersiuntimo
mechanizmu.

Nuo varianto, kuris bus pasirinktas labai stippaklauso busimos lygiagt®s programos
efektyvumas. Pirmu atveju, galima zymiai sumazkaimunikavimo gsajos panaudojim bet
uztat Sis variantas neleidzia egif didziuliy ir sudttingy uzdaviniy, be to gali iSkilti problemos
sinchronizuojant kiekvieno procesoriaus tufimasyvo kopija. Antras variantas leidZia ¢gbr
Zymiai sudtingesnius uzdavinius, bet tada labai opi tampantkm persiuntimo tarp mazg
problen.

Auk&iau aprasytas pavyzdys, gerai iliustruoja lygidgrealgoritmy kiirimo metodologig
schem, sukurt lan‘o Fosterio. Autorius iSskaido algorignkarimo etap i keturias stadijas
[Fos95]:

1. UZduoties suskirstymas arba suskaidymagminimalias nepriklausomas uZzduotis.
Praktiniai dalykai, tokie kaip procesgriskatius sistemoje, Sioje stadijoje tsu
nedomina.

2. Uztikrinamas komunikavimas tarp suskaidyduc@iy, t.y. parenkamos komunikavimo

strukfiros bei algoritmai.
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3. Mazesni; uzdu@iy sujungimag didesnes tam, kad galimath padidinti efektyvura ir
sumazinti komunikavimptarp mazg.
4. Sugrupuoj uzdu@iy paskirstymas tarp proces@rimaksimaliai apkraunant kiekvigms
ju atskirai ir tuo p&iu maksimaliai iShaudojant sistemos naguifai gali hiti padaryta
statiSkai arba panaudojant balansavimo algoritmus.

Visi Sie Zingsniai yra pavaizduoti Zzemiau pateigtesghemoje:

problema
%kirst‘{mas
039303
. OL0R0
komunikavimas 80 8 A 80
/ o0°0%c
{kéupimas

pririsimas

\

efss

/

d

3 pav. Lygiagretiy algoritmy kiarimo metodologija

Taipogi verta Dbty pamiréti ir apie minimalius reikalavimus, kurie yra keha

daugiaprocesoriims sistemos su paskirstyta atmintimi tam, kad jasg galima naudoti lygiageeu
algoritmy vykdymui. Minimaliy reikalavimy rinkinys yra:
1. Procesoriai sistemoje privalo &tirunikalius identifikatorius.
2. Turi buti galimybé procesoriui identifikuoti save pat
3. Turi bati realizuotas bendravimas tarp mazd.y. vienas procesorius turi igsti
pranesim, o kitas procesorius tuii gauti.
PraneSim perdavim inicijuoja procesorius, kuriam reikia perduoti pedimy, procesorius —

adresatas gali tik priimti jamugtus pranesSimus.
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4.2.2.Lygiagreciy programy efektyvumo tyrimas
Idealiu atveju iSlygiagretinta programa, vykdomaagadojant N procesay; turéty prackti veikti
N karty grekiau negu Sios programos tiesirealizacija arba pertpai laiko intervah apdoroti N
karty daugiau duomen Deja, bet tokio efektyvumo praktiSkaiimenoma pasiekti, tai patvirtina ir
Amdabhlio dtsnis [Amd67]:

1

(1- 1)
J+ T

Cia Spagreitinimas, kirgalima pasiekti po programos iSlygiagretinimb; procesorj skatius,
f — tiesinio kodo dalis programoje. Sigsdis galioja sistemoms ir su bendra atmintimi ir su
paskirstyta atmintimi.

Remiantis Sia formule, nesunku pastebkad tam, kad programos darbas pagneitN karty,
reikSme f turi bati lygi 0, o tai reikSt pilng tiesiSkai vykdomo kodo paSalingms programos, &

praktiSkai pasiekti yra rismanoma.

4.3 Bendro uzdaviniy paketo iSlygiagretinimas

Autoriy labiausiai sudomino tokio tipo uzdawinsprendinio paieSkos pagreitinimas, ne tik
parenkant algoritmy kuris tam tikro dydzio arba tankumo matricai seay@pskaiuoti atsakymo
vektoriu greiciau bei tiksliau nei kiti, bet Siek tiek platesneagme. Turima omeny, kad Siandien
problemos dazniausiai kyla ne sprendziant kagko&na, net ir labai suétinga tiesinip lygciu
sistem, (Siandien prieinamos skK#&vimo technikos pagalba, tai galima padaryti p&kamai
greitai), bet dl visai kitos priezasties. Kaip jau buvo réia aukgiau, vykdydami tam tiky projeki
arba spgsdami tam tikros srities modeliavimo uzdayigali daznai kyla poreikis atlikti vasaibe
panadi skatiavimy, turint daugyk skirtingn duomem. Nafiralu, kad atsiranda poreikis atlikti tai
patogiai bei panaudojant sakykim turimas nuoselgiagramas, neperrasantyisy ir nepritaikant
pvz. MPI gsajos. Bitent toal, autoriaus nuomone, speciglpriemoni;, skirty batent panasi
problemy sprendimui, poreikis nuolat auga. Tai patvirtina skatiavimo tinklo BalticGrid
atsiradimas, kuris yra nuolat piamas bei tobulinamas. Autoriaus nuomongp8emoré yra
pakankamai naaijir ji buvo Zymiai maziau tiriama, negu individuadi programos islygiagretinimas.
Todél autorius nuspreridpraktintje savo darbo dalyje iSbandyti BalticGrid skavimo tinkla, kaip

priemorg viso skagiavimo paketo iSlygiagretinimui.
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5. Praktin é dalis

5.1.Skai¢iavimo priemonés
Sia tiriamojo darbo dalautorius nuspreridpradkti nuo keleto paprasteksperiment atlikimo,

kurie tukty paremti daromp prielaich, kad lygiagréiai atliekami skaiiavimai Zymiai pagreitina
uzduaiu vykdyma, bet tik tuo atveju, jei buvo atliktas efektyvusogramos iSlygiagretimas arba
buvo atliekamas paleidimas tinkamai parinktoje esigije, t.y. tinkamai parinkus resursus
programos vykdymui. Taigi, kaip jau buvo rsia ankstesniuose darbo dalyse, nagrnmms
autorius pasirinko daugiaprocesarisistena su paskirstyta atmintimi, o tiksliau sakant klasig
sistem BalticGrid. Si sistema sudaro klasteris esantis VU MIF fakultete bei tasekity klasteriy i$
Lietuvos bei kity Saliy, kurie buvo apjungti viem tinkla. Tokia architekira buvo pasirinkta &
keliy priezasiy. Visy pirma atlikus daugiaprocesoninsisteny analiz, autori; labiausiai sudomino
butent Si sistemad savo tobulinimo bei konfigravimo galimybi. Be to, tok ,superkompiutef
pigu ir nesudtingairengti i$ jau turim resurg, kas lemia itin dideli jos populiarumkuris nuolat
auga.

Darbo pradzioje buvo nusgta bandymus atlikti su keletu nestidgy prograny, skirty atlikti
jvairias standartines operacijas su matricomis,: mukti, daugyh ir pan. Autorius paraskelet
programy C kalba, kurios ir leido atlikti keletpradiniy bandymy. Kaip pavyzdys prieduose yra
pateiktos programos, kurios realizuoja dyienatriay daugyl. Pirma programa (priedas Nr. 1)
sudaugina dvi matricas panaudojant giprocesot (tiesire realizacija), kita programa (priedas Nr.
2) yra to paties sk&avimo algoritmo lygiagreti realizacija. Programavb iSlygiagretinta remiantis
dekompozicijos principu, t.y. pasinaudojant tuaj klauginant matricas, kiekviena matricos A éilut
gali bati sudauginta su matrica B atskirai. Galéatimatrica C buvo gaunama sujungiant gautus is
skirtingu procesoni duomenig vierg matrica. IS techniskos pissiSlygiagretinta programos versija
veikia taip: turime viea pagrindin kompiutef, kuris padalina matricA i kelias dalis (su tam tikru
eiluciy skatiumi) ir persiutia jas, keliems kompiuteriams, iS kwtkiekvienas sk&iuoja tik savo
uzduoties dal Apskatiavus savo eilutes, kompiuteriai paisilavo informacy atgal pagrindiniam
(master) kompiuteriui, kuris sujungdavo visas apskatas eilutes viena bends matric.

Kadangi buvo panaudota MPP architelt o tiksliau sakant BalticGrid sk&vimy tinklas,
kuris apjungia kelis Simtus kompiuteritai kiekvienas iSy dirbo tik su savo lokalia atmintimi ir
tam, kad galima ity uztikrinti lygiagret; matricos dali suskatiavima bei galutini rezultat,

surinkima { viemna matria, buvo naudojama pranedinpersiuntimo mechanizmas — MPisgja.
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Atlikus eile bandymy, autorius apska&iavo vidutinius programp vykdymo laikus. Gauti rezultatai

yra pateikti Zemiau esaioje lentetje nr 1.:

Matric gy dydziai Tiesiné Lygiagreti realizacija
AirB realizacija 2 PC 4PC| 6PC| 8PC
100x100 ir 100x100 0,02 0,03 0,06 0,06 0,06
200x250 ir 250x200 0,24 0,42 03 0,19 0,19
300x300 ir 300x300 0,81 1,18 0583 041 0,32
500x300 ir 300x500 1,51 1,99 09 0,64 0,60
600x600 ir 600x600 3,25 3,33 16f 1,07 0,93
700x700 ir 700x700Q 571 5,90 2,73 191 1p1

Lent 1. Vidutinis programos vykdymo laikas (s), paaudoty matricy dydZiai, naudojamy procesoriy skaicius.

Dideles mokslires veres atlikti bandymai, be abejo, netjo, bet jie leido susipazinti su MPI
sasajos programavimo bei paskirstyskatiavimy tinklo panaudojimo ypatumais. Be to, autorius
uzsibkzé sau kit tiksla — atlikti tiesires algebros uzdavinisprendimo paketdetalp analiz ir
patikrinti kiek kart; optimizuoti be specialiai, konktiai uzdudiai pritaikyti algoritmai, pagreitina
nagrirgjamus darbe sk&iavimus.

Siandien prieinam biblioteky skatius, skirtas auk®au apradytiems tikslams yra i3 tiky
ispadingas. Vien tik Tennessee Universiteto www.natlig.svetaigje yra j pateikta apie Simt
todkl pasirinkimas buvo iS tikfju platus. Kadangi autaridomino konkréiy uzdavingy sprendimas
buvo iSrinkti keli kriterijai pagal kuriuos ir buvgarinktos keliogdomesis bibliotekos. Pasirenkant
paketus labiausiai éthesys buvo atkreiptag galimyke atlikinéti veiksmus su matricomis bei
vektoriais ir aiSku esminis dominantis autofaktorius buvo tiesinmi lygciu sistemy sprendimo
algoritmai. IS kitos puss reikejo atkreipti c¢meg ir | algoritmy jvairow, vartotoj, atsiliepimus,
biblioteky palaikynmy, populiaruna bei tobulinimy. Pagal visus migtus kriterijus iS karto iSsiskyr
kelios bibliotekos: lapack, blas, atlas, cerfadapack, kurias autorius ir nuspreénganaudoti savo
tyrimuose. Kai kurios i$ §ibiblioteky, pavyzdziui lapack yra tufib viena dazniausiai naudojam
biblioteky tiesines algebros uzdavini sprendimui (pagal netlib svetas pateikta populiarumo
statistily [Bre07]). Tarp pasirinkt biblioteky yra kaip bibliotekos skirtos nuosekliajam
skatiavimui, tarp j1 jau mireta lapack ir atlas bibliotekos, taip ir bibliotekoskirtos
lygiagretiesiems sk&iavimams cerfacs ir plapack.

Pirma patirtis su mitomis bibliotekomisirode, kad neve#ty ,iSradiréti dviragio®, t.y. paiam
programuoti vig reikalingy tyrimams algoritm bei operacij atliekamy su matricomis ir vektoriais.

Jau pirmi bandymai parédkad algoritmai pateikti bibliotekose puikiai ata vig juoda darky ir
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atlieka j Zymiai grefiau negu neoptimizuotos programos. Buvo ngsjar paiuy algoritmy

neprogramuoti, tuo labiau, kad tai ir nebuvo padjnis darbo tikslas. Tai leido autoriui yigémes

sutelktii tyrimo objekt, greitesni algoritmy beijdomesni iSlygiagretinimo sprendimpaiesk.

Kaip pavyzd pateikiu autoriaus radytprograny ir panaudotos BLAS bibliotekos prodeds

vykdymo lailg palyginima. Matomas negitijamas bibliotekini procediry privalumas, ne tik jei

yra panaudojama tiesirprograny realizacija, bet ir iSlygiagretinta jos versija.

Matric y dydziai Blas Gpgnl\(;ﬁvlcﬁros Tiesine Lygiagreti realizacija

AirB vyk)élymo laikas realizacija 2 PC 4PC| 6PC| 8PC
100x100 ir 100x100 0,001 0,02 0,03 006 006 O
200x250 ir 250x200 0,02 0,24 0,42 035 019 O
300x300 ir 300x300 0,04 0,81 1,18 0583 041 O
500x300 ir 300x500 0,095 1,51 1,99 095 04 O
600x600 ir 600x600 0,32 3,25 3,33 1.7 107 O
700x700 ir 700x700Q 0,49 571 5,90 2713 1P91 1

Lent 2. Vidutinis programos vykdymo laikas (s), paaudoty matricy dydZiai, naudojamy procesoriy skaicius.

Parodomas GEMM procediros pranasumas prieS autoriaus rasytas programas.

5.2.Tyrimuose panaudoti duomenis

06
19
32
60
93
21

Kita dilema autoriui iSkilo po tai, kai jis prég ieSkoti duomen savo bandymams atlikti.

Kadangi daugum algoritmy dirba su duomen masyvais, paprémusias hdas buvo sugeneruoti

atsitiktiniy skatiy sekas ir bandyti spsti, taip sugeneruotas sistemas. ToKslas ir buvo

panaudotas pirmuose eksperimentuose, norint ntistagno algoritmo pranasumpries Kit.

Taciau Sis ldas autoriui pasiradne itin jdomus ir Siek tiek per paprastas, taip buvo §ead

idomesniy duomem paieSka. Autoriui pavyko surasti matritalpykla ,Matrix Market* [Mat00],

kurioje yra patalpintos matricos, kurios yra nawadaps realiuose taikymuose, pradedant chemini

reakciy ir uzbaigiant oro prognogimodeliavimais. Toki duomem panaudojimas autoriui pasird

labiau tikslingas ir jo nuomone, tai leidoestij atliekamus bandymus daugiau praésimaudos.

Atsitiktiniy bady buvo atrinktos keliasdeSimt maitgigvairiy dydzi ir jvairaus tankumo su double

tikslumo realiais elementais. Sduomemn panaudojimas leido pairinti atliekamus tyrimus ir

padaryti juos labiau objektyvesniais.

5.3.Tyrimo metodika

Norédami sumodeliuoti tam tikrreall situacip, batina atlikti visy eile skatiavimy. IS Siame

darbe nagriggamos pozicijos, tai ity visos ailés tiesiniy lygéiu Ax = b sprendimas. Kai domina

tiesiog sprendini vektorius x, sistema turitli sprendziama nepriklausomai nuoykikitais atvejais,
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po vienos sistemos iSsprendimo, mums reikidilk surasi vektoriy X, panaudoti kitoje sistemoje,
kaip vektory b ir taip sudaryti sk&iavimo grandir. Kaip reiléty ziaréti i tokia probleny ir tokio
uzdavinio optimizavira bei pagreitinim? Darbo autoriaus nuomone, darbas tati buskaidytag
kelis etapus:

1. Pirmiausia vig démesg reikéty skirti individualios tiesiniy lygciy sistemos sprendimui.
Tinkamy algoritmy paieSka, algoritmpgreciy bei tikslumy nustatymai ir palyginimai.

2. Antras etapas yra uzdavinio sprendinio stabilumomiys, kuriame reiku iStirti, kaip
ineSamas triukSmas gali paveikti galusistemos sprendinToks tyrimas padeda nustatyti,
individualios matricos priklausomgbnuo ineSamo triukSmo ir labiau priartinti atliekamus
skatiavimus prie realios situacijos.

3. Tinkamos strategijos, kuri leigtaibe atskiny uzdaviniy sujungtii viema projekt ir kuo

patogiau j valdyti, sukirimas ir pritaikymas. Strategijpalyginimas ir efektyvumo tyrimas.

5.3.1.Tiesiniy lygéiy sisterm sprendimas
Pirmiausia buvo lyginamijvairas tiesing lygéiu sisteny sprendimo algoritmai i§vairiy
biblioteky tam, kad galimaidy atrinkti kelet greciausiy bei skatiuojartiy su maziausia paklaida
ir panaudoti juos tolimesniuose tyrimuose. Siansltikpasiekti buvo sukurtas $ablonas pagaj kur
buvo galima spisti paduodamas |ygu sistemas bei atlikiti jvairius tyrimus, tokius kaip algoritmo

paklaid; vertinimg arba triukSmanesSimo analiz

5.3.2.Uzdavinio sukiirimas

Kaip jau buvo migta, tyrimuose Salia atsitiktinai sugenenuobatriay buvo paimtos matricos,
kurios atsiranda realiuose taikymuos€ia iskilo dar viena problema: daZniausiai matric
kolekcijoje buvo pateikiama tik matrica A, t.y.u&daviniui Ax = b reikaling duomenm, buvo duota
tik matrica A. Autoriui kilo klausimas iS kur paimtrikstamus duomenis, t.y. vektorib.
Atsitiktinai generuoti vektoti b ir po to spgsti sistem biaty ne labai korektiSka. Toksabas, be
abejo, leisi iSmatuoti skirting algoritmy sprendinio paieSkos grgitbet kaip iSmatuoti algoritm
tiksluma? Toctl buvo panaudotas kitagithas, kuris nors ir reikalauja daugiau skarimo resurg
(su matricomis ir vektoriais atliekama daugiau geik), tafiau leidzia iSmatuoti algoritqtndarona
paklaich bei netikf. Generuojamas buvo ne vektorius b, o vektoriukwi galima pavadinti

x_tikslus. Toliau Sis vektorius buvo naudojamastegius b paiesSkai, t.y. buvo atliekama matricos
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A ir vektoriaus x_tikslus sandauga: b = A * x_tikslir taip buvo gaunamas vektorius b,ikau
galima buvo naudoti Iygy sistemoje.

Tokiu badu, buvo sukuriamas uzdavinys Ax = b, kurio tiksiisakymas - vektorius x yra lygus
musy generuotam vektoriui x_tikslus. Kitas zingsnis busios sistemos sprendimas, tarsi vektorius
X buty nezinomas. Taipvairiy algoritmy pagalba buvo apsk#ilojamas sistemos sprendinys, kur
galima vadinti x_apytikslis. Tokiu tidlu buvo gaunami du vektoriai: x_tikslus (generuptas
x_apytikslis (apsk&iuotas). Sie atlikti zingsniai leido ne tik nustatyskirtingy algoritmy
skatiavimo greif, bet ir nustatytiy skatiavimo paklaidas, kurias autorius nustgiasinaudojant

vektoriaus Euklidias normos formu:

%l =|x|=<\/x§ +HE 4+ +x,
kur || x || = || x_tikslus - x_apytikslis ||. Tadyjo vertinti algoritmus ne tik pagal sk&vimo laika
bet ir prictti dar viery algoritmo vertinimo kriteriy — ska€iavimo paklaidas.

Prie auk&8iau aprasyt kriteriju buvo nuspgsta ijvesti dar vien — netikties ska&iavima (ang.
Residual error arba backward error). Taéigvreikéjo panaudoti Euklidias normos formu, tik
kad § karta pirmiausia reikia apsk&uoti vektorip b, kui salyginai galima pavadinti b_apytikslis:
b_apytikslis = A * x_apytikslis. Panaudojanta Sapskatiuota reikSng bei anksiau pries tai
apskadiuota vektoriy b, galima apskaiuoti netiki:

[| b || =]l b-b_apytikslis || arba || A x_apisk— b ||

Pagal tokius Zingsnius buvo atlikta visacdiandymy. Zemiau pateiktose diagramose autorius
noréjo pavaizduoti dalis gaug rezultat,. Pirmoje diagramoje yra pavaizduotas spremdoaieSkos

laikas sekunémis, panaudojant skirtingus algoritmus i$ skirtirgblioteky.

5.3.3.Algoritm y darbo laiko vertinimas
Rezultatai specialiai parodomi skirtinguose diagrae) kadangi atskir algoritmy skatiavimo
laikai labai stipriai skiriasi.IS diagrammatome, kad algoritmai, kurie yra paremti matri¢ds
dekompozicija tarpyj yra xGesv ir xGetrs algoritmai dirba keliolika &agreiiau negu algoritmai,

kurie yra paremti SVD (ang. Singular Value Deconifp@s) principu, pvz.: xGelss algoritmas.
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Sprendinio paieSka sekund émis
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60 -
50 /
40 / —e— Atlas: xGesv algoritmas
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1 diagrama. Sprendiniy vektoriaus x paieSkos laikas (sek.) pirmai grupealgoritmy

Zemiau pateiktoje diagramoje itin stipriai iSsis&ixGelss algoritmas, kurio vykdymo laikas itin
stipriai iSaug, kai pradedame skaiioti dideles matricas, Sito reiSkinio priedasei tiksh dél kurio

galima naudoti tokléta algoritry pamatysime i$ kit diagran.

Sprendinio paieSkos laikas (sek)

1600

1400 +
1200 +

1000 + —e— Atlas: xGesv algoritmas

800 —a— Lapack: xGels algoritmas

600 Lapack: gelss (SVD)

400 -

200 -
1 R S -

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

2 diagrama. Sprendiniy vektoriaus x paieskos laikas (sek.) antrai grupeilgoritmy
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5.3.4.Algoritm y skaiciavimo paklaidos bei apskadiuota netiktis
Zemiau pateiktose diagramose yra pavaizduotass kifautas rezultatas, o tiksliau sakant
paklaidos atsirand&os skirtinguose algoritmuose. Nesunku padietiad algoritmai, kurie dirba
grekiausiai, tuo p&iu skatiuoja ir su didesémis paklaidomis negu Kkiti. Itin gerai, tai galima
pastebti tiriant xGesv algoritmo skaiavimus, jo paklaidos yra didesmnegu kit algoritmy. Tuo
paiu verta pamidti, kad atlas bibliotekos algoritmai, kurie iS e€smyra lapack bibliotekos
optimizuoti algoritmai, parodo gergsdarka negu paprastos; jversijos, kaip paklaigdtaip ir laiko

atzvilgiu.

Paklaidos atsirandandéios skirtinguose algoritmuose
3,00E-05

2 50E-05

200E-05

—— Alas: WGesy algoritmas
—8— | apack xGels algoritmas

1,50E-05 / Lapack gelss (3vD)

Lapack xGesy algoritmas

1,00E-05

5 00E-06 | L / -

400 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 S000

—a— Mlas: wsetd ir ¥ Getrs alaritmai

3 diagrama. Skatiavimo paklaidos atsirandartios skirtinguose algoritmuose

Panasi situacip matome ir su netiktimi, lapack algoritnxGels ir xGelss algoritmai skailoja

su mazesne netiktimi negu greiti dekompozicijo®atmai.
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Netektis (Residual error)

1,20E-09

1,00E-09 A

8.00E-10 / —e— Atlas: xGesv algoritmas

—s— Lapack: xGels algoritmas
6,00E-10 )—/ Lapack: gelss (SVD)
Lapack: xGesv algoritmas
4,00E-10 - —*— Atlas: xGetrf ir x Getrs aloritmai

2,00E-10 /

0,00E+OO’ T T T T T T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

4 diagrama. Skirtingy algoritmy apskaiiuota netektis

Trumpali apibendrinant $kyriy, autorius nori paketi, kad priklausomai nuo to ar mums reikia
greito ar tikslesnio atsakymo reikia ieSkoti skigi algoritmy. Daznai norima rezultatgauti kuo
grekiiau, tokiu atveju reikia paieskoti algoritnis atlas bibliotekos, prieSingu atveju, jei svatlsias

yra tikslumas, reikia panagtiti lapack bibliotekos teikiamus algoritmus.

5.3.5.Antras etapas, uzdavinio sprendinio stabilumo tyrinas

Antrame etape buvo atlikta sprendinio paieskosilstao anali2, kuri leido dar labiau priartinti
atliekamus bandymus prie bandymaimi; iS realiy taikymy. Kadangi modeliuojant tam tikras
situacijas visada verta atkreipiérdes, kaip modeliuojarm objekt gali paveikti pradini duomem
pakeitimas arba kitaip sakant triuk3nmmesimas. Sio darbo kontekste, objektas, kuris lotii
paveiktas yra sprendipivektorius, o duomenpakeitimas, tai pradirg matric ivedamas triukSmas.

Analizuodami 4 pat uzdavin Ax = b, pradzioje buvo atlikti tie patys veiksmkaip ir pries tai
buvusiame etape, t.y. buvo sugeneruotas vektoridgkskus kuris buvo padaugintas i$ turimos
pradires matricos A (duota matrica, be triukSmo), taip dapskatiuotas vektorius b bei vektorius
x_apytikslis, kuris buvo gautas iSsprendus tiesiggciu sistem su vektoriumi b. Sie duomenys
buvo panaudoti kitame tyrimo etape.

Kitas Zingsnis buvo triukdmo matricos stiknas. Siam tikslui buvo konstruojama nauja matrica
U, kuri privakjo bati to paio dydzio, kaip ir duota pradénimatrica A. Naujos matricos U elementai

buvo generuojami atsitiktinai iS intervalo -%2 ir Faurédami atsitiktinio triukSmo matrig galima
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atlikti sprendinio stabilumo analjzr iStirti, kaip stipriai bus paveiktas sprendinysklausomai nuo
to, kokio intensyvumo bugeSamas triukSmas.

Kitas Zingsnis buvo matricos su triukdmu arbaypbriotos matricos A' apskaavimas. Siam
tikslui pasiekti autorius panaudojo formuA\’ = a * U + A, kur koeficientasy apibgzia triukSmo
intensyvum, t.y. kuo didesnis yra Sis koeficientas, tuo dnildsis elementai esantis matricoje U ir
tuo labiau matrig A* skirsis nuo pradiés, duotos matricos A ir tuo labiau bus paveiktasesnos
sprendinys. Kitame zZingsnyje autoriusggalamas sistesmn
A" * x_su_triuksmu = b, suranda sprendiniektoriy Xx_su_triuksmu. Dabar pasinaudojant t&ipa
Euklidinés normos formule || x_apytikslis — x_su_triuksmuayitorius vertina, kokio jautrumo yra
sistemos sprendinys, t.y. kaip stipriai jis reaguajiukSmo didinima — koeficieng a pakeitima.

Tam, kad galimaidy gauti pilmy vaizch batina kelis kartus skaiuoti uzdavin, kiekviery karta
didinant koeficiert a. Autorius pasirinko dvi Sio koeficiento didinimé&rategijas, kaip viena taip ir
kita prasideda nuo labai mai#o kurio eik yra 10", ir uZsibaigia ties 1®arba 0,1, kai triukdmas
tampa jau toks didelis, kad gali uzgozti pradmatrica. Du bidai skiriasi zingsniais tarp dvigj
gretimy a reikSmii. Pirmu atveju buvo parinktas didinimas po gilt.y. su kiekvienu zingsnia
buvo 10 kani didesnis negu pries tai buvusi reilkSitai buvo generuojamaseka:
10%°,10",10%, ..., 10"

Antras vertinimo bdas reikalavo dar daugiau skavimy, kadangi Zingsnis buvo parinktas dar
mazesnis ir kiekvienas iS pries tai buwusiterval; buvo padalintas dar9 dalis
10%°* 9,108, ... irt.t:

D¢l daug kany kartojamy sistemos sprendim (keiciamas triukSmo intensyvumas), Siems

bandymams atlikti re§o labai greito algoritmo, ident toal ir buvo parinktas ATLAS bibliotekos

dgesv algoritmas, kuris pries tai atliktuose ekispentuose paradgeriausi laika.



32

TriukSmo jtaka galutiniam sprendiniui
3000
2500 /]\\\
2000 —— N =100
—=— N =300
N = 500
1500
N = 1000
—*— N = 2000
1000 —e— N = 3000
500 \H
O+———>8—2o 08— 80— I——y—ﬂ/lﬁ/ VS E———/
1E- 1E- 1E- 1E- 1E- 0,001 0,01 01
15 14 13 12 11 10 09 08 07 06 05 04

4 diagrama. Triuk8mo jtaka galutiniam sprendiniui, kai matrica A buvo gereruojama

IS pateiktos diagramos matome, kad sistemos sprgndbendru atveju yra labiausiai

paveikiamas, kai matrica yra didel Taip pat latina pastedti, kad pridedamo triukSmo

intensyvumas turi lemiama poveigalutiniam sprendiniui. Kuo didednyra matrica tuo reikia

pakankamai mazo triukSmo, kad jis paveigilutin sprendin ir atvirkZiai kuo mazesi matrica

tuo didesnio reikia triukSmo.

Zemiau yra parodyta keleto matricos i§ Matrix Markvetaias analiz. Kaip pavyzdys buvo

paimtos kelios matricos iS Harwell-Boing koleksijo

BCSSTM20 Struktriné inzinierinés matricos. Kabaio tilto korpusas; N = 485

BCSSTM23 Struktriné inzinierinés matricos. Part of a 3D globally triang. Building= 485

BCSSTM24 Struktriné inzinierinés matricos. Calgary olimpinis stadionas; N = 3562
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5 diagrama. TriukS8mo jtaka galutiniam sprendiniui, kai Zingsnis yra didels
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6 diagrama. TriukSmo jtaka galutiniam sprendiniui, kai Zingsnis yra mazas

Pateiktos diagramos patvirtina teigirkad kuo matrica yra didesnr tankesg tuo reikia,

mazesnio triukSmo intensyvumo, kad jiség@lpaveikti galutin sprendin

5.3.6.Uzduoties iSlygiagretinimas — BalticGrid

Jau atliekant aukfau apraSytus bandymus, buvo susidurta su laikdbl@mma t.y. atliekami

bandymai buvo atliekami vienas po kito ant vienonkduterio (Intel M procesorius 1,7Ghz taktinis

daznis

, 512 Mb operatyvios atminties, 330 Mb lassatminties). Tokio darboitkumai paaisgo iS
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karto, kadangi vienu metu galitto sprendziamas tik vienas uzdavinys, tai susidavgdeib
uzdavini, kurie buvo sprendziami grieztai vienas po kitei. drogramos testavimui uztekdawp |
praleisti su trimis — penkiomis matricomis, tai imbrgauti realius rezultatus buvo atliekami
bandymai su keturiasdeSimt matyi&ur kiekviena matrica buvo sprendziama keliagogtmais, be
to dar buvo tiriamas sprendinio stabilumas, o ¢é&@kia, kad ta pati sistenbuvo sprendziama po
keliasdeSimt katt Panaudojant paprasaritmetiky galima pabandyti apytiksliai apskaioti, kiek
reikéty laiko visam tyrimui atlikti. Tuédami 5 skirtingus algoritmus, apie #@&iriy dydzy matriay,
kuriy vidutinis dydis yra virS dvigj tikstartiy eiluciu jau reikéty iSspesti apie 200 sistem Be to,
reikia nepamirsti apie triukSmo péjima ir analiz, o tai prideda dar maziausiai 15 kekiekvienos
sistemos sprendim o tai reiSkia dar 600 sistensprendim, taigi net jei bus panaudotas pats
grekiausias algoritmas, tokie skavimai tikrai uztruks. Norint sumazinti rankidarky, be abejo
buvo paruosta aplinka, Kuleido visus tyrimus atlikti vienas po kito ir satgduomenis patogiu
formatu. Bet, tai neiSspreégagrindires problemos, visos uzduotys vis tiek buvo &kmjamos
nuosekliai, tik uzbaigus viaruzduot, buvo pradedama skaioti kita.

Reikéjo sprendimo, kuris leigtiSlygiagretinti tyrimo proces Daznai, kaip iSlygiagretinimas
suprantamas gas programos arba atskirjos daliy perraSymas, t.y. kodo iSlygiagretinimas,
pavyzdziui, tam kad galimaiby panaudoti MPI gsap. T&iau, kaip jau buvo mita, tai nebuvo Sio
darbo tikslas. Autorius stiikes program paket, kuris leido spgsti ir vertinti individualiy uzdaviniy
sprendinio paieSkos laikbei tikslumy bei parinks visa aibe duomem, tikéjosi surasti kitok
sprendin, negu kiekvieno algoritmo iSlygiagretinimas, kurgakty sumazinti individualios
uzduoties skaiavimo laika. Autorius pradjo ieSkoti priemo#gs, kui leisty panaudoti visas sukurtas
nuoseklias programas, bibliotekas bei paruoStusavieso duomenis bet tuo @a visus
skariavimus atlikty ne nuosekliai, bet lygiagfmi ant daugelio kompiuteri Toks sprendinys buvo

rastas ir tai buvo BalticGrid servisas.

5.3.7.BalticGrid, kaip priemoneé, leidzianti atlikti lygiagre ¢ius
skaiciavimus
ISanalizags BalticGrido galimybes, autorius &k sau tiksy sukurti strategy, kuri leisty
iSlygiagretinti viso projekto sk&lavimus, tuo p&u sumazinant bendrskatiavimo laiky. Tai
reiSkia, kad autorius uzsixe tiksla, sukurti mechanize kuris leistt panaudoti jau paraSytas
programas bei paruoStus duomenis ir paskirstytbadsarp keliasdeSimties kompiuteriesadiu

BalticGrido tinkle, taip sumazinant bemdruzdavinio skaiiavimo laika. Kaip papildomas
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reikalavimas, mechanizmas & bati patogiai konfigiruojamas, paprastai paleidziamas bei
procesas t@o biiti patogiai stebimas.

Visy pirma reikjo pasitpinti tuo, kad paruostos programos pasileBalticGrid tinkle. Deja, tai
pavyko ne iS karto. Paprastos programos nenaudogajokiy biblioteky, pasileisdavo BalticGride
ir sékmingai uzbaigdavo savo datbbet kadangi autoriaus atliekamiems bandymamstagasy
programos naudodavo iSorines bibliotekas, atsirdblemos su progragmpaleidimu gride. Teko
kiekviem karta siurtiant uzdavim i grida siysti kartu ir visas bibliotekas, tai sudataug sunkurmn
Tuo labiau, kad kai kurios bibliotekos yra ganaetlig net po keliasdeSimt megahbaitoce!
uzdaviniy pateikimas sk&iavimams tapo gana sttthgas. Tik suinteresupt asmen déka
BalticGride atsirado algebros programinei pakekarje padjo iSspesti Sk probleny ir atsisakyti
biblioteky persiuntimo kiekvies karta siurtiant uzdavin | klastef. Verta pamigti, kad kol
bibliotekos nebuvadiegtos klasteryje buvo rastas laikinas sprendirBddiotekoms saugoti buvo
naudojamas grido failo sauggklPasinaudojus Sia teikiama galimybe pavyko suntiaduromenm
kieki persiutiamy i grida ir gaunam i$ grido.

Sutvarkius gdarhy etap ir uztikrinus ¢kminga programy kompiliavima bei paleidina gride,
autorius pefjo prie uzdavini sprendimo schemosakmo. Jei pavieniams uzdaviniams &gir
uzteko paprasto jdl (ang. Job Description Languéajé) su tipu JobType = Normal, tai visos &b
uzdaviniy sprendimui reifjo, sudtingesnio mechanizmo. Téld buvo pradti gilesn grido
galimybiy tyrimai ir buvo rastas keletas tinkamsprendina. Visuy pirma, tai parametriniai jdl failai,
kurie leidZia nustatyti visaibe paramety, o taip pat ir paduodagduomen badus bei kiek Be to,
jie leidzia sukurti pseudo ciklpanas i for cikla, kuriame galima nustatyti ciklo pradzpabaig bei
zingsn. Pavyko parasyti taldl fala, kuris kiekviename zingsnyje generavo naujus, pddmusi
programa, parametrus. Autorius, panaudojo tai, kaip triugSmtensyvumo generatati Programa
paduodamus parametrus naudojo, kaip triukSmo rnoattkoeficiend a. Esminis dalykagia buvo
tai, kad WMS (ang. Workload Management System) ipstsklavo kiekvien iS Si uzduciy
atskiram kompiuteriui, tad, pavyzdziui, uzdavinys su sprendinio stabilumoale® buvo
sprendziamas lygiagtii, panaudojant 15 kompiuteriZemiau yra pateikta istrauka i$ paleidimo
failo:

[

JobType = "Parametric";
Executable = "runAtlas.sh";
Stdinput = "m_PARAM_.mtx";
StdOutput = "m_PARAM_.out";
StdError = "m_PARAM_.err";
Parameters = 40;
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ParameterStart = 1;
ParameterStep = 1,

RetryCount = 1,

Requirements = other.GlueCEInfoTotalCPUs > 2;

Rank = other.GlueCEStateFreeCPUS;

InputSandbox = {"atlas","runAtlas.sh","m_PARAM_tx{};
InputSandboxBaseURI = "gsiftp://pupa.elen.ktudtage/balticgrid/ansul485/";
OutputSandbox = {"m_PARAM__.out","m_PARAM__.err"}
OutputSandboxBaseURI = "gsiftp://pupa.elen.kistditage/balticgrid/ansu1485/";

Kitas kudas, kuris pago organizuoti BalticGrido kompiuteridarka yra collection tipo jdI failas,

kuris leidzia sujungti kelis uzdaviniusviem ir valdyti ji pasinaudojant tik vienu id. Paruss

matrioy saras jos buvo paduodamos programoms ir kiekvienayi®yvo sprendziama atskirame

kompiuteryje.

[

Type = "collection”;

VirtualOrganisation = "balticgrid";

StdError = "main.err";

InputSandbox = {"runAtlas.sh","m236x236.mtx" 960x900.mtx","atlas"};

InputSandboxBaseURI = "gsiftp://pupa.elen.ktstbrage/balticgrid/ansu1485/";

OutputSandbox = {"main.err"};

OutputSandboxBaseURI = "gsiftp://pupa.elenli{siorage/balticgrid/ansu1485/";

Requirements=Member("VO-balticgrid-ktu/APPS/MA/ATLAS LAPACK/3.6.0",

other.GlueHostApplicationSoftwareRunTimeEnvironme&
Member("VO-balticgrid-ktu",other.GlueHégplicationSoftwareRunTimeEnvironment) &&

I(other.GlueCEUnNiquelD == "grid5.mif.vu.It:2119&n-pbs-sdj" ||

other.GlueCEUniquelD=="grid2.mif.vu.It:2119/jobmeager-lcgpbs-sdj")&&

other.GlueCEInfoTotalCPUs > 20;

RetryCount = 0O;

max_nodes_running = 50;

nodes = {

[

NodeName = "job1";
Executable = "runAtlas.sh";
Arguments = "m236x236.mtx";
RetryCount = 1,
StdOutput = "jobl.out";
StdError = "jobl.err";
OutputSandbox = {"job1.out","jobdr'g;

NodeName = "job2";
Executable = "runPaklaida.sh";
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Arguments = "m700x700.mtx 1 ";
RetryCount = 2;

StdOutput = "job2.out";

StdError = "job2.err";
OutputSandbox = {"job2.out","job&"&;

Paskutinis naudojamas jdl failo tipas yra dage@ed acyclic graph) failas, kuris leido sujungti
kelet uzdavini taip, kad vienavedimas, iSvedimas arba vykdymasupriklausomas nuo kito, tai
leido sukurti hierarchig darby vykdymo strukiira. Zemiau pateiktame pavyzdyje yra parodytas
sarySis tarp mazg nodeComp ir nodeA bei nodeA mazggysis su mazgu nodeB. Toksgrgsis
apibezia toka vykdymu sekq: uzduotis A gals hiti jvykdyta tik tada, kai pasibaigs mazgo
nodeComp darbas, o nodeB darbasgiti pradttas tik tada, kai pasibaigs s&avimai mazge
nodeA. Tokia logika buvo panaudota, triukfmatriay sudarymui ir perdavimui kitiems mazgams
tolimesniam apdorojimui.

Dag.jdI
[
Type = "dag";
VirtualOrganisation = "balticgrid";
StdError = "main.err";
InputSandbox = {"runAtlas.sh","m236x236.mtx"};
OutputSandbox = {"main.err"};
RetryCount = 0O;
max_nodes_running = 20;

nodes =
nodeComp = [
description = [

JobType = "Normal”;

Executable = "comp.sh";

InputSandbox = {"comp.sh","Makefil@atlas2.c","interface.h”,"mmio.c","mmio.h"};

OutputSandbox = {"atlas"};

Requirements=
Member("VO-balticgrid-ktu/APPS/MATH/ATLAS_LAPACK.6.0",
other.GlueHostApplicationSoftwareRunTimeEnvirome &

Member("VO-balticgrid-ktu",other.GlueHostApplicatiS8oftwareRunTimeEnvironment) &&
I(other.GlueCEUniquelD == "grid5.mif.vu.lt:2119/blgpbs-sdj" ||
other.GlueCEUniquelD == "grid2.mif.vu.It:2119/jmlanager-lcgpbs-sd;");
I;
I;
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nodeA = [
description = [
JobType = "Normal”;
Executable = "runAtlas.sh";
Arguments = "m3000x3000.mtx";
RetryCount = 1,
StdOutput = "nodeA.out";
StdError = "nodeA.err";
InputSandbox = {root.InputSandlvogi.nodes.nodeComp.OutputSandbox[0]};
OutputSandbox = {"nodeA.out","nodeA"};
I;
I;

nodeB = [
description = [

JobType = "Normal”;
Executable = "triuksmas.sh";
Arguments = "m2000x2000.mtx";
RetryCount = 1,
Requirements = other.GlueCEInfoTORUSs > 2;
Rank = other.GlueCEStateFreeCPUSs;
StdOutput = "nodeB.out";
StdError = "nodeB.err";
InputSandbox = {root.InputSandlvogt.nodes.nodeA.OutputSandbox[0]};
OutputSandbox = {"nodeB.out","nodeB"};

dependencies = {

{ nodeComp, nodeA },
{ nodeA, nodeB },

3
I;

Taigi pasinaudojant auksu apraSytomis priemémis buvo sukurta tokia paleidimo schema,
kuri yra nesunkiai konfigruojama, papildoma, pakartotinai perleidziaimgkus klaidai ir patogiali
stebima ir aiSku esminis jos privalumas yra tag panaudojus BalticGriduzdu@iuy paskirstymui
buvo sumazintas bendras uzdwo skatiavimo laikas. Jei viename kompiuteryje atlikti wss
skatiavimus, autoriui uztruko apie 26 val., tai Baltii@® pagalba, tie patys rezultatai buvo gauti

jau po ~14 val, kai sk&iavimams buvo panaudota 20 procesofiaigi bends tyrimy laika, pavyko
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sumazinti beveik dvigubai. Rezultatas pakankamaagetik iSkilo klausimas, katl taip stipriai
padidinus kompiuteni skatiy, nepavyko dar labiau sumazinti skavimuy laika. Autoriaus
nuomone, tai atsitikod dviejy priezasgiy, pirmiausia taijvyko toctl, kad kai kurios uzduotis vis
tik turéjo laukti savo vykdymo pradzios be to uztruko duampersiuntimas tarp magdei faily
saugyklos. Bet tai buvo tik vienas minusas, dakalalkoja pakiSo jau mitas WMS, kuris paskirsto
darbus tarp kompiuteri Autorius pastelo, kad labai daznai, nors kompiuteriai jau épal
skatiuoti kita uzdavin, ju statusas vis dar buvo ,laukiantis” ir nauja uzdagsigems iS karto nebuvo
paskiriama, taip buvo prarandamas brangus laikasad, kadangi BalticGrid projektas yra nuolat
tobulinamas, tai manau ateityje Si problema bugréSg ir tai pads efektyviau panaudoti laisvus

resursus, o tai, savo ruoZztu, reiks dar greitezdavini skatiavima.

5.4Tyrimo rezultatai

Apibendrinant praktigje darbo dalyje atliktus tyrimus, autorius pateikiamiau suraSytus
pagrindinius gautus rezultatus. Yigirma, remiantis atliktais algoritmtyrimais bei atliktais
bandymais, buvo detaliai iSanalizuoti atrinkti algoai, jvertinant j; skatiavimo laika, paklaidas
bei netiki. Skatiavimo laiko atzvilgiu, geriausiai pasirodlU dekompozicijos algoritmai GESV ir
GETRS, kaip i ATLAS taip ir iS5 LAPACK bibliotek Siek tiek blogesnlaika parod QR
faktorizacija paremtas LAPACK bibliotekos algoritsn@ELS. Panaudojant SVD algorgrELSS
tiesires lygeiu sistemos sprendinys buvo ieSkomas ilgiausiai,tygar GELS algoritmai parad
geriausa rezulta, jei kalbama apie atsakymo tikslajrkadangi i dviejy algoritmy skatiavimo
klaidos buvo maziausios. Panasi situacija buvauimstikties skaiiavimu. Be to, atlikti pirmoje
praktinio darbo dalyje tyrimai parédoptimizuotos bibliotekos ATLAS pranaSgnprie$ kitas
bibliotekas, tokias kaip LAPACK ir BLAS, iirodé, kad kartais gerai optimizuota nuosekli
programa dirba dar greau negu iSlygiagretinta ir paleista ant didesnkai@aus procesot
programos versija.

Antroje tyrimy dalyje buvo atlikti bandymai, kurie leidwertinti triukSmo jtaka galutiniam
tiesiniy lygéiy sistemos sprendiniui. Remiantis gautais rezulatgalima daryti iSvag kad
sprendini; vektorius yra labiau paveikiamas triukSmo dédel matricose ir kuo matrica yra didésn
tuo reikia mazesnio triukSmo, kad sistemos spremsdpasikeist ir atvirk&iai — kuo matrica yra
mazesa tuo didesnio reikia triukSmo, kad tai pavaikfalutin sprendin.
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Panaudojant BalticGrid skaavimo galimybes pavyko, neperraSant nuosgkliprogram
versijy, iSlygiagretinti didels apimties tiesis algebros uzdavini paketo sprendim kas savo

ruoztu leido sumazinti beveik dvigubai bepdzdu@iy skatiavimo laika.



41

ISvados ir rekomendacijos

IS atlikty tyrimy bei atliktos analigs autorius pgjo keliy iSvady, kurios bus iSéstytos Zemiau.
Panaudojant specializuotas tiesin algebros paketus, galima pasiektipidingn uzdu@iu
skaciavimo rezulta. Visy pirma, konkréiai kiekvienam uzdaviniui pritaikytas bei maksinaali
optimizuotas algoritmas leidzia kelis kartus @i@i atlikti dominadius skatiavimus, negu
paraSytos ir neoptimizuotos programos. Esminis iyeatik bibliotekos bei atskiro algoritmo
parinkimas, kadangi, priklausomai nuo algoritmoi dadrdinaliai skirtis uzdavinio sprendimo
efektyvumas. Jei pirmoje vietoje yra sprendinioimaa greitis reikia ieSkoti tarp greitesni
algoritmy, pavyzdziui, paremtus LU dekompozicija, jei domkwo mazesh skatiavimy paklaida
reikéty atkreipti @meg i SVD algoritmus.

Taciau, net panaudojant itin greitus algoritmus, karttn dideliuose projektuose to neuztenka.
Reikia ieSkoti galimybs paskirstyti ska&iavimus tarp keli kompiuteri;, kadangi tik tai gali padi
sumazinti bendr uzdu@iy skatiavimo laika. Lygiagré&iy skatiavimy ir daugiaprocesoriis
sistemos, tokios kaip BalticGrid tinklas, panaunh@s leidzia Zymiai sumazinti bendro uzdawini
paketo skaiavimo laika arba perd pai laiko tarm apdoroti didesnkieki duomen. Tai imanoma
pasiekti tik tuo atveju, jei yra apdorojami i$ tikx dideli duomen kiekiai, kitaip laikas, kuris bus
iSnaudojamas komunikacijai tarp mazggtikrinti bus palyginamai didelis, o tai savo ¥ neleis
pagreitinti uzdavini skatiavimo. PanasSi situacija yra gaunama, kai yra katimai parinktas
proceson skatius arba ne maksimaliai apkrauti visi mazgai. Tiizvelgusi Sias pastabas galima
pasiekti maksimal sistemos naSumo iSnaudojim

Be to, verta pamisi, kad BalticGrid yra patogus, nesunkiai komfigojamas servisas,
leidziantis atlikireti lygiagretius skagiavimus net ir su nuosekliomis programos versijoitnes
nelitinai panaudojant MPlasap. Jei dar ateityje pavyktpatobulinti Grido danp paskirstymo
mechanizm, kuris gre€iau apkraui laisvus mazgus, tai jo populiarumas nuo to tikiga
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Priedas Nr. 1

Tiesiné matricy daugybos realizacija

#include <stdio.h>

#include <time.h>

#define AEilut 350  /* eiluciu skaicius matrjecA */
#define AStulp 300  /* stulpeliu skaicius metije A */
#define BStulp 500  /* stulpeliu skaicius metije B */

main(int argc, char **argv) {
int intsize, dbsize, i, j, k;

int a[AEilut][AStulp], /* matrica A */
b[AStulp][BStulp], /* matrica B */
c[AEilut][BStulp], /* matrica C */
temp;

intsize = sizeof{(int);
dbsize = sizeof(double);

clock_t start = clock();
/I uzpildom matricas duomenimis
for (i=0; i<AEilut; i++) {
for (j=0; j<AStulp; j++) {
a[i][j]= (i +j) / 100;

}

for (i=0; i<AStulp; i++) {
for (j=0; j<BStulp; j++) {
bil[i]= (i *j) / 100;

}

for (k=0; k<BStulp; k++) {
for (i=0; i<AEilut; i++) {
c[i]ik] = 0.0;
for (j=0; j<AStulp; j++) {
} clil(k] = c[i](k] + a[i][i] * b[I[ KI;

}
}

printf("Uztruko laiko: %f\n", ((double)clock@start) / CLOCKS _PER_SEC);

for (j=0; j<BStulp; j++) {
temp = temp + c[AEilut-1][j];
}

printf("%d ", temp);
printf ("\n");
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Priedas Nr. 2

Lygiagreti matric y daugybos realizacija

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#include "mpi.h"

#define AEilut 350 /* eiluciu skaicius miabje A */
#define AStulp_BEilut 300 /* stulpeliu skaiciusatricoje A */
#define BStulp 500 /* stulpeliu skaiciustmicoje B */

#define MASTER 0 /* taskid of first task */

#define FROM_MASTER 1 /* setting a message type
#define FROM_WORKER 2 [* setting a message type
MPI_Status status;

main(int argc, char **argv) {
int numtasks, /* number of tasks in gt */

taskid, [* a task identifier */

numworkers, I* number of worker tasks */

source, /* task id of message source */

proc, /* task id of message destinatibn *

nbytes, /* number of bytes in message */

mtype, /* message type */

intsize, [* size of an integer in bytes */

dbsize, /* size of a double float in ke/té

eilutes, /* Matricos A eilutes siugmos kiekvienam procesoriui */

kiekeil, liko, postumis,
i, j, k, count

int a[AEilut][AStulp_BEilut], /* matrica A */
b[AStulp_BEilut][BStulp], /* matrica B
c[AEilut][BStulp],
temp; /* matrica C */

double mytime;

intsize = sizeof(int);
dbsize = sizeof(double);

MPI1_Init(&argc, &argv);
MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &taskid);
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &numtasks);
numworkers = numtasks - 1;
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/**************************** MASTER *kkkkkkkkk * *kkkkkkhkkk /

if (taskid == MASTER) {

printf("Number of worker tasks = %d\n",nuionkers);
mytime = MPI_Wtime();

/I uzpildom matricas duomenimis
for (i=0; i<AEilut; i++) {

for (j=0; j<AStulp_BEilut; j++) {
a[i][j}= (i +J) / 100;

}

for (i=0; i<AStulp_BEilut; i++) {
for (j=0; j<BStulp; j++) {
b[i]lj]= (i * j) / 100;

}

/* siunciam matricos duomenis skirtingiepnecesioriams */
kiekeil = AEilut/numworkers;

liko = AEilut%numworkers;

postumis =0;

mtype = FROM_MASTER;

for (proc=1; proc<=numworkers; proc++) {
eilutes = (proc <= liko) ? kiekeil+Xkiekeil;

MPI1_Send(&postumis, 1, MPI_INT, proc, mtype, MPI_COMM_WORLD);
MPI1_Send(&eilutes, 1, MPI_INT, proc, mtype, MPI_COMM_WORLD);
MPI1_Send(&a[postumis][0], eilutes*AStuBEilut,MPI_INT, proc, mtype, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Send(&b, AStulp_BEilut*BStulp, MPI_INT, proc, mtype, MPI_COMM_WORLD);

postumis = postumis + eilutes;

}

[* surenka visus duomenis i viena matricel C
mtype = FROM_WORKER;
for (i=1; i<=numworkers; i++) {

source =i;
MPI_Recv(&postumis, 1, MPI_INT, source, mtype, MPI_COMM_WORLD, &stau
MPI_Recv(&eilutes, 1, MPI_INT, source, mtype, MPI_COMM_WORLD, &stajy

MPI_Recv(&c[postumis][0], eilutes*B8p, MPI_INT, source, mtype, MPI_COMM_WORLD, &stal

mytime = MPI_Wtime() - mytime;
printf("Programos vykdymo laikas kompiuter§ed yra %ilf sek..\n",taskid, mytime);

for (j=0; j<BStulp; j++) {
temp = temp + c[AEilut-1][j];
}

printf("%d ", temp);
printf ("\n");
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}
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/**************************** S LAV E *hkkkkkkkkhkk *************************/

if (taskid > MASTER) {

}

mtype = FROM_MASTER;

source = MASTER,

[lprintf ("Master =%d, mtype=%d\n", sourcetype);

MPI_Recv(&postumis, 1, MPI_INSource, mtype, MPI_COMM_WORLD, &status);
MPI_Recv(&eilutes, 1, MPI_IN3ource, mtype, MPI_COMM_WORLD, &status);

MPI_Recv(&a, eilutes*AStulp_BEilut, MPIl_INTBource, mtype, MPI_COMM_WORLD, &status);
MPI_Recv(&b, AStulp_BEilut*BStulp, MPI_INTource, mtype, MPI_COMM_WORLD, &status);

llprintf ("postumis =%d\n", postumis);
lprintf ("eilutes =%d\n", eilutes);
llprintf ("a[0][0] =%e\n", a[0][0]);

for (k=0; k<BStulp; k++) {
for (i=0; i<eilutes; i++) {
c[i]ik] = 0.0;
for (j=0; j<AStulp_BEilut; j++) {
} cli](k] = cfi][k] + afi][i] * b][K];

}
}

mtype = FROM_WORKER;

MPI_Send(&postumis, 1,  MPI_INT, MAER, mtype, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Send(&eilutes, 1, MPIL_INT, MAER, mtype, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Send(&c, eilutes*BStulp,MPI_INT, MASTERitype, MPI_COMM_WORLD);

MPI_Finalize();



