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I�vadas
Atsitiktiniu� procesu� teorijos taikymuose svarbi¡ viet¡ uºima modeliai, apra²an-
tys priklausomas atsitiktiniu� elementu� sekas. Jiems skiriamas didelis d
emesys
tiek taikomojoje, tiek teorinio pobu	dºio literatu	roje. Didel¦ klas¦ tokiu� modeliu�
sudaro Markovo grandin
es, apibr
eºiamos nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu�
atsitiktiniu� elementu� seka (εn, n > 1) ir duotos funkcijos F iteracijomis:

Xn = F (Xn−1, εn), n > 1; (0.1)

£ia X0 yra duotas atsitiktinis elementas, nepriklausantis nuo (εn).
�iame darbe nagrin
ejami apra²yto tipo modeliai, laikant, kad

X grandin
es (Xn, n > 0) bu	senu� aib
e C yra uºdaras baigtiniamat
es normuo-
tosios erdv
es E ku	gis (t.y. C uºdara ir tx ∈ C su visais x ∈ C ir t > 0);

X seka (εn) sudaryta i² nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� ε kopiju�; ε
yra separabilios metrin
es erdv
es W atsitiktinis elementas;

X Borelio funkcija F : C ×W → C yra asimptoti²kai homogenin
e pirmojo
argumento atºvilgiu, t.y. su visais w ∈ W funkcij¡ F (·, w) atitinka ribin
e
homogenin
e funkcija G(·, w), apibr
eºiama lygybe

G(x, w) = lim
t→∞

F (tx, w)
t

, x ∈ C.

Toliau tokias grandines vadinsime asimptoti²kai homogenin
emis. Darbe i²spr¦sti
du uºdaviniai:

X i²siai²kinta, kada egzistuoja stacionarus grandin
es skirstinys;

X C = [0;∞) ir C = R atvejais i²siai²kinta, kada stacionarus skirstinys turi
�sunkias uodegas�.

Aptarsime darbo motyvus. 1992 m. P. Bougerol ir N. Picard [2] nagrin
ejo
tiesini� modeli�

Xn = AnXn−1 + Bn; (0.2)
£ia An yra realioji atsitiktin
e k × k matrica, o Bn � realus atsitiktinis k × 1
vektorius. Jie i�rod
e, kad su tikimybe 1 egzistuoja riba

γ = lim
n→∞

ln‖An · · ·A1‖
n

,

ir pavadino j¡ Liapunovo eksponente. Jie taip pat i�rod
e, kad jei γ < 0, tai (0.2)
grandin
e turi stacionaru� skirstini�, o jei γ > 0, tokio skirstinio n
era. Tiesinis
modelis yra atskiras asimptoti²kai homogenin
es grandin
es atvejis; tod
el natu	ralu
kelti klausim¡, ar egzistuoja analogi²kas stacionarumo kriterijus, kai funkcija
F nebu	tinai tiesin
e pirmojo argumento atºvilgiu. Disertacijoje toks kriterijus
gautas bet kokioms asimptoti²kai homogenin
ems grandin
ems.
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Jei grandin
e turi stacionaru� skirstini�, kyla klausimas, kokios to skirstinio
savyb
es. Pavyzdºiui, kokia tikimyb
es P(‖X‖ > t) asimptotika, kai t →∞ (£ia X
ºymi atsitiktini� element¡, turinti� stacionaru� skirstini�). Ypa£ i�domu	s atvejai, kai
stacionarus skirstinys yra su �sunkia uodega�, t.y. kai auk²£iau para²yta tikimyb
e
yra eil
es t−α su tam tikru α > 0. Tiesiniame modelyje ²i¡ problem¡ nagrin
ejo
H. Kesten [10] bei Pergamentchtchikov ir Klüppelberg [11]. Netiesini� vienmati�
atveji� (C = [0;∞) arba C = R) nagrin
ejo Ch. M. Goldie [6]. Disertacijoje
apibendrinami Ch. M. Goldie rezultatai.

Pirmame disertacijos skyriuje grieºtai apibr
eºtos asimptoti²kai homogenin
es
funkcijos ir i�rodytos pagrindin
es ju� savyb
es. Po to pateikiama serija asimp-
toti²kai homogeniniu� grandiniu� pavyzdºiu�. Antrame skyriuje gaunamos pa-
kankamos s¡lygos, garantuojan£ios asimptoti²kai homogenin
es grandin
es sta-
cionaraus skirstinio egzistavim¡. Nagrin
ejant pirmo skyriaus modelius, patikri-
nama, kiek tos s¡lygos artimos bu	tinoms. Tre£iame skyriuje daroma prielaida,
kad grandin
e turi stacionaru� skirstini� ir tiriamas to skirstinio �uodegos� svoris.
A priede surinkti faktai i² bendrosios neskaidºiu� Markovo grandiniu� teorijos, at-
statymo teorijos bei neneigiamu� matricu� teorijos, kuriais remiam
es pagrindini-
ame disertacijos tekste. B priede sura²yti darbe vartojami trumpiniai. Antrame
ir tre£iame skyriuose s¡vokos ir trumpiniai vartojami be atskiro paai²kinimo.

Disertacijos rezultatai publikuoti dviejuose straipsniuose ([8] ir [9]) ir pris-
tatyti Lietuvos matematiku� draugijos XLIX konferencijoje Kaune (2008 m.) bei
tarptautin
eje tikimybiu� teorijos ir matematin
es statistikos konferencijoje Vilni-
uje (2010 m.).
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1 Asimptoti²kai homogenin
es grandin
es
1.1 Asimptoti²kai homogenin
es funkcijos
Tegu E yra baigtiniamat
e normuota erdv
e su norma ‖·‖. Raide Ē ºym
esime jos
vienta²k¦ kompakti�kacij¡ E ∪ {∞}. Gerai ºinoma, kad Ē metrizuojama ir jei
(xn) ⊂ E, tai xn −−−−→

n→∞
∞ tada ir tik tada, kai ‖xn‖ −−−−→

n→∞
∞.

Jei C ⊂ E, M yra metrin
e erdv
e su metrika d, b ∈ M ir f : C → M , tai
f(x) −−−−→

x→∞
b tada ir tik tada, kai

∀ε > 0 ∃r > 0 ∀x ∈ C (‖x‖ > r ⇒ d(f(x), b) < ε),

arba seku� terminais

∀(xn) ⊂ C (‖xn‖ → ∞⇒ f(xn) → b).

Apibr 
eºimas. Tegu C ⊂ E. Sakome, kad C yra ku	gis, jei tx ∈ C su visais
x ∈ C ir visais t > 0. ♦

1.1 teiginys. Jei f apibr
eºta uºdarame ku	gyje, tai f(x) −−−−→
x→∞

b tada ir tik
tada, kai

xn → x 6= 0, tn →∞⇒ f(tnxn) → b. (1.1)

I�rodymas. I�rodysime bu	tinum¡. Tarkime, f(x) −−−−→
x→∞

b, xn → x 6= 0 ir
tn → ∞. Fiksuokime ε > 0 ir raskime toki� r > 0, kad d(f(x), b) < ε, kai
‖x‖ > r. Taip pat parinkime toki� n0, kad ‖tnxn‖ > r, kai n > n0. Tada
d(f(tnxn), b) < ε, kai n > n0. Taigi f(tnxn) → b.

Pakankamum¡ i�rodysime prie²taros metodu. Tarkime, f(tnxn) → b, kai
xn → x 6= 0 ir tn → ∞, bet f(x) 6→ b, kai x → ∞. Tada atsiras tokia
seka (yn) ⊂ C, art
ejanti i� ∞, kad f(yn) 6→ b. Pastarasis s¡ry²is rei²kia, kad
egzistuoja δ > 0 ir tokia indeksu� seka mn →∞, kad

d(f(ymn), b) > δ

su visais n. Paºym
ekime tn = ‖ymn‖ ir xn = t−1
n ymn . Tada ‖xn‖ = 1 su visais

n. Kadangi aib
e C ∩ {x | ‖x‖ = 1} kompakti²ka, i² (xn) sekos galime i²rinkti
konverguojanti� poseki� (xnk

). Tada tnk
→∞, xnk

→ x 6= 0, bet f(tnk
xnk

) 6→ b.
Gavome prie²tar¡. ¤

Apibr 
eºimas. Tegu C ⊂ E yra uºdaras ku	gis ir F � dar viena normuota
erdv
e. Sakome, kad funkcija f : C → F yra asimptoti²kai homogenin
e, jei
egzistuoja tokia funkcija g : C → F , kad

X xn → x 6= 0, tn →∞⇒ t−1
n f(tnxn) → g(x);

X g(0) = 0. ♦
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Akivaizdu, kad t
era tik viena funkcija, tenkinanti abi s¡lygas. J¡ vadinsime
ribine funkcija, atitinkan£ia f .

Toliau laikysime, kad f yra asimptoti²kai homogenin
e funkcija, o g � j¡
atitinkanti ribin
e funkcija. I�rodysime pagrindines ²iu� funkciju� savybes.

1.2 teiginys. g yra homogenin
e funkcija, t.y. g(tx) = tg(x) su visais x ∈ C ir
t > 0.

I�rodymas. Jei x = 0, lygyb
e akivaizdi. Jei x 6= 0, tai pa
em¦ bet kokias sekas
xn → x ir tn →∞, su bet kokiu t > 0 gausime

g(tx) = lim
n→∞

f(ttnxn)
tn

= lim
n→∞

t
f(ttnxn)

ttn
= tg(x). ¤

Taigi ribin
e funkcija g visi²kai apibr
eºta, jei ºinomos jos reik²m
es aib
eje
S = {x ∈ C | ‖x‖ = 1}. I² tikru�ju�, jei x 6= 0, tai g(x) = ‖x‖g

(
x
‖x‖

)
.

1.3 teiginys. g yra tolydºioji funkcija.

I�rodymas. Fiksuokime x 6= 0 ir ε > 0. Tegu xn → x. Parinkime sek¡
tn →∞ taip, kad su visais n bu	tu� teisinga nelygyb
e

‖t−1
n f(tnxn)− g(xn)‖ <

ε

2
.

Kadangi t−1
n f(tnxn) → g(x), taip pat galime rasti toki� n0, kad su visais n > n0

‖t−1
n f(tnxn)− g(x)‖ <

ε

2
.

Tada su visais n > n0

‖g(xn)− g(x)‖ 6 ‖t−1
n f(tnxn)− g(xn)‖+ ‖t−1

n f(tnxn)− g(x)‖ < ε.

Taigi g tolydi ta²ke x.
Jei (xn) ⊂ C \ {0} art
eja i� 0, tai i² homogeni²kumo ir jau i�rodytos dalies

g(xn) = ‖xn‖g
(

xn

‖xn‖
)

= ‖xn‖O(1) −−−−→
n→∞

0.

Taigi g tolydi ir ta²ke 0. ¤

1.4 teiginys. Jei g(x) 6= 0 su visais x 6= 0, tai

f(x)
‖f(x)‖ −

g(x)
‖g(x)‖ −−−−→x→∞

0, (1.2)

ln‖f(x)‖ − ln ‖g(x)‖ −−−−→
x→∞

0, (1.3)

‖f(x)‖ −−−−→
x→∞

∞. (1.4)
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I�rodymas. Tarkime, xn → x 6= 0 ir tn → ∞. I² g tolydumo ir ho-
mogeni²kumo i²plaukia

f(tnxn)
‖f(tnxn)‖ −

g(tnxn)
‖g(tnxn)‖ =

t−1
n f(tnxn)

‖t−1
n f(tnxn)‖ −

g(xn)
‖g(xn)‖ →

g(x)
‖g(x)‖ −

g(x)
‖g(x)‖ = 0

ir

ln‖f(tnxn)‖ − ln‖g(tnxn)‖
= ln‖t−1

n f(tnxn)‖ − ln‖g(xn)‖ → ln‖g(x)‖ − ln‖g(x)‖ = 0. (1.5)

Pritaik¦ 1.1 teigini� gauname (1.2)�(1.3).
Kadangi ln‖g(tnxn)‖ = ln tn+ln‖g(xn)‖, i² jau i�rodytos dalies ir g tolydumo

i²plaukia
‖f(tnxn)‖ = tn‖g(x)‖eo(1) →∞.

Dar kart¡ pasir
em¦ 1.1 teiginiu gauname (1.4). ¤
Teiginio prielaida g(x) 6= 0 esmin
e. Pavyzdºiui, jei C = [0;∞) ir f(x) = 1

su visais x ∈ C, tai f asimptoti²kai homogenin
e, bet (1.4) s¡ry²is neteisingas.
�iame pavyzdyje g(x) = 0 su visais x.

1.5 teiginys. Tarkime, f1, f2 yra asimptoti²kai homogenin
es funkcijos i² C i�
C. Jei g1(x) 6= 0 su visais x 6= 0, tai f2 ◦ f1 taip pat asimptoti²kai homogenin
e,
o g2 ◦ g1 yra jos ribin
e homogenin
e funkcija.

I�rodymas. Tegu xn → x 6= 0, tn → ∞. Paºym
ekime yn = t−1
n f1(tnxn).

Kadangi yn → g1(x) 6= 0,
f2(f1(tnxn))

tn
=

f2(tnyn)
tn

→ g2(g1(x)). ¤

Ir ²io teigino s¡lyga g1(x) 6= 0 esmin
e. Tegu, pavyzdºiui, C = [0;∞) ir

f1(x) = f2(x) =

{
1/x, kai x 6= 0,

0, kai x = 0.

Tada g1(x) = g2(x) = 0 su visais x. Ta£iau f2

(
f1(x)

)
= x su visais x ir

nors kompozicija asimptoti²kai homogenin
e, bet j¡ atitinkanti ribin
e homogenin
e
funkcija yra g(x) = x, o ne g2 ◦ g1 = 0.

Tiesa, jei f2 apr
eºta kiekvienoje apr
eºtoje aib
eje, s¡lyga g1(x) 6= 0 nebu	tina.
Tegu xn, x, tn ir yn yra tokie pat, kaip 1.5 teiginio i�rodyme; reikia i�sitikinti, kad
t−1
n f2(tnyn) → g2(g1(x)) ir tuo atveju, kai g1(x) = 0, t.y. kad t−1

n f2(tnyn) → 0,
jei yn → 0. Tai akivaizdu, jei (tnyn) seka apr
eºta, nes tada t−1

n f2(tnyn) =
t−1
n O(1) → 0. Jeigu gi ta seka neapr
eºta, tai nemaºindami bendrumo galime
laikyti tn‖yn‖ → ∞ ir zn = yn/‖yn‖ → z 6= 0. Tada

f2(tnyn)
tn

=
f2(tn‖yn‖zn)

tn‖yn‖ ‖yn‖ → g2(z) · 0 = 0.
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1.2 Asimptoti²kai homogeniniu� grandiniu� pavyzdºiai
Nagrin
esime Markovo grandines, apibr
eºiamas (0.1) lygtimis, kuriose C yra uº-
daras ku	gis baigtiniamat
eje normuotoje erdv
eje E, W � separabili metrin
e
erdv
e, F : C × W → C � Borelio funkcija ir (εn, n > 1) � nepriklausomu�
vienodai pasiskirs£iusiu� W elementu� seka, nepriklausanti nuo X0. Grandines
laikysime asimptoti²kai homogenin
emis, t.y. su kiekvienu w funkcija F (·, w) bus
asimptoti²kai homogenin
e. G raide ºym
esime toki¡ funkcij¡ i² C ×W i� C, kad
G(·, w) yra ribin
e homogenin
e funkcija, atitinkanti F (·, w). Kadangi

G(x,w) = lim
n→∞

F (nx,w)
n

,

G yra Borelio funkcija.
Toliau apra²ysime serij¡ literatu	roje nagrin
etu� modeliu�, parodydami, kokia

plati nagrin
ejamu� Markovo grandiniu� klas
e.

1.2.1 Tiesiniai modeliai ir modeliai, suvedami i� tiesinius
Tiesiniu vadinsime modeli�, apra²om¡ lygtimis

Xn = Un + VnXn−1; (1.6)

£ia Xn ir Un yra k× 1 vektoriai, Vn � k× k matricos, visi (Un, Vn) yra neprik-
lausomi, vienodai pasiskirst¦ ir nepriklauso nuo X0. Ai²ku, kad tai yra atskiras
(0.1) atvejis, atitinkantis C ⊂ Rk, W ⊂ Rk ×Mk (£ia Mk � visu� k× k matricu�
aib
e) ir funkcij¡ F , apibr
eºiam¡ lygybe

F (x, (u, v)) = u + vx su x ∈ C ir (u, v) ∈ W .

Jei xn → x 6= 0 ir tn →∞, tai

t−1
n F (tnxn, (u, v)) = t−1

n u + vxn → vx;

tod
el nagrin
ejama grandin
e asimptoti²kai homogenin
e ir

G(x, (u, v)) = vx.

Ku	gis C daºniausiai yra arba visa erdv
e Rk, arba jos dalis R+k, sudaryta i²
neneigiamu� vektoriu� (pastaruoju atveju Un ir Vn turi bu	ti neneigiamos atsitik-
tin
es matricos).

Tiesiniai modeliai labai pla£iai paplit¦. Atskiras tokio modelio atvejis yra
atsitiktinis klaidºiojimas Rk erdv
eje, apibr
eºiamas lygybe

Xn = Xn−1 + εn,

arba AR(1) modelis:
Xn = a0 + a1Xn−1 + εn.
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I� tiesini� modeli� suvedamas ir ²iek tiek bendresnis AR(k) modelis, apra²omas
lygybe

xn = a0 + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k + εn.

Tereikia paºym
eti

Xn =




xn

xn−1

...
xn−k+1


 , Un =




a0 + εn

0
...
0


 , Vn =




a1 · · · ak−1 ak

1 · · · 0 0
... . . . ...

...
0 · · · 1 0


 .

Finansines laiko eilutes dabar populiaru apra²yti GARCH modeliais. Ben-
dras GARCH(p, q) modelis uºra²omas lyg£iu� sistema

xn = σnεn, (1.7)
σ2

n = a0 + a1x
2
n−1 + · · ·+ apx

2
n−p + b1σ

2
n−1 + · · ·+ bqσ

2
n−q; (1.8)

£ia p > 1 ir q > 0 � �ksuoti sveikieji skai£iai, a0, bq > 0, o lik¦ modelio koe�-
cientai neneigiami. Toki� modeli� taip pat galima suvesti i� tiesini�. Paºym
ekime
p̃ = max(p, 2), q̃ = max(q, 2),

Xn =




σ2
n
...

σ2
n−q̃+1

x2
n−1
...

x2
n−p̃+1




ir Un =




a0

0
...
0


 ∈ Rp̃+q̃−1.

Jei q = 0 arba q = 1, laikysime b1 = b2 = 0; jei p = 1, laikysime a2 = 0. Tada
paºym
ej¦

Vn =




b1 + a1ε
2
n−1 b2 · · · bq̃−1 bq̃ a2 · · · ap̃−1 ap̃

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 0 0 · · · 0 0
ε2

n−1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0 1 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 0




gausime, kad Xn tenkina (1.6) lygti�. Matome, kad ²iuo atveju matricos Un, Vn

yra neneigiamos. Jei q = 0, tai (1.7) modelis vadinamas ARCH(p).
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1.2.2 Vienma£iai modeliai
Papras£iausi netiesiniai modeliai yra tie, kuriuose bu	senu� aib
e C sutampa su
pustiese [0;∞). Jie sutinkami i�vairiuose praktiniuose taikymuose. Pateiksime
kelet¡ pavyzdºiu�.

Imkime masinio aptarnavimo sistem¡ G/G/1, kurioje parai²kos ateina mo-
mentais U1+· · ·+Un, o aptarnavimo laikai yra Vn (sekos (Un) ir (Vn) sudarytos i²
nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� neneigiamu� atsitiktiniu� dydºiu�). Jei Xn

yra n-osios parai²kos laukimo eil
eje laikas, tai (ºr. [5], VI skyriaus 9 paragraf¡)

Xn = (Xn−1 + εn)+; (1.9)

£ia εn = Vn−1 − Un. Jei raide Xn ºym
etume bendr¡ sugai²t¡ n-osios parai²kos
laik¡, gautume modeli�

Xn = Vn + (Xn−1 − Un)+. (1.10)

Ai²ku, kad (1.9)�(1.10) yra atskiri bendro modelio atvejai, atitinkantys C =
[0;∞): pirmu atveju W ⊂ R ir F (x,w) = (x + w)+, antruoju � W = (0;∞)2

ir F (x, (u, v)) = v + (x − u)+. Abi grandin
es asimptoti²kai homogenin
es.
Pavyzdºiui, pirmu atveju i² tn →∞, xn → x 6= 0 i²plaukia

t−1
n F (tnxn, w) = t−1

n (tnxn + w)+ = (xn + t−1
n w)+ → x;

taigi G(x,w) = x.
I² (1.10) i²plaukia

eXn = eVnemax(Xn−1−Un,0) = eVn max(eXn−1−Un , 1) = eVn−Un max(eXn−1 , eUn).

Tod
el (1.10) fakti²kai ekvivalentus modeliui

Xn = Vn max(Xn−1, Un).

Jis taip pat yra atskiras bendro modelio atvejis, atitinkantis C = [0;∞), W ⊂
(0;∞)2 ir

F (x, (u, v)) = v max(x, u).

Be to, grandin
e asimptoti²kai homogenin
e ir G(x, (u, v)) = vx.
Letac [13] nagrin
ejo bendresni� modeli�

Xn = Rn + Vn max(Xn−1, Un),

kuris, nesunku pasteb
eti, irgi yra asimptoti²kai homogeninis. Atskiras jo atvejis
yra modelis

Xn = max(Xn−1 − 1, 1)εn, (1.11)
kuri� detaliau i²tirsime kituose skyriuose.

Dar vienas modelis, atitinkantis C = [0;∞) ir W ⊂ (0;∞)3, uºra²omas
lygtimis

Xn = RnXn−1 + Un

√
Xn−1 + Vn. (1.12)
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Jis nagrin
etas darbe [6] (8 skyriuje). �iuo atveju G(x, (r, u, v)) = rx.
Sud
etingesni netiesiniai modeliai gaunami imant C = R. Klüppelberg ir

Borkovec [12] nagrin
ejo modeli�

Xn = aXn−1 + εn

√
b + cX2

n−1; (1.13)

£ia a 6= 0 ir b, c > 0 � �ksuoti modelio parametrai. Matome, kad tai atskiras
bendro modelio atvejis su

F (x,w) = ax + w
√

b + cx2 ir G(x,w) = ax + w
√

c|x|.

(1.13) modeli� galima apibendrinti dviem kryptimis: kitame skyrelyje apibr
e-
²ime daugiamati� jo analog¡; kita vertus, jis yra atskiras netiesinio AR modelio
atvejis. Pastarasis uºra²omas lygtimis

Xn = f1(Xn−1) + f2(Xn−1)εn. (1.14)

Jei ir f1, ir f2 yra asimptoti²kai homogenin
es funkcijos, tai (1.14) grandin
e taip
pat asimptoti²kai homogenin
e. J¡ atitinkanti G funkcija lygi g1(x) + g2(x)w;
£ia gi yra ribin
e homogenin
e funkcija, atitinkanti fi.

Jau min
etame darbe [6] nagrin
eti dar du asimptoti²kai homogeniniai mode-
liai. Pirmas uºra²omas lygtimi

Xn = [Un + VnXn−1] (1.15)

(£ia [x] ºymi skai£iaus x sveik¡j¡ dali�), antrasis � lygtimi

Xn = VnXn−11{|VnXn−1|>|Un|} + Un1{|VnXn−1|<|Un|}. (1.16)

Abiem atvejais G(x, (u, v)) = vx.

1.2.3 HARCH modeliai
1997 m. Müller ir kt. [15] �nansin
ems laiko eilut
ems apra²yti pasiu	l
e HARCH(k)
modeli�, apibr
eºiam¡ lyg£iu� sistema

xn = σnεn, (1.17)

σ2
n = c0 +

k∑

j=1

cj

(
j∑

i=1

xn−i

)2

; (1.18)

£ia c0, . . . , ck � �ksuoti neneigiami modelio parametrai (c0 ir ck � grieºtai
teigiami). Paºym
ej¦

Xn =




xn

...
xn−k+1


 , (1.19)
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(1.17)�(1.18) lyg£iu� sistem¡ uºra²ome (0.1) pavidalu su funkcija F : Rk × R →
Rk, apibr
eºiama lygybe

F (x,w) =




√
c0 +

∑k
j=1 cj

(∑j
i=1 xj

)2

w

x1

...
xk−1




, x =




x1

...
xk


 .

Ai²ku, kad grandin
e (Xn) asimptoti²kai homogenin
e ir

G(x, w) =




√∑k
j=1 cj

(∑j
i=1 xj

)2

w

x1

...
xk−1




. (1.20)

1.2.4 Tiesiniai modeliai su ARCH paklaidomis
1984 m. A. A. Weiss [18] pasiu	l
e tiesinio modelio modi�kacij¡ � AR modeli� su
ARCH paklaidomis. Modelis uºra²omas lyg£iu� sistema

xn = a1xn−1 + · · ·+ akxn−k + σnεn,

σ2
n = b + c1x

2
n−1 + · · ·+ ckx2

n−k.

Modelio parametrai a2, . . . , ak yra bet kokie realieji skai£iai, a1 6= 0, c1, . . . , ck−1

neneigiami, o b ir ck � grieºtai teigiami. Jei Xn apibr
e²ime ta pa£ia (1.19) ly-
gybe kaip ir HARCH atveju, tai (Xn) bus asimptoti²kai homogenin
e Markovo
grandin
e su

F (x,w) =




∑k
i=1 aixi +

√
b +

∑k
i=1 cix2

i w

x1

...
xk−1




ir

G(x,w) =




∑k
i=1 aixi +

√∑k
i=1 cix2

i w

x1

...
xk−1




, x =




x1

...
xk


 .
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2 Stacionarumo s¡lygos
2.1 Pagrindin
e teorema
Nagrin
esime asimptoti²kai homogenin¦ Markovo grandin¦ (Xn), apra²yt¡ anks-
tesniame skyriuje, ir ai²kinsim
es, kada ji turi stacionaru� skirstini�. Naudosime
tuos pa£ius ºymenis, kaip anks£iau. Be to, apibr
e²ime

S = {x ∈ C | ‖x‖ = 1}, R(x,w) = ‖G(x,w)‖, H(x,w) =
G(x,w)
R(x,w)

,

o ε raide ºym
esime atsitiktini� W element¡, turinti� toki� pat skirstini� kaip sekos
(εn) elementai.

Tegu b : W → [0;∞) yra tam tikra Borelio funkcija, tenkinanti s¡lyg¡

E b(ε) < ∞.

Toliau laikysime, kad su visais w ∈ W teisingi tokie s¡ry²iai:
(NZ) G(x,w) 6= 0 su visais x 6= 0;

(M1) M(x, w) = |ln+‖F (x, w)‖ − ln+‖G(x, w)‖| 6 b(w) su visais x;

(M2) sup‖x‖=1|ln R(x,w)| 6 b(w).
I² NZ i²plaukia, kad H(x,w) korekti²kai apibr
eºta su visais x ∈ S.
Kartu su grandine (Xn) nagrin
esime dvi pagalbines sekas (Yn) ir (Zn),

apibr
eºiamas lygyb
emis

Yn = G(Yn−1, εn), n > 1; Zn =
Yn

‖Yn‖ , n > 0. (2.1)

Jei Y0 nepriklauso nuo (εn), (Yn) yra Markovo grandin
e. Laikysime, kad Y0 6= 0
b.v.; tada i² NZ prielaidos Yn 6= 0 b.v. su visais n. Taigi galime laikyti, kad (Yn)
grandin
es bu	senu� aib
e yra C0 = C \ {0}. Tada seka (Zn) apibr
eºta korekti²kai.
Be to, i² homogeni²kumo i²plaukia

Zn =
Yn

‖Yn‖ =
G(Yn−1‖Yn−1‖−1, εn)
R(Yn−1‖Yn−1‖−1, εn)

= H(Zn−1, εn).

Taigi (Zn) taip pat yra Markovo grandin
e su bu	senu� aibe S. Atkreipsime d
emesi�,
kad i² M2 s¡lygos i²plaukia

E|ln R(Z, ε)| < ∞
su bet kokiu atsitiktiniu aib
es S elementu Z.

2.1 teorema. Tarkime, kad (Xn) ir (Yn) yra neskaidºios T-grandin
es, (Xn)
aperiodin
e ir tenkinamos NZ, M1�M2 s¡lygos. Tada (Zn) yra teigiama Hariso
grandin
e. Tegu Z yra nuo ε nepriklausantis S elementas, kurio skirstinys su-
tampa su stacionariu grandin
es (Zn) skirstiniu, ir γ = E ln R(Z, ε). Jei γ < 0,
tai (Xn) yra teigiama Hariso grandin
e; jei γ > 0, ji disipatyvi arba nulin
e.
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I²vada. Su bet kokiu x ∈ S

γ = lim
n→∞

n∑

i=1

ln R(Zi−1(x), εi) b.v.; (2.2)

£ia Z0(x) = x, Zn(x) = H(Zn−1(x), εn).

2.2 Taikymu� pavyzdºiai
Panagrin
esime kai kuriuos modelius i² apra²ytu�ju� 1.2 skyrelyje. Laikysime, kad
atsitiktinio elemento ε skirstinys turi absoliu£iai tolydºi¡ komponent¦, kurios
tankis teigiamas visoje aib
eje W . Beveik visada i² to i²plauks, kad (Xn) ape-
riodin
e ir kad tiek (Xn), tiek (Yn) grandin
e neskaidi Lebego mato siaurinio
atitinkamoje aib
eje (C arba C0) atºvilgiu. Jei F funkcija tolydi x atºvilgiu (i²
1.3 teiginio i²plaukia, kad G visada tolydi x atºvilgiu), tai abi sekos bus Felerio
grandin
es. Tada jos bus neskaidºios T-grandin
es (A.3 teorema) ir norint taikyti
2.1 teorem¡ pakaks patikrinti NZ ir M1�M2 s¡lygas.

Literatu	roje, kurioje nagrin
ejami 1.2 skyrelyje apra²yti modeliai, daugeliu
atveju� stacionaraus skirstinio egzistavimas i�rodomas su silpnesn
emis neskai-
dumo prielaidomis. Tod
el neskaidumo s¡lygas pakomentuosime tik tais atve-
jais, kai originaliuose ²altiniuose jos bus pana²ios i� auk²£iau suformuluot¡sias.
I�rodin
ejant stacionaraus skirstinio egzistavim¡, kartu su neskaidumo s¡lygomis
paprastai formuluojamos ir momentin
es prielaidos. �iuo poºiu	riu 2.1 teorema
beveik visada yra optimali. Tod
el momentines s¡lygas aptarsime kiekvienam
nagrin
ejamam modeliui.

2.2.1 Tiesiniai modeliai
Panagrin
ekime bendr¡ji� tiesini� modeli�, apibr
eºiam¡ (1.6) lygtimis. Tegu Dk

ºymi apgr¦ºiamu� realiu�ju� k × k matricu� aib¦.

2.1 teiginys. Tarkime, kad W = Rk ×Dk. Jei
E ln+‖U‖ < ∞ ir E sup

‖x‖=1

|ln‖V x‖| < ∞,

tai 2.1 teorema pritaikoma (1.6) grandinei. Be to, su tikimybe 1

γ = lim
n→∞

1
n

ln‖Vn · · ·V1‖. (2.3)

I�rodymas. I�rodym¡ suskaidysime i� dvi dalis. I² pradºiu� i�sitikinsime, kad 2.1
teorema pritaikoma, po to i�rodysime (2.3) formul¦.

1 dalis. Tikrinsime NZ ir M1�M2 s¡lygas su funkcija
b(u, v) = ln(1 + ‖u‖) + sup

‖x‖=1

|ln‖vx‖|.

I² momentiniu� teoremos prielaidu� i²plaukia, kad E b(U, V ) < ∞.
NZ. Tegu G(x, (u, v)) = vx = 0. Kadangi v apgr¦ºiama, x = 0.
M1. Fiksuokime x ir w = (u, v). Galimi keturi atvejai:
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X ‖F (x,w)‖ > 1, ‖G(x,w)‖ < 1;

X ‖F (x,w)‖ > 1, ‖G(x,w)‖ > 1;

X ‖F (x,w)‖ < 1, ‖G(x,w)‖ > 1;

X ‖F (x,w)‖ < 1, ‖G(x,w)‖ < 1.

Pirmu atveju

M(x,w) = ln‖F (x, w)‖ 6 ln(‖u‖+ ‖vx‖)
= ln(‖u‖+ ‖G(x,w)‖) 6 ln(1 + ‖u‖).

Antras atvejis i²siskaido i� du: jei ‖F (x,w)‖ > ‖G(x, w)‖, tai

M(x,w) = ln
‖F (x,w)‖
‖G(x,w)‖ 6 ln

‖u‖+ ‖vx‖
‖vx‖ 6 ln(1 + ‖u‖);

jei ‖F (x,w)‖ < ‖G(x,w)‖, tai

M(x,w) = ln
‖G(x,w)‖
‖F (x,w)‖ 6 ln

‖u‖+ ‖u + vx‖
‖u + vx‖ 6 ln(1 + ‖u‖).

Tre£iuoju atveju

M(x,w) = ln‖vx‖ 6 ln(‖u + vx‖+ ‖u‖)
= ln(‖F (x,w)‖+ ‖u‖) 6 ln(1 + ‖u‖).

Ketvirtas atvejis trivialus.
M2 s¡lyga akivaizdºiai patenkinta.
2 dalis. Paºym
ekime

I = {x ∈ Rk | xi ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , k}.

Be standartin
es Rk normos ‖x‖ =
√

x2
1 + · · ·+ x2

k naudosim
es maksimumo
norma ‖x‖∞ = max16i6k|xi|. Kiekvieno I elemento maksimumo norma bus
lygi 1. Jei v yra k × k matrica, tai jos norm¡ apibr
e²ime formule

‖v‖ = sup
‖x‖∞=1

‖vx‖∞ = max
16i6k

(|vi1|+ · · ·+ |vik|
)

= max
x∈I

‖vx‖∞. (2.4)

Tegu

ξn(x) =
1
n

ln‖Vn · · ·V1x‖∞, ir ηn =
1
n

ln‖Vn · · ·V1‖.

Kadangi baigtiniamat
ese erdv
ese visos normos ekvivalen£ios, egzistuoja tokios
teigiamos konstantos c1, c2, kad

c1‖x‖ 6 ‖x‖∞ 6 c2‖x‖.

14



I² £ia i²plaukia

1
n

ln c1 +
1
n

ln‖Vn · · ·V1x‖ 6 ξn(x) 6 1
n

ln c2 +
1
n

ln‖Vn · · ·V1x‖.

Ta£iau

1
n

ln‖Vn · · ·V1x‖ =
1
n

n∑

i=1

ln R

(
Zi−1

(
x

‖x‖
)

, (Ui, Vi)
)

+
1
n

ln‖x‖,

tod
el pagal 2.1 teoremos i²vad¡ (ξn(x)) art
eja i� γ b.v.
I² (2.4) gauname ηn = maxx∈I ξn(x). Kadangi aib
es I elementu� skai£ius

baigtinis, ηn → γ b.v. Gautas s¡ry²is nepriklauso nuo matricos normos parinki-
mo. Norint tuo i�sitikinti, pakanka dar kart¡ pasinaudoti normu� ekvivalentumu
baigtiniamat
ese erdv
ese. ¤

Stipriausias rezultatas, nurodantis tiesinio modelio stacionarumo s¡lygas,
gautas jau min
etame darbe [2]. Momentin
es s¡lygos vektoriui U yra tokios
pat. Matricai V jos silpnesn
es � reikalaujama tik E ln+‖V ‖ < ∞. Vis d
elto
(2.3) formul
e leidºia teigti, kad, esant teisingoms teiginio s¡lygoms, gauname t¡
pa£i¡ stacionariu� (nestacionariu�) modeliu� aib¦, kuri gaunama naudojantis [2]
rezultatais. Tod
el 2.1 teoremoje minimas dydis γ pagri�stai gali bu	ti vadinamas
asimptoti²kai homogenin
es grandin
es Liapunovo eksponente.

2.2.2 Vienma£iai modeliai
Pra
ekime nuo papras£iausio � (1.9) modelio. Prielaidos ε atºvilgiu leidºia
taikyti 2.1 teorem¡, bet ji neduoda lauktos stacionarumo s¡lygos: kadangi ²iuo
atveju Z = 1,

γ = E ln R(Z, ε) = E ln G(Z, ε) = E ln Z = 0.

Ta£iau pradinis modelis nesunkiai transformuojamas i� jam ekvivalentu�, kuriam
mu	su� teorema jau duoda padoru� rezultat¡. Paºym
ekime X̃n = eXn . Tada i²
(1.9) i²plaukia

X̃n = max(ε̃nX̃n−1, 1) (2.5)
su ε̃n = eεn .

2.2 teiginys. Jei (X̃n) apibr
eºiama (2.5) lygtimi ir E|ln ε̃| = E|ε| < ∞, tai 2.1
teorema pritaikoma grandinei (X̃n).

I�rodymas. Patikrinsime NZ ir M1�M2 s¡lygas. Kadangi G̃(x, w̃) = xw̃ ir w̃
gali bu	ti tik teigiamas, G̃(x, w̃) 6= 0 su x 6= 0. M1 s¡lyga taip pat tenkinama. I²
tikro, jei G̃(x, w̃) < 1, tai F̃ (x, w̃) = 1; jei G̃(x, w̃) > 1, tai F̃ (x, w̃) = G̃(x, w̃).
Abiem atvejais M(x, w̃) = 0. M2 s¡lyga akivaizdºiai tenkinama su funkcija
b(w) = |ln w̃|; nelygyb
e E b(ε) < ∞ i²plaukia i² teoremos prielaidos. ¤

Jei X̃ yra atsitiktinis dydis,kurio skirstinys sutampa su stacionariu (X̃n)
skirstiniu, tai X = ln X̃n skirstinys yra stacionarus (1.9) modelio skirstinys,
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ir atvirk²£iai. Tod
el i�rodytas teiginys duoda ir pradinio modelio stacionarumo
s¡lygas. Kadangi Liapunovo eksponent
e (2.5) modelyje yra γ̃ = E ln ε̃ = E ε,
galime daryti i²vad¡, kad (Xn) turi stacionaru� skirstini�, kai E ε < 0, ir neturi
jo, kai E ε > 0. Gavome klasikini� rezultat¡, kuris, tiesa, teisingas ir tuo atveju,
kai nereikalaujame tankio egzistavimo.

Pritaik¦ savo teorem¡ kitiems modeliams, apra²ytiems 1.2.2 skyrelyje, jau
gauname ir nauju� rezultatu�. Prad
esime nuo modeliu� ant pusties
es.

2.3 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.12) lygtimi ir W = (0;∞)3. Jei

E|ln R| < ∞ ir E ln
(

1 +
U√
R

+ V

)
< ∞,

tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei (Xn).

I�rodymas. Patikrinsime NZ ir M1�M2 s¡lygas imdami

b(r, u, v) = ln
(

1 +
u√
r

+ v

)
+ |ln r|.

NZ. Kadangi G(x, (r, u, v)) = rx ir r > 0, NZ s¡lyga tenkinama.
M1. Fiksuojame x ir w = (r, u, v). Kadangi F > G, galimi tik trys atvejai:

X G(x,w) > 1;

X F (x,w) > 1 > G(x,w);

X F (x,w)<1.

Pirmu atveju x > 1
r , tod
el

M(x,w) = ln
rx + u

√
x + v

rx
= ln

(
1 +

u

r
√

x
+

v

rx

)
6 ln

(
1 +

u√
r

+ v

)
.

Antruoju atveju x < 1
r , tod
el

M(x,w) = ln(rx + u
√

x + v) 6 ln
(

1 +
u√
r

+ v

)
.

Tre£ias atvejis trivialus.
M2. �i s¡lyga akivaizdºiai tenkinama. ¤
I²nagrin
eto modelio Liapunovo eksponent
e lygi E ln R. Taigi stacionarus

skirstinys egzistuoja, kai E lnR < 0.
Darbe [6], kuriame nagrin
etas ²is modelis, gautos tokios stacionarumo s¡ly-

gos:
E lnR < 0, E ln+ U < ∞ ir E ln

(
R +

U

2
√

V ′

)
< 0;

£ia V ′ yra V kopija, nepriklausanti nuo R ir U . Matome, kad tre£ia s¡lyga
eliminuoja dali� stacionariu� grandiniu�. I² tikru�ju�, tegu R, U, V yra nepriklausomi
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absoliu£iai tolydu	s teigiami atsitiktiniai dydºiai, E ln R < 0, o U ir V vienodai
pasiskirst¦ su tankiu

f(x) =

{
a+1
2 xa, kai x ∈ (0; 1);

b
2x−b−1, kai x > 1;

£ia a, b > 0 � �ksuoti parametrai. Tada E ln U = 1
2b − 1

2(1+a) . Taigi, jei a

didelis, o b maºas, E lnU > 2 ln 2, o tada

E ln
(

R +
U

2
√

V

)
> E ln

(
U

2
√

V

)
= E ln U − ln 2− 1

2
E ln V

=
1
2

E lnU − ln 2 > 0.

Dabar panagrin
ekime netiesini� AR modeli�, tik laikydami C = [0;∞) ir W =
(0;∞). Atskiras jo atvejis yra (1.11) modelis.

2.4 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.14) lygtimi, su i = 1, 2 funkcija fi

apr
eºta kiekviename intervale [0;∆] ir gi yra ribin
e homogenin
e funkcija, ati-
tinkanti fi. Jei g2(1) > 0 ir E|ln ε| < ∞, tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei
(Xn).

I�rodymas. Parodysime, kad tenkinamos NZ ir M1�M2 s¡lygos su funkcija
b(w) = |ln w|+ const. Prie² prad
edami pasteb
esime, kad jei a > 0, w, b > 0, tai

|ln(a + bw)| 6 const + |ln w|. (2.6)

Nagrin
ejamu atveju G(x, w) = (g1(1) + g2(1)w)x. Kadangi g2(1), w > 0, i²
G(x,w) = 0 i²plaukia x = 0 ir NZ tenkinama. M2 s¡lyga i²plaukia i² (2.6).
Lieka patikrinti M1.

Jei ne tik g2(1), bet ir g1(1) teigiamas, egzistuoja toks ∆, kad

2−1gi(x) 6 fi(x) 6 2gi(x) (2.7)

su i = 1, 2 ir visais x > ∆. Jei g1(1) = 0, raide ∆ paºymime toki� skai£iu�, kad
su x > ∆

f1(x) 6 x ir 2−1g2(x) 6 f2(x) 6 2g2(x). (2.8)
Jei x 6 ∆, tai

M(x,w) 6 max
(
ln+ F (x,w), ln+ G(x,w)

)
6 |ln(a + bw)|

su tam tikromis konstantomis a, b, nes tiek fi, tiek gi funkcijos apr
eºtos [0;∆]
intervale. Taigi pakanka i�sitikinti, kad M(x,w) 6 const + |ln w|, kai x > ∆.
Nagrin
ejame visus galimus atvejus.

Atvejis F (x,w) > 1, G(x,w) > 1. Jei g1(1) > 0, tai i² (2.7)

M(x,w) 6 ln
2g1(x) + 2g2(x)w
g1(x) + g2(x)w

= ln 2;
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jei g1(1) = 0, tai i² (2.8) ir (2.6)

M(x,w) 6 ln
x + 2g2(x)w

g2(x)w
= ln

(
2 +

1
g2(1)w

)
6 const + |ln w|.

Atvejis F (x,w) > 1, G(x,w) < 1. �iuo atveju

x <
1

g2(1)w
.

Tod
el
M(x,w) 6 ln

(
2G(x,w)

)
6 ln 2,

kai g1(1) > 0, ir

M(x,w) 6 ln (x + 2g2(x)w) 6 ln
(

2 +
1

g2(1)w

)
6 const + |ln w|,

kai g1(1) = 0.
Atvejis F (x,w) < 1, G(x,w) > 1. �iuo atveju

x 6 2
g2(1)w

;

tod
el

M(x, w) 6 ln
2(g1(1) + g2(1)w)

g2(1)w
= ln

(
2 +

2g1(1)
g2(1)w

)
6 const + |ln w|.

Atvejis F (x,w) < 1, G(x,w) < 1 trivialus. ¤
I² i�rodyto teiginio i²plaukia, kad jei E|ln ε| < ∞ ir W = (0;∞), tai (1.11)

modeliui pritaikoma 2.1 teorema. Liapunovo eksponent
e tame modelyje lygi
E ln ε. Taigi, modelis turi stacionaru� skirstini�, kai E ln ε < 0, ir neturi jo, kai
E ln ε > 0.

Toliau panagrin
esime modelius, kuriuose C = R. Prad
esime nuo (1.15) mo-
delio.

2.5 teiginys. Jei W = R × (R \ {0}), E|ln V 2| < ∞ ir E ln+|U | < ∞, tai
2.1 teorema pritaikoma (1.15) lygtimi apibr
eºiamai grandinei.

I�rodymas. Kaip ir anks£iau, i² tankio prielaidos i²plaukia, kad tiek (Xn),
tiek (Yn) neskaidi. Tik ²i�kart grandin
es (Xn) neskaidumo matas yra ne Lebego
matas, o tikimybinis matas, sukoncentruotas 0 ta²ke (ji� ºym
esime simboliu δ0).
Be to, ²i�kart F funkcija n
era tolydi x atºvilgiu; tod
el i² pradºiu� i�sitikinsime, kad
(Xn) yra T-grandin
e.

Tegu p yra vektoriaus ε = (U, V ) skirstinio tolydºiosios komponent
es tankis.
Tada

P{F (x, ε) ∈ A} = P{[U + V x] ∈ A} >
{

0, kai 0 6∈ A;
h(x), kai 0 ∈ A;
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£ia
h(x) =

∫∫

u+vx∈(0;1)

p(u, v)dudv su x ∈ R.

Kitaip tariant, grandin
es (Xn) per
ejimo tikimybiu� branduoli� minoruoja bran-
duolys T , apibr
eºiamas lygyb
emis

T (x,A) = h(x)δ0(A), x ∈ R, A ∈ B(R).

Ai²ku, kad T (x,R) > 0 su visais x. Lieka i�sitikinti, kad h yra pusiau tolydi
i² apa£ios. Tai i²plaukia i² Fatu lemos, nes jei xn → x, tai

lim inf h(xn) >
∫∫

lim inf 1(0;1)(u + vxn)p(u, v)dudv

>
∫∫

1(0;1)(u + vx)p(u, v)dudv = h(x).

Lieka patikrinti NZ ir M1�M2 s¡lygas. I�rodysime, kad jos tenkinamos su
funkcija

b(u, v) = ln(2 + |u|) + |ln|v||.
Jei x 6= 0, tai G(x, (u, v)) = vx 6= 0, nes v 6= 0. Taigi NZ s¡lyga patenkinta.

Akivaizdu, kad M2 s¡lyga taip pat patenkinta, ir belieka patikrinti M1.
Tegu {x} ºymi skai£iaus x trupmenin¦ dali�. Fiksuojame x ir w = (u, v) ir

v
el nagrin
ejame visus galimus atvejus.
Atvejis |F (x,w)| > 1, |G(x,w)| > 1. Jei |F (x,w)| > |G(x,w)|, tai

M(x,w) = ln
|u + vx− {u + vx}|

|vx| 6 ln
|u + vx|+ 1

|vx| 6 ln(2 + |u|).

Jei |G(x,w)| > |F (x, w)|, tai

M(x,w) = ln
|vx|

|u + vx− {u + vx}|
6 ln

|u + vx− {u + vx}|+ |u|+ 1
|u + vx− {u + vx}| 6 ln(2 + |u|).

Atvejis |F (x,w)| > 1, |G(x,w)| < 1. �iuo atveju
M(x,w) = ln|u + vx− {u + vx}| 6 ln(|u|+ |vx|+ 1) 6 ln(2 + |u|).

Atvejis |G(x,w)| > 1, |F (x,w)| < 1. Dabar taip pat
M(x,w) = ln|vx| 6 ln(|u + vx− {u + vx}|+ |u|+ 1) 6 ln(2 + |u|). ¤

I²nagrin
eto modelio Liapunovo eksponent
e yra E ln|v|. Taigi stacionarus
skirstinys egzistuoja, kai E ln|v| < 0, ir neegzistuoja, kai E ln|v| > 0.

Darbe [6], kur sutinkamas i²nagrin
etas modelis, momentin
es stacionaraus
skirstinio egzistavimo s¡lygos yra tokios pat. Tiesa, nereikalaujama, kad E ln|v|
bu	tu� baigtinis, t.y. situacija E ln|v| = −∞ galima.

Dabar panagrin
esime (1.16) modeli�. Ji� atitinkanti funkcija F taip pat n
era
tolydi x atºvilgiu.
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2.6 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.16) lygtimi. Jei W = R × (R \ {0}),
E ln+|U | < ∞ ir E|ln V 2| < ∞, tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei (Xn).

I�rodymas. I² funkcijos F pavidalo matyti, kad (Xn) neskaidi Lebego mato
atºvilgiu. I�rodysime, kad ji yra T-grandin
e.

Tegu p yra atsitiktinio vektoriaus ε = (U, V ) skirstinio tolydºios kompo-
nent
es tankis. Su x ∈ R ir A ∈ B(R) paºym
ekime

T (x,A) =
∫∫

u∈A,|u|>|vx|

p(u, v)dudv.

Tada
P{F (x, (U, V )) ∈ A} > P{U ∈ A, |U | > |V x|} > T (x,A).

Ai²ku, kad T (x, ·) yra substochastinis matas ir T (x,R) > 0 su visais x. Be to,
pana²iai kaip ankstesnio teiginio i�rodyme i² Fatu lemos i²plaukia, kad kiekviena
T (·, A) yra pusiau tolydi i² apa£ios funkcija. Taigi T yra tolydºioji komponent
e.

Patikrinsime NZ ir M1�M2 s¡lygas su funkcija

b(u, v) = ln(1 + 2|u|) + |ln|v||.
Jei x 6= 0, tai G(x, (u, v)) = vx 6= 0, nes v 6= 0. Akivaizdu, kad M2 s¡lyga taip
pat patenkinta. Tikrindami M1 �ksuojame x ir w = (u, v) ir v
el perrenkame
esminius atvejus.

Atvejis |F (x,w)| > 1, |G(x,w)| > 1. Jei |F (x,w)| > |G(x,w)|, tai

M(x, w) = ln
|u1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|

|vx| 6 ln(1 + |u|).

Jei |F (x,w)| 6 |G(x, w)|, tai

M(x,w) = ln
|vx1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|
|u1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|

6 ln
|u1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|+ 2|u|

|u1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|
6 ln(1 + 2|u|).

Atvejis |F (x,w)| > 1, |G(x,w)| < 1. Dabar

M(x,w) = ln|u1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}| 6 ln(|u|+ |vx|) 6 ln(1 + |u|).

Atvejis |F (x,w)| < 1, |G(x,w)| > 1. �ia

M(x,w) = ln|vx1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|
6 ln(|u1{|u|>|vx|} + vx1{|u|6|vx|}|+ 2|u|) 6 ln(1 + 2|u|). ¤

I²nagrin
eto modelio Liapunovo eksponent
e lygi E ln|v|. Kaip ir ankstes-
niame modelyje, momentin
es s¡lygos, garantuojan£ios stacionaraus skirstinio
egzistavim¡, sutampa su tomis, kurios pateikiamos originaliame ²altinyje [6].
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1.2.2 skyrelyje esame apibr
eº¦ dar vien¡ modeli�, kurio bu	senu� aib
e sutampa
su tiese:

Xn = aXn−1 + εn

√
b + cX2

n−1.

Ji� i²nagrin
esime tre£iajame skyriuje, iliustruodami uodegos indekso tyrimo metu
gautus rezultatus. �ia tik pamin
esime, kad darbe [12], kur sutinkamas pastara-
sis modelis, visos stacionaraus skirstinio egzistavimo s¡lygos yra stipresn
es nei
tos, kurias duoda 2.1 teorema: reikalaujama, kad ε bu	tu� absoliu£iai tolydus
atsitiktinis dydis su simetriniu tankiu ir baigtine dispersija. Taikydami mu	su�
teorem¡, gauname toki� teigini�.

2.7 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.13) lygtimi. Jei W = R\{0,− a√
c
, a√

c
},

E|ln(a + ε
√

c)2| < ∞, E|ln(a− ε
√

c)2| < ∞ ir E|ln ε2| < ∞,

tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei (Xn).

I�rodymas. Patikrinsime s¡lygas NZ, M1�M2 su funkcija

b(w) =
1
2

(|ln w2|+ |ln(a + w
√

c)2|+ |ln(a− w
√

c)2|) + const.

NZ. Priminsime, kad

G(x, w) = ax + w|x|√c = x(a + sign(x)w
√

c), (2.9)

kur

sign(x) =





−1, kai x < 0;
0, kai x = 0;
1, kai x > 0.

I² teoremos prielaidu� w 6= ± a√
c
. Tod
el G(x,w) = 0 tada ir tik tada, kai x = 0.

M1. Paºym
ekime

g(x, w) = F 2(x, w)−G2(x,w) = bw2 + 2wax(
√

b + cx2 −
√

cx2).

Jei x = 0, tai F 2(x,w) = w2b ir

2M(x, w) 6 |ln F 2(x,w)| 6 |ln b|+ |ln w2|.

Jei x 6= 0 ir wax > 0, tai F 2(x,w) > G2(x, w) ir galimi trys atvejai:

X F 2(x,w) 6 1;

X F 2(x,w) > 1 > G2(x,w)

X G2(x, w) > 1.
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Pirmuoju atveju M(x,w) = 0. Antruoju atveju atsiºvelg¦ i� (2.9) ir tai, kad
sign(a) = sign(x) sign(w), gauname nelygyb¦

|x| < 1
|a|+ |w|√c

.

I² £ia i²plaukia i�vertis

2M(x,w) = ln F 2(x,w) = ln(G2(x,w) + g(x, w))

6 ln(1 + g(x,w)) 6 ln

(
1 + bw2 +

2|a|b√
c(
√

b + cx2 +
√

cx2)

)

6 ln

(
1 + bw2 + 2|a|

√
b

c

)
.

Tre£iuoju atveju

2M(x,w) = ln
F 2(x,w)
G2(x,w)

= ln
(

1 +
g(x,w)

G2(x,w)

)
6 ln(1 + g(x,w))

= ln
(

1 + bw2 +
2waxb√

b + cx2 +
√

cx2

)
6 ln

(
1 + bw2 +

|wa|b√
c

)
.

Dabar tarkime, kad x 6= 0 ir wax < 0. Jei F 2(x,w) > G2(x,w), tai

2M(x,w) = ln
(

F 2(x,w)
max(1, G2(x,w))

)
6 ln(1 + g(x,w)) 6 ln(1 + bw2),

kai F 2(x,w) > 1.
Jei F 2(x,w) < G2(x,w), tai pasteb
ej¦, kad g(x,w) < 0, gauname

2M(x,w) = ln
(

G2(x,w)
max(1, F 2(x,w))

)
6 ln(1− g(x, w))

6 ln(1 + 2|awx|(
√

b + cx2 −
√

cx2)) = ln
(

1 +
2|awx|b√

b + cx2 +
√

cx2

)

6 ln
(

1 +
|aw|b√

c

)
,

kai G2(x,w) > 1. Taigi M1 tenkinama.
M2. Atsiºvelg¦ i� (2.9) matome, kad M2 i²kart i²plaukia i² teoremos prielaidu�.

¤

2.2.3 HARCH modeliai
1.2 skyriuje dav
eme du daugiama£iu� asimptoti²kai homogeniniu� grandiniu� pa-
vyzdºius. �iame skyrelyje, iliustruodami pagrindin
es teoremos taikym¡, i²nag-
rin
esime HARCH proces¡. Bu	tinos ir pakankamos stacionaraus skirstinio egzis-
tavimo s¡lygos ºinomos tik tuo atveju, kai tariama, kad stacionaraus sprendinio
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kvadratas integruojamas (ºr. [4]); neskaidumo prielaidos yra tokios pat kaip ir
tos, kurias keliame mes. Parodysime, kad momentin
e prielaida gali bu	ti ºenkliai
susilpninta.

2.8 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.17)�(1.19) lygtimis. Jei W = R \ {0}
ir E|ln ε2| < ∞, tai (2.1) teorema pritaikoma grandinei (Xn).

I�rodymas. Tikrinsime NZ ir M1�M2 s¡lygas, imdami

b(w) =
1
2
|ln w2|+ const.

NZ. I² (1.20) matyti, kad jei G(x,w) = 0, tai x1 = · · · = xk−1 = 0. Be to, i²
ck > 0 taip pat i²plaukia x1 + · · ·+ xk = 0. Rei²kia, x = 0.

M1. Kadangi ‖F (x,w)‖2 = c0w
2 + ‖G(x,w)‖2 > ‖G(x,w)‖2, galimi trys

atvejai:

X ‖G(x,w)‖ > 1;

X ‖G(x,w)‖ < 1 6 ‖F (x,w)‖;
X ‖F (x,w)‖ < 1.

Pirmu atveju

M(x,w) =
1
2

ln
(

1 +
c0w

2

‖G(x,w)‖2
)

6 1
2

ln
(
1 + c0w

2
)
,

antruoju

M(x,w) =
1
2

ln(c0w
2 + ‖G(x, w)‖2) 6 1

2
ln(1 + c0w

2)

ir tre£iuoju M(x, w) = 0. Belieka pasteb
eti, kad

1
2

ln(1 + c0w
2) 6 1

2
ln(1 + c0) +

1
2

lnmax(1, w2) 6 1
2

ln(1 + c0) +
1
2
|ln w2|.

M2. Vertinsime |ln‖G(x,w)‖|. Paºym
ekime

g(x) =
k∑

j=1

cj

(
j∑

i=1

xi

)2

+
k−1∑

j=1

x2
j ,

g∗ = min
‖x‖=1

g(x), g∗ = max
‖x‖=1

g(x).

Kadangi
min(1, w2)g(x) 6 ‖G(x,w)‖2 6 max(1, w2)g(x),

logaritmav¦ abi puses gauname

−1
2
|ln w2|+ 1

2
ln g(x) 6 ln‖G(x,w)‖ 6 1

2
|ln w2|+ 1

2
ln g(x).
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Rei²kia,
sup
‖x‖=1

|ln‖G(x,w)‖| 6 1
2

lnmax(g∗, g∗) +
1
2
|ln w2|. ¤

Norint i²tirti HARCH(k) stacionarum¡, kai ε tenkina i�rodyto teiginio s¡ly-
gas, reikia apskai£iuoti Liapunovo eksponent¦ γ. Paºym
ekime

γ∗ =
1
2

E inf
‖x‖=1

ln‖G(x, ε)‖2, γ∗ =
1
2

E sup
‖x‖=1

ln‖G(x, ε)‖2

ir
γm(x) =

1
m

m∑

i=1

E ln R(Zi−1(x), εi).

Tada su visais x ∈ S ir m teisingos nelygyb
es γ∗ 6 γm(x) 6 γ∗. Suskai£iav¦
ribas, kai m →∞, ir pasir
em¦ 2.1 teoremos i²vada, gauname

γ∗ 6 γ 6 γ∗. (2.10)

Taigi i² γ∗ < 0 i²plaukia γ < 0, o i² γ∗ > 0 gautume γ > 0. Kitaip tariant,
s¡ry²is γ∗ < 0 yra pakankama, o s¡ry²is γ∗ < 0 �bu	tina stacionaraus sprendinio
egzistavimo s¡lyga.

Jei k = 1, tai γ∗ = γ∗ = 1
2 E ln(c1ε

2) ir tod
el

γ =
1
2

E ln(c1ε
2).

Taigi atveju k = 1 turime i²reik²tini� γ pavidal¡. Jei k > 1, tai panaudoti (2.10)
nelygybes kebliau. I² tikru�ju�, ²iuo atveju

‖G(x,w)‖2 =
k∑

j=1

cj

(
j∑

i=1

xi

)2

w2 +
k−1∑

i=1

x2
i >

k−1∑

i=1

x2
i

ir tod
el γ∗ > 1
2 sup‖x‖=1 ln

∑k−1
i=1 x2

i = 0. Taip pat sunku k¡ nors pasakyti
apie γ∗. Ta£iau atveju k > 1 galime remtis 2.1 teoremos i²vada ir vertinti γ
Monte-Karlo metodu.

Vizualiai 2.8 teiginio iliustracijai atlikome simuliacijas imdami k = 2 ir ε ∼
N(0, 1). Ju� rezultatai atsispindi 1 pav., kuriame nupie²ti dvieju� funkciju� gra�kai.
Abu gra�kai suskaido parametru� (c1, c2) kitimo sriti� i� dvi dalis: parametrams
po gra�ku stacionarus skirstinys egzistuoja, vir² gra�ko � neegzistuoja. Ties
e
c1+2c2 = 1 apibr
eºia stacionaraus kvadratu integruojamo skirstinio egzistavimo
sriti�: [4] darbe parodyta, kad bu	tina ir pakankama tokio skirstinio egzistavimo
s¡lyga yra

c1 + 2c2 <
1

E ε2
.

Lauºt
e gauta vertinant γ Monte-Karlo metodu i�vairioms parametru� (c1, c2)
reik²m
ems, kaip buvo apra²yta auk²£iau.
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pav1.eps

1 pav. Stacionaraus HARCH(2) proceso ir stationaraus kvadratu integruojamo
HARCH(2) proceso egzistavimo sritys

2.3 Pagrindin
es teoremos i�rodymas
Fiksuokime x ∈ C0, x0 ∈ S ir apibr
eºkime keturias sekas:

X0(x) = x, Xn(x) = F (Xn−1(x), εn), n > 1;
Y0(x) = x, Yn(x) = G(Yn−1(x), εn), n > 1;

Z̃n(x) = 1{Xn(x)6=0}
Xn(x)
‖Xn(x)‖ + 1{Xn(x)=0}x0,

Zn(x) =
Yn(x)
‖Yn(x)‖ .

I² M2 s¡lygos i²plaukia E|ln R(Zn(x), ε)| 6 E b(ε) < ∞, tod
el su x 6= 0
galime apibr
eºti funkcijas

γm(x) =
1
m

m∑

i=1

E ln R(Zi−1(x), εi).

Pagrindin
es teoremos i�rodymas remsis tokia lema.

2.1 lema. Jei tenkinamos NZ ir M1�M2 s¡lygos, tai bet kokiam �ksuotam m

E ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖ −mγm(x) −−−−→
x→∞

0. (2.11)

I�rodymas. Paºym
ekime

F0(x) = G0(x) = x, fw = F (·, w), gw = G(·, w)
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ir su n > 1

Fn(x,w1, . . . , wn) = F (Fn−1(x,w1, . . . , wn−1), wn) = fwn ◦ · · · ◦ fw1(x),
Gn(x,w1, . . . , wn) = G(Gn−1(x,w1, . . . , wn−1), wn) = gwn

◦ · · · ◦ gw1(x).

Tada Xn(x) = Fn(x, ε1, . . . , εn) ir Yn(x) = Gn(x, ε1, . . . , εn). I² NZ prielaidos
turime, kad Gn(x,w1, . . . , wn) 6= 0 su visais x 6= 0 ir visais w1, . . . , wn ∈ W ,
tod
el pasir
em¦ asimptoti²kai homogeniniu� funkciju� savyb
emis gauname, kad

X Fn(·, w1, . . . , wn) yra asimptoti²kai homogenin
es, o Gn(·, w1, . . . , wn) �
atitinkamos ribin
es homogenin
es funkcijos;

X ‖Xn(x)‖ −−−−→
x→∞

∞ ir ‖Yn(x)‖ −−−−→
x→∞

∞ b.v.

Norint gauti (2.11), pakanka parodyti, kad visiems j > 1

E|ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Zj−1(x), εj)| −−−−→
x→∞

0.

I�rodym¡ suskaidysime i� tris dalis.
1 dalis. I² (1.3) su visais w ∈ W

ln‖F (x,w)‖ − ln‖G(x,w)‖ −−−−→
x→∞

0.

I² (1.4) gauname, kad pakankamai dideliems ‖x‖
ln‖F (x,w)‖ = ln+‖F (x,w)‖ ir ln‖G(x,w)‖ = ln+‖G(x, w)‖.

Tod
el su visais w ∈ W

ln+‖F (x,w)‖ − ln+‖G(x,w)‖ −−−−→
x→∞

0.

Pasir
em¦ M1 prielaida ir Lebego teorema apie apr
eºt¡ konvergavim¡ gauname
E|ln+‖F (x, ε)‖ − ln+‖G(x, ε)‖| −−−−→

x→∞
0. (2.12)

Jei ‖x‖ > 1, tai

E
∣∣ln+‖G(x, ε)‖ − ln+‖x‖ − ln‖G

(
x

‖x‖ , ε

)
‖
∣∣

= E1{‖G(x,ε)‖61}
∣∣ln‖x‖+ ln‖G

(
x

‖x‖ , ε

)
‖
∣∣

6 ln‖x‖P{‖G(x, ε)‖ 6 1}+ E1{‖G(x,ε)‖61}b(ε).

Antras d
emuo art
eja i� 0, kai x → ∞, nes E b(ε) < ∞, o ‖G(x, ε)‖ → ∞ b.v.
Pirmasis taip pat art
eja i� 0, nes

P{‖G(x, ε)‖ 6 1} = P
{

ln‖G
(

x

‖x‖ , ε

)
‖ 6 − ln‖x‖

}

6 1
ln‖x‖ E1{‖G(x,ε)‖61}

∣∣ln‖G
(

x

‖x‖ , ε

)
‖
∣∣

6 1
ln‖x‖ E1{‖G(x,ε)‖61}b(ε).
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Tod
el
E

∣∣ln+‖G(x, ε)‖ − ln+‖x‖ − ln‖G
(

x

‖x‖ , ε

)
‖
∣∣ −−−−→

x→∞
0.

Atsiºvelg¦ i� (2.12) gauname, kad

E
∣∣ln+‖F (x, ε)‖ − ln+‖x‖ − ln‖G

(
x

‖x‖ , ε

)
‖∣∣ −−−−→

x→∞
0.

2 dalis. Fiksuokime δ > 0 ir parinkime toki� ∆ > 0, kad

sup
‖x‖>∆

E
∣∣ln+‖F (x, ε)‖ − ln+‖x‖ − ln‖G

(
x

‖x‖ , ε

)
‖
∣∣ < δ. (2.13)

Tegu Ej ºymi s¡lygini� vidurki� σ(ε1, . . . , εj) atºvilgiu. I² (2.13) i²plaukia, kad
aib
eje ‖Xj−1(x)‖ > ∆

Ej−1

∣∣ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Z̃j−1(x), εj)
∣∣ < δ.

Kita vertus, M1�M2 prielaidos garantuoja, kad

Ej−1

∣∣ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Z̃j−1(x), εj)
∣∣ 6 ln+ ∆ + 3 E b(εj)

aib
eje ‖Xj−1(x)‖ 6 ∆. Tod
el

E
∣∣ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Z̃j−1(x), εj)

∣∣
6 δ + (ln+ ∆ + 3E b(εj)) P{‖Xj−1(x)‖ 6 ∆} −−−−→

x→∞
δ.

Kadangi δ buvo pasirinktas laisvai,

E
∣∣ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Z̃j−1(x), εj)

∣∣ −−−−→
x→∞

0.

3 dalis. Belieka parodyti, kad

E
∣∣ln R(Zj−1(x), εj)− ln R(Z̃j−1(x), εj)

∣∣ −−−−→
x→∞

0. (2.14)

I² (1.2)
Z̃j−1(x)− Zj−1(x) −−−−→

x→∞
0 b.v.

Funkcijos ln R(·, w), w ∈ W , tolygiai tolydºios kompakte S, tod
el

ln R(Zj−1(x), εj)− ln R(Z̃j−1(x), εj) −−−−→
x→∞

0 b.v.

Pasir
em¦ M2 ir Lebego teorema apie apr
eºt¡ konvergavim¡ gauname (2.14). ¤

2.1 teoremos i�rodymas. I�rodym¡ suskaidysime i� tris dalis. Prie² prad
edami,
pasteb
esime, kad grandin
es (Yn) per
ejimo tikimyb
e P apibr
eºiama funkcija G
ir atsitiktiniu elementu ε. I² tikru�ju�,

P (x, A) = P{Y1 ∈ A} = P{G(x, ε) ∈ A}.
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Taigi su bet kokiu x 6= 0 grandin
es (Yn(x)) per
ejimo tikimyb
e bus tokia pati kaip
ir (Yn), o i² £ia i²plaukia, kad (Yn(x)) irgi bus ϕ-neskaidºios T-grandin
es. Be to,
sekos (Yn(x)) skirstinys sutaps su branduolio P indukuota tikimybe algebroje
B∞:

Px{(y1, y2, . . .) ∈ A} = P{(Y1(x), Y2(x), . . .) ∈ A}, A ∈ B∞.

Tokios pat pastabos galioja ir grandin
ems (Xn), (Xn(x)).
1 dalis. I² pradºiu� parodysime, kad γm(x) → γ ∈ R tolygiai x atºvilgiu.

Tegu ϕ ir T ºymi grandin
es (Yn), atitinkamai, neskaidumo mat¡ ir tolydºi¡
komponent¦. Prisiminkime, kad grandin
es (Yn) bu	senu� aib
e yra C0 = C \ {0},
o simboliu S sutar
eme ºym
eti vienetin¦ sfer¡ {x ∈ C | ‖x‖ = 1}. Apibr
eºkime
funkcij¡ f : C0 → S formule f(x) = x‖x‖−1. I�siveskime dar dvi funkcijas:

ϕ0(A) = ϕ(f−1(A)), T0(x,A) = T (x, f−1(A)), x ∈ C0, A ∈ B(S).

Parodysime, kad ϕ0 ir T0 yra grandin
es (Zn(x)), atitinkamai, neskaidumo matas
ir tolydi komponent
e. Matas ϕ apibr
eºtas C0 poaibiu� σ-algebroje B(C0). I²
£ia i²plaukia, kad ϕ0(S) = ϕ(C0) > 0. Taigi ϕ0 yra netrivialus matas. Jei
ϕ0(A) > 0, tai ϕ(f−1(A)) > 0 ir tod
el atsiras n > 1 su kuriuo

P{Zn(x) ∈ A} = P{Yn(x) ∈ f−1(A)} > 0.

Rei²kia, (Zn(x)) yra ϕ0-neskaidi.
Tegu a(n) yra tikimybinis skirstinys aib
eje {0} ∪ N, tenkinantis s¡lyg¡

∞∑
n=0

a(n) P{Yn(x) ∈ B} > T (x,B), x ∈ C0, B ∈ B(C0).

Su bet kokia A ∈ B(S) ir x ∈ S

∞∑
n=0

a(n) P{Zn(x) ∈ A} =
∞∑

n=0

a(n) P{Yn(x) ∈ f−1(A)} >

T (x, f−1(A)) = T0(x,A).

Be to, T0(·, A) yra pusiau tolydi i² apa£ios ir su visais x ∈ S

T0(x, S) = T (x, f−1(S)) = T (x,C0) > 0.

Taigi (Zn(x)) yra T-grandin
e. Kadangi ji apr
eºta pagal tikimyb¦, pasir
em¦ A.1
ir A.2 teoremomis gauname, kad (Zn(x)) yra teigiama Hariso grandin
e. I² £ia
i²plaukia, kad ji turi vieninteli� invariantini� tikimybini� mat¡ π (A.4 teorema).
Tada i² A.13 teoremos i²plaukia, kad su bet kokia tolydºia funkcija h : S → R
tolygiai x atºvilgiu

1
m

m∑

i=1

E h(Zi−1(x)) −−−−→
m→∞

∫
hdπ.
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Kadangi G(·, w) tolydi, i² M2 prielaidos ir Lebego teoremos apie apr
eºt¡ kon-
vergavim¡ gauname, kad funkcija h(x) = E ln R(x, ε) tolydi aib
eje S. Rei²kia,
γm(x) −−−−→

m→∞
γ tolygiai x atºvilgiu aib
eje S. I² homogeni²kumo i²plaukia, kad

Zn(tx) = Zn(x) su bet kokiais x ∈ S ir t > 0. I² £ia γm(x) = γm(tx) su x ∈ S,
t > 0. Tod
el γm(x) −−−−→

m→∞
γ tolygiai x atºvilgiu aib
eje C0.

2 dalis. Tarkime, kad γ < 0. Parinkime m taip, kad mγm(x) < q < 0 su
visais x 6= 0. Pasir
em¦ 2.1 teorema, galime rasti toki� ∆ > 0, kad

∣∣E ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖ −mγm(x)
∣∣ <

|q|
2

, (2.15)

kai ‖x‖ > ∆. Tada

E ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖ < mγm(x) +
|q|
2

<
q

2
, (2.16)

kai ‖x‖ > ∆. Kita vertus,

sup
x6∆

E
∣∣ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖

∣∣ < ∞. (2.17)

I² tikru�ju�, pasir
em¦ M1�M2 ir nelygybe ln+(uv) 6 ln+ u + ln+ v gauname

E ln+‖Xm(x)‖ 6 E ln+‖G(Xm−1(x), εm)‖+ E b(ε)

6 E ln+‖Xm−1(x)‖+ E ln+‖G(Z̃m−1(x), εm)‖+ E b(ε)

6 E ln+‖Xm−1(x)‖+ 2 E b(ε) 6 · · · 6 ln+‖x‖+ 2m E b(ε).

Rei²kia,

sup
x6∆

∣∣E ln+‖Xk+1(x)‖ − ln+‖x‖∣∣ 6 2 ln+ ∆ + 2(k + 1) E b(ε) < ∞.

Kadangi (Xn) yra aperiodin
e ir neskaidi, (Xmn, n > 0) taip pat yra neskaidi
(A.5 teorema). Kadangi (Xn) yra T-grandin
e, kompakti²kos aib
es yra a-maºos
(A.3 teorema). I² aperiodi²kumo taip pat i²plaukia, kad kiekviena esmin
e aib
e
yra m-maºa (detaliau ºr. [14]: grandin
es periodo konstrukcija psl. 116, teiginio
5.5.7 i�rodymas, lema D.7.4). Tod
el kiekviena kompakti²ka aib
e bus maºa ir
grandinei (Xmn). Dar kart¡ pritaik¦ A.3 teorem¡, gauname, kad (Xmn) yra
T-grandin
e. Tada (2.16)�(2.17) nelygyb
es rei²kia, kad (Xmn) tenkina dreifo
kriteriju� A.6. Tod
el ji yra teigiama Hariso grandin
e ir apr
eºta pagal tikimyb¦
(A.1 ir A.2 teoremos).

Nagrin
ekime sek¡ (Xmn+1, n > 0). I² M1�M2

ln+‖Xmn+1‖ = ln+‖F (Xmn, εmn+1)‖
6 ln+‖G(Z̃mn, εmn+1)‖+ ln+‖Xmn‖+ b(εmn+1).

Kadangi
E ln+‖G(Z̃mn, εmn+1)‖ 6 E b(ε),
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seka (ln+‖G(Z̃mn, εmn+1)‖, n > 0) apr
eºta pagal tikimyb¦. Visi b(εmn+1) vien-
odai pasiskirst¦, tod
el ir ²i seka apr
eºta pagal tikimyb¦. Be to, auk²£iau i�rod
eme,
kad (Xmn) apr
eºta pagal tikimyb¦. I² gauto i�ver£io tada i²plaukia, kad (Xmn+1)
taip pat apr
eºta pagal tikimyb¦. Analogi²kai i�rodoma, kad (Xmn+j) yra apr
eºta
pagal tikimyb¦ su bet kokiu �ksuotu j. Tod
el (Xn) yra apr
eºta pagal tikimyb¦.
Dar kart¡ pritaik¦ A.1 ir A.2 teoremas gauname, kad (Xn) yra teigiama Hariso
grandin
e.

3 dalis. Tarkime, kad γ > 0. Parinkime m ∈ N, q > 0 ir ∆ > 0 taip, kad
q < mγm(x) su visais x ir galiotu� (2.15). Tada

E ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖ >
q

2
,

kai ‖x‖ > ∆. Taip pat pasteb
esime, kad

E
∣∣ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖

∣∣
6 E

∣∣ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖Xm−1(x)‖ − ln R(Zm−1(x), εm)
∣∣

+ E
∣∣ln+‖Xm−1(x)‖ − ln+‖x‖

∣∣ + E b(εm) 6 . . .

6
m∑

j=1

E
∣∣ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Zj−1(x), εj)

∣∣ + m E b(ε).

I�rodin
edami 2.1 lem¡ gavome, kad
m∑

j=1

E
∣∣ln+‖Xj(x)‖ − ln+‖Xj−1(x)‖ − ln R(Zj−1(x), εj)

∣∣ −−−−→
x→∞

0,

tod
el
sup
x>∆

E
∣∣ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖

∣∣ < ∞.

Kita vertus, jei ‖x‖ 6 ∆, tai teisinga (2.17), tod
el
sup
x∈C

E
∣∣ln+‖Xm(x)‖ − ln+‖x‖

∣∣ < ∞.

Kaip ir 2 dalyje, galima parodyti, kad (Xmn, n > 0) yra T-grandin
e. Tada
i²vestos nelygyb
es rei²kia, kad (Xmn) tenkina dreifo kriteriju� A.7 ir tod
el yra
disipatyvi arba nulin
e. Tada tokia pat yra ir grandin
e (Xn) (A.8 teorema). ¤

I²vados i�rodymas. I�rodin
edami 2.1 teorem¡ kartu i�rod
eme, kad bet kokiam
x 6= 0 grandin
e (Zn(x)) yra teigiama Hariso. Tada ((Zn−1(x), εn), n > 1)
taip pat bus teigiama Hariso grandin
e. Jei Z ºymi atsitiktini� element¡, turinti�
stacionaru� (Zn(x)) skirstini�, o ε nepriklauso nuo Z, tai (Z, ε) skirstinys sutaps su
stacionariu ((Zn−1(x), εn)) skirstiniu. I² M2 E|ln R(Z, ε)| < ∞, tod
el grandinei
(Zn−1(x), εn) galime pritaikyti didºiu�ju� skai£iu� d
esni� (A.9 teorema), i² kurio
i²plaukia, kad

1
m

m∑

i=1

ln R(Zi−1(x), εi) −−−−→
m→∞

E lnR(Z, ε) = γ b.v.

¤
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3 Stacionaraus skirstinio uodegos indeksas
�iame skyriuje nagrin
esime asimptoti²kai homogenin¦ grandin¦ (Xn), turin£i¡
stacionaru� skirstini�. Laikysime, kad bu	senu� aib
e vienmat
e (C = [0;∞) arba C =
R) ir mus domins tikimybiu� P{±X > t} asimptotika, kai t → ∞; £ia X ºymi
atsitiktini� dydi�, kurio skirstinys sutampa su stacionariu grandin
es skirstiniu.
Naudosime tuos pa£ius ºymenis, kaip ir ankstesniuose skyriuose.

3.1 Pagrindiniai rezultatai
3.1.1 Grandin
es pusties
eje
Jei C = [0;∞), tai

S = {1}, R(1, ε) = G(1, ε), H(1, ε) = 1.

Taigi Zn = 1 su visais n, o tada Liapunovo eksponent
e γ = E ln G(1, ε), jei tik
tas vidurkis baigtinis.

Nagrin
ejamu atveju pagrindinis rezultatas, apra²antis grandin
es (Xn) uode-
gos svori�, buvo gautas darbe [6].

3.1 teorema. ([6], 2.4 i²vada) Tarkime, kad Liapunovo eksponent
e γ < 0,
atsitiktinio dydºio ln G(1, ε) skirstinys yra nearitmetinis ir egzistuoja toks α > 0,
kad

E Gα(1, ε) = 1, E Gα(1, ε)|ln G(1, ε)| < ∞ (3.1)
ir

E|Fα(X, ε)−Gα(X, ε)| < ∞. (3.2)
Tada

t−α P{X > t} −−−→
t→∞

κ

su κ = (mα)−1 E[Fα(X, ε)−Gα(X, ε)] ir m = E Gα(1, ε) ln G(1, ε).

Tam, kad egzistuotu� α, tenkinantis (3.1), pakanka, kad egzistuotu� β > 0 su
E Gβ(1, ε) ∈ (1;∞) (ºr. 3.1 lemos i�rodym¡). Ta£iau (3.2) s¡lygos tikrinimas pa-
prastai yra gana sud
etingas uºdavinys, nes daºniausiai sunku arba nei�manoma
i²reik²ti X per sekos (εn) narius. Mu	su� pasiu	lytas kriterijus palengvina ²i�
uºdavini�, nes remiasi tik ºinoma funkcijos F i²rai²ka.

3.1 teiginys. Tarkime, (Xn) yra neskaidi T-grandin
e, Liapunovo eksponent
e
neigiama ir α tenkina (3.1) s¡lygas. Jei egzistuoja tokie 0 < θ < θ1 < α, kad su
visais ∆ > 0

(F1) sup06x6∆ E Fα(x, ε) < ∞,

(F2) supx>∆ x−θ1 E F θ1(x, ε) < ∞,

(F3) supx>∆ x−θ E
∣∣Fα(x, ε)−Gα(x, ε)

∣∣ < ∞,
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tai grandin
e yra teigiama rekurentin
e ir galioja (3.2) s¡lyga.

Jei α 6 1, tai F3 s¡lyg¡ galima pakeisti bet kuria i² s¡lygu�

(F3a) supx>∆ x−θ E
∣∣F (x, ε)−G(x, ε)

∣∣α < ∞;

(F3b) supx>∆ x−θ E Gα−1(x, ε)
∣∣F (x, ε)−G(x, ε)

∣∣ < ∞.

Tai i²plaukia i² nelygybiu�

|aα − bα| 6 |a− b|α, |aα − bα| 6 bα−1|a− b|, (3.3)

kurios teisingos su visais a, b > 0. Jei α > 1, tai i² nelygyb
es

|aα − bα| 6 α2α−1
(
bα−1|a− b|+ |a− b|α)

(3.4)

i²plaukia, kad F3 galime pakeisti abiem s¡lygomis F3a ir F3b kartu.

3.1.2 Grandin
es ties
eje
Dabar suformuluosime pagrindin¦ skyriaus teorem¡. Laikysime, kad grandin
es
bu	senu� aib
e C = R ir kad tenkinama NZ s¡lyga: G(x, w) 6= 0 su visais x 6= 0.
Tada

S = {−1, 1}, R(x,w) = |G(x,w)| ir H(x,w) = sign G(z, w);

£ia

sign(x) =





−1, kai x < 0;
0, kai x = 0;
1, kai x > 0.

Laikysime, kad grandin
es (Zn) per
ejimo tikimybiu� matrica yra teigiama, t.y.
visi jos elementai yra teigiami. Z raide ºym
esime atsitiktini� S element¡, turinti�
stacionaru� (Zn) skirstini�. Tada Liapunovo eksponent
e γ = E ln R(Z, ε), jei tik
tas vidurkis baigtinis.

Imkime neneigiam¡ α. Jei ERα(±1, ε) < ∞, tai apibr
eºkime

Qα(z, z′) = E Rα(z, ε)1{H(z,ε)=z′}, (z, z′) ∈ S × S.

Funkcij¡ Qα galima traktuoti kaip 2× 2 matric¡. Kai α = 0,

Q0 =
(

P{H(−1, ε) = −1} P{H(−1, ε) = 1}
P{H(1, ε) = −1} P{H(1, ε) = 1}

)

sutampa su grandin
es (Zn) per
ejimo tikimybiu� matrica. Kadangi Q0(z, z′) = 0
tada ir tik tada, kai Qα(z, z′) = 0, visos matricos Qα taip pat yra teigiamos.

Tegu ρα ºymi matricos Qα spektrini� spinduli�. Tada ρα yra tos matricos
tikrin
e reik²m
e ir egzistuoja tokie teigiami skai£iai rα(±1), πα{±1}, kad

rα =
(

rα(−1)
rα(1)

)
ir πα =

(
πα{−1} πα{1}

)

32



yra, atitinkamai, de²inysis ir kairysis matricos Qα tikrinis vektorius, atitinkantis
tikrin¦ reik²m¦ ρα (A.19 teorema). Nemaºindami bendrumo galime laikyti, kad
πα{−1} + πα{1} = 1 ir παrα = 1. Toliau i� rα ºiu	r
esime kaip i� funkcij¡, o i� πα

� kaip i� tikimybini� mat¡ aib
eje S.

3.2 teorema. Tarkime, kad
(i) neegzistuoja d ∈ R, su kuriuo ln R(1, ε) ir ln R(−1, ε) skirstiniai bu	tu�

sukoncentruoti gardel
eje dZ;
(ii) Liapunovo eksponent
e yra neigiama;
(iii) egzistuoja toks α > 0, kad matrica Qα korekti²kai apibr
eºta, ρα = 1 ir

su visais z ∈ S
ERα(z, ε)|ln R(z, ε)| < ∞. (3.5)

Jei, be to,

(X1) E|X|θ < ∞ su tam tikru 0 < θ < α,

(X2a) E
∣∣|F (X, ε)|α − |G(X, ε)|α

∣∣ < ∞,

(X2b) E
[|F (X, ε)|α + |G(X, ε)|α]

1{F (X,ε)G(X,ε)<0} < ∞,

tai su visais z ∈ S

tα P{sign X = z, |X| > t} −−−→
t→∞

κ(z)

su tam tikrais κ(z) ∈ [0;∞).

3.1 pastaba. Teoremoje minimos ribin
es konstantos gali bu	ti uºra²ytos pavi-
dalu

κ(z) =
πα{z}
mα

∑

z′∈S

rα(z′) E
([

z′F (X, ε)
]+α − [

z′G(X, ε)
]+α

)
,

kur x+α rei²kia (x+)α ir

m =
∑

z∈S

πα{z}ERα(z, ε)rα(H(z, ε)) ln R(z, ε).

Jei G(−1, ε) d= −G(1, ε), tai Qα =
(

a b
b a

)
su

a = ERα(1, ε)1{H(1,ε)=1} ir b = E Rα(1, ε)1{H(1,ε)=−1}.

Nesunku i�sitikinti, kad tada

ρα = a + b, πα =
(

1
2

1
2

)
, rα =

(
1
1

)
.

Tod
el
κ(1) = κ(−1) =

1
2αm

E
(|F (X, ε)|α − |G(X, ε)|α)

(3.6)
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su m = E Rα(1, ε) ln R(1, ε).
Jei G(−1, ε) d= G(1, ε) tai

Qα =
(

b a
b a

)
, ρα = a + b, πα =

(
a

a+b
b

a+b

)
, rα =

(
1
1

)

su tais pa£iais a ir b. Taigi (3.6) teisinga ir ²iuo atveju. ♦

3.2 pastaba. Lygyb
e G(−1, ε) d= −G(1, ε) svarbi dar vienu aspektu. Jei ji
teisinga, tai i² homogeni²kumo bei X ir ε nepriklausomumo

P{X < 0, G(X, ε) ∈ B} = P{X < 0, |X|G(−1, ε) ∈ B}
= P{X < 0, XG(1, ε) ∈ B}

ir
P{X > 0, G(X, ε) ∈ B} = P{X > 0, XG(1, ε) ∈ B}

su bet kokia Borelio aibe B. Kitaip sakant, su visomis B

P{G(X, ε) ∈ B} = P{XG(1, ε) ∈ B},
o tai rei²kia, kad G(X, ε) d= XG(1, ε). Tod
el ²iuo atveju 3.2 teorema sutampa
su pagrindiniu [6] rezultatu (2.4 i²vada), kuris, tiesa, i�rodomas be X1 prielaidos.
Jei G(−1, ε) ir −G(1, ε) skirstiniai nesutampa, tai mu	su� teorema nei²plaukia
i² [6] rezultato. I² tikru�ju�, visais darbe [6] nagrin
etais atvejais κ(−1) = κ(1),
o ²i lygyb
e, kaip matome i² anks£iau pateiktos κ i²rai²kos, nebu	tinai teisinga
bendruoju atveju. ♦

Tam,kad egzistuotu� α su ρα = 1, pakanka, kad egzistuotu� β > 0 su ρβ > 1.
Pastarosios nelygyb
es patikrinimui galima pasinaudoti ºinomais spektrinio spin-
dulio i�ver£iais i² apa£ios. Pavyzdºiui, taikydami A.20�A.21 teoremas, gauname

ρθ > max
z∈S

Qθ(z, z) ir ρθ > min
z∈S

∑

z′∈S

Qθ(z, z′).

Taigi pakanka rasti β, kuriam E Rβ(z, ε)1{H(z,ε)=z} ∈ (1;∞) su �ksuotu z ∈ S

arba E Rβ(z, ε) ∈ (1;∞) su visais z ∈ S.
Kitas mu	su� teiginys palengvina X1�X2 s¡lygu� tikrinim¡.

3.2 teiginys. Tarkime, kad (Xn) yra neskaidi T-grandin
e, Liapunovo ekspo-
nent
e neigiama ir ρα = 1. Jei egzistuoja tokie 0 < θ < θ1 < α, kad su visais
∆ > 0 ir visais z ∈ S

(F1) sup06t6∆ E
∣∣F (tz, ε)

∣∣α < ∞,

(F2) supt>∆ t−θ1 E
∣∣F (tz, ε)

∣∣θ1
< ∞,

(F3a) supt>∆ t−θ E
∣∣|F (tz, ε)|α − |G(tz, ε)|α∣∣ < ∞,

(F3b) supt>∆ t−θ E
[|F (tz, ε)|α + |G(tz, ε)|α]

1{F (tz,ε)G(tz,ε)<0} < ∞,
tai grandin
e (Xn) yra teigiama rekurentin
e ir galioja X1�X2 nelygyb
es.

34



3.2 Taikymu� pavyzdºiai
I²nagrin
esime kelis modelius, apra²ytus ankstesniuose skyreliuose, kartu aptar-
dami esminius taikymu� aspektus. Laikysime, kad visais nagrin
ejamais atvejais
atsitiktinis elementas ε turi absoliu£iai tolydºi¡ komponent¦ su tankiu, teigiamu
visoje aib
eje W . D
el to visuose nagrin
ejamuose modeliuose (Xn) yra neskaidi
(Lebego mato atºvilgiu aib
eje C) aperiodin
e T-grandin
e (ºr. A.3 teorem¡),
atsitiktiniu� dydºiu� ln R(±1, ε) skirstiniai n
era aritmetiniai ir (Zn) grandin
es
per
ejimo tikimybiu� matrica teigiama. Taip pat laikysime, kad E|ln R(±1, ε)| <
∞ ir, rei²kia, Liapunovo eksponent
e egzistuoja (ºr. 2.1 teoremos i�rodym¡). Pa-
pildomas prielaidas formuluosime nagrin
edami atskirus modelius.

3.2.1 Grandin
es pusties
eje
Prad
esime nuo modelio, apibr
eºiamo (1.12) lygtimi.

3.3 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.12) lygtimi, W = (0;∞)3 ir α > 0
toks, kad

E Rα = 1, E Rα|ln R| < ∞.

Jei Liapunovo eksponent
e E ln R neigiama ir E Uα < ∞, EV α < ∞, tai 3.1
teorema pritaikoma grandinei (Xn).

I�rodymas. Patikrinsime 3.1 teiginio s¡lygas. I² £ia i²plauks, kad tenkinama
(3.2) s¡lyga. Likusios 3.1 teoremos s¡lygos akivaizdºiai patenkintos.

Fiksuokime max(α
2 , α − 1

2 ) < θ < θ1 < α ir ∆ > 0. Atsitiktiniai dydºiai,
turintys baigtini� r-os eil
es moment¡, sudaro tiesin¦ erdv¦, tod
el

sup
06x6∆

EFα(x, ε) 6 E(∆R +
√

∆U + V )α < ∞

ir

sup
x>∆

x−θ1 EF θ1(x, ε) 6 E
(

R +
U√
∆

+
V

∆

)θ1

< ∞.

Taigi F1�F2 s¡lygos tenkinamos. Nor
edami patikrinti F3, patikrinsime F3a ir
F3b. F3b teisingumu i�sitikinsime tik tuo atveju, kai α > 1, nes, kaip min
eta
3.1.1 skyrelyje, abi s¡lygos reikalingos tik tada, kai α > 1.

Kadangi F (x, (r, u, v))−G(x, (r, u, v)) =
√

xu + v,

sup
x>∆

x−θ E|F (x, ε)−G(x, ε)|α 6 ∆−(θ−α
2 ) E

(
U +

V√
∆

)α

< ∞

ir F3a s¡lyga patenkinta. Jei α > 1, tai i² Hiolderio nelygyb
es

sup
x>∆

x−θ E Gα−1(x, ε)|F (x, ε)−G(x, ε)| 6 ∆α− 1
2−θ E Rα−1

(
U +

V√
∆

)

6 ∆α− 1
2−θ (ERα)

α−1
α

(
E

(
U +

V√
∆

)α) 1
α

< ∞. ¤
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Analizuojant i�rodym¡ galima pasteb
eti, kad esmini� vaidmeni� tikrinant F3
suvaidino skirtumo F (x,w)−G(x, w) eil
e. Nesunku i�rodyti, kad jei

|F (x,w)−G(x,w)| 6 cxσp(w)

su σ < 1 ir funkcija p, tenkinan£ia s¡lygas E pα(ε) < ∞ ir E Gα−1(1, ε)p(ε) < ∞
(kai α < 1, pakanka vienos i² ²iu� s¡lygu�), tai F3 tenkinama imant θ ∈ (σα; α)
arba θ ∈ (α− 1 + σ; α).

Kitas svarbus klausimas � ar ribin
e konstanta teigiama. I²nagrin
etu atveju
κ > 0, nes F (x, (r, u, v)) > G(x, (r, u, v)) su visais x > 0 ir (r, u, v) ∈ W (ºr.
ribin
es konstantos i²rai²k¡). Bendruoju atveju situacija kur kas sud
etingesn
e.
Pailiustruosime tai nagrin
edami (1.11) modeli�.

3.4 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.11) lygtimi. Jei W = (0;∞), egzis-
tuoja α > 0, kuriam

E εα = 1, E εα|ln ε| < ∞,

ir Liapunovo eksponent
e E ln ε yra neigiama, tai 3.1 teorema pritaikoma gran-
dinei (Xn).

I�rodymas. Pakanka pasteb
eti, kad

|F (x,w)−G(x, w)| =
{
|1− x|w, kai x ∈ (0; 2),
w, kai x > 2.

Tada i² momentiniu� prielaidu� i²plaukia, kad pritaikomas 3.1 teiginys ir tod
el
(3.2) s¡lyga patenkinta. Kitos 3.1 teoremos s¡lygos akivaizdºios. ¤

(1.11) modelis i�domus tuo, kad tam tikrais atvejais, jo ribin
e konstanta
lygi nuliui. I² tikru�ju�, imkime ε, pasiskirs£iusi� tolygiai intervale (0; 2). Tada
P{ε ∈ (0; 2)} = 1 ir E ε = 1. Nesunku matyti, kad stacionarus (Xn) skirstinys
sutampa su ε skirstiniu (t.y. galime imti X

d= ε), visos 3.1 teoremos s¡lygos
patenkintos, bet κ = 0. Klausimas ar visada konstanta teigiama, kai ε skirstinys
n
era sukoncentruotas intervale (0; 2), lieka atviras.

I²nagrin
etas pavyzdys rodo, kad kartu su 3.1 teorema reikalingas ir metodas
nelygybei κ > 0 i�rodyti. Apra²ysime vien¡ i² tokiu� metodu�.

Tegu (Xn) yra grandin
e, kuriai pritaikoma 3.1 teorema. Paºym
ekime jos
stacionaru� skirstini� raide π. Jei g ∈ L1(π) ir su visais x

E [Fα(x, ε)−Gα(x, ε)] > E g(F (x, ε))− g(x), (3.7)
tai ribin
e konstanta teigiama. I² tikru�ju�, suintegrav¦ abi puses π atºvilgiu,
gauname

κ = E [Fα(X, ε)−Gα(X, ε)] > E g(F (X, ε))− E g(X).

Belieka pasteb
eti, kad skirtumas de²in
eje pus
eje lygus 0, nes F (X, ε) d= X.
Kadangi E Gα(x, ε) = xα su visais x, (3.7) gali bu	ti perra²yta taip:

E Fα(x, ε)− xα > E g(F (x, ε))− g(x). (3.8)
Pailiustruosime metodo taikym¡, tirdami atskir¡ (1.11) modelio atveji�.
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3.5 teiginys. Tegu tenkinamos 3.4 teiginio s¡lygos. Jei α = 1 ir E ε ln ε > ln 2,
tai ribin
e konstanta teigiama.

I�rodymas. I�rodysime (3.8) nelygyb¦ imdami g(x) = c−1xθ su specialiai
parinktais θ ∈ (0; 1) ir c > 0. I�rodym¡ suskaidysime i� dvi dalis.

1 dalis. Paºym
ekime

ϕ(θ) = E
(ε

2

)θ

, θ ∈ (0; 1].

Tai diferencijuojama funkcija ir

ϕ′(θ) = E
(ε

2

)θ

ln
ε

2
.

I�stat¦ θ = 1 gauname

ϕ′(1) =
1
2

E ε ln
ε

2
=

1
2
(E ε ln ε− E ε ln 2) =

1
2
(E ε ln ε− ln 2) > 0.

Tod
el ϕ did
eja 1 aplinkoje ir egzistuoja toks θ ∈ (0; 1), kad ϕ(θ) < ϕ(1) = 1
2 . I²

£ia
E εθ <

2θ

2
. (3.9)

2 dalis. Paimkime bet koki� θ ∈ (0; 1), su kuriuo teisinga (3.9) nelygyb
e,
paºym
ekime q = E εθ ir paimkime bet koki� c ∈

(
q; 2θ

2

)
. Apibr
eºkime

h(x) = E F θ(x, ε)− xθ − c E F (x, ε) + cx.

Reikia i�rodyti, kad h(x) < 0 su visais x > 0.
Jei x 6 2, tai

h(x) = q − xθ − c + cx.

Kadangi h′′(x) = −θ(θ−1)xθ−2 > 0, h i²kila intervale [0; 2] ir didºiausi¡ reik²m¦
i�gyja viename i² intervalo galu�. Bet h(0) = q − c, h(2) = q − 2θ + c ir

h(0)− h(2) = 2θ − 2c > 0.

Tod
el su visais x ∈ [0; 2]

h(x) 6 h(0) = q − c < 0.

Jei x > 2, tai
h(x) = q(x− 1)θ − xθ + c.

Prilygin¦ i²vestin¦ 0, gauname

qθ(x− 1)θ−1 = θxθ−1.
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I²sprend¦ ²i¡ lygti�, randame ekstremumo ta²k¡ x0 = 1

1−q
1

1−θ
. D
el q parinkimo

x0 ∈ (0; 2). I² tikru�ju�,

1

1− q
1

1−θ

< 2 ⇐⇒ 1
2

< 1− q
1

1−θ ⇐⇒ q
1

1−θ <
1
2
⇐⇒ q <

2θ

2
.

Tod
el intervale (2;∞) funkcija h yra monotoni²ka ir didºiausi¡ reik²m¦ i�gyja
viename i² galu�. Kadangi h(∞) = −∞,

h(x) 6 h(2) < 0,

kai x > 2. ¤
Atkreipsime d
emesi� i� funkcijos g parinkim¡ i�rodytame teiginyje. Esmini�

vaidmeni� £ia suvaidimo tai, kad

EF θ(x, ε)− xθ ∼ E Gθ(x, ε)− xθ = xθ(E Gθ(1, ε)− 1),

o EGθ(1, ε) ∈ (0; 1), kai θ ∈ (0; α). Pastarasis s¡ry²is teisingas visuose modeli-
uose (ºr. 3.1 lem¡); tod
el tinkamai parinkus c ir θ galima tik
etis, kad funkcija
g(x) = cxθ duos reikiam¡ rezultat¡.

3.2.2 Grandin
es ties
eje
Iliustruodami rezultatus C = R atveju, taip pat i²nagrin
esime por¡ modeliu�.
Prad
esime nuo tiesinio modelio

Xn = Un + VnXn−1. (3.10)

3.6 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (3.10) lygtimi, W = R × (R \ {0}) ir
egzistuoja toks α > 0, kad

E|V |α ln+|V | < ∞, E|V |α = 1, E|U |α < ∞.

Jei Liapunovo eksponent
e E ln|V | ∈ (−∞; 0), tai 3.2 teorema pritaikoma gran-
dinei (Xn).

I�rodymas. Pakanka patikrinti 3.2 teiginio s¡lygas. Fiksuokime ∆ > 0 ir
max(0, α− 1) < θ < θ1 < α. Tada bet kokiam z ∈ S

sup
06t6∆

E|U + V zt|α 6 E(|U |+ ∆|V |)α < ∞,

sup
t>∆

t−θ1 E|U + V zt|θ1 6 E
(|U |∆−1 + |V |)θ1

< ∞,

nes U ir V turi baigtinius α eil
es momentus. Lieka patikrinti F3a ir F3b s¡lygas.
Prad
ekime nuo F3a. Kadangi

|F (tz, (u, v))−G(tz, (u, v))| = |u|,

38



pasir
em¦ (3.3)�(3.4) nelygyb
emis gauname

||F (tz, (u, v))|α − |G(tz, (u, v))|α| 6
{
|u|α, kai α 6 1,

α2α−1
(|vt|α−1|u|+ |u|α)

, kai α > 1.

Tod
el

sup
t>∆

t−θ E||F (tz, (U, V ))|α − |G(tz, (U, V ))|α| 6
{

∆−θ E|U |α, kai α 6 1,

α2α−1
(
∆α−θ−1 E|V |α−1|U |+ ∆−θ E|U |α)

, kai α > 1.

Jei α > 1, tai i² Hiolderio nelygyb
es E|V |α−1|U | 6 (E|V |α)
α−1

α (E|U |α)
1
α . Taigi

F3a s¡lyga patenkinta. Dabar pereikime prie F3b.
Jei F (tz, (u, v))G(tz, (u, v)) < 0, tai

u + vzt > 0, vzt < 0 arba u + vzt < 0, vzt > 0.

Pirmu atveju gauname u > 0 ir −vzt = |vzt| < u, tod
el

|F (zt, (u, v))|α + |G(zt, (u, v))|α < 2|u|α.

Tas pats i�vertis teisingas ir antruoju atveju. Taigi supremumas kair
eje F3b
nelygyb
es pus
eje nevir²ija 2E|U |α < ∞. ¤

Tiesinis modelis nagrin
etas darbe [6]. Momentin
es s¡lygos ten sutampa su
tomis, kurios nurodytos i�rodytame teiginyje. Tiesa, neskaidumo s¡lygos yra
silpnesn
es ir nereikalaujama, kad Liapunovo eksponent
e bu	tu� baigtin
e.

Kaip ir modeliu� pusties
eje atveju, svarbu i²siai²kinti, ar ribin
es konstantos
teigiamos. Darbe [6] i�rodyta, kad jos teigiamos tada ir tik tada, kai su visais
c ∈ R

P{U = (1− V )c} < 1. (3.11)
Taip pat gauta ir ribiniu� konstantu� i²rai²ka:

κ(−1) = κ(1) =
1

2αm
E[|U + V X|α − |V X|α],

£ia m = E|V |α ln|V |. Pastarasis rezultatas i²plaukia ir i² 3.2 pastabos, nes
G(x, (u, v)) = vx ir tod
el G(−1, (u, v)) = −v = −G(1, (u, v)).

Ribiniu� konstantu� tyrimui galima pasiu	lyti metod¡, analogi²k¡ apra²ytam
tiriant modelius pusties
eje. Jei (Xn) yra asimptoti²kai homogenin
e grandin
e su
stacionariu skirstiniu π ir jai pritaikoma 3.2 teorema, tai bent viena i² konstantu�
κ(±1) teigiama, kai su kokia nors funkcija g ∈ L1(π) ir visais x ∈ R

∑

z∈S

rα(z) E
(
[zF (x, ε)]+α − [zx]+α

)
> E g(F (x, ε))− g(x).

Testin
e funkcija, su kuria galima tik
etis teigiamo rezultato, yra

g(x) = b
∑

z∈S

rθ(z)[zx]+θ
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su tinkamai parinktais b ∈ R ir θ ∈ (0; α), nes

E
∑

z

rθ(z)[zG(x, ε)]+θ = |x|θ E
∑

z

rθ(z)[zG(signx, ε)]+θ

=
∑

z,z′
1{sign x=z′}|x|θrθ(z) E[zG(z′, ε)]+θ =

∑

z,z′
[z′x]+θrθ(z)Qθ(z′, z)

= ρθ

∑

z′
[z′x]+θrθ(z′),

o ρθ ∈ (0; 1), kai θ ∈ (0; α) (ºr. 3.2 lem¡).
Taikant apra²yt¡ metod¡ tiesinio modelio atveju, reiktu� rasti tokias b ir

θ ∈ (0; α), kad su visais x ∈ R

E|U + V x|α − |x|α > b
[
E|U + V x|θ − |x|θ].

I² pirmo ºvilgsnio nematyti, kaip reiktu� parinkti tokias b ir θ, ir tuo labiau
� ar tokiu� konstantu� egzistavimas ekvivalentus (3.11) s¡lygai. Taigi siu	lomas
metodas C = R atveju analizi²kai gan sud
etingas. Ta£iau ji� galima panaudoti
konkre£iu� modeliu� tyrimui taikant skaitinius metodus.

I²nagrin
esime dar vien¡ modeli�.

3.7 teiginys. Tegu (Xn) apibr
eºiama (1.13) lygtimi, W = R \ {0, a√
c
,− a√

c
} ir

egzistuoja tokie β > 0 ir δ > 0, kad

E Rβ(z, ε) < ∞, ER−δ(z, ε) < ∞, (3.12)

su visais z ∈ S. Jei Liapunovo eksponent
e neigiama ir tenkinama bent viena i²
s¡lygu�

(i) minz∈S E Rβ(z, ε) > 1;
(ii) E Rβ(1, ε)1{a+ε

√
c>0} > 1;

(iii) E Rβ(−1, ε)1{a−ε
√

c>0} > 1,
tai 3.2 teorema pritaikoma grandinei (Xn).

3.3 pastaba. Atkreipsime d
emesi�, kad i² momentiniu� teoremos s¡lygu� i²plaukia
E|ln R(±1, ε)| < ∞, tod
el atsiºvelg¦ i� kitas teoremos s¡lygas matome, kad
grandinei pritaikomas 2.7 teiginys. Taigi Liapunovo eksponent
e egzistuoja ir
yra baigtin
e. ♦

I�rodymas. Kaip ir ankstesniame teiginyje, pakanka patikrinti X1�X2 s¡lygas,
nes likusios i²plaukia tiesiai i² teoremos prielaidu�. Remsim
es 3.2 teiginiu.

Fiksuokime ∆ > 0 ir tokius θ < θ1 < α, kad θ > max(α−2, α−2δ(1−α/β).
I² (3.12) i²plaukia E|ε|α < ∞.

Kadangi

sup
06t6∆

E|F (zt, ε)|α 6 E(|a|∆ + |ε|
√

b + c∆2)α < ∞
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ir
sup
t>∆

t−θ1 E|F (zt, ε)|θ1 6 E(|a|+ |ε|
√

b∆−2 + c)θ1 < ∞,

F1�F2 s¡lygos tenkinamos.
Nor
edami patikrinti F3a, pasteb
esime, kad
∣∣F (zt, w)−G(zt, w)

∣∣ = |w||
√

b + ct2 −
√

ct2| = |w|b√
b + ct2 +

√
ct2

6 |w|b
2
√

ct
.

Pasir
em¦ (3.3)�(3.4) nelygyb
emis gauname

sup
t>∆

t−θ E
∣∣|F (zt, ε)|α − |G(zt, ε)|α∣∣ 6 max(1, α2α−1)(c1 + c2),

kur c1 = 0, kai α < 1, ir

c1 = sup
t>∆

t−θ E|G(zt, ε)|α−1
∣∣F (zt, w)−G(zt, w)

∣∣

6 ∆α−2−θ b

2
√

c
E|az + ε

√
c|α−1|ε| < ∞

kai α > 1, o

c2 = sup
t>∆

t−θ E
∣∣|F (zt, ε)| − |G(zt, ε)|∣∣α 6 ∆−(θ+α)

(
b

2
√

c

)α

E|ε|α < ∞.

Belieka patikrinti F3b. Pasteb
esime, kad F (zt, ε)G(zt, ε) < 0 tada ir tik
tada, kai

azt + ε
√

b + ct2 < 0 < azt + εt
√

c arba azt + εt
√

c < 0 < azt + εt
√

b + ct2,

t.y. kai

−az < ε
√

c < − az
√

ct√
b + ct2

arba − az
√

ct√
b + ct2

< ε
√

c < −az.

Abiem atvejais

|az + ε
√

c| 6
∣∣az − az

√
c√

bt−2 + c

∣∣ =
|a|(√bt−2 + c−√c)√

bt−2 + c
6 dt−2

su d = |a|b/(2c). Tod
el jei t > ∆,

t−θ E [|F (zt, ε)|α + |G(zt, ε)|α]1{F (zt,ε)G(zt,ε)<0}
6 2tα−θ E Uα1{R(z,ε)6dt−2},

su U =
∣∣|a|+ |ε|√b∆−2 + c

∣∣.
I² Hiolderio nelygyb
es

E Uα1{R(z,ε)6dt−2} 6 (EUβ)α/β P1−α/β{R(z, ε) 6 dt−2}.
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I² �eby²evo nelygyb
es

P{R(z, ε) 6 dt−2} 6 dδt−2δ E R−δ(z, ε).

Tod
el kairioji F3b nelygyb
es pus
e nevir²ija konstantos, padaugintos i²

sup
t>∆

tα−θ−2δ(1−α/β).

Pastarasis dydis baigtinis d
el θ parinkimo. ¤
I²nagrin
etas modelis tirtas darbe [12]. Ten parodyta, kad stacionarus skirs-

tinys egzistuoja ir turi �sunkias� uodegas, padarius tokias prielaidas:

X ε turi simetrini� tanki� p, teigiam¡ visoje ties
eje;

X E ε2 < ∞;

X tankis p yra nedid
ejantis aib
eje [0;∞);

X teisingos nelygyb
es

−∞ 6 υ = lim
r→∞

ln lim supx→∞ P−1{ε > x}P{ε > rx}
ln r

=

lim
r→∞

ln lim infx→∞ P−1{ε > x}P{ε > rx}
ln r

6 0;

X jei υ = −∞, tai visiems δ > 0 egzistuoja tokie q ∈ (0; 1) ir x0, kad

p

(
x± at√

ct2

)
> (1− δ)p

(
x± at√
b + ct2

)
(3.13)

su visais x > x0 ir t > xq;
jei υ > −∞, tai visiems δ > 0 egzistuoja tokie x0 > 0 ir T > 0, kad (3.13)
teisingos su visais x > x0 ir t > T .

Simetri²kumo prielaida autoriams buvo reikalinga tam, kad jie gal
etu� pasi-
remti pagrindiniu [6] rezultatu (i²vada 2.4): jei ε skirstinys simetrinis, tai

G(−1, ε) = −a + ε
√

c
d= −a− ε

√
c = −G(1, ε).

Mums tos prielaidos neprireik
e i²vis, kitos irgi buvo ºenkliai susilpnintos.

3.3 Pagrindiniu� rezultatu� i�rodymai
3.1 teiginio i�rodymas remiasi tokia lema.

3.1 lema. Jei Liapunovo eksponent
e neigiama ir

E Gα(1, ε)|ln G(1, ε)| < ∞, (3.14)

tai E Gα(1, ε) ln G(1, ε) > 0 ir E Gθ(1, ε) < 1 su visais θ ∈ (0; α).
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I�rodymas. Paºym
ekime T = G(1, ε) ir f(x) = ET x su x ∈ [0;α]. Pasir
em¦
(3.14) ir Lebego teorema apie apr
eºt¡ konvergavim¡, gauname, kad

X f yra tolydi aib
eje [0;α];

X f yra be galo diferencijuojama aib
eje (0; α) ir su visais n > 1

f (n)(x) = E T x lnn T.

Atskiru atveju, f ′′(x) = E T x ln2 T > 0. Be to, f ′′(x) > 0, nes P{T = 1} < 1
(tai i²plaukia i² Liapunovo eksponent
es neigiamumo). Tod
el f ′ yra grieºtai
did
ejanti aib
eje (0; α). I² Lagranºo vidurin
es reik²m
es teoremos

αf ′(β) = f(α)− f(0) = 0

su β ∈ (0; α). Tada f ′(x) < 0 su x ∈ (0; β) ir f ′(x) > 0 su x ∈ (β; α),
t.y. f grieºtai maº
eja aib
eje (0; β) ir grieºtai did
eja aib
eje (β;α). Kadangi
f(0) = f(α) = 1, f(θ) < 1 su visais θ ∈ (0; α).

I² to, kad f ′ did
eja aib
eje (0; α), taip pat i²plaukia f ′(α−) > f ′(β) = 0.
Kita vertus, i² Lebego teoremos apie apr
eºt¡ konvergavim¡

f ′(α−) = lim
x→α−

E T x ln T = E Tα ln T. ¤

3.1 teiginio i�rodymas. I² F2 s¡lygos i²plaukia, kad atsitiktiniu� dydºiu� ²eima(
x−θF θ(x, ε), x > 1

)
yra tolygiai integruojama. Be to, su tikimybe 1

x−θF θ(x, ε) → Gθ(1, ε),

kai x →∞. Tod
el
x−θ E F θ(x, ε) −−−−→

x→∞
E Gθ(1, ε).

Kadangi Liapunovo eksponent
e neigiama, i² 3.1 lemos gauname E Gθ(1, ε) <
1. Tod
el atsiras tokie q < 1 ir ∆ > 1, kad

E F θ(x, ε) 6 qxθ

su x > ∆. Kita vertus, i² F1 i²plaukia, kad su tam tikru c < ∞ ir visais x 6 ∆

E F θ(x, ε) 6 c.

Taigi su visais x

Ex Xθ
1 − xθ 6 −(1− q)(1 ∨ xθ) + (c + 1− q)1[0;∆](x).

Kadangi (Xn) yra neskaidi T-grandin
e, kompakti²kos aib
es yra maºos. Tada
i² A.10 teoremos i²plaukia, kad grandin
e rekurentin
e. Pasir
em¦ A.11 ir A.4 teo-
remomis, gauname, kad ji yra teigiama rekurentin
e. Galiausiai i² A.12 teoremos
i²plaukia E Xθ < ∞.
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Tegu π ºymi X skirstini�. Tada

E
∣∣Fα(X, ε)−Gα(X, ε)

∣∣ =
∫

E
∣∣Fα(x, ε)−Gα(x, ε)

∣∣π(dx)

6 sup
x61

E Fα(x, ε) + sup
x61

E Gα(x, ε) + c

∫

x>1

xθπ(dx).

I² F1 i²plaukia, kad pirmas d
emuo de²in
eje baigtinis. Antrasis lygus 1, nes
E Gα(x, ε) = xα E Gα(1, ε) = xα. Tre£iasis nevir²ija c E Xθ < ∞. Taigi X2
s¡lyga patenkinta. ¤

Prie² prad
edami 3.2 teoremos i�rodym¡ priminsime kai kuriuos ºymenis i²
ankstesnio skyriaus: jei z ∈ S, tai Y0(z) = Z0(z) = z ir su n > 1

Yn(z) = G(Yn−1(z), εn), Zn(z) =
Yn(z)
|Yn(z)| = H(Zn−1(z), εn).

Be to, apibr
e²ime

Tn(z) = |G(Zn−1(z), εn)| = |Yn(z)|
|Yn−1(z)| ;

tada su visais n > 1
|Yn(z)| = T1(z) · · ·Tn(z).

I² pradºiu� i�rodysime lem¡, analogi²k¡ 3.1 lemai.

3.2 lema. Jei Qα yra apibr
eºta, tai funkcija θ 7→ ln ρθ yra i²kila aib
eje [0; α].
Jei Liapunovo eksponent
e neigiama, ρα = 1 ir su visais z ∈ S

ERα(z, ε)|ln R(z, ε)| < ∞,

tai ρθ < 1 su visais θ ∈ (0; α).

I�rodymas. 1 dalis. Matematin
es indukcijos metodu i�rodysime, kad

Qn
θ (z, z′) = E

∣∣Yn(z)
∣∣θ1{Zn(z)=z′}.

Jei n = 0, s¡ry²is akivaizdus, nes
∣∣Y0(z)

∣∣ = |z| = 1 ir Z0(z) = z. Jei n > 1, i²
indukcin
es prielaidos

Qn
θ (z, z′) =

∑

z′′∈S

Qn−1
θ (z, z′′)Qθ(z′′, z′)

=
∑

z′′∈S

E
∣∣Yn−1(z)

∣∣θ1{Zn−1(z)=z′′} E Rθ(z′′, εn)1{H(z′′,εn)=z′}

=
∑

z′′∈S

E
∣∣Yn−1(z)

∣∣θ1{Zn−1(z)=z′′}Rθ(z′′, εn)1{H(z′′,εn)=z′}

= E
∣∣Yn−1(z)

∣∣θRθ
(
Zn−1(z), εn

)
1{H(Zn−1(z),εn)=z′}

= E
∣∣Yn(z)

∣∣θ1{Zn(z)=z′}.
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Pasir
emus Lebego teorema apie apr
eºt¡ konvergavim¡ nesunku i�rodyti, kad
funkcija θ 7→ Qn

θ (z, z′) tolydºiai diferencijuojama aib
eje [0;α] ir jos i²vestin
e lygi

E
∣∣Yn(z)

∣∣θ ln
∣∣Yn(z)

∣∣1{Zn(z)=z′}.

2 dalis. Matric¡ Qn
θ galima traktuoti kaip tiesini� operatoriu�, veikianti� i²

de²in
es vektoriu� stulpeliu� aib
eje. Pa£ius vektorius galima traktuoti kaip funkci-
jas aib
eje S. Tada

(Qn
θ f)(z) = E

∣∣Yn(z)
∣∣θf(

Zn(z)
)

ir jei ‖·‖ ºymi operatoriaus norm¡, atitinkan£i¡ sup norm¡ RS erdv
eje, tai

‖Qn
θ ‖ = sup

z∈S
E

∣∣Yn(z)
∣∣θ.

Tada i² gerai ºinomos spektrinio spindulio i²rai²kos (A.22 teorema)

ρθ = lim
n→∞

‖Qn
θ ‖1/n. (3.15)

3 dalis. I² Hiolderio nelygyb
es su visais 0 6 θ1 < θ2 6 α ir t ∈ (0; 1)

E
∣∣Yn(z)

∣∣(1−t)θ1+tθ2 6
[
E

∣∣Yn(z)
∣∣θ1

]1−t[E
∣∣Yn(z)

∣∣θ2
]t

.

Tod
el
‖Qn

(1−t)θ1+tθ2
‖ 6 ‖Qn

θ1
‖1−t‖Qn

θ2
‖t

ir i² (3.15)
ρ(1−t)θ1+tθ2 6 ρ1−t

θ1
ρt

θ2
.

Taigi funkcija ln ρθ yra i²kila aib
eje [0; α].
4 dalis. I�rodysime antr¡ji� lemos teigini�. Kadangi su visais z ∈ S

n−1 E ln
∣∣Yn(z)

∣∣ −−−−→
n→∞

γ < 0,

atsiras toks p, kad
p−1 E ln

∣∣Yp(z)
∣∣ < γ/2

su visais z ∈ S. Kadangi su visais z ∈ S,

E
∣∣Yp(z)

∣∣θ − 1
θ

−−−−→
θ→0+

E ln
∣∣Yp(z)

∣∣ < pγ/2,

atsiras toks δ, kad
E

∣∣Yp(z)
∣∣δ − 1

δ
< pγ/2

su visais z. Tada ‖Qp
δ‖ < 1 ir i² (3.15)

ρδ = lim
n→∞

‖Qnp
δ ‖1/(np) 6 ‖Qp

δ‖1/p < 1.
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5 dalis. Tegu δ yra toks pat kaip 4 dalyje. Tada ρδ < 1 ir ρ0 = ρα = 1. D
el
i²kilumo

ln ρθ 6 δ − θ

δ
ln ρ0 +

θ

δ
ln ρδ < 0

su visais θ ∈ (0; δ) ir

ln ρθ 6 α− θ

α− δ
ln ρδ +

θ − δ

α− δ
ln ρα < 0

su visais θ ∈ (δ; α). Taigi ρθ < 1 su visais θ ∈ (0; α). ¤
Teoremos 3.2 i�rodymas. 1 dalis. Tegu E ºymi aib¦ funkciju� f : S × R→ R,

tenkinan£iu� s¡lyg¡: su visais x ∈ R

‖f‖x = max
z∈S

sup
y6x

|f(z, y)| < ∞,

Jei E aib
eje nagrin
esime topologij¡, generuot¡ pusnormiu� ²eimos (‖·‖x, x ∈ R),
ji bus pilnai metrizuojama lokaliai i²kila topologin
e erdv
e.

Tegu E0 ºymi E poerdvi�, sudaryt¡ i² funkciju� f ∈ E, tenkinan£iu� s¡lyg¡

max
z∈S

sup
x

e−αx|f(z, x)| < ∞.

Su f ∈ E0 apibr
eºkime

(Qf)(z, x) =
∑

z′∈S

E Rα(z′, ε)1{H(z′,ε)=z}f
(
z′, x− ln R(z′, ε)

)
.

Nesunku matyti, kad Q yra neneigiamas operatorius i² E0 i� E0.
Q iteracijos apra²omos formule

(Qnf)(z, x) =
∑

z′∈S

E
∣∣Yn(z′)

∣∣α1{Zn(z′)=z}f
(
z′, x− ln

∣∣Yn(z′)
∣∣). (3.16)

I² tikru�ju�, jei n = 0, lygyb
e i²plaukia i² Q apibr
eºimo, nes
∣∣Y0(z′)

∣∣ = |z′| = 1 ir
Z0(z′) = z′. Jei n > 1, tai i² indukcin
es prielaidos

(Qnf)(z, x) =
∑

z′∈S

E Rα(z′, εn)1{H(z′,εn)=z}(Qn−1f)
(
z′, x− ln R(z′, εn)

)

=
∑

z′,z′′∈S

E Rα(z′, εn)1{H(z′,εn)=z}
∣∣Yn−1(z′′)

∣∣α1{Zn−1(z′′)=z′}

× f
(
z′′, x− ln R(z′, εn)− ln

∣∣Yn−1(z′′)
∣∣)

=
∑

z′′∈S

E Rα
(
Zn−1(z′′), εn

)
1{H(Zn−1(z′′),εn)=z}

∣∣Yn−1(z′′)
∣∣α

× f
(
z′′, x− ln R

(
Zn−1(z′′), εn

)− ln
∣∣Yn−1(z′′)

∣∣)

=
∑

z′′∈S

E
∣∣Yn(z′′)

∣∣α1{Zn(z′′)=z}f
(
z′′, x− ln

∣∣Yn(z′′)
∣∣).
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2 dalis. Apibr
eºkime

h(z, x) = eαx P{sign X = z, |X| > ex},
g(z, x) = h(z, x)− eαx P{H(X, ε) = z, R(X, ε) > ex}.

Ai²ku, kad g, h ∈ E0. Be to,

h(z, x) = g(z, x) + eαx P{H(signX, ε) = z, |X|R(sign X, ε) > ex}
= g(z, x) + eαx

∑

z′∈S

P{sign X = z′, H(z′, ε) = z, |X|R(z′, ε) > ex}

= g(z, x) +
∑

z′∈S

E1{H(z′,ε)=z}Rα(z′, ε)h
(
z′, x− ln R(z′, ε)

)
,

t.y. h = g + Qh. Iteruodami ²i¡ lygyb¦ gauname

h =
n−1∑

k=0

Qkg + Qnh.

3 dalis. I² (3.16) ir h apibr
eºimo

(Qnh)(z, x) =
∑

z′∈S

E
∣∣Yn(z′)

∣∣α1{Zn(z′)=z}h
(
z′, x− ln

∣∣Yn(z′)
∣∣)

6 eαx
∑

z′∈S

P{|X|
∣∣Yn(z′)

∣∣ > ex}

6 e(α−θ)x
∑

z′∈S

E|X|θ E
∣∣Yn(z′)

∣∣θ

6 2e(α−θ)x E|X|θ‖Qn
θ ‖.

Kadangi g = h−Qh,
∣∣(Qng)(z, x)

∣∣ 6 2e(α−θ)x E|X|θ(‖Qn
θ ‖+ ‖Qn+1

θ ‖).

I² X1 ir 3.2 lemos E|X|θ < ∞ ir
∑

n>0‖Qn
θ ‖ < ∞. Tod
el

h =
∑

n>0

Qng,

kur eilut
e konverguoja erdv
eje E.
4 dalis. Su f ∈ E apibr
eºkime glodinimo operatoriu� f 7→ f̂ lygybe

f̂(z, x) =
∫ x

−∞
e−(x−y)f(z, y)dy.
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Akivaizdu, kad ²is operatorius yra neneigiamas, tolydus ir atvaizduoja E i� E.
Taip pat pasteb
esime, kad Q̂f = Qf̂ . I² tikru�ju�,

∫ x

−∞
e−(x−y)(Qf)(z, y)dy

=
∫ x

−∞
e−(x−y)

∑

z′∈S

E Rα(z′, ε)1{H(z′,ε)=z}f(z′, y − ln R(z′, ε))dy

=
∑

z′∈S

E Rα(z′, ε)1{H(z′,ε)=z}

∫ x

−∞
e−(x−y)f(z′, y − ln R(z′, ε))dy

=
∑

z′∈S

E Rα(z′, ε)1{H(z′,ε)=z}

∫ x−log R(z′,ε)

−∞
e−(x−ln R(z′,ε)−u)f(z′, u)du

=
∑

z′∈S

E Rα(z′, ε)1{H(z′,ε)=z}f̂(z′, x− ln R(z′, ε)).

Tod
el
ĥ =

∑

n>0

Qnĝ,

kur eilut
e konverguoja erdv
eje E.
5 dalis. Kad bu	tu� trumpiau, ra²ysime π ir r vietoj πα ir rα. Tegu P̃ yra

stochastinis branduolys erdv
eje S × (0;∞), apibr
eºiamas lygybe

(P̃ f)(z, t) =
1

r(z)
E Rα(z, ε)r

(
H(z, ε)

)
f
(
H(z, ε), R(z, ε)

)

(£ia f yra bet kokia neneigiama Borelio funkcija). Kaip ir kiekvienas stochastinis
branduolys jis generuoja tikimybiu� ²eim¡ P̃(z,t) ma£ioje erdv
eje (Ω̃,B(Ω̃)), kur
Ω̂ =

(
S × (0;∞)

)∞. Tiksliau sakant, P̃(z,t) yra Markovo grandin
es su pradine
bu	sena (z, t) ir per
ejimo tikimybiu� branduoliu P̃ skirstinys. Fakti²kai P̃(z,t)

nepriklauso nuo t, tod
el toliau ra²ysime tiesiog P̃z.
Tegu Ẽz ºymi vidurki� P̃z atºvilgiu, o (Z̃i, T̃i) yra kanonin
e Markovo grandin
e,

apibr
eºta aib
eje Ω̃ lygyb
emis
(
Z̃i(ω̃), T̃i(ω̃)

)
= (zi, ti) su ω̃ = (z1, t1, z2, t2, . . . ).

Tada bet kokiai Borelio funkcijai fn : (S × (0;∞))n → [0;∞]

Ẽzfn(Z̃1, T̃1, . . . , Z̃n, T̃n)

=
1

r(z)
E

∣∣Yn(z)
∣∣αr

(
Zn(z)

)
fn

(
Z1(z), T1(z), . . . , Zn(z), Tn(z)

)
.

I² tikru�ju�, i² markovi²kumo ir indukcin
es prielaidos
Ẽzfn(Z̃1, T̃1, . . . , Z̃n, T̃n)

= Ẽzfn−1(Z̃1, T̃1, . . . , Z̃n−1, T̃n−1)

=
1

r(z)
E

∣∣Yn−1(z)
∣∣αr

(
Zn−1(z)

)
fn−1

(
Z1(z), T1(z), . . . , Zn−1(z), Tn−1(z)

)
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su

fn−1(z1, t1, . . . , zn−1, tn−1)

=
(
P̃ fn(z1, t1, . . . , zn−1, tn−1, ·, ·)

)
(zn−1, tn−1)

=
1

r(zn−1)
E Rα(zn−1, εn)r

(
H(zn−1, εn)

)

fn

(
z1, t1, . . . , zn−1, tn−1,H(zn−1, εn), R(zn−1, εn)

)
.

I�stat¦ gauname reikiam¡ lygyb¦, nes

H
(
Zn−1(z), εn

)
= Zn(z), R

(
Zn−1(z), εn

)
= Tn(z),

∣∣Yn−1(z)
∣∣Tn(z) =

∣∣Yn(z)
∣∣.

Tegu kiekvienam z ∈ S simbolis µz ºymi mat¡ aib
eje (0;∞), apibr
eºiam¡
lygybe

µzg =
1

π{z}
∑

z′∈S

π{z′}ERα(z′, ε)1{H(z′,ε)=z}g
(
R(z′, ε)

)

(£ia g yra bet kokia neneigiama Borelio funkcija intervale (0;∞)). Ai²ku, kad
µz1 = 1, t.y. visi matai µz yra tikimybiniai.

Tegu ϕ yra tikimyb
e aib
eje S × (0;∞), apibr
eºiama lygybe

ϕf =
∑

z∈S

π{z}r(z)
∫

f(z, t)µz(dt)

(£ia f : S × (0;∞) → R � bet kokia Borelio funkcija). Tada

ϕP̃f =
∑

z∈S

π{z}r(z)
∫

(P̃ f)(z, t)µz(dt)

=
∑

z∈S

π{z}E Rα(z, ε)r
(
H(z, ε)

)
f
(
H(z, ε), R(z, ε)

)

=
∑

z,z′∈S

π{z}E Rα(z, ε)1{H(z,ε)=z′}r(z′)f
(
z′, R(z, ε)

)

=
∑

z′∈S

r(z′)
∑

z∈S

π{z}E Rα(z, ε)1{H(z,ε)=z′}f
(
z′, R(z, ε)

)

=
∑

z′∈S

r(z′)π{z′}
∫

f(z′, t)µz′(dt)

= ϕf,

t.y. ϕ yra invariantin
e P̃ atºvilgiu. Tai savo ruoºtu rei²kia, kad (Z̃n, T̃n) yra
stacionari grandin
e atºvilgiu mato

∫
ϕ(dz, dt)P̃z(·) =

∑

z∈S

π̃{z}P̃z(·), (3.17)
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kur π̃ ºymi tikimyb¦, apibr
eºiam¡ lygybe

π̃{z} = π{z}r{z}.
(3.17) tikimyb¦ ºym
esime P̃π̃, o atitinkam¡ vidurki� � simboliu Ẽπ̃.

Atkreipsime d
emesi�, kad marginali seka (Z̃n) yra Markovo grandin
e su per-

ejimo tikimybiu� branduoliu Q̃, apibr
eºiamu lygybe

(Q̃f)(z) =
1

r(z)
E Rα(z, ε)r

(
H(z, ε)

)
f
(
H(z, ε)

)
.

Nesunku matyti, kad Q̃(z, z′) > 0 tada ir tik tada, kai Q0(z, z′) > 0, tod
el
grandin
e (Z̃n) yra neskaidi. Be to, π̃ yra jos stacionarus skirstinys.

Dabar esame pasiruo²¦ taikyti A.16 teorem¡, kurioje duodamos s¡lygos, kada
egzistuoja riba

lim
x→∞

∑

n>0

Ẽz g̃
(
Z̃n, x− ln(T̃1 · · · T̃n)

)
.

Norint j¡ pritaikyti, reikia parodyti, kad (taip pat ºr. A.1 teigini�)
(i) sumos

∑N0
i=1 ln T̃i skirstinys P̃z0 atºvilgiu yra nearitmetinis (£ia z0 yra

bet kokia grandin
es (Zn(z)) bu	sena, o N0 = min{n > 1 | Zn(z0) = z0});
(ii) Ẽπ̃|ln T̃1| < ∞, Ẽπ̃ ln T̃1 > 0;
(iii) su visais z ∈ S funkcija g̃(z, x) yra apr
eºta, mati, tolydi x atºvilgiu ir

egzistuoja toks δ, kuriam
∑

z∈S

π̃{z}
∑

k∈Z
sup

x∈[kδ;(k+1)δ]

∣∣g̃(z, x)
∣∣ < ∞, (3.18)

∑

z∈S

π̃{z} sup
x

∣∣g̃(z, x)
∣∣ < ∞, (3.19)

g̃(z, x) −−−−→
x→∞

0. (3.20)

Likusiose i�rodymo dalyse patikrinsime ²ias s¡lygas.
6 dalis. (i) s¡lyga i²plaukia i² i�rodin
ejamos teoremos (i) prielaidos.
Kadangi

Ẽπ̃|ln T̃1| =
∑

z∈S

π{z}E Rα(z, ε)r
(
H(z, ε)

)∣∣ln R(z, ε)
∣∣,

pirmoji i² dvieju� (ii) s¡lygu� i²plaukia i² (3.5).
I² ergodin
es teoremos, P̃π̃-b.v.

lim
n→∞

n−1 ln(T̃1 · · · T̃n) = Ẽπ̃ ln T̃1. (3.21)

Tod
el antroji i² (ii) s¡lygu� bus i�rodyta, jei parodysime, kad ²i riba teigiama.
Pakanka parodyti, kad egzistuoja δ > 0, kuriam

∑

n>1

P̃π̃{T̃1 · · · T̃n 6 enδ} < ∞.
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I² tikru�ju�, jei eilut
e konverguoja, tai i² Borelio-Kanteli lemos T̃1 · · · T̃n > enδ be
galo daºnai ir tod
el riba (3.21) yra nemaºesn
e uº δ.

Fiksuokime θ ∈ (0; α) ir parinkime δ < − log ρθ/(α + θ) (toks parinkimas
visada galimas, nes i² 3.2 lemos ρθ < 1). Kadangi

P̃π̃{T̃1 · · · T̃n 6 eδn} =
∑

z∈S

π{z}E
∣∣Yn(z)

∣∣αr
(
Zn(z)

)
1{|Yn(z)|6eδn}

6 ‖r‖ sup
z∈S

E
∣∣Yn(z)

∣∣α1{|Yn(z)|6eδn},

pakanka parodyti, kad
∑

n>1

E
∣∣Yn(z)

∣∣α1{|Yn(z)|6eδn} < ∞ (3.22)

su visais z. Bet

E
∣∣Yn(z)

∣∣α1{|Yn(z)|6eδn} 6 e−αδn + E
∣∣Yn(z)

∣∣α1{e−δn<|Yn(z)|6eδn}
6 e−αδn + eαδn P{

∣∣Yn(z)
∣∣ > e−δn}

6 e−αδn + eαδn+θδn E
∣∣Yn(z)

∣∣θ,

o i² (3.15)

lim
n→∞

[
eαδn+θδn E

∣∣Yn(z)
∣∣θ]1/n 6 eαδ+θδ lim

n→∞
‖Qn

θ ‖1/n = eαδ+θδρθ < 1.

Taigi (3.22) teisinga ir antroji i² (ii) s¡lygu� tenkinama.
7 dalis. Pasteb
esime, kad

(Qnĝ)(z, x) =
∑

z′∈S

r(z′)Ẽz′r
−1(Z̃n)1{Z̃n=z}ĝ

(
z′, x− ln(T̃1 · · · T̃n)

)

=
1

r(z)

∑

z′∈S

r(z′)Ẽz′1{Z̃n=z}ĝ
(
z′, x− ln(T̃1 · · · T̃n)

)
.

Taigi A.16 teorem¡ taikysime funkcijoms

g̃(z, x) = 1{z′′}(z)ĝ(z′, x), z′, z′′ ∈ S.

Ai²ku, kad g̃ yra mati ir tolydi x atºvilgiu. Jei g(z, ·) yra integruojamos, tai
i² A.17 teoremos ĝ(z, ·) yra tiesiogiai integruojamos, o i² to i²plaukia (3.18).
Kadangi aib
e S yra dvita²k
e, kiekviena funkcija, tenkinanti (3.18), yra apr
eºta
ir jai galioja (3.19)�(3.20). Taigi (iii) s¡lyga tenkinama, kai kiekviena g(z, ·) yra
integruojama.

Tam, kad i�rodytume integruojamum¡, uºra²ysime funkcij¡ g pavidalu

g(z, x) = eαx
[
P{zF (X, ε) > ex} − P{zG(X, ε) > ex}] = g1(z, x)− g2(z, x),
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kur

g1(z, x) = eαx P{zF (X, ε) > ex > zG(X, ε)},
g2(z, x) = eαx P{zG(X, ε) > ex > zF (X, ε)}.

Tada
∫ ∞

−∞
g1(z, x)dx =

∫ ∞

0

tα−1 P{zF (X, ε) > t > zG(X, ε)}dt

= E1{zF (X,ε)>[zG(X,ε)]+}

∫ zF (X,ε)

[zG(X,ε)]+
tα−1dt

= α−1 E1{zF (X,ε)>[zG(X,ε)]+}
([

zF (X, ε)
]α − [

zG(X, ε)
]+α

)

ir analogi²kai
∫ ∞

−∞
g2(z, x)dx = α−1 E1{zG(X,ε)>[zF (X,ε)]+}

([
zG(X, ε)

]α − [
zF (X, ε)

]+α
)
.

I² X2 s¡lygos i²plaukia, kad abu integralai baigtiniai.
Pritaik¦ A.16 teorem¡ gauname, kad egzistuoja baigtin
es ribos

κ(z) = lim
x→∞

ĥ(z, x).

Tada i² A.18 teoremos h(z, x) −−−−→
x→∞

κ(z). ¤
Teiginio 3.2 i�rodymas. I² F1�F2 su visais k > 1

E
∣∣Xk(x)

∣∣θ1 = E
∣∣F (Xk−1(x), εk)

∣∣θ1 6 c1 + c2

∣∣Xk−1(x)
∣∣θ1

,

kur c1, c2 � baigtin
es konstantos, priklausan£ios nuo k. Taikydami indukcij¡
gauname, kad su visais k > 1

sup
|x|6∆

E
∣∣Xk(x)

∣∣θ1
< ∞ ir sup

|x|>∆

|x|−θ1 E
∣∣Xk(x)

∣∣θ1
< ∞.

Toliau galime pakartoti samprotavimus i² 3.1 teiginio i�rodymo pradºios ir
gauti, kad su visais z

t−θ E
∣∣Xk(tz, ε)

∣∣θ −−−→
t→∞

E
∣∣Yk(z, ε)

∣∣θ.

Kadangi Liapunovo eksponent
e neigiama, i² 3.2 lemos ρθ < 1. Kita vertus, i²
(3.15) i²plaukia

[
E

∣∣Yk(z, ε)
∣∣θ]1/k 6 ‖Qk

θ‖1/k → ρθ, kai k → ∞. Tod
el atsiras
toks k, kad E

∣∣Yk(z, ε)
∣∣θ < 1. Toliau v
el galime kartoti 3.1 teiginio i�rodym¡,

keisdami grandin¦ (Xn) i� grandin¦ (Xnk), ir gauti X1.
X2 s¡lyga i�rodoma taip pat kaip ir atitinkama s¡lyga 3.1 teiginyje. ¤

52



A Matematiniai faktai
A.1 Neskaidºios Markovo grandin
es
�iame priede pateiksime pagrindines s¡vokas i² neskaidºiu� Markovo grandiniu�
teorijos ir suformuluosime teoremas, kuriomis remiamasi i�rodin
ejant disertacijos
rezultatus. Norintiems i²samiau susipaºinti su neskaidºiu� Markovo grandiniu�
teorija rekomenduojame [14] ir [16] monogra�jas. Disertacijoje naudojami api-
br
eºimai ir notacija paimti i² [14].

A.1.1 Pagrindin
es s¡vokos
Tegu C yra lokaliai kompakti²ka separabili metrin
e erdv
e, B ºymi aib
es C
poaibiu� Borelio σ-algebr¡ (jei i² konteksto nebus ai²ku, apie kokios aib
es Borelio
poaibiu� σ-algebr¡ kalbama, j¡ ºym
esime B(C)), o (Xn) yra Markovo grandin
e
su bu	senu� aibe C ir per
ejimo tikimybiu� branduoliu P . Su x ∈ C simboliu Px

ºym
esime tikimyb¦ algebroje B∞, kuri¡ indukuoja branduolys P . Tada

Px{(x1, x2, . . .) ∈ B} = P{(X1, X2, . . .) ∈ B | X0 = x}

su B ∈ B∞. Paºym
ekime

L(x,A) = Px{∃ n > 1 xn ∈ A}, x ∈ C, A ∈ B.

Jei L(x,A) > 0 su visais x ∈ C, aib
e A vadinama esmine. Ta²kas x0 ∈ C
vadinamas pasiekiamu, jei bet kokia jo aplinka esmin
e.

Netrivialus matas ϕ algebroje B vadinamas grandin
es (Xn) neskaidumo
matu, jei kiekviena aib
e A su ϕ(A) > 0 yra esmin
e. Jei ϕ yra neskaidumo
matas, grandin
e vadinama ϕ-neskaidºia. Jei (Xn) yra ϕ-neskaidi su tam tikru
ϕ, j¡ vadinsime tiesiog neskaidºia.

Jei (Xn) neskaidi, tai egzistuoja toks neskaidumo matas ψ, kad bet koks ki-
tas neskaidumo matas yra absoliu£iai tolydus ψ atºvilgiu. Jis vadinamas maksi-
maliu neskaidumo matu. Bet kurie du maksimalu	s neskaidumo matai absoliu£iai
tolydu	s vienas kito atºvilgiu. Jei ψ yra maksimalus neskaidumo matas, aib
e A
esmin
e tada ir tik tada, kai ψ(A) > 0.

Jei (Xn) neskaidi, tai egzistuoja toks aibiu� rinkinys A0, . . . , Ad−1 (£ia d > 1),
vadinamas d-ciklu, kad

X aib
e
(⋃d−1

i=0 Ai

)c

neesmin
e;

X P
(
x, A(i+1) mod d

)
= 1, kai x ∈ Ai, i = 0, . . . , d− 1.

Maksimalus d, su kuriuo egzistuoja d-ciklas, vadinamas grandin
es periodu. Jei
periodas lygus 1, grandin
e vadinama aperiodine.

Neskaidi grandin
e vadinama rekurentine, jei L(x,A) = 1 su bet kokia esmine
aibe A ir su ψ-beveik visais x; £ia ψ � maksimalus neskaidumo matas. Jei
L(x,A) = 1 su visomis esmin
emis A ir visais x ∈ C, tai (Xn) vadinama Hariso
grandine. Jei grandin
e n
era rekurentin
e, ji vadinama disipatyvia.
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Jei (Xn) rekurentin
e, tai egzistuoja netrivialus σ-baigtinis matas µ, invari-
antinis P atºvilgiu (t.y. toks, kad µP = µ); be to, toks matas vienintelis pas-
tovaus daugiklio tikslumu (A.4 teorema). Jei matas µ baigtinis, grandin
e vadi-
nama teigiama, prie²ingu atveju � nuline.

Tegu a = (a(n)) yra skirstinys aib
eje {0} ∪ N, t.y. a(n) > 0 su visais n > 0
ir

∑
n>0 a(n) = 1. Esmin
e aib
e A ∈ B vadinama a-maºa, jei egzistuoja toks

netrivialus matas ν algebroje B, kad
∞∑

n=0

a(n)Pn(x,B) > ν(B) su x ∈ A ir B ∈ B.

Tuo atveju, kai a sukoncentruotas ta²ke m (t.y. a(n) = 0 su visais n 6= m), aib
e
A vadinama m-maºa. Jei A yra a-maºa su tam tikru a, j¡ vadinsime tiesiog
maºa.

(Xn) vadinama T -grandine, jei egzistuoja skirstinys a ir substochastinis
branduolys T : C × B → [0; 1], tenkinantys s¡lygas

X
∑∞

n=0 a(n)Pn(x,B) > T (x,A) su visais x ∈ C ir A ∈ B;
X bet kokiai A ∈ B funkcija T (·, A) yra pusiau tolydi i² apa£ios;

X T (x,C) > 0 su visais x ∈ C.

Branduolys T tada vadinamas tolydºia (Xn) komponente.
(Xn) vadinama Felerio grandine, jei bet kokiai tolydºiai apr
eºtai funkcijai f

funkcija
x 7→

∫
f(y)P (x, dy)

v
el yra apr
eºta ir tolydi.

A.1.2 Teoremos
Sura²ysime pagrindines teoremas, kuriomis naudojam
es disertacijoje. Kiekvie-
nai teoremai nurodysime jos numeri� originaliame ²altinyje. Jei (Xn) grandin
e
bus neskaidi, raide ψ ºym
esime maksimalu� neskaidumo mat¡.

A.1 teorema. ([14], 6.1.4 lema) Jei (Xn) neskaidi, ta²kas x0 pasiekiamas
tada ir tik tada, kai x0 priklauso ψ atramai.

A.2 teorema. ([14], 18.3.2 teorema) Tegu (Xn) yra neskaidi T-grandin
e,
turinti pasiekiam¡ bu	sen¡ x0. (Xn) yra teigiama Hariso tada ir tik tada, kai ji
yra apr
eºta pagal tikimyb¦.

A.3 teorema. ([14], 6.0.1 teorema)

(i) Jei (Xn) yra T-grandin
e ir L(x,O) > 0 su bet kokiu x ∈ C ir bet kokia
atvira aibe O, tai (Xn) neskaidi.
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(ii) Jei bet kokia kompakti²ka aib
e yra maºa, tai (Xn) yra T-grandin
e. Atvirk²-
£iai, jei (Xn) yra neskaidi T-grandin
e, tai bet kokia kompakti²ka aib
e yra
maºa.

(iii) Jei (Xn) yra neskaidi Felerio grandin
e ir ψ atramos vidus netu²£ias, tai
(Xn) yra T-grandin
e.

Jei A ∈ B, tai raide τA ºym
esime pirmo gri�ºimo i� aib¦ A moment¡:

τA = inf{n > 1 | Xn ∈ A}.

A.4 teorema. ([14], 10.0.1 teorema) Jei (Xn) yra rekurentin
e grandin
e, tai
egzistuoja vienintelis (pastovaus daugiklio tikslumu) invariantinis matas π. Su
bet kokia esmine aibe A

π(B) =
∫

A

Ex

[
τA∑

n=1

1{Xn∈B}

]
π(dx), B ∈ B.

Matas π yra baigtinis, jei egzistuoja tokia maºa aib
e D, kad

sup
x∈D

Ex[τD] < ∞.

A.5 teorema. ([14], 5.4.5 teiginys) Jei (Xn) yra neskaidi ir aperiodin
e, tai
(Xmn, n > 0) taip pat neskaidi ir aperiodin
e su bet kokiu m > 2.

Tegu V : C → [0;∞) yra mati funkcija. Paºym
ekime

∆V (x) = Ex V (X1)− V (x). (A.1)

Suformuluosime du vadinamuosius dreifo kriterijus, naudojamus klasi�kuojant
rekurentines grandines.

A.6 teorema. ([14], 11.3.4 teorema) Tarkime, kad (Xn) neskaidi ir egzis-
tuoja tokia maºa aib
e A ir tokia baigtin
e konstanta b, kad

∆V (x) 6 −1 + b1A(x) su x ∈ C.

Jei V apr
eºta aib
eje A, tai (Xn) yra teigiama Hariso grandin
e.

A.7 teorema. ([14], 11.5.2 teorema) Tarkime, kad (Xn) neskaidi, A esmin
e
ir

∆V (x) > 0 su x ∈ Ac, sup
x∈C

∆V (x) < ∞.

Jei ψ{x | V (x) > supy∈A V (y)} > 0, tai grandin
e n
era teigiama.

A.8 teorema. ([14], 10.4.5 teorema) Tegu (Xn) yra neskaidi ir aperiodin
e.
(Xn) yra teigiama tada ir tik tada, kai (Xmn, n > 0) yra teigiama su bet kokiu
�skuotu m.
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A.9 teorema. ([14], 17.1.7 teorema) Jei (Xn) turi invariantini� tikimybini�
mat¡ π, tai tokie teiginiai yra ekvivalentu	s:

X (Xn) yra teigiama Hariso;

X su bet kokia π-integruojama funkcija f

lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

f(Xi) →
∫

f(x)π(dx) b.v.

A.10 teorema. ([14], 8.4.3 teorema) Tegu (Xn) yra neskaidi. Jei egzis-
tuoja tokia maºa aib
e A ir tokia funkcija V : C → [0;∞), kad

X ∆V (x) 6 0 su x ∈ Ac,

X bet kokiam r < ∞ aib
e {x | V (x) 6 r} yra maºa,

tai (Xn) rekurentin
e.

A.11 teorema. ([14], 11.3.15 teorema) Jei (Xn) neskaidi, tai tokie teiginiai
ekvivalentu	s:

X egzistuoja tokia maºa aib
e A, konstanta b ∈ R ir funkcija V : C → [0;∞),
kad

∆V (x) 6 −1 + b1A(x) su x ∈ C;

X egzistuoja tokia maºa aib
e A, kad Ex τA < ∞ su visais x ir

sup
x∈A

Ex τA < ∞.

A.12 teorema. ([14], 14.3.7 teorema) Tegu (Xn) yra teigiama rekurentin
e
grandin
e su stacionariu skirstiniu π, o V, f ir s � neneigiamos, baigtines reik²-
mes i�gyjan£ios funkcijos. Jei su visais x

∆V (x) 6 −f(x) + s(x),

tai
∫

f(x)π(dx) 6
∫

s(x)π(dx).

A.2 Ribin
es tikimybiu� teorijos teoremos
�iame skyrelyje pateiksime kelet¡ ribiniu� tikimybiu� teorijos teoremu�, kuriomis
remiamasi pagrindiniame disertacijos tekste.
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A.2.1 Viena teorema apie tolygu� konvergavim¡
Tegu E yra kompakti²ka Hausdorfo erdv
e, (Xn) � Markovo grandin
e su sta-
cionariu skirstiniu π ir bu	senu� aibe E ir C(E) tolydºiu�ju� funkciju� i² E i� R aib
e.
tenkinan£iu� papildom¡ reikalavim¡: jei f ∈ C(E), tai priklauso C(E).

A.13 teorema. ([3], 1 teiginys) Jei f ∈ C(E) ir funkcija x 7→ Ex f(X1) taip
pat tolydºioji, tai funkciju� seka

fn(x) =
1
n

n∑

i=1

Ex f(Xi), x ∈ E,

tolygiai konverguoja i�
∫

Ex f(X1)π(dx).

A.2.2 Atstatymo teorija
Tegu (E,S) yra mati erdv
e ir (Xn) � Markovo grandin
e su bu	senu� aibe E
ir per
ejimo tikimybiu� branduoliu P . Sakysime, kad (Xn) tenkina minoravimo
s¡lyg¡, jei egzistuoja tokia A ∈ S, tikimybinis matas ϕ ir teigiama konstanta δ,
kad

P (x,B) > δϕ(B)

su visais x ∈ A ir B ⊂ A. Toliau sakydami, kad (Xn) tenkina minoravimo
s¡lyg¡, laikysime, kad aib
e A ir matas ϕ yra �ksuoti.

A.14 teorema. ([1], REGENERATION LEMMA) Jei (Xn) tenkina mi-
noravimo s¡lyg¡, tai egzistuoja atsitiktinis dydis N , i�gyjantis natu	rali¡sias reik²-
mes ir tenkinantis s¡lygas:

X Px{N < ∞} = 1;

X Px{Xn ∈ B,N = n} = ϕ(A ∩ B) Px{N = n} su bet kokia B ∈ S, visais
x ∈ E ir n > 0.

Atsitiktinis dydis N vadinamas atstatymo momentu.

A.15 teorema. ([1], i²vada 2.1) Tegu (Xn) tenkina minoravimo s¡lyg¡. Ta-
da egzistuoja tokia atstatymo momentu� seka (Ni, i > 1), kad XNi skirstinys
sutampa su ϕ skirstiniu, atsitiktiniai dydºiai Ni+1−Ni, i > 1, yra nepriklausomi,
vienodai pasiskirst¦ ir nepriklauso nuo N1.

Toliau laikysime, kad be sekos (Xn) duota dar viena atsitiktiniu� dydºiu�
seka (Ln) su tokia savybe: sekos nario Ln skirstinys priklauso tik nuo Xn.
Paºym
ekime

V0 = 0, Vn = L0 + · · ·+ Ln−1, n > 1.

Tegu g : E × R→ R yra mati funkcija.
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A.16 teorema. ([1], teorema 4.1) Tarkime, kad:
(i) grandin
e (Xn) tenkina minoravimo s¡lyg¡ ir turi tikimybini� invariantini�

skirstini� π;
(ii)

∫
Ex|L0|π(dx) < ∞,

∫
Ex L0π(dx) > 0 ir atsitiktinio dydºio

∑N1−1
i=0 Li

skirstinys yra nearitmetinis (£ia N1 yra pirmasis grandin
es (Xn) atstatymo mo-
mentas, minimas teoremoje A.15), t.y. neegzistuoja tokio d ∈ R, kad ∑N1−1

i=0 Li

bu	tu� sukoncentruotas gardel
eje dZ;
(iii) funkcija g apr
eºta, g(x, ·) tolydi su kiekvienu x ∈ A ir egzistuoja toks

δ > 0, kad ∫

E

(∑

n∈Z
sup

nδ6t<(n+1)δ

|g(x, t)|
)

π(dx) < ∞. (A.2)

Tada

X Eϕ(
∑∞

k=0 g(Xk, t− Vk)) −−−→
t→∞

∫
E

(
∫
R g(x, t)dt)π(dx)/

∫
E

(Ex L0)π(dx);

X jei, be to, π-beveik visur

Ex

(
N1−1∑

k=0

g(Xk, t− Vk)

)
−−−→
t→∞

0, (A.3)

i� t¡ pa£i¡ rib¡ art
eja ir Ex(
∑∞

k=0 g(Xk, t− Vk)) su visais x.

A.1 teiginys. ([1], 4.1 teiginys) Tegu g : E × R → R ir ḡ(x) = supt g(x, t)
yra ma£ios funkcijos. Jei

∫
E

ḡ(x)dπ(x) < ∞ ir g(x, t) −−−→
t→∞

0 su π beveik visais
x, tai

Ex

(
N1−1∑

k=0

g(Xk, t− Vk)

)
−−−→
t→∞

0

π b.v.

A.2.3 Glodinimas
Tarkime, kad f : R → R yra Borelio funkcija. f vadinama tiesiogiai integruo-
jama (ºr. [5]), jei su visais δ > 0 sumos

δ
∑

n∈Z
sup

nδ6t<(n+1)δ

f(t) ir δ
∑

n∈Z
inf

nδ6t<(n+1)δ
f(t)

konverguoja i� t¡ pa£i¡ rib¡, kai δ ↓ 0.
Apibr
eºkime glodinimo operatoriu� f 7→ f̂ lygybe

f̂(t) =
∫ t

−∞
e−(t−u)f(u)du. (A.4)

A.17 teorema. ([6], 9.2 lema) Tegu f : R → R yra mati ir integruojama.
Tada f̂ yra tiesiogiai integruojama.
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A.18 teorema. ([6], 9.3 lema) Tegu U yra neneigiamas atsitiktinis dydis.
Jei t−1

∫ t

0
uα P{U > u}du −−−→

t→∞
c, tai uα P{U > u} −−−−→

u→∞
c.

A.3 Matricu� teorija
Tegu A yra n × n matrica su elementais aij , i, j = 1, . . . , n. Jei visi aij

neneigiami, matric¡ vadinsime neneigiama ir ra²ysime A > 0. Jei visi aij

teigiami, matric¡ vadinsime teigiama ir ra²ysime A > 0. Simboliu σ(A) ºy-
m
esime visu� matricos A tikriniu� reik²miu� aib¦, o simboliu ρ(A) � jos spektrini�
spinduli�, t.y.

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.

A.19 teorema. ([7], 8.2.11 teorema) Jei A > 0, tai

X ρ(A) > 0;

X ρ(A) yra tikrin
e matricos A reik²m
e;

X egzistuoja toks teigiamas vektorius x, kad Ax = ρ(A)x;

X ρ(A) kartotinumas (kaip tikrin
es reik²m
es) lygus 1;

X bet kuri kita tikrin
e matricos A reik²m
e yra maºesn
e uº ρ(A);

X [ρ−1(A)A]m −−−−→
m→∞

L; £ia

L = xyT , Ax = ρ(A)x, AT y = ρ(A)y ir yT x = 1.

A.20 teorema. ([7], 8.1.20 i²vada) Jei A > 0, tai ρ(A) > maxi aii.

A.21 teorema. ([7], 8.1.21 teorema) Jei A > 0, tai

min
16i6n

n∑

j=1

aij 6 ρ(A) 6 max
16i6n

n∑

j=1

aij

ir
min

16j6n

n∑

i=1

aij 6 ρ(A) 6 max
16j6n

n∑

i=1

aij

A.22 teorema. ([7], 5.6.14 i²vada) Jei ‖·‖ yra bet koki¡ matricin
e norma
(t.y. tokia norma n× n matricu� erdv
eje, kad ‖BC‖ 6 ‖B‖ ‖C‖ su bet kokiomis
matricomis B ir C), tai

ρ(A) = lim
k→∞

‖Ak‖ 1
k .
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B Laiko eilu£iu� teorijos modeliu� trumpiniai
�iame priede pateiksime laiko eilu£iu� teorijos modeliu� santrumpas, kurios var-
tojamos darbe.

AR � autoregressive;

ARCH � autoregressive conditional heteroskedasticity;

ARMA � autoregressive moving average;

GARCH � generalized autoregressive conditional heteroskedasticity;

HARCH � heterogeneous autoregression conditional heteroskedasticity.
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