VILNIAUS UNIVERSITETAS

Viktor Skorniakov

ASIMPTOTISKAI HOMOGENINES MARKOVO GRANDINES

Daktaro disertacija
Fiziniai mokslai, matematika (01P)

Vilnius, 2010



Disertacija rengta 2006 — 2010 metais Vilniaus universitete

Mokslinis vadovas:
doc. dr. Vytautas Kazakevi€ius (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, mate-
matika — 01P)



Turinys
Ivadas

1 Asimptotiskai homogeninés grandinés
1.1 AsimptotiSkai homogeninés funkcijos . . . . . . .. .. ... ...
1.2 Asimptotiskai homogeniniy grandiniy pavyzdziai . . ... .. ..
1.2.1 Tiesiniai modeliai ir modeliai, suvedami j tiesinius
1.2.2 Vienmacdiai modeliai . . . .. .. ... ... ... ...
1.23 HARCHmodeliai . . . . . .. ... ... .. ... .....
1.2.4 Tiesiniai modeliai su ARCH paklaidomis . . . . . ... ..

2 Stacionarumo salygos
2.1 Pagrindiné teorema . . . . . .. ... oo oo
2.2 Taikymy pavyzdziai . . ... .. ... ... L.
2.2.1 Tiesiniai modeliai . . . . . . . .. ... ... ..
2.2.2 Vienmadiai modeliai . . . . . ... ... ... ... ...
2.2.3 HARCHmodeliai . . . . ... .. ... ... ... ....
2.3 Pagrindinés teoremos jrodymas . . . . . ... ...

3 Stacionaraus skirstinio uodegos indeksas
3.1 Pagrindiniai rezultatai . . . . ... ... .. oo 0oL
3.1.1 Grandinés pustieséje . . . . . ...
3.1.2 Grandinés tieséje . . . . . . ..o oL
3.2 Taikymy pavyzdzial . . . .. .. ... ... L oL
3.2.1 Grandinés pustieséje . . . . . ..o
3.2.2 Grandinés tieséje . . . . . ... oo
3.3 Pagrindiniy rezultaty jrodymai . . . .. ... .. ...

Priedai:

A Matematiniai faktai
A.1 Neskaidzios Markovo grandinés . . . . . .. .. ... ... ....
A.1.1 Pagrindinés savokos . . . . . ... ...
A12 Teoremos . . . . . . .. e
A.2 Ribinés tikimybiy teorijos teoremos . . . . . . ... ...
A.2.1 Viena teorema apie tolygy konvergavima . . . . . ... ..
A.2.2 Atstatymo teorija. . . . . . . ... ...
A23 Glodinimas . . . . ... L oo
A3 Matricy teorija . . . . ..o

B Laiko eiluéiy teorijos modeliy trumpiniai

31
31
31
32
35
35
38
42

53
93
53
94
56
37
o7
58
59

60



Ivadas

Atsitiktiniy procesy teorijos taikymuose svarbig vieta uzima modeliai, aprasan-
tys priklausomas atsitiktiniy elementy sekas. Jiems skiriamas didelis démesys
tiek taikomojoje, tiek teorinio pobudzio literatiroje. Didele klase tokiy modeliy
sudaro Markovo grandinés, apibréziamos nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy
atsitiktiniy elementy seka (£,,n > 1) ir duotos funkcijos F iteracijomis:

Xp=F(Xp_1,en), n>1; (0.1)

¢ia Xo yra duotas atsitiktinis elementas, nepriklausantis nuo (en)-
Siame darbe nagrinéjami aprasyto tipo modeliai, laikant, kad

v’ grandinés (X,,n > 0) biiseny aibé C' yra uzdaras baigtiniamatés normuo-
tosios erdvés E kugis (t.y. C uzdara ir tz € C su visais € C ir ¢t > 0);

v’ seka (g,) sudaryta i§ nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy ¢ kopijy;
yra separabilios metrinés erdvés W atsitiktinis elementas;

v Borelio funkcija F' : C x W — C yra asimptotiskai homogeniné pirmojo
argumento atzvilgiu, t.y. su visais w € W funkcija F(-,w) atitinka ribiné
homogeniné funkcija G(-, w), apibréziama lygybe

F(tx
G(z,w) = lim @, zeC.

t—oo

Toliau tokias grandines vadinsime asimptotiskas homogeninémis. Darbe iSspresti
du uzdaviniai:

v’ i8siaiskinta, kada egzistuoja stacionarus grandinés skirstinys;

v C =[0;00) ir C =R atvejais issiaigkinta, kada stacionarus skirstinys turi
,sunkias uodegas®.

Aptarsime darbo motyvus. 1992 m. P. Bougerol ir N. Picard [2] nagrinéjo
tiesinj modelj
Xn=AnXn-1+ By; (0.2)

¢ia A, yra realioji atsitiktiné k x k matrica, o B, — realus atsitiktinis k& x 1
vektorius. Jie jrodé, kad su tikimybe 1 egzistuoja riba

. In||A, - Aq
y= lim ————

n—00 n

ir pavadino ja Liapunovo eksponente. Jie taip pat jrodé, kad jei v < 0, tai (0.2)
grandiné turi stacionary skirstinj, o jei v > 0, tokio skirstinio néra. Tiesinis
modelis yra atskiras asimptotiskai homogeninés grandineés atvejis; todél natiralu
kelti klausima, ar egzistuoja analogiskas stacionarumo kriterijus, kai funkcija
F' nebttinai tiesiné pirmojo argumento atzvilgiu. Disertacijoje toks kriterijus
gautas bet kokioms asimptotiskai homogeninéms grandinéms.



Jei grandiné turi stacionary skirstinj, kyla klausimas, kokios to skirstinio
savybés. Pavyzdziui, kokia tikimybés P(|| X || > t) asimptotika, kai t — oo (¢la X
Zymi atsitiktinj elementa, turintj stacionary skirstinj). Ypac jdomas atvejai, kai
stacionarus skirstinys yra su ,sunkia uodega’, t.y. kai auks¢iau parayta tikimybé
yra eilés t7% su tam tikru o > 0. Tiesiniame modelyje §ia problema nagrinéjo
H. Kesten [10] bei Pergamentchtchikov ir Kliippelberg [11]. Netiesinj vienmatj
atveji (C = [0;00) arba C = R) nagringjo Ch. M. Goldie [6]. Disertacijoje
apibendrinami Ch. M. Goldie rezultatai.

Pirmame disertacijos skyriuje grieztai apibréztos asimptotiskai homogeninés
funkcijos ir jrodytos pagrindinés jy savybés. Po to pateikiama serija asimp-
totiskai homogeniniy grandiniy pavyzdziy. Antrame skyriuje gaunamos pa-
kankamos salygos, garantuojancios asimptotiskai homogeninés grandinés sta-
cionaraus skirstinio egzistavima. Nagrinéjant pirmo skyriaus modelius, patikri-
nama, kiek tos salygos artimos biitinoms. Trefiame skyriuje daroma prielaida,
kad grandiné turi stacionary skirstinj ir tiriamas to skirstinio ,,uodegos“ svoris.
A priede surinkti faktai i§ bendrosios neskaidziy Markovo grandiniy teorijos, at-
statymo teorijos bei neneigiamy matricy teorijos, kuriais remiamés pagrindini-
ame disertacijos tekste. B priede suraSyti darbe vartojami trumpiniai. Antrame
ir tre¢iame skyriuose savokos ir trumpiniai vartojami be atskiro paaiskinimo.

Disertacijos rezultatai publikuoti dviejuose straipsniuose ([8] ir [9]) ir pris-
tatyti Lietuvos matematiky draugijos XLIX konferencijoje Kaune (2008 m.) bei
tarptautinéje tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos konferencijoje Vilni-
uje (2010 m.).



1 AsimptotiSkai homogeninés grandinés

1.1 AsimptotiSkai homogeninés funkcijos

Tegu E yra baigtiniamaté normuota erdvé su norma ||-||. Raide E Zymésime jos
vientagke kompaktifikacija F U {co}. Gerai Zinoma, kad F metrizuojama ir jei
(xn) C E, tai z,, —— oo tada ir tik tada, kai ||z, | —— oo.

n—oo n—oo

Jei C C E, M yra metriné erdvé su metrika d, b € M ir f : C — M, tai
f(z) —— b tada ir tik tada, kai

Ve>03r>0Ve el (|z|| >r=d(f(x),b) <e),
arba seky terminais

V(zn) CC (|znll = 00 = f(2n) — b).

APIBREZIMAS. Tegu C' C E. Sakome, kad C yra kugis, jei tx € C su visais
x € Cir visais t > 0. ¢

1.1 teiginys. Jei f apibréZta uZdarame kiugyje, tai f(xr) —— b tada ir tik
r—00

tada, kai
Tp — ¢ #£0, t, = 00 = f(t,a,) — b (1.1)

Irodymas. Trodysime bitinuma. Tarkime, f(z) —= b, T, — x # 0 ir
t, — oo. Fiksuokime ¢ > 0 ir raskime toki » > 0, kad d(f(z),b) < e, kai
llz|| > r. Taip pat parinkime tokj no, kad ||t,z,| > r, kai n > ng. Tada
d(f(thxn),b) < e, kai n > ng. Taigi f(t,x,) — b.

Pakankamuma jrodysime priestaros metodu. Tarkime, f(t,z,) — b, kai
T, — x # 01ir t, — oo, bet f(x) /4 b, kai © — oo. Tada atsiras tokia
seka (y,) C C, artéjanti j oo, kad f(y,) / b. Pastarasis sarysis reigkia, kad
egzistuoja ¢ > 0 ir tokia indeksy seka m,, — 0o, kad

d(f(Ym., ), b) =6

su visais n. Pazymékime t, = ||ym, || it T, = ¢, 'ym, . Tada ||z,| = 1 su visais
n. Kadangi aibé C N {z | ||z|| = 1} kompaktigka, i§ (x,) sekos galime iSrinkti
konverguojantj posekj (z,,). Tada t,, — oo, z,, — = # 0, bet f(tn,zn,) 7~ b.
Gavome priestara. [

APIBREZIMAS. Tegu C C F yra uzdaras kugis ir F' — dar viena normuota
erdvé. Sakome, kad funkcija f : C — F yra asimptotiskai homogeniné, jei
egzistuoja tokia funkcija g : C' — F, kad

vV xp, —x#0, t, — 00 = t,;lf(t”zn) - g($)§

v g(0)=0. ¢



Akivaizdu, kad téra tik viena funkcija, tenkinanti abi salygas. Ja vadinsime
ribine funkcija, atitinkandcia f.

Toliau laikysime, kad f yra asimptotiskai homogeniné funkcija, o ¢ — ja
atitinkanti ribiné funkcija. Irodysime pagrindines §iy funkcijy savybes.

1.2 teiginys. g yra homogeniné funkcija, t.y. g(tx) = tg(x) su visais x € C ir
t> 0.
Irodymas. Jei x = 0, lygybé akivaizdi. Jei = # 0, tai paéme bet kokias sekas

Ty — 2 ir t, — 00, su bet kokiu ¢ > 0 gausime

g(tz) = lim

n—oo
Taigi ribiné funkcija g visiskai apibrézta, jei Zinomos jos reikSmés aibéje
S={zeC||z| =1}. I tikeyjy, jei = £ 0, tai g(z) = |l|lg (ﬁ)
1.3 teiginys. g yra tolydzZioji funkcija.

Irodymas. Fiksuokime x # 0 ir ¢ > 0. Tegu z,, — x. Parinkime seka
t, — oo taip, kad su visais n buty teisinga nelygybé

e

Ht;1 (tnn) — g(wy)|| < 2

Kadangi t; ! f(t,z,) — g(7), taip pat galime rasti tokj ng, kad su visais n > ng

[t f(tnn) — g(2)]| < g

Tada su visais n > nyg
lg(@n) — g(@)|| < [t f(tnzn) — g(@n) |l + It f(tnzn) — g(2)]| <e.

Taigi g tolydi taske .
Jei (z,) € C'\ {0} artéja i 0, tai i§ homogeniskumo ir jau jrodytos dalies

oten) = lanlla (227 ) = lewllO0) = .

||y | n—00

Taigi g tolydi ir tagke 0. OJ

1.4 teiginys. Jei g(x) # 0 su visais x # 0, tai

fl@)  g(=)
@l Te@] = (1.2)
I f ()| = Inlg(z)|| —— 0, 3
I @ =5 oo (1.4)



Irodymas. Tarkime, z, — x # 0 ir t, — oo. I8 g tolydumo ir ho-
mogeniskumo iSplaukia
f(tnxn) _ g(tnxn) _ tvjlf(tnmn) . g(xn) N g(iE) . g(.f) _
IfEnza)ll MgGnza)ll (et fEaza)ll o)l g@I llg@)l]

ir

|| f(tnzn) | — Inflg(tnzn)||
=l f(tnzn)[| = llg(2,) || — Inf|g(2)|| = In]lg(z)]| = 0. (1.5)

Pritaike 1.1 teiginj gauname (1.2)—(1.3).
Kadangi In||g(tn2n)|| = Int, +1nl/g(z, )], 18 jau jrodytos dalies ir g tolydumo
igplaukia
[f (tnzn)ll = tn\lg(x)\leo(l) — 0.

Dar karta pasiréme 1.1 teiginiu gauname (1.4). O

Teiginio prielaida g(z) # 0 esminé. Pavyzdziui, jei C = [0;00) ir f(z) =1
su visais z € C, tai f asimptotiskai homogeniné, bet (1.4) sarysis neteisingas.
Siame pavyzdyje g(z) = 0 su visais .

1.5 teiginys. Tarkime, f1, fo yra asimptotiskai homogeninés funkcijos i§ C' j
C. Jei g1(x) # 0 su visais x # 0, tal f2 o f1 taip pat asimptoti§kai homogeniné,
0 g2 © g1 yra jos ribiné homogeniné funkcija.

Irodymas. Tegu x, — x # 0, t, — oo. Pazymékime y,, = t. 1 fi(t,x,).
Kadangi y,, — g1(x) # 0,
f2(f1(tazn)) f2(tnyn)

o) 2L (g (a). O

Ir Sio teigino salyga g1(z) # 0 esminé. Tegu, pavyzdziui, C = [0; 00) ir

1/xz, kaix #0,
file) = fo(@) {0, kai o = 0.
Tada g1(z) = g2(z) = 0 su visais z. Tadiau fo(fi(z)) = x su visais = ir
nors komporzicija asimptotiskai homogeniné, bet ja atitinkanti ribiné homogeniné
funkcija yra g(z) = x, o ne go o g1 = 0.

Tiesa, jei fo apréZta kiekvienoje apréZztoje aibéje, salyga g1 (z) # 0 nebitina.
Tegu z,, x, t, ir y, yra tokie pat, kaip 1.5 teiginio jrodyme; reikia jsitikinti, kad
to fa(tnyn) — g2(g1(x)) ir tuo atveju, kai g1(x) = 0, t.y. kad ¢, ! fa(tnyn) — O,
jei yp — 0. Tai akivaizdu, jei (t,y,) seka aprézta, nes tada t,!fo(tnyn) =
t-10(1) — 0. Jeigu gi ta seka neaprézta, tai nemazindami bendrumo galime
laikyti ¢, ||yn|| — o0 ir 2, = yn/||lynl| — 2z # 0. Tada

fQ(tnyn) _ fZ(tn”ynHzn)
ln tollynll

[ynll — g2(2) -0 =0.



1.2 AsimptotiSkai homogeniniy grandiniy pavyzdzZiai

Nagrinésime Markovo grandines, apibréziamas (0.1) lygtimis, kuriose C yra uz-
daras kugis baigtiniamatéje normuotoje erdvéje E, W — geparabili metriné
erdvé, F' : C x W — C — Borelio funkcija ir (e,,n > 1) — nepriklausomy
vienodai pasiskirs¢iusiy W elementy seka, nepriklausanti nuo Xy. Grandines
laikysime asimptotiskai homogeninémis, t.y. su kiekvienu w funkcija F'(-,w) bus
asimptotiskai homogeniné. G raide Zymésime tokia funkcija is§ C' x W i C, kad
G(-,w) yra ribiné homogeniné funkcija, atitinkanti F'(-, w). Kadangi
G(z,w) = lim M,
n— oo n

G yra Borelio funkcija.

Toliau aprasSysime serijg literaturoje nagrinéty modeliy, parodydami, kokia
plati nagrinéjamy Markovo grandiniy klasé.

1.2.1 Tiesiniai modeliai ir modeliai, suvedami j tiesinius
Tiesiniu vadinsime modelj, aprasoma lygtimis
Xn=Un + Vo, X515 (16)

¢ia X, ir U, yra k x 1 vektoriai, V;, — k X k matricos, visi (Uy, V;,) yra neprik-
lausomi, vienodai pasiskirste ir nepriklauso nuo Xy. Aigku, kad tai yra atskiras
(0.1) atvejis, atitinkantis C C R¥, W € R¥ x M}, (¢ia My — visy k x k matricy
aibe) ir funkcija F', apibréziama lygybe

F(z,(u,v)) =u+vx suzelir (u,v) e W.
Jei x,, = x #0ir t, — oo, tai
t F (tnn, (u,v)) =t 'u 4+ va, — va;
todél nagrinéjama grandiné asimptotiskai homogeniné ir
G(z, (u,v)) = vz.

Kigis C' dazniausiai yra arba visa erdvé R¥, arba jos dalis RT*, sudaryta i3
neneigiamy vektoriy (pastaruoju atveju U, ir V;, turi buti neneigiamos atsitik-
tinés matricos).

Tiesiniai modeliai labai plafiai paplite. Atskiras tokio modelio atvejis yra
atsitiktinis klaidziojimas R* erdvéje, apibréziamas lygybe

Xn = Xn—l + €n,

arba AR(1) modelis:
Xp=ag+a1 X1 +ep.



I tiesinj modelj suvedamas ir Siek tiek bendresnis AR(k) modelis, aprasomas

lygybe
Tn =a0 +Q1Tp—1+ "+ AxTp—k + En.

Tereikia pazymeéti

Tn ao +€n ar - ag—1 Gk

Tp_1 0 | 0 0

Xn = . 7Un = . 7‘/n = . . .
Tn—k+1 0 o --- 1 0

Finansines laiko eilutes dabar populiaru apragyti GARCH modeliais. Ben-
dras GARCH(p, ¢) modelis uzrasomas lyg¢iy sistema

Tp = Opkn,
072,, =ag + alx%_l + -+ apmi_p + blai_l + -+ bqai_q;
¢ia p > 11ir ¢ > 0 — fiksuoti sveikieji skaiciai, ag, by > 0, o like modelio koefi-
cientai neneigiami. Tokj modelj taip pat galima suvesti j tiesinj. Pazymékime
p = max(p,2), ¢ = max(q, 2),

o
. ao
0-2 ~. 0 . ~ 1
X, = nyatd ir U,=| . [|eRrrih
n 2 n
“Ln—l :
: 0
2
xn—{)—&-l

Jei ¢ = 0 arba ¢ = 1, laikysime by = by = 0; jei p = 1, laikysime as = 0. Tada
pazyméje

b1 + (LlEi_l by --- bq~71 bq az -+ Q-1 G

1 o -- 0 0 O 0 0

0 1 - 0 0 O 0 0

Ve = 0 0 1 0 O 0 0
8%71 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 o -- 0 o o --- 1 0

gausime, kad X, tenkina (1.6) lygti. Matome, kad $iuo atveju matricos U, V,,
yra neneigiamos. Jei ¢ = 0, tai (1.7) modelis vadinamas ARCH(p).



1.2.2 Vienmacdiai modeliai

Papras¢iausi netiesiniai modeliai yra tie, kuriuose buseny aibé C' sutampa su
pustiese [0;00). Jie sutinkami jvairiuose praktiniuose taikymuose. Pateiksime
keleta pavyzdziy.

Imkime masinio aptarnavimo sistema G/G/1, kurioje paraiskos ateina mo-
mentais Uy +- - -+U,, o aptarnavimo laikai yra V,, (sekos (U,,) ir (V},) sudarytos i§
nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy neneigiamy atsitiktiniy dydziy). Jei X,
yra n-osios paraiskos laukimo eiléje laikas, tai (7r. [5], VI skyriaus 9 paragrafa)

X, = (Xn—l + 5n)+; (19)

Gia g, = V,_1 — U,. Jei raide X,, Zymeétume bendra sugaista n-osios paraiskos
laika, gautume modelj

Xn=Vo+ (Xpno1— Un)“‘. (1.10)

Aigku, kad (1.9)—(1.10) yra atskiri bendro modelio atvejai, atitinkantys C =
[0;00): pirmu atveju W C R ir F(z,w) = (z + w)*, antruoju — W = (0;00)?
ir F(z,(u,v)) = v+ (x —u)*t. Abi grandinés asimptotifkai homogeninés.
Pavyzdziui, pirmu atveju i8 t,, — oo, x, — = # 0 iSplaukia

t;lF(tnxmw) = t;l(tnazn +w)t = (2, + t;lw)+ — T

taigi G(z,w) = x.
Is (1.10) isplaukia

X Vo smax(X,,—1—Uy,,0) V, X

e"r =e'me =" max(eXn—17Un 1) ="V

" max(e Un).

n-1 e
Todél (1.10) faktiskai ekvivalentus modeliui

X = Vymax(X,_1,Up).
Jis taip pat yra atskiras bendro modelio atvejis, atitinkantis C' = [0;00), W C
(0;0)? ir

F(z, (u,v)) = vmax(x,u).

Be to, grandiné asimptotiskai homogeniné ir G(z, (u,v)) = vz.
Letac [13] nagrinéjo bendresnj modelj

Xn=R,+V, maX(Xn—la Un)7

kuris, nesunku pastebéti, irgi yra asimptotiskai homogeninis. Atskiras jo atvejis
yra modelis

Xp =max(X,—1 — 1,1)ey,, (1.11)
kurj detaliau istirsime kituose skyriuose.
Dar vienas modelis, atitinkantis C' = [0;00) ir W C (0;00)3, uzrafomas
lygtimis
Xp =Ry Xpn_1+UpvVXno1+ Vi (1.12)



Jis nagrinétas darbe [6] (8 skyriuje). Siuo atveju G(z, (r,u,v)) = rz.

Sudétingesni netiesiniai modeliai gaunami imant C' = R. Kliippelberg ir
Borkovec [12] nagrinéjo modelj

Xp=aXy 1 +ep/b+cX2 g (1.13)

Ga a # 0 ir b,c > 0 — fiksuoti modelio parametrai. Matome, kad tai atskiras
bendro modelio atvejis su

F(z,w) =az +w\Vb+cz? ir G(z,w)=azx +wyc|z|

(1.13) modelj galima apibendrinti dviem kryptimis: kitame skyrelyje apibré-
§ime daugiamatj jo analogg; kita vertus, jis yra atskiras netiesinio AR modelio
atvejis. Pastarasis uzrasomas lygtimis

Xn = fl(anl) + fQ(anl)En. (114)

Jel ir f1, ir fy yra asimptotiskai homogeninés funkcijos, tai (1.14) grandiné taip
pat asimptotiSkai homogeniné. Ja atitinkanti G funkcija lygi g1(x) + go2(z)w;
Gia g; yra ribiné homogeniné funkcija, atitinkanti f;.

Jau minétame darbe [6] nagrinéti dar du asimptotiskai homogeniniai mode-
liai. Pirmas uzrasomas lygtimi

X = [Un + Vo Xn-1] (1.15)
(Gia [x] Zymi skaifiaus x sveikaja dalj), antrasis — lygtimi
Xn = VaXn 11y, X, 1210a 1} + UnL v, X1 <UL} (1.16)
Abiem atvejais G(z, (u,v)) = vx.

1.2.3 HARCH modeliai

1997 m. Miiller ir kt. |15] finansinéms laiko eilutéms apragyti pasialé HARCH(k)
modelj, apibréziama lygéiy sistema

Ty = Opén, (1.17)
k j 2

O‘i =co+ ch (Z :cnz> ; (1.18)

j=1 i=1
¢ia cg,...,cr — fiksuoti neneigiami modelio parametrai (¢o ir ¢, — grieZtai

teigiami). Pazyméje
‘r’fb

Xn = : ) (1.19)

Tp—k+1
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(1.17)—(1.18) lyggiy sistema uzraome (0.1) pavidalu su funkcija F: R¥ x R —
R*, apibréziama lygybe

) 2
k
\/Co +D =16 (Zgzl xj) w -

F(z,w) = 1 , =

Lk—1

Aigku, kad grandiné (X,,) asimptotiskai homogeniné ir

\/Z?—l ¢ (23:1 Ij) 2“’

G(z,w) (1.20)

Tk—1

1.2.4 Tiesiniai modeliai su ARCH paklaidomis

1984 m. A. A. Weiss [18] pasiiilé tiesinio modelio modifikacija — AR modelj su
ARCH paklaidomis. Modelis uzrasomas lygéiy sistema

Tp = A1Tp—1 1+ AxTp—k + Onén,

2 2 2
o, =bt+cx,_ |+ +crr,_y-

Modelio parametrai as, . . . , ax yra bet kokie realieji skaiciai, a1 # 0, ¢1,...,Cp—1
neneigiami, o b ir ¢, — grieztai teigiami. Jei X, apibrégime ta patia (1.19) ly-
gybe kaip ir HARCH atveju, tai (X,,) bus asimptotiskai homogeniné Markovo

grandiné su
k k 2
Dim @i + b+ D cirw

F(z,w) = o
Tr—1
ir

k k 2
Dimy @i + \/ D iy G W x1
G(zr,w) = . , T = :
: )

Tk—1
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2 Stacionarumo salygos

2.1 Pagrindiné teorema

Nagrinésime asimptotiskai homogenine Markovo grandine (X,,), apraSyts anks-

tesniame skyriuje, ir aikinsimés, kada ji turi stacionary skirstinj. Naudosime

tuos pacius Zymenis, kaip anks¢iau. Be to, apibrésime

G(z,w)

S={xecC]||z]=1}, Rz,w)=|Gzw)l, Hrw) =—"—%,
{ Hlzll =1}, Rz, w) = [|G(z, w)]| (z,w) Rz, w)

o ¢ raide zymeésime atsitiktinj W elementa, turintj tokj pat skirstinj kaip sekos
(en) elementai.
Tegu b : W — [0;00) yra tam tikra Borelio funkcija, tenkinanti salyga

Eb(e) < 0.
Toliau laikysime, kad su visais w € W teisingi tokie sarySiai:
(NZ) G(z,w) # 0 su visais z # 0;
(M1) M(z,w) = |[In"||F(z,w)| — In"||G(z,w)||| < b(w) su visais z;
(M2) supj =1 [In R(z, w)| < b(w).

Is NZ isplaukia, kad H(x,w) korektiskai apibrézta su visais z € S.

Kartu su grandine (X,) nagrinésime dvi pagalbines sekas (Y,) ir (Z,),
apibréziamas lygybémis

1Yo’

Y, =G(Yn-1,6n), nx=1l;, Z, n > 0. (2.1)
Jei Yy nepriklauso nuo (g,), (¥;,) yra Markovo grandiné. Laikysime, kad Yy # 0
b.v.; tada i§ NZ prielaidos Y;, # 0 b.v. su visais n. Taigi galime laikyti, kad (Y},)
grandinés buseny aibé yra Co = C'\ {0}. Tada seka (Z,,) apibrézta korektiskai.
Be to, i§ homogenigkumo i§plaukia

Yn _ G(YnleYnflnilv 571)
||Yn|| R(Yn—1||Yn—1||_1a5n)

Zn = = H(Zn_1,€n).

Taigi (Z,) taip pat yra Markovo grandiné su bilseny aibe S. Atkreipsime démesj,
kad i§ M2 salygos igplaukia
EllnR(Z,e)| < 00

su bet kokiu atsitiktiniu aibés S elementu Z.

2.1 teorema. Tarkime, kad (X,) ir (Y,,) yra neskaidZios T-grandinés, (X,)
aperiodiné ir tenkinamos NZ, M1-M2 salygos. Tada (Z,) yra teigiama Hariso
grandiné. Tegu Z yra nuo € nepriklausantis S elementas, kurio skirstinys su-
tampa su stacionariu grandinés (Z,) skirstiniu, ir v = Eln R(Z,¢). Jei v < 0,
tai (X,,) yra teigiama Hariso grandiné; jei v > 0, ji disipatyvi arba nuliné.

12



Isvada. Su bet kokiu x € S

n
v = lim Y InR(Zi_1(x),) b.v.; (2.2)

i=1
Gla Zo(x) =z, Zyp(x) = H(Zp—1(x),en).

2.2 Taikymy pavyzdziai

Panagrinésime kai kuriuos modelius i§ aprasytyjy 1.2 skyrelyje. Laikysime, kad
atsitiktinio elemento e skirstinys turi absoliu¢iai tolydzia komponente, kurios
tankis teigiamas visoje aibéje W. Beveik visada i3 to i8plauks, kad (X,,) ape-
riodiné ir kad tiek (X,), tiek (Y;,) grandiné neskaidi Lebego mato siaurinio
atitinkamoje aibéje (C' arba Cp) atzvilgiu. Jei F' funkcija tolydi x atZvilgiu (i§
1.3 teiginio i¥plaukia, kad G visada tolydi  atZvilgiu), tai abi sekos bus Felerio
grandinés. Tada jos bus neskaidZios T-grandinés (A.3 teorema) ir norint taikyti
2.1 teorema pakaks patikrinti NZ ir M1-M2 salygas.

Literattroje, kurioje nagrinéjami 1.2 skyrelyje aprasyti modeliai, daugeliu
atvejy stacionaraus skirstinio egzistavimas jrodomas su silpnesnémis neskai-
dumo prielaidomis. Todél neskaidumo salygas pakomentuosime tik tais atve-
jais, kai originaliuose Saltiniuose jos bus panagios j aukS¢iau suformuluotasias.
Irodinéjant stacionaraus skirstinio egzistavima, kartu su neskaidumo salygomis
paprastai formuluojamos ir momentinés prielaidos. Siuo poziuriu 2.1 teorema
beveik visada yra optimali. Todél momentines salygas aptarsime kiekvienam
nagrinéjamam modeliui.

2.2.1 Tiesiniai modeliai

Panagrinékime bendrajj tiesinj modelj, apibréZiama (1.6) lygtimis. Tegu Dy
zymi apgreziamy realiyjy k x k matricy aibe.

2.1 teiginys. Tarkime, kad W = R* x Dy,. Jei

Elnt||U|| < oo ir E sup |In||Vz|| < oo,

[|z||=1

tai 2.1 teorema pritaikoma (1.6) grandinei. Be to, su tikimybe 1
1
v = lim —In||V,--- V4. (2.3)
n—oo N

Irodymas. Trodyma suskaidysime j dvi dalis. IS pradziy jsitikinsime, kad 2.1
teorema pritaikoma, po to jrodysime (2.3) formule.

1 dalis. Tikringime NZ ir M1-M2 salygas su funkcija

b(u,v) = In(1 + [ul]) + sup |Infjvz]].
lzl=1

I8 momentiniy teoremos prielaidy iSplaukia, kad Eb(U, V) < co.

NZ. Tegu G(zx, (u,v)) = ve = 0. Kadangi v apgreziama, x = 0.

M1. Fiksuokime z ir w = (u,v). Galimi keturi atvejai:
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V@ w) =1 |G, w)l] < 1
v AF(@w)| > 1 |G, w)|| =1
v E@w)| < 1 |Gz, w)|| > 1
v OAF@w) | <1 Gz, w)] <1

Pirmu atveju

M (z, w) = In|[F(z, w)| < n((lul] + [loz])
= In(flul] + |G (2, w)[) < (1 + [|ul]).

Antras atvejis i8siskaido j du: jei |[F(z,w)|| = ||G(z,w)], tai

F
Vo) — 1o IEE Tl + s

= < :
=G w) S oz < O lull);

jei | F(z, w)|| < [|G(x, w)], tai

G wll Nl +[lu+ vz

Mz,w) =In ey <

< In(1 4+ JJul).
Treciuoju atveju

M (z, w) = Infvz|] < In([ju+ vzl + [ul])
= In(|[F(z, w)l| + [Jull) < (L + [u]).

Ketvirtas atvejis trivialus.
M2 salyga akivaizdZziai patenkinta.
2 dalis. Pazymeékime

I={zecRF |z e{-1,1},i=1,...,k}.

Be standartinés R” normos ||z|| = /2 + -+ 27 naudosimés maksimumo
norma ||z|lcc = maxigi<k|r;|. Kiekvieno I elemento maksimumo norma bus
lygi 1. Jei v yra k x k matrica, tai jos normg apibrésime formule

lol = sup |lvzlloo = max (Joi] + -+ + fvi]) = max|jve]|o. (2.4)

llzlloo=1

Tegu
1 . 1
En(z) = —1n||V, -+ - ViZ||oo, ir 7 =—In|V,--- V4.
n n

Kadangi baigtiniamatése erdvése visos normos ekvivalencios, egzistuoja tokios
teigiamos konstantos ¢y, ¢, kad

allzl < llzlleo < eafll-
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I3 cia isplaukia
1 1 1 1
—Ineg + —In||V,, - - Viz|| < &u(z) € —lnce + —n||V,, - - - Viz||.
n n n n

Taciau
1 1 & x 1
— 1n||Vn R le” = — InR (Zzl () ,(Ui, V;)) + — thl‘”7

todél pagal 2.1 teoremos iSvadg (&, (x)) artéja iy b.v.

I5s (2.4) gauname 7, = maxges &y (z). Kadangi aibés I elementy skaiius
baigtinis, 1, — v b.v. Gautas sary8is nepriklauso nuo matricos normos parinki-
mo. Norint tuo jsitikinti, pakanka dar karta pasinaudoti normy ekvivalentumu
baigtiniamatése erdvése. [J

Stipriausias rezultatas, nurodantis tiesinio modelio stacionarumo salygas,
gautas jau minétame darbe [2]. Momentinés salygos vektoriui U yra tokios
pat. Matricai V jos silpnesnés — reikalaujama tik Eln™||V|| < co. Vis délto
(2.3) formulé leidzia teigti, kad, esant teisingoms teiginio salygoms, gauname ta
pacia stacionariy (nestacionariy) modeliy aibe, kuri gaunama naudojantis [2]
rezultatais. Todél 2.1 teoremoje minimas dydis v pagristai gali buti vadinamas
asimptotiskai homogeninés grandinés Liapunovo eksponente.

2.2.2 Vienmadial modeliai

Pra¢kime nuo paprasciausio — (1.9) modelio. Prielaidos e atZzvilgiu leidZia
taikyti 2.1 teoremag, bet ji neduoda lauktos stacionarumo salygos: kadangi §iuo
atveju Z =1,

v=EInR(Ze)=EInG(Z,e) =EInZ =0.

Taciau pradinis modelis nesunkiai transformuojamas j jam ekvivalenty, kuriam
miisy teorema jau duoda padory rezultaty. Pazymékime X, = eX». Tada i§
(1.9) isplaukia

X, =max(£,X,-1,1) (2.5)

su &, = e,

2.2 teiginys. Jei (X,,) apibréziama (2.5) lygtimi ir E|lné| = Ele| < oo, tai 2.1
teorema pritaikoma grandinei (X,,).

Irodymas. Patikrinsime NZ ir M1-M2 salygas. Kadangi G(z, %) = zd ir &

gali bati tik teigiamas, G(z,w) # 0 su x # 0. M1 salyga taip pat tenkinama. I3
tikro, jei G(z,w) < 1, tail F'(z,w) = 1; jei G(z, @) > 1, tai F(z,0) = G(z,w).
Abiem atvejais M (z,w) = 0. M2 salyga akivaizdZiai tenkinama su funkcija
b(w) = |Inw|; nelygybe Eb(e) < oo i8plaukia i teoremos prielaidos. O

Jei X yra atsitiktinis dydiskurio skirstinys sutampa su stacionariu ()N(”)
skirstiniu, tai X = In X, skirstinys yra stacionarus (1.9) modelio skirstinys,
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ir atvirksciai. Todél jrodytas teiginys duoda ir pradinio modelio stacionarumo
salygas. Kadangi Liapunovo eksponenté (2.5) modelyje yra 4 = EIné = Eg,
galime daryti i§vada, kad (X,,) turi stacionary skirstinj, kai E¢ < 0, ir neturi
jo, kai E¢ > 0. Gavome klasikinj rezultata, kuris, tiesa, teisingas ir tuo atveju,
kai nereikalaujame tankio egzistavimo.

Pritaike savo teorema kitiems modeliams, aprasytiems 1.2.2 skyrelyje, jau
gauname ir naujy rezultaty. Pradésime nuo modeliy ant pustiesés.

2.3 teiginys. Tegu (X,,) apibréZiama (1.12) Iygtimi ir W = (0;00)3. Jei
EllnR| <oco ir Eln <1 + U +V> < 00
VR ’

tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei (X,,).

Irodymas. Patikrinsime NZ ir M1-M2 salygas imdami

b(r,u,v) =In (1 + % —|—v) + |Inr|.

NZ. Kadangi G(z, (r,u,v)) = ra ir r > 0, NZ salyga tenkinama.
M1. Fiksuojame z ir w = (r,u,v). Kadangi F > G, galimi tik trys atvejai:

v G(z,w) > 1;
v F(z,w) 21> G(z,w);
v F(z,w)<1.

Pirmu atveju z > %, todél

re +uy/T +v u v u
M(z =lh———=In|(1 — | <In(14+— .
(z,w) =1In rT n( +r\/§+r:ﬁ> n( + \/?_H))

Antruoju atveju z < %, todél

Aﬂ@w):m0w+uwg+v)<m(l+j;+v>.

Trecias atvejis trivialus.
M2. Si salyga akivaizdziai tenkinama. [J

Isnagrinéto modelio Liapunovo eksponenté lygi Eln R. Taigi stacionarus
skirstinys egzistuoja, kai EIn R < 0.

Darbe [6], kuriame nagrinétas 8is modelis, gautos tokios stacionarumo saly-
gos:

U
ElnR<0, ElnfU<oo ir Em<R+)<m
2vV!

¢ia V' yra V kopija, nepriklausanti nuo R ir U. Matome, kad tredia sglyga
eliminuoja dalj stacionariy grandiniy. I8 tikryjy, tegu R, U,V yra nepriklausomi
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absoliuciai tolydus teigiami atsitiktiniai dydziai, Eln R < 0, o U ir V vienodai
pasiskirste su tankiu

atl .a : . 1)-
eflge. kaix € (0;1);
f(l‘) = bQ,b,l .
5T , kaiz>1;
1

¢ia a,b > 0 — fiksuoti parametrai. Tada EInU = 5 —
didelis, o b mazas, EInU > 21In2, o tada

U U 1
Enh({R+ — | >Eln| — | = EInU —In2— -—EInV
“< NV) (wv) " 2"

= %Ean71n2>0.

ﬁ. Taigi, jei a

Dabar panagrinékime netiesinj AR modelj, tik laikydami C' = [0;00) it W =
(0; 00). Atskiras jo atvejis yra (1.11) modelis.

2.4 teiginys. Tegu (X,,) apibréziama (1.14) lygtimi, su ¢ = 1,2 funkcija f;
apréZta kiekviename intervale [0; A] ir g; yra ribiné homogeniné funkcija, ati-
tinkanti f;. Jei g2(1) > 0 ir E|lne| < oo, tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei
(Xn)-

Irodymas. Parodysime, kad tenkinamos NZ ir M1-M2 salygos su funkcija
b(w) = |lnw| + const. Prie§ pradédami pastebésime, kad jei a > 0,w,b > 0, tai

[In(a + bw)| < const + |Inw|. (2.6)

Nagrinéjamu atveju G(z,w) = (¢1(1) + g2(D)w)z. Kadangi g2(1),w > 0, i§
G(z,w) = 0 i8plaukia z = 0 ir NZ tenkinama. M2 salyga i8plaukia i3 (2.6).
Lieka patikrinti M1.

Jei ne tik go(1), bet ir g1(1) teigiamas, egzistuoja toks A, kad

271 gi(2) < fil2) < 2gi(2) (2.7)

sui=1,2ir visais ¢ > A. Jei ¢g1(1) = 0, raide A paZymime tokj skai¢iy, kad
suz > A
fr) <z it 27g(n) < fola) < 20(a). (2.8)

Jei x < A, tai
M(z,w) < max(In* F(z,w),In* G(z,w)) < |In(a + bw)|

su tam tikromis konstantomis a, b, nes tiek f;, tiek g; funkcijos apréztos [0; A]
intervale. Taigi pakanka jsitikinti, kad M (z,w) < const + |lnw|, kai © > A.
Nagrinéjame visus galimus atvejus.

Atvejis F(z,w) 2 1, G(z,w) > 1. Jei g1(1) > 0, tai i§ (2.7)

N 2g1(z) + 2g2(x)w

Mz, w) < In = m@yw

=1In2;
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jei g1(1) = 0, tai is (2.8) ir (2.6)

z+2ga(x)w _ ln(

M(z,w) <In
(W) <= o

1
2+ 7) < const + |Inw].
Bw o]

Atvejis F(x,w) > 1, G(x,w) < 1. Siuo atveju

g2(Dw’
Todél
M(z,w) < ln(ZG(x, w)) <In2,
kai g1(1) > 0, ir
1

M(z,w) <In(x+2¢p(x)w)<In|{2+ —
(@) o+ 2m(oh0) <o (24 o

> < const + |Inw|,

kai g1(1) = 0. 5
Atvejis F(z,w) <1, G(z,w) > 1. Siuo atveju

todél

o) < 2005 00) (o 20

< const + |Inw|.
g(D)w 92(1)w> o]

Atvejis F(z,w) < 1, G(z,w) < 1 trivialus. O

Is jrodyto teiginio isplaukia, kad jei E[lne| < oo ir W = (0; 00), tai (1.11)
modeliui pritaikoma 2.1 teorema. Liapunovo eksponenté tame modelyje lygi
Elne. Taigi, modelis turi stacionary skirstinj, kai Elne < 0, ir neturi jo, kai
Elne > 0.

Toliau panagrinésime modelius, kuriuose C' = R. Pradésime nuo (1.15) mo-
delio.

2.5 teiginys. Jei W = R x (R \ {0}), E[InV?| < oo ir EmT|U| < oo, tai
2.1 teorema pritaikoma (1.15) lygtimi apibréZiamai grandinei.

Irodymas. Kaip ir anksciau, i§ tankio prielaidos iSplaukia, kad tiek (X,,),
tiek (Y},) neskaidi. Tik gjkart grandinés (X,,) neskaidumo matas yra ne Lebego
matas, o tikimybinis matas, sukoncentruotas 0 taske (ji Zymésime simboliu dy).
Be to, sikart F' funkcija néra tolydi  atzvilgiu; todél i§ pradziy jsitikinsime, kad
(X,) yra T-grandine.

Tegu p yra vektoriaus e = (U, V) skirstinio tolydziosios komponentés tankis.
Tada
0, kai 0 & A;

P{F(z,e) e A} =P{[lU+Vz] € A} > {h(m), kai 0 € 4:
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h(z) = // p(u,v)dudv su z € R.
u+vz€(0;1)
Kitaip tariant, grandinés (X,,) peréjimo tikimybiy branduolj minoruoja bran-
duolys T', apibréziamas lygybémis
T(z,A) = h(z)do(A), z€R, AecB(R).

Aigku, kad T'(z,R) > 0 su visais z. Lieka jsitikinti, kad h yra pusiau tolydi
i§ apacios. Tai igplaukia i§ Fatu lemos, nes jei x, — z, tai

liminf h(x,) > // liminf 1¢;1) (v + v, )p(u, v)dudv

> // 10,1 (u + v2)p(u, v)dudv = h(z).

Lieka patikrinti NZ ir M1-M2 salygas. Irodysime, kad jos tenkinamos su

funkcija
b(u,v) = In(2 + |u|) + [ln|v]|.

Jei x # 0, tai G(z, (u,v)) = vax # 0, nes v # 0. Taigi NZ salyga patenkinta.
Akivaizdu, kad M2 salyga taip pat patenkinta, ir belieka patikrinti M1.

Tegu {x} Zymi skai¢iaus x trupmenine dalj. Fiksuojame x ir w = (u,v) ir
vél nagrinéjame visus galimus atvejus.

Atvejis |F(z,w)| 2 1, |G(z,w)| = 1. Jei |F(x,w)| > |G(x,w)]|, tai

- 1
M(x,w):ln‘u—ﬂm {u+vx}|<1n|u+vx|—|—
|| ||

< In(2 + |ul).

Jei |G(z,w)| > |F(z,w)|, tai

|vz|
. lu + v — {u+ vz}
lu+ve — {u+va}| + u| + 1
|lu 4+ ve — {u + vz}

M(z,w) =1

<In

< In(2 + |ul).

Atvejis |F(z,w)| > 1, |G(z,w)| < 1. Siuo atveju
M(z,w) = Inju + ve — {u +va}| <In(ju] + Jvz| + 1) < In(2 + |u|).
Atvejis |G(z,w)| 2 1, |F(x,w)| < 1. Dabar taip pat
M(z,w) =lnjvz| < In(Ju + vz — {u+ vz} + |ul + 1) <In(2+ |u|). O

Isnagrinéto modelio Liapunovo eksponenté yra Elnjv|. Taigi stacionarus
skirstinys egzistuoja, kai Eln|v| < 0, ir neegzistuoja, kai Eln|v| > 0.

Darbe [6], kur sutinkamas iSnagrinétas modelis, momentinés stacionaraus
skirstinio egzistavimo salygos yra tokios pat. Tiesa, nereikalaujama, kad E In|ov|
biity baigtinis, t.y. situacija EIn|v| = —oco galima.

Dabar panagrinésime (1.16) modelj. Ji atitinkanti funkcija F' taip pat néra
tolydi = atzvilgiu.
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2.6 teiginys. Tegu (X,,) apibréziama (1.16) Iygtimi. Jei W =R x (R\ {0}),
Eln"|U| < oo ir E|In V2| < oo, tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei (X,,).

Irodymas. 1§ funkcijos F' pavidalo matyti, kad (X,,) neskaidi Lebego mato
atzvilgiu. Irodysime, kad ji yra T-grandiné.

Tegu p yra atsitiktinio vektoriaus ¢ = (U, V) skirstinio tolydzios kompo-
nentés tankis. Su z € R ir A € B(R) pazymékime

T(z, A) = // p(u, v)dudo.

u€A,|u|>|vz|

Tada
P{F(z,(U,V)) € A} 2 P{U € A,|U| > [V} 2 T(z, A).
Aigku, kad T'(z,-) yra substochastinis matas ir T'(xz,R) > 0 su visais z. Be to,
panagiai kaip ankstesnio teiginio jrodyme i§ Fatu lemos i$plaukia, kad kiekviena
T(-, A) yra pusiau tolydi i§ apacios funkcija. Taigi T yra tolydZioji komponenté.
Patikrinsime NZ ir M1-M2 salygas su funkcija

b(u,v) = In(1 4 2|u|) + |In|v]|.

Jei z # 0, tai G(z, (u,v)) = vz # 0, nes v # 0. Akivaizdu, kad M2 salyga taip
pat patenkinta. Tikrindami M1 fiksuojame z ir w = (u,v) ir vél perrenkame

esminius atvejus.
Atvejis |F(z,w)| 2 1, |G(z,w)| = 1. Jei |F(x,w)| > |G(x,w)|, tai

[ul{ju>joaly + VELjui<jvaly]
vz |

M(z,w) =In < In(1 + |ul).

Jei |F(xz,w)| < |G(x,w)|, tai

021 fjul>oaly + VT juigjval}]

(U juf>oal} + 02 {jui<oal}]

ul u vx +UI1 u v +2u

| (LD (i 21 o).
(W gt el + V2L (i< oal}]

M(z,w) =In

<Iln

Atvejis |F(z,w)| 2 1, |G(z,w)| < 1. Dabar
M(va) = 1n|U1{\u|>|v$|} + Ux1{|u\<\wc\}‘ < ln(|u| + "U:L’D < 111(1 + |U|)
Atvejis |F(z,w)| < 1, |G(z,w)| > 1. Cia

M (z, w) = Infoxlfjy>jva)y + VT u|< va)}]
< 111(\u1{|u‘>|m‘} —|—’U:E1{‘u|<‘1,x|}| +20u]) < In(1 + 2u|). O

Isnagrinéto modelio Liapunovo eksponenté lygi Eln|v|. Kaip ir ankstes-
niame modelyje, momentinés salygos, garantuojancios stacionaraus skirstinio
egzistavima, sutampa su tomis, kurios pateikiamos originaliame Saltinyje [6].
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1.2.2 skyrelyje esame apibréze dar vieng modelj, kurio buseny aibé sutampa

su tiese:
Xn=aXn-1+eny/b+cX2 ;.

Ji i8nagrinésime treéiajame skyriuje, iliustruodami uodegos indekso tyrimo metu
gautus rezultatus. Cia tik paminésime, kad darbe [12], kur sutinkamas pastara-
sis modelis, visos stacionaraus skirstinio egzistavimo salygos yra stipresnés nei
tos, kurias duoda 2.1 teorema: reikalaujama, kad e buty absoliu¢iai tolydus
atsitiktinis dydis su simetriniu tankiu ir baigtine dispersija. Taikydami musy
teorema, gauname tokj teiginj.

2.7 teiginys. Tegu (X,,) apibréZiama (1.13) lygtimi. Jei W = R\{0, - %},
Elln(a + ev/¢)?| < oo, E|ln(a —evc)?| < 0o ir E[lne?| < oo,

tai 2.1 teorema pritaikoma grandinei (X,,).

Irodymas. Patikrinsime salygas NZ, M1-M2 su funkcija

b(w) = = (Ilnw?| + [In(a + wy/c)?| + |In(a — wy/c)?|) + const.

N | =

NZ. Priminsime, kad

G(z,w) = az + w|z|\/c = z(a + sign(z)wy/c), (2.9)
kur
—1, kai x < 0;
sign(z) = 0, kai z = 0;
1, kai z > 0.

I8 teoremos prielaidy w # :t%. Todél Gz, w) = 0 tada ir tik tada, kai = 0.
M1. Pazymékime

g(z,w) = F*(z,w) — G*(z,w) = bw* + Qwax(\/m —Vea?).
Jei z =0, tai F?(z,w) =w?bir
2M (z,w) < |In F%(z,w)| < [Inb| + [Inw?|.
Jei  # 0 ir waz > 0, tai F?(z,w) > G*(z,w) ir galimi trys atvejai:
v F?(x,w) < 1;
v FYz,w) > 1> G?*(x,w)

>
v G*x,w) > 1.
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Pirmuoju atveju M (z,w) = 0. Antruoju atveju atsizvelge i (2.9) ir tai, kad
sign(a) = sign(x) sign(w), gauname nelygybe

1
2] < ————.
lal + |w]v/e

I3 ¢ia iSplaukia jvertis

2M (z,w) = In F?(2,w) = In(G*(z, w) + g(x,w))

2|alb
<In(1+4g(x,w)) <In 1+ bw? +
(1+ g(z, w)) < N ﬁcx2)>

b
<ln (1 + bw? + 2|a\/:> :

Paw) (1 + %) <In(1+g(z,w))

=In(1+bw?+ 2wazh <In 1—|—bw2—|—M .
Vb + cx? + Vea? Ve

Dabar tarkime, kad = # 0 ir waz < 0. Jei F?(z,w) > G*(z,w), tai

Treciuoju atveju

2M (z,w) =In

F?(z,w)
max(1, G%(z,w))

2M (z,w) =In ( ) <In(1 4+ g(z,w)) < In(1 4 bw?),

kai F%(z,w) > 1.
Jei F2(x,w) < G?(x,w), tai pastebéje, kad g(z,w) < 0, gauname

G?(x,w)
max(l,F%x,w))) <l = g(w,w)

2|awz|b
< In(1 + 2|lawz|(v/b + cx?2 — Vex? 1n<1+ >
( lawa( ) Vb + ca? + Vea?

|aw|b
Shnfl ;
(4%

2M (z,w) = In (

kai G?(z,w) > 1. Taigi M1 tenkinama.
M2. Atsizvelge j (2.9) matome, kad M2 iskart isplaukia i§ teoremos prielaidy.
O

2.2.3 HARCH modeliai

1.2 skyriuje davéme du daugiamacdiy asimptotiskai homogeniniy grandiniy pa-
vyzdzius. Siame skyrelyje, iliustruodami pagrindinés teoremos taikyma, iSnag-
rinésime HARCH procesa. Butinos ir pakankamos stacionaraus skirstinio egzis-
tavimo salygos zinomos tik tuo atveju, kai tariama, kad stacionaraus sprendinio
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kvadratas integruojamas (Zr. [4]); neskaidumo prielaidos yra tokios pat kaip ir
tos, kurias keliame mes. Parodysime, kad momentiné prielaida gali buti Zenkliai
susilpninta.

2.8 teiginys. Tegu (X,,) apibréziama (1.17)—(1.19) lygtimis. Jei W =R\ {0}
ir E|lne?| < oo, tai (2.1) teorema pritaikoma grandinei (X,,).

Irodymas. Tikrinsime NZ ir M1-M2 salygas, imdami
1
b(w) = §|ln w?| + const.

NZ. 15 (1.20) matyti, kad jei G(z,w) =0, tai 1 = -+ = 251 = 0. Be to, i3
ci > 0 taip pat i8plaukia 1 4 --- + x = 0. Reiskia, z = 0.

M1. Kadangi ||F(z,w)|]? = cow? + ||G(z,w)|* > ||G(z,w)|?, galimi trys
atvejai:

v G w)] > 1;
VG w)|| < 1< IF (@, w)ll;
v | F(z,w)| < 1.

Pirmu atveju

1 cow? 1 9
M — o1+ =2 NV <im( ,
)= 3 (14 i) < g0+

antruoju
1 2 2y 1 2
M(z,w) = 3 In(cow” + ||G(z,w)||7) < iln(l + cow?)
ir tre¢iuoju M (z,w) = 0. Belieka pastebéti, kad
1 oo 1 1 o 1 1.,
3 In(1 4 cow?) < iln(l +co) + 3 In max(1,w?) < 5111(1 +co) + §|lnw |

M2. Vertinsime |In||G(z,w)|||. Pazymékime

. 2
J

k k—1
s =3 (z) iy
j=1 i=1 j=1
go = min g(z), ¢° = max g(z).
lzll=1 el =1

Kadangi
min(1, w?)g(x) < |Gz, w)|* < max(1,w?)g(x),

logaritmave abi puses gauname

1 1 1 1
—§|lnw2\ + 3 Ing(z) < In||G(z,w)|| < §|lnw2| + 3 Ing(x).
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Reiskia,
1 1
sup [In||G(z,w)||| < flnmax(g*,g )+ §|lnw2\. O
l[=l=1

Norint itirti HARCH(k) stacionaruma, kai € tenkina jrodyto teiginio saly-
gas, reikia apskai¢iuoti Liapunovo eksponente . Pazymékime

1
Ve = §E\|H\I1f In||G(z,e)||?, ~* = §E sup In||G(z,¢e)|?
llzll=1

ir
m

ZElnR i—1(2), ).

Tada su visais € S ir m teisingos nelygybés v. < vm(z) < v*. Suskaifiave
ribas, kai m — oo, ir pasiréme 2.1 teoremos iSvada, gauname

Y <Y< (2.10)

Taigi i§ v* < 0 i§plaukia v < 0, 0 i§ v, > 0 gautume v > 0. Kitaip tariant,
sary8is v« < 0 yra pakankama, o sary$is 7. < 0 — butina stacionaraus sprendinio
egzistavimo salyga.

Jei k=1, tai 7. =v* = $ Eln(c1€?) ir todél

1
1= Eln(cie?).

Taigi atveju k = 1 turime iSreikstinj v pavidala. Jei k > 1, tai panaudoti (2.10)
nelygybes kebliau. I§ tikryjy, $iuo atveju

k—1 k—1
|G (z,w)|* = ch <Z$l> w2+2m? > me
i=1 i=1

ir todel v* > 2 SUD||z||= ;In ZZ 1 2? = 0. Taip pat sunku ka nors pasakyti
apie V.. Taciau atveju k > 1 gahme remtis 2.1 teoremos iSvada ir vertinti v
Monte-Karlo metodu.

Vizualiai 2.8 teiginio iliustracijai atlikome simuliacijas imdami k = 2 ir € ~
N(0,1). Jy rezultatai atsispindi 1 pav., kuriame nupiesti dviejy funkcijy grafikai.
Abu grafikai suskaido parametry (ci1, c2) kitimo sritj j dvi dalis: parametrams
po grafiku stacionarus skirstinys egzistuoja, vir§ grafiko — neegzistuoja. Tiesé
c1+2co = 1 apibrézia stacionaraus kvadratu integruojamo skirstinio egzistavimo
sritj: [4] darbe parodyta, kad bitina ir pakankama tokio skirstinio egzistavimo
salyga yra

c1 + 202 < Ee ™2
Lauzté gauta vertinant v Monte-Karlo metodu jvairioms parametry (ci,co)
reikSméms, kaip buvo aprasSyta auksciau.
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pavl.eps

1 pav. Stacionaraus HARCH(2) proceso ir stationaraus kvadratu integruojamo
HARCH(2) proceso egzistavimo sritys

2.3 Pagrindinés teoremos jrodymas

Fiksuokime z € Cy, zg € S ir apibrézkime keturias sekas:

Xo(z) =2, X,(x)=F(Xn_1(2),en), > 1;
Yo(z) =z, Y.(z)=GYn-1(z),en), n=1;
5 Xn(z)
Yn(x)
Z —
") = @l
Is M2 salygos isplaukia E|ln R(Z,(z),e)| < Eb(e) < oo, todél su z # 0

galime apibrézti funkcijas
= — gm ElnR(Z;—1(x),&;)
m — i—1 1<)

Pagrindinés teoremos jrodymas remsis tokia lema.

2.1 lema. Jei tenkinamos NZ ir M1-M2 salygos, tai bet kokiam fiksuotam m

Eln™ || X, (z)|| — In"||z| — mym(z) — 0. (2.11)

Tr—00
Irodymas. Pazymékime

FO(I') = GO(I) =z, fu= F(~,’LU), Juw = G(7w)



irsun=>1

Fn<x7wl7~--;wn) = F(anl(xawlw"awnfl)aw’n) = fw,,L SR Ofwl(x),

Gn(xa Wiy 7wn) = G(anl(‘rawla v 7wn71)»wn) = Gw, "9 Gu, (IIJ)
Tada X, (z) = F,(x,e1,...,6n) it Ypo(z) = Gp(z,e1,...,6,). I§ NZ prielaidos
turime, kad G, (z,w1,...,w,) # 0 su visais ¢ # 0 ir visais wy,...,w, € W,

todél pasiréme asimptotiskai homogeniniy funkcijy savybémis gauname, kad

V' Fo(,wi,...,wy,) yra asimptotiskai homogeninés, o G, (-, w1,...,w,) —
atitinkamos ribinés homogeninés funkcijos;

vV 1 X (@)l — i |Yz (2)]] —— > b.v.
Norint gauti (2.11), pakanka parodyti, kad visiems j > 1
Bl | ()| — "X (2)]| - In R(Zj-1(2), &5)] —— 0.
Irodyma suskaidysime j tris dalis.
1 dalis. 1§ (1.3) su visais w € W

In|[£(z, w)|| = nf|G (2, w)|| —— 0.
I5 (1.4) gauname, kad pakankamai dideliems ||z|
In[|F(z,w)[| = ™| F(z,w)|| ir In]|G(z,w)|| = In"[|G(z, w)].
Todél su visais w € W
In"||F(z,w)| — In™||G (2, w)] — 0.
Pasiréme M1 prielaida ir Lebego teorema apie aprézta konvergavima gauname
E|llnt||F(z,e)|| — InT||G(z,¢)]|| — 0. (2.12)

Jei ||z|| > 1, tai
X
mmﬂGuxnmﬂmnle(hmxyu

T
=EMWWMQmww+mm(wrﬁm

< Inflz| P{IG(z, &) <1} + El{jce.e)1<1y()-

Antras démuo artéja j 0, kai x — oo, nes Eb(e) < oo, o [|G(z,¢)|| — oo b.v.
Pirmasis taip pat artéja i 0, nes

P{I6(e.2)] < 1) =P {6 (5.¢ ) < - el

]

1 T
< ——E1 G(z,e)||< h’lHG (76)”
In||z|| {IIG(=,9)|l 1}’ I |

1
In||z| (G (,e)1<130(€)
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Todel

E[ln*|G(z,e)| — n* 2| — In||G (;””s> I| —o.
Atsizvelge | (2.12) gauname, kad
E[ln*||F(z,¢)| — In* 2| — In||G (z”e> I| —o.
2 dalis. Fiksuokime § > 0 ir parinkime tokj A > 0, kad
sup E}ln+||F(x,5)|| —InT||z|| — In||G ( < ,5) I| <o (2.13)

| >A [l

Tegu E; zymi salyginj vidurkj o(e1,...,¢;) atzvilgiu. I§ (2.13) isplaukia, kad
aibéje [ X;-1()] > A

Ej1 [In )| X; (@) | — ™| X ()| = I R(Zj-1 (2), )] < 6.
Kita vertus, M1-M2 prielaidos garantuoja, kad
E;j_1 ’111+||Xj(x)|| ~ It X, 1 (2)]| — InR(Z;_1 (), g5)] < Int A+ 3Eb(e)

aibéje || X,;_1(z)|| < A. Todél

E[In* )X, (@)]| — " | X1 (@) — nR(Zj 1 (2), <))
<5+ (I A+ 3Eb(e,) P{IX;1(2)| < A} —— 6.

Tr— 00

Kadangi § buvo pasirinktas laisvai,

E[ln* | X; ()| — 10| X1 ()| = I R(Zj-1(x), )] —— 0.

Tr—00

3 dalis. Belieka parodyti, kad
E[lnR(Z;_1(z),e;) —InR(Z;_1(z),e;)] —— 0. (2.14)

T— 00

I (1.2)

Zj_1(x) — Zj—1(x) —— 0 b.v.
Funkcijos In R(-,w), w € W, tolygiai tolydzios kompakte S, todél
InR(Zj_1(x),¢;) —In R(Z;_1(2),e5) — 0 b.v.

r—00
Pasiréme M2 ir Lebego teorema apie aprézta konvergavima gauname (2.14). O
2.1 teoremos jrodymas. Irodyma suskaidysime j tris dalis. Prie§ pradédami,

pastebésime, kad grandinés (Y;,) peréjimo tikimybé P apibréZziama funkcija G
ir atsitiktiniu elementu e. I8 tikryjy,

Pz, A) = P{Y; € A} = P{G(x,¢) € A}.
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Taigi su bet kokiu z # 0 grandinés (Y, (x)) peréjimo tikimybé bus tokia pati kaip
ir (Y,,), 018 ¢ia i8plaukia, kad (Y;,(2)) irgi bus ¢-neskaidzios T-grandinés. Be to,
sekos (Y, (x)) skirstinys sutaps su branduolio P indukuota tikimybe algebroje
B>

P.{(y1,92,...) € A} =P{(Y1(),Ya(x),...) € A}, AecB*~.
Tokios pat pastabos galioja ir grandinéms (X,,), (X, (z)).

1 dalis. T pradziy parodysime, kad v, (z) — v € R tolygiai z atzvilgiu.
Tegu ¢ ir T zymi grandinés (Y},), atitinkamai, neskaidumo mata ir tolydzia,
komponente. Prisiminkime, kad grandinés (Y,,) biseny aibé yra Cy = C'\ {0},
o simboliu S sutaréme Zyméti vienetine sfera {x € C | ||z|| = 1}. Apibrézkime
funkcija f : Cy — S formule f(z) = z||z||~!. Isiveskime dar dvi funkcijas:

wo(A) = (f71(A), To(w,A)=T(x,f'(4)), z€Co, A€B(S).

Parodysime, kad g ir Ty yra grandinés (Z,(z)), atitinkamai, neskaidumo matas
ir tolydi komponenté. Matas ¢ apibréztas Cy poaibiy o-algebroje B(Cp). I8
Cla iSplaukia, kad po(S) = ¢(Cp) > 0. Taigi ¢ yra netrivialus matas. Jei
wo(A) >0, tai o(f~1(A)) > 0 ir todél atsiras n > 1 su kuriuo

P{Z,(x) € A} = P{Y,(z) € f~(A)} > 0.
Reigkia, (Z,(z)) yra @o-neskaidi.
Tegu a(n) yra tikimybinis skirstinys aibéje {0} U N, tenkinantis salyga

i a(n) P{Y,(z) € BY > T(z,B), z€Co, BeB(C).

n=0

Su bet kokia A € B(S) ir z € S

Y a(n)P{Zu(z) € A} =Y a(n) P{Ya(x) € fTH(A)} >

T(z, f~1(A)) = To(, A).
Be to, Tp(+, A) yra pusiau tolydi i§ apacios ir su visais ¢ € S
To(x,S) = T(x, f~1(9)) = T(x,Cy) > 0.

Taigi (Z,(z)) yra T-grandiné. Kadangi ji aprézta pagal tikimybe, pasiréme A.1
ir A.2 teoremomis gauname, kad (Z,(z)) yra teigiama Hariso grandiné. I$ ¢ia
isplaukia, kad ji turi vienintelj invariantinj tikimybinj mata 7 (A.4 teorema).
Tada i8 A.13 teoremos iSplaukia, kad su bet kokia tolydzia funkcija h: S — R
tolygiai x atzvilgiu

m— 00

e S Eh(Zii(z)) —— [ hdr.
m
=1
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Kadangi G(-,w) tolydi, i§ M2 prielaidos ir Lebego teoremos apie aprézta, kon-
vergavima gauname, kad funkcija h(z) = Eln R(z,¢) tolydi aibéje S. Reiskia,
Ym(x) —— 7 tolygiai x atZvilgiu aibéje S. I§ homogeniskumo igplaukia, kad
Zn(tx) = Z,(x) su bet kokiais x € Sir t > 0. I§ &a Y, () = ym(tz) su z € S,
t > 0. Todél v, (x) —— ~ tolygiai = atzvilgiu aibéje Cp.

2 dalis. Tarkime, kad v < 0. Parinkime m taip, kad m~v,,(z) < ¢ < 0 su
visais « # 0. Pasiréme 2.1 teorema, galime rasti tokj A > 0, kad

lal

[ [ X (@) | = W ]| = mym (@)] < T, (2.15)
kai ||z|| > A. Tada
B0 | Xon (@) = In* ] < ) + 2 < £, .10
kai ||z]| > A. Kita vertus,
jggEﬂnﬂ\Xm(x)H —In™z||| < oo. (2.17)

I3 tikryjy, pasiréme M1-M2 ir nelygybe In™ (uv) < In™ u 4 In™ v gauname

Elnt || X (2)| < EIn'|G(Xpmo1(2),em)] + Eb(e)
<EWY|Xpo1(2)]| + En(|G(Zm-1(2),em)| + Eb(e)
SEI™ | X1 ()| +2Eb(e) < -+~ < In'||z]| + 2mEb(e).

Reiskia,

SEK‘EID+||X]€+1($)H - ln+||a:H’ <2Int A4 2(k+1)Eb(e) < oo.
z<

Kadangi (X,,) yra aperiodiné ir neskaidi, (X, n > 0) taip pat yra neskaidi
(A.5 teorema). Kadangi (X,,) yra T-grandiné, kompaktiskos aibés yra a-mazos
(A.3 teorema). I$ aperiodiskumo taip pat iSplaukia, kad kiekviena esminé aibé
yra m-maZa (detaliau 7r. [14]: grandinés periodo konstrukcija psl. 116, teiginio
5.5.7 jrodymas, lema D.7.4). Todél kiekviena kompaktiska aibé bus maZza ir
grandinei (X,,,). Dar kartg pritaike A.3 teorema, gauname, kad (Xn,) yra
T-grandiné. Tada (2.16)—(2.17) nelygybes reiskia, kad (X,,,) tenkina dreifo
kriterijy A.6. Todél ji yra teigiama Hariso grandiné ir aprézta pagal tikimybe
(A.1ir A.2 teoremos).

Nagrinékime seka (X,nn11,n = 0). I§ M1-M2

It | Xons || = (X, Emngt) |l
< 1n+||G(Zmn75mn+1)” + 1n+HX'mn|| + b(£mn+1)'
Kadangi i
Eln+HG(Zmn;5mn+1)” g Eb({:‘),
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seka (ln+||G(Zmn, Emn+1)|l;m = 0) aprézta pagal tikimybe. Visi b(g,n+1) vien-
odai pasiskirste, todél ir §i seka aprézta pagal tikimybe. Be to, auks¢iau jrodéme,
kad (X,,.,) aprézta pagal tikimybe. I8 gauto jverc¢io tada isplaukia, kad (X,nn41)
taip pat aprézta pagal tikimybe. Analogiskai jrodoma, kad (Xmn+;) yra aprézta
pagal tikimybe su bet kokiu fiksuotu j. Todél (X,,) yra aprézta pagal tikimybe.
Dar karta pritaike A.1 ir A.2 teoremas gauname, kad (X,,) yra teigiama Hariso
grandiné.

3 dalis. Tarkime, kad v > 0. Parinkime m € N, ¢ > 0 ir A > 0 taip, kad
q < mym(z) su visais x ir galioty (2.15). Tada

Bl | X ()| - |l > 2

kai ||z]| > A. Taip pat pastebésime, kad

E|In" [ X, (2)]] — In*|]]|
< E|1n+HXm(x)|| —InT || X1 (2)|| = In R(Zp—1 (), Em)‘
+ E|111+||Xm_1(1')|| - ln+||x||’ +Eben) <...

<3 B[t X, (@) - X1 (@) - I R(Zy- (2),25)| + mEb(e).
j=1
Irodinédami 2.1 lema gavome, kad

ZEwux (@) =X 1 (@)]] = In R(Zj-a(2),¢5)| = 0,

todél
sup E|In* || X, (2)]| — In™[|z]|| < oo.

Kita vertus, jei ||z| < A tal teisinga (2.17), todél
sup E|ln+||Xm(x)H . 1n+|\x||| < 00.
zeC

Kaip ir 2 dalyje, galima parodyti, kad (X;n,n = 0) yra T-grandiné. Tada
iSvestos nelygybeés reiskia, kad (X,,,) tenkina dreifo kriterijy A.7 ir todél yra
disipatyvi arba nuliné. Tada tokia pat yra ir grandiné (X,,) (A.8 teorema). OJ

Isvados grodymas. Irodinédami 2.1 teorema kartu jrodéme, kad bet kokiam
x # 0 grandiné (Z,(x)) yra teigiama Hariso. Tada ((Zn-1(z),en),n > 1)
taip pat bus teigiama Hariso grandiné. Jei Z Zymi atsitiktinj elementa, turintj
stacionary (Z,(x)) skirstinj, o € nepriklauso nuo Z, tai (Z, ) skirstinys sutaps su
stacionariu ((Z,—1(x),ey)) skirstiniu. I§ M2 E|ln R(Z, ¢)| < oo, todél grandinei
(Zp-1(z),ep) galime pritaikyti didziyjy skai¢iy désnj (A.9 teorema), i8 kurio
igplaukia, kad

meR i—1(2),6;) —— EInR(Z,e) =~ b.v.

m—00
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3 Stacionaraus skirstinio uodegos indeksas

Siame skyriuje nagrinésime asimptotiskai homogenine grandine (X,,), turinéia
stacionary skirstinj. Laikysime, kad biseny aibé vienmaté (C = [0; c0) arba C' =
R) ir mus domins tikimybiy P{£X > t} asimptotika, kai ¢ — oo; &a X Zymi
atsitiktinj dydij, kurio skirstinys sutampa su stacionariu grandinés skirstiniu.
Naudosime tuos pacius zZymenis, kaip ir ankstesniuose skyriuose.

3.1 Pagrindiniai rezultatai
3.1.1 Grandinés pustieséje

Jei C' = [0;00), tai
S={1}, R(l,¢)=G(l,e), H(l,e)=1.

Taigi Z, = 1 su visais n, o tada Liapunovo eksponenté v = Eln G(1,¢), jei tik
tas vidurkis baigtinis.

Nagrinéjamu atveju pagrindinis rezultatas, aprasantis grandinés (X,,) uode-
gos svorj, buvo gautas darbe [6].

3.1 teorema. ([6], 2.4 i&vada) Tarkime, kad Liapunovo eksponenté v < 0,
atsitiktinio dydzio In G(1, €) skirstinys yra nearitmetinis ir egzistuoja toks o > 0,
kad

EG*(l,e) =1, EG“(1,¢)|InG(1,¢)] < o0 (3.1)
ir

E|F*(X,e) - G*(X,¢e)| < o0. (3.2)
Tada
tia P{X > t} t—) K

su k = (ma) LE[F*(X,e) — G¥(X,¢)] irm = EG*(1,¢) InG(1,¢).

Tam, kad egzistuoty «, tenkinantis (3.1), pakanka, kad egzistuoty 8 > 0 su
EGA(1,¢) € (1;00) (7r. 3.1 lemos jrodyma). Taciau (3.2) salygos tikrinimas pa-
prastai yra gana sudétingas uzdavinys, nes dazniausiai sunku arba nejmanoma,
isreiksti X per sekos (e,) narius. Miisy pasiilytas kriterijus palengvina §
uzdavinj, nes remiasi tik Zinoma funkcijos F' iSraiska.

3.1 teiginys. Tarkime, (X,,) yra neskaidi T-grandiné, Liapunovo eksponenté
neigiama ir « tenkina (3.1) salygas. Jei egzistuoja tokie 0 < 6 < 61 < «, kad su
visais A > 0

(F1) SUPp<r<A EF%(z,e) < oo,
(F2) sup,- 2z % EF%(z,¢) < o0,

(F3) sup,p 2 " E[F*(z,2) — G*(z,¢)| < oo,
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tai grandiné yra teigiama rekurentiné ir galioja (3.2) salyga.
Jei a < 1, tai F3 salyga galima pakeisti bet kuria i§ salygy

(F3a) sup,.a z Y E|F(z,e) — G(x,€)|a < 005
(F3b) sup,-a 2 P EG* ! (z,¢)|F(z,¢) — G(z,)| < 0.
Tai i8plaukia i§ nelygybiy

la® —b*| < |a —b]*, |a* —b*] < b* Ya — b, (3.3)
kurios teisingos su visais a,b > 0. Jei a > 1, tai i§ nelygybés

la® —b%| < a2a_1(b"_1|a — bl + |a—b|*) (3.4)

igplaukia, kad F3 galime pakeisti abiem salygomis F3a ir F3b kartu.

3.1.2 Grandinés tieséje
Dabar suformuluosime pagrindine skyriaus teorema. Laikysime, kad grandinés

biiseny aibé C' = R ir kad tenkinama NZ salyga: G(x,w) # 0 su visais « # 0.
Tada

S={-1,1}, R(z,w)=|G(z,w)| ir H(z,w)=signG(z,w);

—1, kaiz <O0;

sign(z) =<0, kaix=0;

1, kai = > 0.
Laikysime, kad grandinés (Z,,) peréjimo tikimybiy matrica yra teigiama, t.y.
visi jos elementai yra teigiami. Z raide Zymésime atsitiktinj S elementa, turintj
stacionary (Z,) skirstinj. Tada Liapunovo eksponenté v = Eln R(Z, ¢), jei tik

tas vidurkis baigtinis.
Imkime neneigiama a. Jei E R*(+1,¢) < oo, tai apibrézkime

QQ(Z,Z/) = ERQ(Z,E)]_{H(Z@):Z/}, (Z,Z/) eSxS.
Funkcijg @, galima traktuoti kaip 2 x 2 matricag. Kai a =0,

P{H(-1,¢e) = -1} P{H(-1,¢)=1
Qo= < P{{H(l,e) _ _1}} 13{{1;(1,5)): 1}})

sutampa su grandinés (Z,) peréjimo tikimybiy matrica. Kadangi Qo(z,2") =0
tada ir tik tada, kai Q(z,2") = 0, visos matricos @, taip pat yra teigiamos.

Tegu p, Zymi matricos @), spektrinj spindulj. Tada p, yra tos matricos
tikriné reik¥mé ir egzistuoja tokie teigiami skai¢iai r,(£1), m7o{%1}, kad

ra=<”7‘j‘a((1§)) it e = (ra{-1} ma{l})
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yra, atitinkamai, deSinysis ir kairysis matricos @, tikrinis vektorius, atitinkantis
tikrine reik§me p, (A.19 teorema). NemaZindami bendrumo galime laikyti, kad
Ta{—1} + 1o {1} = 1 ir m4ro = 1. Toliau j r, Zitrésime kaip j funkcija, o i 4
— kaip | tikimybinj mata aibéje S.

3.2 teorema. Tarkime, kad
(i) neegzistuoja d € R, su kuriuo In R(1,¢) ir In R(—1,¢) skirstiniai bity
sukoncentruoti gardeléje dZ;
(ii) Liapunovo eksponenté yra neigiama;
(iii) egzistuoja toks a > 0, kad matrica @), korektiskai apibrézta, p, =1 ir
su visais z € S
E R%(z,¢)|ln R(z,¢)| < o0. (3.5)

Jei, be to,

(X1) E|X|? < 0o su tam tikru 0 < 0 < a,

(X2a) E[|F(X,e)|* - |G(X,¢)|*| < o0,

(X2b) E[|F(X,e)|* +|G(X,6)*]1{r(x.c)a(x.0)<0} < 00,
tal su visais z € S

t*P{sign X = z, |X| >t} P k()
— 00
su tam tikrais k(z) € [0;00).

3.1 PASTABA. Teoremoje minimos ribinés konstantos gali biiti uZrasytos pavi-
dalu

k(z) = W:ﬁi{;} Z ra(z')E([z’F(X, £)] e [2'G(X, E)]Jra),

z'eS

kur 2% reigkia (z1)® ir

m= Z Ta{2} ERY(z,e)ro(H(z,¢))In R(z,¢).
z€eS

Jel G(—1,¢) 4 —G(1,¢), tai Q, = (Z Z) su

CLZER(X(I,E)l{H(Lg):l} ir bZERa(l,E)l{H(LE):,l}.

Nesunku jsitikinti, kad tada

Pa =a-+b, W(x:(%

N|—
~—
=

Q

I
N
— =
N———

Todél 1
w(1) = w(-1) = o B([F(X, )" = |G(X,e)[%) (3.6)
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sum=ER*(1,e)InR(1,¢).
Jei G(—1,¢) £ G(1,¢) tai

b a a 1
N T

su tais patiais a ir b. Taigi (3.6) teisinga ir Siuo atveju. ¢

3.2 PASTABA. Lygybé G(—1,¢) 4 —G(1,¢e) svarbi dar vienu aspektu. Jei ji

teisinga, tai i§ homogeniskumo bei X ir € nepriklausomumo
P{X <0, G(X,e) e B} =P{X <0, |X|G(-1,¢e) € B}
=P{X <0, XG(1,¢) € B}
ir
P{X >0, G(X,e) €e B} =P{X >0, XG(1,¢) € B}
su bet kokia Borelio aibe B. Kitaip sakant, su visomis B

P{G(X,c) € B} = P{XG(1,¢) € BY,

o tai reigkia, kad G(X,¢) 4 XG(1,¢e). Todél siuo atveju 3.2 teorema sutampa
su pagrindiniu [6] rezultatu (2.4 ivada), kuris, tiesa, irodomas be X1 prielaidos.
Jei G(—1,¢) ir —G(1,¢) skirstiniai nesutampa, tai misy teorema neiSplaukia
is [6] rezultato. Is tikryjy, visais darbe [6] nagrinétais atvejais xk(—1) = x(1),
o §i lygybé, kaip matome i§ anks¢iau pateiktos « iSraiSkos, nebutinai teisinga
bendruoju atveju. ¢

Tam,kad egzistuoty a su p, = 1, pakanka, kad egzistuoty 8 > 0 su pg > 1.
Pastarosios nelygybés patikrinimui galima pasinaudoti Zinomais spektrinio spin-
dulio jverciais i§ apadios. Pavyzdziui, taikydami A.20-A.21 teoremas, gauname

. . /
po > maxQo(z,2) ir po 2%3%62@(272)-
z

Taigi pakanka rasti 3, kuriam E RP(z, €)1{H(z,e)=2} € (1500) su fiksuotu z € S
arba E R?(z,¢) € (1;00) su visais z € S.
Kitas musy teiginys palengvina X1-X2 salygy tikrinima.

3.2 teiginys. Tarkime, kad (X,,) yra neskaidi T-grandiné, Liapunovo ekspo-
nenté neigiama ir p, = 1. Jei egzistuoja tokie 0 < 6 < 61 < «, kad su visais
A > 0 ir visais z € S

(F1) suppgicn E|F(tz,5)’a < 00,
(F2) sup,opt™ E’F(ﬁz,&)|01 < 00,
(F3a) supssa t*9E||F(tz,5)|a - |G(tz,5)|“’ < 0,

(F3b) sup;sa t=? E[\F(tz, a)|* + |G(tz, 5)|°‘} Lip(tz,0)Gtz,e) <0} < OO,
tai grandiné (X,,) yra teigiama rekurentiné ir galioja X1-X2 nelygybés.
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3.2 Taikymy pavyzdziai

I8nagrinésime kelis modelius, apra8ytus ankstesniuose skyreliuose, kartu aptar-
dami esminius taikymy aspektus. Laikysime, kad visais nagrinéjamais atvejais
atsitiktinis elementas € turi absoliu¢iai tolydzia komponente su tankiu, teigiamu
visoje aibéje W. Dél to visuose nagrinéjamuose modelinose (X,,) yra neskaidi
(Lebego mato atzvilgiu aibéje C) aperiodiné T-grandiné (zr. A.3 teorema),
atsitiktiniy dydziy In R(£1,¢) skirstiniai néra aritmetiniai ir (Z,) grandinés
peréjimo tikimybiy matrica teigiama. Taip pat laikysime, kad E|ln R(£1,¢)| <
oo ir, reigkia, Liapunovo eksponenté egzistuoja (Zr. 2.1 teoremos jrodyma). Pa-
pildomas prielaidas formuluosime nagrinédami atskirus modelius.

3.2.1 Grandinés pustieséje

Pradésime nuo modelio, apibréziamo (1.12) lygtimi.

3.3 teiginys. Tegu (X,,) apibréziama (1.12) lygtimi, W = (0;00)% ir a > 0
toks, kad
ER*=1, ER%*IR|< .

Jei Liapunovo eksponenté Eln R neigiama ir EUY < oo, EV® < oo, tai 3.1
teorema pritaikoma grandinei (X,,).

Irodymas. Patikrinsime 3.1 teiginio salygas. I8 ¢ia igplauks, kad tenkinama
(3.2) salyga. Likusios 3.1 teoremos salygos akivaizdZiai patenkintos.
Fiksuokime max($,a — 3) < 6 < 61 < a ir A > 0. Atsitiktiniai dydziai,
turintys baigtinj 7-os eilés momenta, sudaro tiesine erdve, todél
sup EF%(z,e) <E(AR+ VAU +V)* < o0

0<z<A

ir

0 0 U 1A%
sup z” ' EF (x,¢e <E<R++) < 0.
e (@) VAR
Taigi F1-F2 salygos tenkinamos. Norédami patikrinti F3, patikrinsime F3a ir
F3b. F3b teisingumu jsitikinsime tik tuo atveju, kai o > 1, nes, kaip minéta
3.1.1 skyrelyje, abi salygos reikalingos tik tada, kai oo > 1.

Kadangi F(z, (r,u,v)) — G(z, (r,u,v)) = v/xu + v,

o VA\“
-0 o —(0—-%)
sup z~ " E|F(z,e) — G(z,e)|* < A 2/ F U—i—) <00
s EIF(2,2) - G, ) (v+ 0%

ir F3a salyga patenkinta. Jei o > 1, tai i§ Hiolderio nelygybés

1 14
sup z P EG Y (x,e)|F(x,e) — G(z,e)| < A® 2P E R} (U+ >
sup (z,6)|F(z,¢) — G(z,¢)]| 7A

1 a—1 \%4 a
<A 29 (ERY = (E U+)> < o00. 0
EE ( ( VA

Q=
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Analizuojant jrodyma galima pastebéti, kad esminj vaidmenj tikrinant F3
suvaidino skirtumo F(z,w) — G(z,w) eilé. Nesunku jrodyti, kad jei

[F (2, w) — G(z,w)| < cx”p(w)

su o < 1 ir funkcija p, tenkinancia salygas E p® () < coir EG*71(1,¢)p(e) < o0
(kai @ < 1, pakanka vienos i§ §iy salygy), tai F3 tenkinama imant 0 € (oa; @)
arba 6 € (a — 1+ 0;a).

Kitas svarbus klausimas — ar ribiné konstanta teigiama. I$nagrinétu atveju
k > 0, nes F(z,(r,u,v)) > G(z, (r,u,v)) su visais z > 0 ir (r,u,v) € W (zr.
ribinés konstantos israiska). Bendruoju atveju situacija kur kas sudétingesne.
Pailiustruosime tai nagrinédami (1.11) modelj.

3.4 teiginys. Tegu (X,) apibréZiama (1.11) lygtimi. Jei W = (0;00), egzis-
tuoja o > 0, kuriam
Ee*=1, Ee&%lne| < oo,

ir Liapunovo eksponenté Elne yra neigiama, tai 3.1 teorema pritaikoma gran-
dinei (X,,).

Irodymas. Pakanka pastebéti, kad

[1 —z|w, kaizxe (0;2),
w, kai x > 2.

Tada i§ momentiniy prielaidy i$plaukia, kad pritaikomas 3.1 teiginys ir todél
(3.2) salyga patenkinta. Kitos 3.1 teoremos salygos akivaizdzios. O

(1.11) modelis jdomus tuo, kad tam tikrais atvejais, jo ribiné konstanta
lygi nuliui. I3 tikryjy, imkime e, pasiskirséiusj tolygiai intervale (0;2). Tada
P{e € (0;2)} = 1 ir Eec = 1. Nesunku matyti, kad stacionarus (X,,) skirstinys
sutampa su e skirstiniu (t.y. galime imti X 4 €), visos 3.1 teoremos salygos
patenkintos, bet x = 0. Klausimas ar visada konstanta teigiama, kai € skirstinys
néra sukoncentruotas intervale (0;2), lieka atviras.

[Snagrinétas pavyzdys rodo, kad kartu su 3.1 teorema reikalingas ir metodas
nelygybei £ > 0 jrodyti. Apradysime vieng i§ tokiy metody.

Tegu (X,,) yra grandiné, kuriai pritaikoma 3.1 teorema. Pazymékime jos
stacionary skirstinj raide 7. Jei g € L*(7) ir su visais x

E[F®(z,e) = G%(x,¢)] > Eg(F(x,¢)) — (), (3.7)

tai ribiné konstanta teigiama. IS tikryjy, suintegrave abi puses 7 atzvilgiu,
gauname

k=E[F*(X,e) - G*(X,e)] > Eg(F(X,¢)) — Eg(X).
Belieka pastebéti, kad skirtumas desinéje puséje lygus 0, nes F'(X,¢) 4x.
Kadangi E G%(x,¢) = z® su visais z, (3.7) gali buti perraSyta taip:
EF¥(z,e) —z® > Eg(F(z,¢)) — g(x). (3.8)

Pailiustruosime metodo taikyma, tirdami atskirg (1.11) modelio atvejj.
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3.5 teiginys. Tegu tenkinamos 3.4 teiginio salygos. Jeia =1 irEelne > In2,
tai ribiné konstanta teigiama.

Jrodymas. Trodysime (3.8) nelygybe imdami g(z) = ¢ 'Y su specialiai
parinktais 6 € (0;1) ir ¢ > 0. Irodymg suskaidysime i dvi dalis.

1 dalis. Pazymékime

Istate 8 = 1 gauname

1 1 1
o'(1) = §E€1n§ = i(Eslna —Eeln2) = i(Eelns —In2) > 0.

Todél ¢ didéja 1 aplinkoje ir egzistuoja toks 6 € (0;1), kad () < ¢(1) = 3. I8

éia
20
Ee? < R (3.9)

2 dalis. Paimkime bet kokj 8 € (0;1), su kuriuo teisinga (3.9) nelygybé,
pazymeékime g = E€? ir paimkime bet kokj ¢ € (¢; % . Apibrézkime

h(z) = EF%x,e) — 2% — cEF(z,e) + cx.

Reikia jrodyti, kad h(z) < 0 su visais « > 0.
Jei x < 2, tai
h(z)=q—2% —c+ cx.

Kadangi h"'(z) = —0(0—1)2%=2 > 0, h igkila intervale [0; 2] ir did7iausia reikime
jgyja viename i3 intervalo galy. Bet h(0) =q —c, h(2) =q—2% +cir

h(0) — h(2) = 2% — 2¢ > 0.
Todél su visais « € [0;2]
h(z) < h(0) =qg—c<0.

Jei x > 2, tai
h(z) = q(z —1)% — 2% + ¢

Prilygine iSvestine 0, gauname

qf(x — 1)1 = 201,
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Issprende 3ia lygti, randame ekstremumo taska zg = L. Dél q parinkimo

1—qT-0

xo € (0;2). I8 tikryjy,
1 1 1 a1 20

—T <2 = <1< =gl < - <= qg< —.

1—gto 2 2 2

Todél intervale (2;00) funkcija h yra monotoniska ir didziausig reik§me igyja
viename i§ galy. Kadangi h(oo) = —oo,

kai z > 2. O
Atkreipsime démesj j funkcijos ¢ parinkimg jrodytame teiginyje. Esminj
vaidmenj €¢ia suvaidimo tai, kad

EF’(z,e) — 2 ~EGY(z,e) — 2% = 2°(EG’(1,¢) — 1),

o EG?(1,¢) € (0;1), kai 6 € (0; ). Pastarasis saryis teisingas visuose modeli-
uose (zr. 3.1 lema); todél tinkamai parinkus c ir 6 galima tikétis, kad funkcija
g(x) = cx? duos reikiama rezultata.

3.2.2 Grandinés tieséje

Tliustruodami rezultatus C' = R atveju, taip pat i8nagrinésime pora modeliy.
Pradésime nuo tiesinio modelio

X, =Up + Vo X, 1. (3.10)

3.6 teiginys. Tegu (X,,) apibréZiama (3.10) lygtimi, W = R x (R \ {0}) ir
egzistuoja toks o > 0, kad

ElVI*Int|V]| <o, E|V|*=1, EU|*< cc.

Jei Liapunovo eksponenté Eln|V| € (—o0;0), tai 3.2 teorema pritaikoma gran-
dinei (X,).

Irodymas. Pakanka patikrinti 3.2 teiginio salygas. Fiksuokime A > 0 ir
max(0,a — 1) < 6 < 01 < a. Tada bet kokiam z € S

sup E|U + Vzt|* < E(|JU]+ A|V])* < o0,

0<t<A

supt " BIU + Vat|" <E(UAT + V)" < o,
t>A

nes U ir V turi baigtinius « eilés momentus. Lieka patikrinti F3a ir F3b salygas.
Pradékime nuo F3a. Kadangi

[F(tz, (u, v)) = G(tz, (u,0))| = [ul,
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pasiréme (3.3)-(3.4) nelygybémis gauname

|u|*, kai o < 1,
o271 (Jot]* Hul + [u|*),  kaia > 1.

[1F (82, (u, 0))[* = [G(E2, (u,0))|%] < {
Todél
sup ¢t =7 B||F(tz, (U, V))|* — |G(tz, (U, V))[*] <
t>A
AT E|U|~, kai o < 1,
o207 (A OTLEIVIe U+ ATPE|[U|*),  kaia > 1.
Jei o > 1, tai is Hiolderio nelygybés E|V|*~!|U| < (E|V|*) % (E|U|*)% . Taigi

F3a salyga patenkinta. Dabar pereikime prie F3b.
Jei F(tz, (u,v))G(tz, (u,v)) < 0, tai

u+4wvzt >0, vzt <0 arba w-+wvzt <0, vzt > 0.
Pirmu atveju gauname u > 0 ir —vzt = |vzt| < u, todél
|[F(zt, (u,0))[* + |G(zt, (u,v))|* < 2ul®.

Tas pats jvertis teisingas ir antruoju atveju. Taigi supremumas kairéje F3b
nelygybeés puséje nevirdija 2 E|U|* < oco. O

Tiesinis modelis nagrinétas darbe [6]. Momentinés salygos ten sutampa su
tomis, kurios nurodytos jrodytame teiginyje. Tiesa, neskaidumo salygos yra
silpnesnés ir nereikalaujama, kad Liapunovo eksponenté biity baigtine.

Kaip ir modeliy pustieséje atveju, svarbu iSsiaiskinti, ar ribinés konstantos
teigiamos. Darbe [6] jrodyta, kad jos teigiamos tada ir tik tada, kai su visais
ceR

P{U=(1-V)c} <1 (3.11)

Taip pat gauta ir ribiniy konstanty igraigka:
1

k(—1) = k(1) S

E[|lU+VX|*—|VX|?],

¢ia m = E|V|*In|V|. Pastarasis rezultatas isplaukia ir i§ 3.2 pastabos, nes
G(z, (u,v)) = vz ir todél G(—1, (u,v)) = —v = —=G(1, (u,v)).

Ribiniy konstanty tyrimui galima pasitlyti metoda, analogiska aprasytam
tiriant modelius pusties¢je. Jei (X,,) yra asimptoti§kai homogeniné grandiné su
stacionariu skirstiniu 7 ir jai pritaikoma 3.2 teorema, tai bent viena i§ konstanty
#x(%1) teigiama, kai su kokia nors funkcija g € L!(7) ir visais # € R

Zra(z) E ([zF(x,e)]+a — [zx}+o‘) > Eg(F(x,¢)) — g(x).
z€S

Testiné funkcija, su kuria galima tikétis teigiamo rezultato, yra

g@) =Y ro()[za] ™

z€eS
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su tinkamai parinktais b € R ir 6 € (0; ), nes
E Z r9(2)[2G(z,€)] T = |z|° E Z r9(2)[2G(signz, )] 0

= Lsigna=y |20 () ERLG(, )7 = Y ['2]*ro(2)Q0(<', 2)

’ ’
2,2 Z,2

= po Z[ZII]+0T9(ZI),

o pp € (0;1), kai 0 € (0;x) (7r. 3.2 lema).
Taikant aprasyta metoda tiesinio modelio atveju, reikty rasti tokias b ir
0 € (0; ), kad su visais € R

E|U + Vaz|* — |2|* > b[E|U + V|’ — |z|°].

I8 pirmo Zvilgsnio nematyti, kaip reikty parinkti tokias b ir 6, ir tuo labiau
— ar tokiy konstanty egzistavimas ekvivalentus (3.11) salygai. Taigi sialomas
metodas C' = R atveju analiziSkai gan sudétingas. Taciau jj galima panaudoti
konkre¢iy modeliy tyrimui taikant skaitinius metodus.

IsSnagrinésime dar viena modelj.

3.7 teiginys. Tegu (X,,) apibréziama (1.13) lygtimi, W = R\ {0, Jo —%} ir
egzistuoja tokie # > 0 ir 6 > 0, kad

ERP(z,¢) <00, ER%(z,¢€) < o0, (3.12)

su visais z € S. Jei Liapunovo eksponenté neigiama ir tenkinama bent viena i$
salygy

(i) min,es E RP(2,€) > 1;

(i) ERP(1,6)1 (4 1e o0y > 1

(i) ER®(—=1,6)1(4_c yes0y > L,
tai 3.2 teorema pritaikoma grandinei (X,,).

3.3 PASTABA. Atkreipsime démesj, kad i§ momentiniy teoremos salygy isplaukia
E|lln R(£1,¢)] < oo, todél atsizvelge i kitas teoremos salygas matome, kad
grandinei pritaikomas 2.7 teiginys. Taigi Liapunovo eksponenté egzistuoja ir
yra baigtiné. ¢

Irodymas. Kaip ir ankstesniame teiginyje, pakanka patikrinti X1-X2 salygas,
nes likusios i§plaukia tiesiai i§ teoremos prielaidy. Remsimes 3.2 teiginiu.

Fiksuokime A > 0 ir tokius 6 < 01 < «, kad 6 > max(a—2,a—2§(1 —a/f).
15 (3.12) i8plaukia Ele|® < oo.

Kadangi

sup E|F(zt,e)|* < E(Ja|]A + |e]Vb+ cA2)Y < 0

0<t<A
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ir
supt = E|F(zt,¢)|” < E(la] 4 |e]VbA=2 + €)% < o0

t>A

F1-F2 salygos tenkinamos.
Norédami patikrinti F3a, pastebésime, kad

b b
|F (=t w) = Glat,w)] = [w]| Vo + ct? — Ver?| = \/I)Jr%tt Ve S 2:%5'

Pasiréme (3.3)—(3.4) nelygybémis gauname

sup t*QEHF(zt,e)\o‘ — |G(2t,2)|*| < max(1,a2% ") (c1 + c2),
t>A
kur ¢; =0, kai o < 1, ir

= supt ? B|G(zt,¢)|* ! |F(zt,w) — G(zt,w)|
t>A

< A2 92\[E\az+5\f|a Hel < o0

kaia>1,0

b (67
sup t O E||F(zt,e)| — |G(zt,¢)||" < A0+ () Ele]* < oo.
— sup 1=V B[P (a1, 2) ~ 61, | o) Bl

Belieka patikrinti F3b. Pastebésime, kad F(zt,e)G(zt,e) < 0 tada ir tik
tada, kai

azt +evVb+ct? <0< azt+cety/ec arba azt+ety/c <0 < azt + et/ b+ ct2,
t.y. kai

az/ct az/ct
—az < e\e < ———=—— arha — ——— <ec< —az.
Vb + ct? Vb + ct?

Abiem atvejais

azy/c = ol VB2 +e = V)
Vbt—2 4+ ¢ Vbt—2 +¢

su d = |a|b/(2¢). Todél jei t > A,

laz + eve| < |az —

t_9 E [|F(Zt7 €)|a + |G(Zt7 E)W] 1{F(zt,s)G(zt,€)<0}
< ot —0 EUal{R(z,a)gdt*Q}v

suU = ||a| + [e|VDA=2 + ¢|.
I8 Hiolderio nelygybés

EUal{R(z,e)ﬁdt*Q} <(E Uﬁ)a/ﬁ Plia/ﬁ{R(zae) < dt72}'
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I5 Cebyéevo nelygybés
P{R(z,e) <dt™2} <t ™ ER°(z,¢).
Todél kairioji F3b nelygybés pusé nevirsija konstantos, padaugintos i§

sup toz79725(17a/ﬂ) )
t>A

Pastarasis dydis baigtinis dél € parinkimo. [
Isnagrinétas modelis tirtas darbe [12]. Ten parodyta, kad stacionarus skirs-
tinys egzistuoja ir turi ,sunkias“ uodegas, padarius tokias prielaidas:

v € turi simetrinj tankj p, teigiama visoje tieséje;
v Ee? < oo

v' tankis p yra nedidéjantis aibéje [0;00);

v

teisingos nelygybeés

Inli N P
o< v ljm HMSUP, o {e >z} P{e > ra} _
r—00 Inr
Inliminf, .o P™'{e > 2} P{e > ra} <0

)

lim

r—00 Inr

v’ jei v = —oo, tai visiems § > 0 egzistuoja tokie ¢ € (0;1) ir xg, kad

su visais x > xg ir t > x9;

jei v > —oo, tai visiems ¢ > 0 egzistuoja tokie zp > 0ir T > 0, kad (3.13)
teisingos su visais € > xg ir t > T

Simetriskumo prielaida autoriams buvo reikalinga tam, kad jie galéty pasi-
remti pagrindiniu [6] rezultatu (iSvada 2.4): jei € skirstinys simetrinis, tai

G(—1,e) = —a+eyc 44— ee= -G(1,¢).
Mums tos prielaidos neprireiké i§vis, kitos irgi buvo zenkliai susilpnintos.
3.3 Pagrindiniy rezultaty jrodymai
3.1 teiginio jrodymas remiasi tokia lema.

3.1 lema. Jei Liapunovo eksponenté neigiama ir
EG*(1,¢)|lnG(1,¢)| < oo, (3.14)

tai EGY(1,6)InG(1,e) > 0 ir EG?(1,¢) < 1 su visais 6 € (0; ).
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Irodymas. Pazymékime T = G(1,¢) ir f(x) = ET? su z € [0; a]. Pasiréme
(3.14) ir Lebego teorema apie aprézta konvergavima, gauname, kad

v f yra tolydi aibéje [0; a;
v f yra be galo diferencijuojama aibéje (0; ) ir su visais n > 1
f™W(z)=ET*In"T.
Atskiru atveju, f”(z) = ET*In®T > 0. Be to, f”(z) > 0, nes P{T =1} < 1

(tai isplaukia i§ Liapunovo eksponentés neigiamumo). Todél f’ yra grieztai
didéjanti aibéje (0; ). Is Lagranzo vidurinés reikSmeés teoremos

af (8) = f(a) — J(0) =0

su 8 € (0;a). Tada f'(z) < Osuzx € (0;8) ir f'(z) > 0su x € (B;a),
t.y. f grieztai mazéja aibéje (0;3) ir grieztai didéja aibéje (5;a). Kadangi
f(0) = f(a) =1, f(#) <1 su visais 6 € (0; ).

I5 to, kad f’ didéja aibéje (0;«), taip pat iSplaukia f'(a—) > f/(8) = 0.
Kita vertus, i§ Lebego teoremos apie aprézta konvergavima

flla=)= lim ET*"InT=ET*InT. O

r—o—

3.1 teiginio yrodymas. 13 F2 salygos iSplaukia, kad atsitiktiniy dydZziy Seima
(z7%F%(z,e),2 > 1) yra tolygiai integruojama. Be to, su tikimybe 1

cF%(z,e) — GY(1,¢),
kai x — oo. Todél

t'EF(ze) —— EGY(1,¢).

r—00

Kadangi Liapunovo eksponenté neigiama, i3 3.1 lemos gauname E GY(1,¢) <
1. Todél atsiras tokie ¢ < 1ir A > 1, kad

EF%(z,¢e) < qa?
su z > A. Kita vertus, i§ F1 isplaukia, kad su tam tikru ¢ < oo ir visais z < A
EF%(z,¢) <c
Taigi su visais x
E, X! —2f < —(1— q)(1Va') + (e + 1 q)Ljp.n) ():

Kadangi (X,,) yra neskaidi T-grandiné, kompaktiskos aibés yra mazos. Tada
i§ A.10 teoremos isplaukia, kad grandiné rekurentiné. Pasiréme A.11 ir A.4 teo-
remomis, gauname, kad ji yra teigiama rekurentiné. Galiausiai i§ A.12 teoremos
isplaukia E X?¢ < oo.
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Tegu 7w zymi X skirstinj. Tada
E|F*(X,e) - G*(X,e)| = /E|F°‘(x,5) - G*(z,¢)|m(dx)

< supE F%(z,e) + supE G%(z,¢) —|—c/ 27 (dz).
<1 <1 z>1
Is F1 i8plaukia, kad pirmas démuo deSinéje baigtinis. Antrasis lygus 1, nes
EGY(z,e) = 2*EGY(1,e) = x*. Treciasis nevirsija cE X? < co. Taigi X2
salyga patenkinta. [
Prie§ pradédami 3.2 teoremos jrodyma priminsime kai kuriuos Zymenis i§
ankstesnio skyriaus: jei z € S, tail Yo(z) = Zop(2) = zirsun > 1

Yu(2) = G(Yo-1(2),en), Zn(2) =

Be to, apibrégime

Ya(2)|

Tn(z) = |G(Zn-1(2),n)| = Vo)

tada su visais n > 1
Yo(2)] = Ta(2) - Tu(2).
I8 pradZziy jrodysime lema, analogiska 3.1 lemai.

3.2 lema. Jei Q, yra apibrézta, tai funkcija 6 — Inpy yra iskila aibéje [0; .
Jei Liapunovo eksponenté neigiama, p, = 1 ir su visais z € S

E R%(z,¢)|ln R(z,¢)| < o0,
tai pg < 1 su visais 6 € (0; a).

Jrodymas. 1 dalis. Matematinés indukcijos metodu jrodysime, kad

n 0
Qy(z,7') = E|Yn(z)| 1(z,(5)=>}-

Jei n = 0, sarysis akivaizdus, nes |Yo(2)| = 2| = 1ir Zo(z) = 2. Jein > 1, i8
indukcinés prielaidos

Qp(z,2) =Y Qp '(22")Qu(=",7)
z"eS

0
E E‘Yn,1(2>’ 1{Zn_1(z):z”} E RQ(ZH, E’ﬂ)l{H(z”,en):z’}
Z”ES

0
Z E‘Yn_l(z)’ 1{Zn,1(z):z”}R9(2N7 gn)l{H(z”,sn):z’}
Z/leS

= E‘ifn—l(z) |9R9 (Z”_l(Z), 6”) l{H(anl(z),e“):z’}
= E|Yn'(z){01{Zn(z):Z/}.
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Pasirémus Lebego teorema apie aprézta konvergavima nesunku jrodyti, kad
funkcija 0 — Qj (z, 2’) tolydziai diferencijuojama aibéje [0; o] ir jos iSvestiné lygi

E[Y,(2)|" |Y;, (2) |12, (2221}

2 dalis. Matricg Qf galima traktuoti kaip tiesinj operatoriy, veikiantj is
desinés vektoriy stulpeliy aibéje. Pacius vektorius galima traktuoti kaip funkci-
jas aibéje S. Tada

n 0
(QF ) (2) = E|Ya(2)|" f(Za(2))
ir jei ||| Zymi operatoriaus norma, atitinkancia sup norma R erdvéje, tai
n 0
Q51 = sup E|Y,,(2))|
z€S

Tada i3 gerai zinomos spektrinio spindulio i§raiskos (A.22 teorema)

pe = lim [|Qy]"/™. (3.15)

n—oo
3 dalis. Is Hiolderio nelygybés su visais 0 < 67 < 0y < air t € (0;1)

t

(Z)|(1—t)91+t02 < [E|Y."(Z)|91]l—t [ED/”(Z)IGZ] .

E|Y,
Todeél
Q71— )6, +20, | < 195, ' 11Q5, 11
ir i% (3.15)
< 1t
P(1—t)01+t0 X Py, Poy-
Taigi funkcija In py yra igkila aibéje [0; .

4 dalis. Trodysime antrajj lemos teiginj. Kadangi su visais z € S

nt Eln’Yn(z)’ — 7 <0,

atsiras toks p, kad
pt Eln|Yp(z)| <~v/2
su visais z € S. Kadangi su visais z € .S,
0
E|Y,(z)| —1
0 0—0+

Eln|Y,(2)| < pv/2,
atsiras toks 9, kad

4
ElY, -1

su visais z. Tada ||Q%|| < 1 ir i§ (3.15)

ps = lim Q37" < | QF|IVP < 1.
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5 dalis. Tegu 0 yra toks pat kaip 4 dalyje. Tada ps < 1ir pg = po = 1. Dél
iskilumo

-0 0
In py < Inpg+ =Inps <0
) )
su visais 6 € (0;9) ir
-0 0—9
In pg < 6111p5+ 6lnpa<0

su visais 6 € (J; ). Taigi pp < 1 su visais 6 € (0;). O
Teoremos 3.2 jrodymas. 1 dalis. Tegu E zymi aibe funkcijy f: S x R — R,
tenkinanciy sglyga: su visais z € R

[[flle = maxsuplf(z,y)| < oo,
zeS y<z

Jei F aibéje nagrinésime topologija, generuota pusnormiy seimos (|||, z € R),
ji bus pilnai metrizuojama lokaliai igkila topologiné erdveé.
Tegu Fy zymi E poerdvi, sudaryta i§ funkcijy f € F, tenkinan¢iy salyga

maxsupe | f(z,z)| < co.
z€S o
Su f € Ey apibrézkime

(Qf)(zvx) = Z ERQ(Zlvg)l{H(z’,E):z}f(Z/ax —In R(Z/,{-:)).

z'eS

Nesunku matyti, kad @ yra neneigiamas operatorius i§ Ey i Ep.
@ iteracijos aprasomos formule

Q") =Y EYa ()" 1z, =3 f (22 = |V, (2)]). (3.16)

z'eS

Is tikryjy, jei n = 0, lygybé isplaukia i§ @ apibrézimo, nes |Y0(z’)’ =|2|=1ir
Zy(2') = 2'. Jei n > 1, tai i§ indukcinés prielaidos

(Q")(z2) = > ER (2 en)l{n(zre)=} Q"' )z, 2 —InR(2,ep))

z'eS
= Y ER(Z.en)lin(ren—s |[Ya1(Z")| Lz, o=y
z',2""eS
(z”,x—lnR 7 en) —In|Y,_1(2")])
= Y EBR(Zu1(Z")sen) Lin(z, 1 (o)eny=23 [Ya1 (2")]
7€

x f(z",2 —InR(Z,-1(2"),&,) — 1n|Yn_1(z”)|)

= Z E’Yn Z ’ 1{Zn(zu):z}f(z”,a:—ln’Yn(z”)D.
z'"es
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2 dalis. Apibrézkime

h(z,z) = e P{sign X = 2, |X| > e"},
g(z,x) = h(z,z) — e P{H(X,¢e) = 2z, R(X,e) >e"}.

Aisku, kad g, h € Ey. Be to,

h(z,2) = g(z,x) + e** P{H(sign X, ¢) = z, | X|R(sign X,¢) > e*}
=g(z,z) + e Z P{sign X =2/, H(',e) = 2z, |X|R(z',¢) > "}
z'eS
=g(z,z) + Z El{per o= R (2 e)h(z', 2 —In R(¢¢)),

z'eS

t.y. h = g + Qh. Tteruodami 8ia lygybe gauname

n—1
h=> Q" +Q"h.

k=0

3 dalis. 18 (3.16) ir h apibrézimo

(Q"h)(z, x) = Z E‘Yn(z/)’al{zn(zx)zz}h(z’, Tr — ln‘Yn(Z/)’)
z'eS

<e™ Y P{X||Ya(2)| > "}
z'eS
< e(a—é‘)m Z E‘X|9 E‘Yn(zl)
z'eS
< 277 EIX || Q.

| 0

Kadangi g = h — Qh,
Q") (2, )| < 2~ EIX°(|Q3 | + 1Q51I)-
I3 X1 ir 3.2 lemos B[ X|? < 0o ir Y, - [|Qf || < oo. Todél
h=>Y_Q"g,
n>=0

kur eiluté konverguoja erdvéje E. R
4 dalis. Su f € E apibrézkime glodinimo operatoriy f — f lygybe

x

fzw) = / Y 12, y)dy.

—0o0
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Akivaizdu, kad &is operatorius yra neneigiamas, tolydus ir atvaizduoja F i F.
Taip pat pastebésime, kad Qf = Qf. I8 tikryjy,

/ " e E(Qf) (2 y)dy

—0Q0

= / ei(ziy) Z ERQ(Z/7 6)1{H(z’76):z}f(zl7 Y- In R(Z/a 5))dy
- z’eS

= Z ERa(Z/,E)l{H(z/,E):Z} / e_(l—y)f(zl7y - IHR(Z/,s))dy

z'eS o0
z—log R(2',¢) ,
_ Z ERa(z/, 5)1{H(z’,5):z}/ o (z=InR(z ’s)_u)f(zl,u)du
z'eS -
— Z ER*(?,){m(z o=} f(2/,2 — N R(Z,€)).

z'eS
Todel

kur eiluté konverguoja erdvéje E. 3
5 dalis. Kad bty trumpiau, raSysime 7 ir r vietoj 7, ir ro. Tegu P yra
stochastinis branduolys erdvéje S x (0; 00), apibréziamas lygybe

~ 1
(Pf)(z,t) = ) ER*(z,e)r(H(z,¢€)) f(H(z,¢),R(z,¢))

(¢ia f yra bet kokia neneigiama Borelio funkcija). Kaip ir kiekvienas stochastinis
branduolys jis generuoja tikimybiy Seima P (. ;) macioje erdvéje (€2, B(€2)), kur
Q= (S x (0 oo))oo. Tiksliau sakant, f’(m) yra Markovo grandinés su pradine
biisena (z,t) ir peréjimo tikimybiy branduoliu P skirstinys. Faktiskai 15(270
nepriklauso nuo ¢, todél toliau raSysime tiesiog P..

Tegu E, Zymi vidurkj P atZvilgiu, o (Z;, T;) yra kanoniné Markovo grandine,
apibrézta aibéje Q) lygybémis

(ZZ(GJ),Tl((:))) = (Zi,ti) suw = (Zl,tl, Zg,tg, ce )

Tada bet kokiai Borelio funkcijai f,,: (S x (0;00))™ — [0; o]

E.fu(Z0,Thy . Z0, Tn)

1 @
I8 tikryjy, i8 markoviskumo ir indukcinés prielaidos
Ez.fn(Zh Tla RN} Zna Tn)

= Ezfnfl(ZlaTh .. ~7Z7L717Tn71)
1

= @ E‘Yn—l(z)|ar(Z7L—1(Z))fn_1 (Zl(Z), Tl(Z), R Zn_l(z), Tn—l(z))
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su

fnfl(zlatlv <. '7Zn717tn71)

= (pfn(zlatlv' '-7zn71atnfl>'7'))(Zn71;tnfl)
1
= ERY(zp_1,en)r(H (2n_1,¢€n
o) (zn-1,6n)r(H (2n-1,€n))

fn(zl7t17 ... Jzn717tn717 H(Zn7176n)7 R(znflag’n))'

Istate gauname reikiama lygybe, nes
H(Zn—l(z)75n) = Zn(z)a R(Zn—l(z)asn) = T—,,,(Z), |KL—1(Z)|T7L(Z) = |}/n(z)’
Tegu kiekvienam z € S simbolis p, zymi mata aibéje (0;00), apibréziama

lygybe

1
Hzg = @ Z ﬂ-{z/}ERa(zlaE)l{H(z’ﬁs):z}g(R(z’/a5))
z'eS

(¢ia g yra bet kokia neneigiama Borelio funkcija intervale (0;00)). Aisku, kad
p.1 =1, t.y. visi matai p, yra tikimybiniai.
Tegu ¢ yra tikimybé aibéje S x (0; 00), apibréziama lygybe

of =3 wlzhr(z) [ £ 0.l
z€8
(¢ia f: S x (0;00) — R — bet kokia Borelio funkcija). Tada

oPf =3 n{z}r(2) / (P) (=, )= (dt)

z€S

= Z m{z}ER*(z,e)r(H(z,¢)) f(H(z,¢), R(z,¢€))

z€S

= Z {2} ER(2,6) 11z, 0)=2y7(2') f (2, R(2,€))
z,2'€S

- Z T(Z/) ZW{Z}ERQ(%5)1{H(z,a)=z’}f(2/aR(Zve))
z'eS z€S

SDICILIESY FIERIIMEY)
z'eS

=of,

t.y. ¢ yra invariantine P atzvilgiu. Tai savo ruoztu reiskia, kad (Z,,T,) yra
stacionari grandiné atzvilgiu mato

[ etzanp.() = 3 w0, (3.17)

zeS
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kur 7 zymi tikimybe, apibréziama lygybe

7{z} = w{z}r{z}.

(3.17) tikimybe Zymeésime P, o atitinkama vidurkj — simboliu Ex.

Atkreipsime démesj, kad marginali seka (Z,) yra Markovo grandiné su per-
éjimo tikimybiy branduoliu Q, apibréziamu lygybe

- 1 N
(Qf)(2) = =) ER(z,e)r(H(z,€)) f(H(z,¢)).

Nesunku matyti, kad Q(z,2') > 0 tada ir tik tada, kai Qo(z,2') > 0, todél
grandiné (Z,) yra neskaidi. Be to, 7 yra jos stacionarus skirstinys.

Dabar esame pasiruoSe taikyti A.16 teorema, kurioje duodamos salygos, kada
egzistuoja riba

lim ZEZg Zn,a:fln( Tn))

xTr— 00

n=0

Norint ja prltalkytl reikia parodyti, kad (taip pat Zr. A.1 teiginj)

(i) sumos Z | InT; skirstinys P, atzvilgiu yra nearitmetinis (Gia zy yra
bet kokia grandlnes (Z,(2)) busena, o Ng = min{n > 1| Z,(20) = 20});

(i) Ez[InTy| < oo, Ez InTy > 0;

(iii) su visais z € S funkcija g(z,z) yra aprézta, mati, tolydi x atzvilgiu ir
egzistuoja toks d, kuriam

ZW{Z}Z sup  |g(z,2)| < oo, (3.18)

€S kEer [kd;(k+1)8
Zfr{z} sup|g( z,x)‘ < 00, (3.19)
z€S *
g(z,x) —— 0. (3.20)

Likusiose jrodymo dalyse patikrinsime §ias salygas.
6 dalis. (i) salyga i$plaukia i§ jrodinéjamos teoremos (i) prielaidos.
Kadangi

ExInTy| = Z m{z} ER*(z,e)r(H(z,¢))|In R(z,¢)|,
z€eS

pirmoji i8 dviejy (ii) salygy isplaukia i3 (3.5).
I8 ergodinés teoremos, Pz-b.v.

lim n! ln(Tl . Tn) =E:InTj. (3.21)

n—oo

Todél antroji i3 (ii) salygy bus jrodyta, jel parodysime, kad §i riba teigiama.
Pakanka parodyti, kad egzistuoja 6 > 0, kuriam

ZIS%{Tl o 'Tn < €n5} < 0.

n>1
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I8 tikryjy, jei eiluté konverguoja, tai i§ Borelio-Kanteli lemos Ty ---T, >e™ be
galo daznai ir todél riba (3.21) yra nemazesné uz 6.

Fiksuokime 6 € (0;«) ir parinkime 6 < —logpg/(a + ) (toks parinkimas
visada galimas, nes i§ 3.2 lemos pg < 1). Kadangi

f)fr{j—’l . Tn < eén} = ZW{z}E‘Yn(z)‘ar(Zn(z))1{|yn(z)‘<ean}
z€S

< HTH sup E|Yn(z)|a1{‘yn(z)|<esn}7
z€S8
pakanka parodyti, kad

ZE‘Yn(z)‘al{\Y,L(z)\geML} < o0 (322)

n>1

su visais z. Bet

o —adn «
E|Ya(2)| Ly, oy1cesmy < €77 + E[Ya(2)][ L (e-sn gy, (o) 1<oimy
< efaén +ea6n P{|Yn(z)| > efdn}
[%

b

N

e—aén + ea6n+05n E’Yn(z)

0 1% (3.15)

lim [ea§n+95n E‘Yn(z) |9] 1/n

n—oo

< ea6+95 nlgr;oHqul/n _ ea5+96p6 < 1.

Taigi (3.22) teisinga ir antroji i§ (ii) salygy tenkinama.
7 dalis. Pastebésime, kad

(Q"9)(2,z) = Z 7‘(ZI)E2/7‘71(Zn)l{znzz}ﬁ(z',x — In(T} - - -Ty))
z'eS

1 . . -
= — (2Bl _ag(2 2 —In(Ty---T,)).
T(Z) 2/26; {Z,=z} ( )

Taigi A.16 teorema taikysime funkcijoms
g(z,x) =1 (2)g(2, @), 2,2" €S

Aigku, kad g yra mati ir tolydi z atzvilgiu. Jei g(z,-) yra integruojamos, tai
i A.17 teoremos §(z,-) yra tiesiogiai integruojamos, o i§ to iSplaukia (3.18).
Kadangi aibé S yra dvitagke, kiekviena funkcija, tenkinanti (3.18), yra aprézta
ir jai galioja (3.19)—(3.20). Taigi (iii) salyga tenkinama, kai kiekviena g(z, -) yra
integruojama.

Tam, kad jrodytume integruojamuma, uzraSysime funkcija g pavidalu

g(z,x) = e**[P{zF(X,e) > e"} — P{2G(X,¢) > "}| = g1(z,2) — g2(2, ®),
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kur

g1(z,2) = e**P{2F(X,e) > e" 2 2G(X,¢)},
g2(z,x) = e P{2G(X,e) > e” > zF(X,¢)

Tada

/OO g1(z,x)dz = /Oc t* I P{2F(X,e) > t > 2G(X,¢)}dt

—o00 0
zF(X,e)

=E1lLpx,e)>0(x.0)]+) / totdt
[2G(X,0)]*

= a "Bl (X o) [G(X0)*} ([ZF(X e)]” - [:G(X, 5)]+a>

ir analogiskai

o — 3 +o
/ g2(2,2)dz = a7 B gpxes roxens) ([2G(X,9)]" = [2F(X,0)] 7).
I8 X2 salygos i8plaukia, kad abu integralai baigtiniai.
Pritaike A.16 teoremg gauname, kad egzistuoja baigtinés ribos
k(z) = lim h(z,z).
Tada i§ A.18 teoremos h(z,x) —— k(z). O
Teiginio 3.2 jrodymas. 18 F1-F2 su visais k > 1
0 0 0
E|Xi(2)|" = E|F(Xk-1(2), )| " < 1 + c2| X1 (2)|

b

kur c¢1,co — baigtinés konstantos, priklausanc¢ios nuo k. Taikydami indukcija
gauname, kad su visais k > 1

sup E|Xk(x)|91 <oo ir sup |z|7% E|Xk(m)|(91 < 00.
|z]<A |z|>A
Toliau galime pakartoti samprotavimus i§ 3.1 teiginio jrodymo pradzios ir
gauti, kad su visais z
—0 0 0
7 B[ Xk (tz, )| —— B[Yi(z, )|
Kadangi Liapunovo eksponenté neigiama, i§ 3.2 lemos pg < 1. Kita vertus, i3
(3.15) isplaukia [E‘Yk(z,e)"g}l/k < |Qk|IM* — py, kai k — oco. Todél atsiras
toks k, kad E’Yk(z,e)‘e < 1. Toliau vél galime kartoti 3.1 teiginio jrodyma,
keisdami grandine (X,,) i grandine (X,x), ir gauti X1.
X2 salyga jrodoma taip pat kaip ir atitinkama salyga 3.1 teiginyje. O
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A Matematiniai faktai

A.1 Neskaidzios Markovo grandinés

Siame priede pateiksime pagrindines savokas i§ neskaidziy Markovo grandiniy
teorijos ir suformuluosime teoremas, kuriomis remiamasi jrodinéjant disertacijos
rezultatus. Norintiems iSsamiau susipaZinti su neskaidziy Markovo grandiniy
teorija rekomenduojame [14] ir [16] monografijas. Disertacijoje naudojami api-
brézimai ir notacija paimti i [14].

A.1.1 Pagrindinés sgvokos

Tegu C' yra lokaliai kompaktiska separabili metriné erdvé, B Zymi aibés C
poaibiy Borelio o-algebra (jei i§ konteksto nebus aisku, apie kokios aibés Borelio
poaibiy o-algebra kalbama, ja zymésime B(C)), o (X,,) yra Markovo grandiné
su buseny aibe C' ir peréjimo tikimybiy branduoliu P. Su x € C simboliu P,
zymeésime tikimybe algebroje B°°, kurig indukuoja branduolys P. Tada

Px{(xhl‘g,. . ) S B} = P{(Xl,XQ,. . ) eB | Xo = I}
su B € B*. Pazymékime
L(z,A)=P,{3In>1z,€ A}, z€C, AchB.

Jei L(xz,A) > 0 su visais z € C, aibé A vadinama esmine. Taskas xg € C
vadinamas pasiekiamu, jei bet kokia jo aplinka esminé.

Netrivialus matas ¢ algebroje B vadinamas grandinés (X,,) neskaidumo
matu, jei kiekviena aibé A su ¢(A) > 0 yra esminé. Jei ¢ yra neskaidumo
matas, grandiné vadinama -neskaidZia. Jei (X,,) yra @-neskaidi su tam tikru
©, ja vadinsime tiesiog neskaidzia.

Jei (X,,) neskaidi, tai egzistuoja toks neskaidumo matas 1, kad bet koks ki-
tas neskaidumo matas yra absoliuciai tolydus v atzvilgiu. Jis vadinamas maksi-
maliu neskaidumo matu. Bet kurie du maksimaliis neskaidumo matai absoliu¢iai
tolydis vienas kito atZvilgiu. Jei ¢ yra maksimalus neskaidumo matas, aibé A
esminé tada ir tik tada, kai 1(A) > 0.

Jei (X,) neskaidi, tai egzistuoja toks aibiy rinkinys Ao, ..., Ag—1 (¢iad > 1),
vadinamas d-ciklu, kad

v aibé (Uf;ol Ai> ) neesmineé;
v P (va(i-&-l) mod d) =1, kaiz € Ai, i1=0,...,d—1.

Maksimalus d, su kuriuo egzistuoja d-ciklas, vadinamas grandinés periodu. Jei
periodas lygus 1, grandiné vadinama aperiodine.

Neskaidi grandiné vadinama rekurentine, jei L(xz, A) = 1 su bet kokia esmine
aibe A ir su i-beveik visais x; ¢ia 1y — maksimalus neskaidumo matas. Jei
L(z,A) = 1 su visomis esminémis A ir visais = € C, tai (X,,) vadinama Hariso
grandine. Jei grandiné néra rekurentiné, ji vadinama disipatyvia.
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Jei (X,,) rekurenting, tai egzistuoja netrivialus o-baigtinis matas p, invari-
antinis P atzvilgiu (t.y. toks, kad pP = p); be to, toks matas vienintelis pas-
tovaus daugiklio tikslumu (A.4 teorema). Jei matas p baigtinis, grandiné vadi-
nama teigiama, priefingu atveju — nuline.

Tegu a = (a(n)) yra skirstinys aibéje {0} UN, t.y. a(n) > 0 su visais n > 0
ir °,50a(n) = 1. Esminé aibé A € B vadinama a-maZa, jei egzistuoja toks
netrivialus matas v algebroje B, kad

Za(n)P”(w,B) >v(B) suxe€e Air BeB.
n=0

Tuo atveju, kai a sukoncentruotas taske m (t.y. a(n) = 0 su visais n # m), aibé
A vadinama m-maZa. Jei A yra a-maza su tam tikru a, ja vadinsime tiesiog
maza.

(X,) vadinama T-grandine, jei egzistuoja skirstinys a ir substochastinis
branduolys T : C' x B — [0; 1], tenkinantys salygas

v 3 sa(n)P(z,B) = T(z, A) su visais z € C ir A € B;
V' bet kokiai A € B funkcija T'(-, A) yra pusiau tolydi i§ apacios;
v T(xz,C) >0 su visais z € C.

Branduolys T tada vadinamas tolydZia (X,) komponente.
(X,,) vadinama Felerio grandine, jei bet kokiai tolydZziai apréztai funkcijai f
funkcija

2t / f(y)P(z, dy)

vél yra aprézta ir tolydi.

A.1.2 Teoremos

Suragysime pagrindines teoremas, kuriomis naudojameés disertacijoje. Kiekvie-
nai teoremai nurodysime jos numerj originaliame Saltinyje. Jei (X,,) grandiné
bus neskaidi, raide ¥ Zymésime maksimaly neskaidumo mata.

A.1 teorema. ([14], 6.1.4 lema) Jei (X,,) neskaidi, taskas x, pasiekiamas
tada ir tik tada, kai xo priklauso 1 atramai.

A.2 teorema. ([14], 18.3.2 teorema) Tegu (X,,) yra neskaidi T-grandiné,
turinti pasiekiamg biseng xo. (X,) yra teigiama Hariso tada ir tik tada, kai ji
yra aprézta pagal tikimybe.

A.3 teorema. ([14], 6.0.1 teorema)

(i) Jei (X)) yra T-grandiné ir L(xz,0) > 0 su bet kokiu © € C ir bet kokia
atvira aibe O, tai (X,,) neskaidi.
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(ii) Jei bet kokia kompaktiska aibé yra maza, tai (X,,) yra T-grandiné. Atvirks-
ciai, jei (X,,) yra neskaidi T-grandiné, tai bet kokia kompaktiska aibé yra
maza.

(i) Jei (X,,) yra neskaidi Felerio grandiné ir v atramos vidus netus¢ias, tai
(X,) yra T-grandiné.

Jei A € B, tai raide 74 Zymésime pirmo grjZzimo j aibe A momenta:
Ta=inf{n > 1| X, € A}.

A .4 teorema. ([14], 10.0.1 teorema) Jei (X,,) yra rekurentiné grandiné, tai
egzistuoja vienintelis (pastovaus daugiklio tikslumu) invariantinis matas m. Su
bet kokia esmine aibe A

+(B) = /A B,

Matas m yra baigtinis, jei egzistuoja tokia maza aibé D, kad

TA
Z 1{X“eB}] n(dz), BeB.
n=1

sup E;[Tp] < o0.
x€D

A.5 teorema. ([14], 5.4.5 teiginys) Jei (X,,) yra neskaidi ir aperiodiné, tai
(Xynn,n = 0) taip pat neskaidi ir aperiodiné su bet kokiu m > 2.

Tegu V : C' — [0;00) yra mati funkcija. Pazymékime
AV(z) =E, V(X1) — V(). (A1)

Suformuluosime du vadinamuosius dreifo kriterijus, naudojamus klasifikuojant
rekurentines grandines.

A.6 teorema. ([14], 11.3.4 teorema) Tarkime, kad (X,,) neskaidi ir egzis-
tuoja tokia maZa aibé A ir tokia baigtiné konstanta b, kad

AV(z) < —1+bly(x) suzeC.
Jei V aprézta aibéje A, tai (X,,) yra teigiama Hariso granding.

A.7 teorema. ([14], 11.5.2 teorema) Tarkime, kad (X,,) neskaidi, A esminé
ir

AV(z) 20 suxe A, sup AV (z) < oco.
zeC

Jei p{z | V(z) > supycq V(y)} > 0, tai grandiné néra teigiama.
A.8 teorema. ([14], 10.4.5 teorema) Tegu (X,,) yra neskaidi ir aperiodiné.

n) yra teigiama tada ir tik tada, kai (Xmmn,n = ra teigiama su bet kokiu
X,) yra teigi tada ir tik tada, kai (X > 0) yra teigi bet koki
fiskuotu m.
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A.9 teorema. ([14], 17.1.7 teorema) Jei (X,,) turi invariantinj tikimybinj
mata m, tai tokie teiginiai yra ekvivalentis:

v (X,) yra teigiama Hariso;

v su bet kokia w-integruojama funkcija f
LG
Jm 3% [ f@n(ao) b,

A.10 teorema. ([14], 8.4.3 teorema) Tegu (X,) yra neskaidi. Jei egzis-
tuoja tokia maza aibé A ir tokia funkcija V : C' — [0; 00), kad

vV AV(z) <0suz € A,
v’ bet kokiam r < oo aibé {z | V(z) < r} yra maza,

tai (X,,) rekurentiné.

A.11 teorema. ([14], 11.3.15 teorema) Jei (X,,) neskaidi, tai tokie teiginiai
ekvivalentis:

v’ egzistuoja tokia maza aibé A, konstanta b € R ir funkcija V : C — [0; 00),
kad
AV(z) < =1+ bly(x) suz e C;

v’ egzistuoja tokia maza aibé A, kad E, T4 < oo su visais x ir

sup E, 74 < o0.
€A

A.12 teorema. ([14], 14.3.7 teorema) Tegu (X,,) yra teigiama rekurentiné
grandiné su stacionariu skirstiniu w, o V, f ir s — neneigiamos, baigtines reiks-
mes jgyjancios funkcijos. Jei su visais x

AV(z) < —f(z) + s(x),
tai [ f(z)m(dz) < [ s(z)m(dz).

A.2 Ribinés tikimybiy teorijos teoremos

Siame skyrelyje pateiksime keleta ribiniy tikimybiy teorijos teoremy, kuriomis
remiamasi pagrindiniame disertacijos tekste.
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A.2.1 Viena teorema apie tolygy konvergavima

Tegu E yra kompaktiska Hausdorfo erdve, (X,,) — Markovo grandiné su sta-
cionariu skirstiniu 7 ir bliseny aibe E ir C'(E) tolydziyjy funkcijy i§ £ | R aibé.
tenkinanc¢iy papildoma reikalavima: jei f € C(E), tai priklauso C(E).

A.13 teorema. ([3], 1 teiginys) Jei f € C(F) ir funkcija v — E, f(X1) taip
pat tolydzioji, tai funkcijy seka

fule) = 2 3B (X)), we .
=1

tolygiai konverguoja j [ E, f(X1)m(dz).

A.2.2 Atstatymo teorija

Tegu (E,S) yra mati erdvé ir (X,,) — Markovo grandiné su buseny aibe E
ir peréjimo tikimybiy branduoliu P. Sakysime, kad (X,,) tenkina minoravimo
sqlygq, jei egzistuoja tokia A € S, tikimybinis matas ¢ ir teigiama konstanta &,
kad

Pz, B) > 6¢(B)

su visais x € A ir B C A. Toliau sakydami, kad (X,) tenkina minoravimo
salyga, laikysime, kad aibé A ir matas ¢ yra fiksuoti.

A.14 teorema. (|1], REGENERATION LEMMA) Jei (X,,) tenkina mi-
noravimo salyga, tai egzistuoja atsitiktinis dydis N, jgyjantis natiiraligsias reiks-
mes ir tenkinantis salygas:

v P.{N <o} =1;

vV P {X, € BN =n} =¢(ANB)P.{N = n} su bet kokia B € S, visais
xeFEirn>0.

Atsitiktinis dydis IV vadinamas atstatymo momentu.

A.15 teorema. ([1], i§vada 2.1) Tegu (X,,) tenkina minoravimo salyga. Ta-
da egzistuoja tokia atstatymo momenty seka (N;,i > 1), kad Xy, skirstinys
sutampa su @ skirstiniu, atsitiktiniai dydziai N;11—N;, 1 > 1, yra nepriklausomi,
vienodai pasiskirste ir nepriklauso nuo Ni.

Toliau laikysime, kad be sekos (X, ) duota dar viena atsitiktiniy dydziy
seka (L,) su tokia savybe: sekos nario L, skirstinys priklauso tik nuo X,,.
Pazymeékime

VWw=0, V,=Lo+---+L,1, n=>1

Tegu g : E x R — R yra mati funkcija.
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A.16 teorema. ([1], teorema 4.1) Tarkime, kad:

(i) grandiné (X,,) tenkina minoravimo salyga ir turi tikimybinj invariantinj
skirstinj m;

(ii) [ Eo|Lo|r(dz) < oo, [E, Lom(dz) > 0 ir atsitiktinio dydzio Y~ " L
skirstinys yra nearitmetinis (¢ia Ny yra pirmasis grandinés (X,,) atstatymo mo-
mentas, minimas teoremoje A.15), t.y. neegzistuoja tokio d € R, kad ZNl 'L
bity sukoncentruotas gardeléje dZ;

(iii) funkcija g aprézta, g(z,-) tolydi su kiekvienu © € A ir egzistuoja toks

6 >0, kad
/ Z sup  |g(z,t)| | 7(dz) < oo. (A.2)
E \, ez nd<t<(n+1)6

K2

Tada
v E,O Og(Xk,t—Vk))—>fE fR x, t)dt)m dx/fE (Ez Lo)m(dz);

v’ jei, be to, m-beveik visur

Ni—1

Em ( Z g(Xkat - Vk)) Q Ov (AS)
k=0

i ta pacia ribg artéja ir B, (3" 9(Xk,t — Vi) su visais x.

A.1 teiginys. ([1], 4.1 teiginys) Tegu g : E xR — R ir g(z) = sup, g(x, t)
yra madios funkcijos. Jei [}, g(x)dn(x) < oo ir g(x,t) - 0 su 7 beveik visais

x, tai
N;—1
E, < > 9(Xp,t— Vk)) —=0
k=0

T b.v.

A.2.3 Glodinimas

Tarkime, kad f : R — R yra Borelio funkcija. f vadinama tiesiogiai integruo-
jama (7r. [5]), jei su visais 6 > 0 sumos

(52 sup  f(t) ir 52 inf f()

nez nd<t<(n+1)d n6<t<(n+1)6

konverguoja j ta pacia riba, kai § | 0. R
Apibrézkime glodinimo operatoriy f — f lygybe

f(t) = / e~ (= f(u)du. (A.4)

— 00

A.17 teorema. ([6], 9.2 lema) Tegu f : R — R yra mati ir integruojama.
Tada f yra tiesiogiai integruojama.
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A.18 teorema. ([6], 9.3 lema) Tegu U yra neneigiamas atsitiktinis dydis.
Jei t1 fot u*P{U > u}du ¢ taiu® P{U >u} —— c.
A.3 Matricy teorija

Tegu A yra n X n matrica su elementais a;;, 4,7 = 1,...,n. Jel visi a;;
neneigiami, matrica vadinsime neneigiama ir raSysime A > 0. Jei visi a5
teigiami, matricg vadinsime teigiama ir raSysime A > 0. Simboliu o(A) Zy-
meésime visy matricos A tikriniy reiksmiy aibe, o simboliu p(A4) — jos spektrinj
spindulj, t.y.

A =
p(A) e Al

A.19 teorema. ([7], 8.2.11 teorema) Jei A > 0, tai

v p(A)>0;

V' p(A) yra tikriné matricos A reik3mé;

v’ egzistuoja toks teigiamas vektorius x, kad Az = p(A)z;

v p(A) kartotinumas (kaip tikrinés reikSmés) lygus 1;

v’ bet kuri kita tikriné matricos A reik§mé yra mazesné uz p(A);

vV [pHA)A™ —— L; dia

L=xy?, Acv=pAz, ATy=pAy ir yTz=1

A.20 teorema. ([7], 8.1.20 iSvada) Jei A > 0, tai p(4) > max; a;;.

A.21 teorema. ([7], 8.1.21 teorema) Jei A > 0, tai

n n
min E a;j < p(A) < max E aij
1<i<n £ 1<ign

J

ir

n
min E a;; < p(A) < max g Qij
1<j<n 4 1 1<]<7‘L

1=

A.22 teorema. (|7], 5.6.14 isvada) Jei ||| yra bet kokia matriciné norma
(t.y. tokia norma n x n matricy erdvéje, kad || BC|| < ||B||||C|| su bet kokiomis
matricomis B ir C), tai

p(A) = lim [|A¥|%.
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B

Laiko eiluciy teorijos modeliy trumpiniai

Siame priede pateiksime laiko eiluciy teorijos modeliy santrumpas, kurios var-
tojamos darbe.

AR — autoregressive;

ARCH — autoregressive conditional heteroskedasticity;

ARMA — autoregressive moving average;

GARCH — generalized autoregressive conditional heteroskedasticity;

HARCH — heterogeneous autoregression conditional heteroskedasticity.
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