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lvadas
Tema: NETIESINES DIFUZIJOS DIFERENCIALINES LYGTIES KAI KURIE
SPRENDINIAL
Temos aktualumas. Si tema yra aktuali fizikams, nana technologijy specialistams,
matematiSkai modeliuojantiems priemaiSy plitimo puslaidininkiuuose procesa.
Darbo objektas.

Magistro darbe iSnagrinéta netiesiné paraboliné lygtis

ou o[ - ou
—=—|u —|.
ot Ox ox

Gavome S$ios lygties polinomais iSreiSkiamus sprendinius. IS esmés Siuos polinomus
galime pavadinti binomais (gauti sprendiniai sudaryti i§ keliy nariy, kurie pakelti sveikuoju
laipsniu). Radome analizinius sprendinius su sveikaisiais N skaiciais, kai N =1,2,3,4,5,6, dviem
pavidalais.

Darbo antroje dalyje iSnagrinéta netiesinés difuzijos diferencialinés lygties

ou_ o you| of vou| of 5 ou
—=—u’ —|+—|u’ — |+=—|u" —
o ox| ox) oyl oy oz ez

kai kurie sprendiniai su bet kokiais teigiamais difuzijos koeficiento priklausomybés nuo

koncentracijos u laipsnio rodikliais l
p

Darbo tikslas. Rasti atskiruosius sprendinius ir juos susisteminti.

Darbo uzdaviniai.

1=

ISspresti netiesine difuzijos diferencialing lygt; automodelinio kintamojo metodu;

ISspresti dvimate netiesing paraboling lygtj skaitiniais metodais;

[

[Sanalizuoti kiekvieng metoda;

=

Palyginti gautus rezultatus ir pagristi kiekvieng i8 jy;

L

Pateikti pasitilymus bei rekomendacijas tolimesniems tyrimams.

Darbo Saltiniai. Rasant magistrinj darba naudojamos mokslinés knygos, straipsniai
jvairiomis kalbomis. Informacija ieSkoma jvairiuose Saltiniuose: bibliotekoje, internete ir kt.

Darbo metodika. Siame darbe ieSkomi atskirieji sprendiniai, naudojant jvairius
matematinius metodus.

Darbo struktiira. Mokslinj darbg sudaro jvadas ir dvi dalys, suskirstytos ] atskirus
skyrius. Pirmoje dalyje aprasyta teorija, kurig panaudojome atskiry sprendiniy radimui. Teorijoje
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nagrinéjama: difuzijos procesas ir jos lygtis; Silumos sklidimo procesas ir jos lygtis; ty procesy
netiesiné lygtis. Antroje dalyje pateikti netiesinés difuzijos diferencialinés lygties sprendiniai.
Remiantis empiriniais tyrimais suformuluotos i§vados, pasitilymai bei rekomendacijos bei trumpa

santrauka lietuviy ir angly kalba. Darbo pabaigoje pateikiamas literatiiros sgraSas bei priedai.



1. Difuzijos lygtys, ju sprendimo budai

Dujy difuzijos lygtis. Sig lygtj tenkina besisunkiandiy (difuzuojanéiy) pro akyta
medziaga dujy koncentracija. Tarkime, kad difuzija vyksta pripildytame skystos medziagos
izoliuotame vienodo skersinio pjuvio vamzdyje iSilgine kryptimi. Tada visi nagrin¢jami dydziai
priklausys tik nuo laiko 7 ir koordinatés x. Pazymékime u =u(¢,x) - dujy koncentracija, g -
vamzdelio skerspjivi, C(x) medziagos akytumo koeficienta (ji jsivaizduojame, kaip dujy
uzimamo tiirio ir medZiagos tiirio santykj) ir D(x) - vadinamajj difuzijos koeficienta. Imkime
vamzdzio atkarpa [x,x + Ax] Jos tiiris yra gAx, o laisvas dujy uzimamas turis - m gAx (kaip
ir auks$ciau, briikSniais pazymime vidurines funkcijy reikSmes atkarpoje). Dujy mas¢ tame turyje
lygi (1)

0 = C(x)gAxi

Pagal Nernsto (H. V. Nernst) désnj dujy srové pro vamzdzio skerspjiivi yra proporcinga to

skerspjuvio plotui ir dujy koncentracijos gradientui. Proporcingumo koeficientas yra minétasis

difuzijos koeficientas. Taske (skerspjlivyje) x toji srove yra lygi

ou(t,x
— D(x)q ou(t,x) )
ox
Prilyginame dujy kiekio pasikeitimg elemente [x, X+ Ax] per laiko vienetg — jeinanciy ] ta
elementg per jo galus sroviy atgebrinei sumai:

ou(t,x+Ax) D(x)q ou(t,x) .
ox ox

Padalije abi lygybés puses 1§ gAx, riboje, kai Ax — 0, gauname difuzijos lygt]

C(x)qAx%7 = D(x + Ax)q

ou 0 ou

Jei vamzdyje esanti medziaga yra vienalyté, tai jos akytumo bei difuzijos koeficientai yra

a=\/§, 3)
C

ou , 0%u
—=a" —.
ot o’

Jei vamzdyje sienelés nebiity sandarios, tai turétume atsizvelgti j dujy sunkimasi pro jas ir

pastovis ir, pazymeéje

gauname lygtj
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gautume difuzijos lygtis, analogiSkas Silumos laidumo lygtims.
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1.1. Tiesinés difuzijos lygtys, ju sprendimo budai
IStirsime difuzijos sklidimg tokiame ilgame homogeniniame strype, kad praktiskai ji

galima laikyti begaliniu [7]. Tuo tikslu reikia iSspresti Kosi uzdavinj: rasime difuzijos laidumo

lygties
2
a—u:aza—z’ (t > 0,—00 > x > +00) (1)
ot ox
sprendinj, tolydinj srityje (¢ > 0,—o0 < x < 4+00) ir tenkinantj prading salyga:
u(0,%) = p(x). @
Funkcija ¢(x) visoje begalinéje [ties¢je] imsime tolydine ir tolygiai aprézZta:
lp(x)| <M (=00 < x < +00). 3)

Analogiskas uzdavinys, svyravimo lygties atveju, sprendziamas Dalambero metodu,
jraSydami pradines salygas i lengvai randama bendraji lygties sprendinj. Taciau (1) lygtis neturi
tokio paprasto pavidalo bendrojo sprendinio, todél teks panaudoti Furjé metoda, kurj iki Siol
taikéme tik misriajam uzdaviniui. Kai néra kraStiniy salygy, i§ gauty atskiry sprendiniy aibés
neiSskiriame sprendiniy sekos, ir gautasis sprendinys bus ne eilutés, o integralo pavidalo.

Pradzioje ieskosime netrivialiy (1) lygties

u="T() X(x)#0 4)
pavidalo sprendiniy. Jrase ta iSraiska j (1) lygtj ir jau zinomu budu atskyre kintamuosius
bei paéme neigiamg konstantg — A*(1 > 0), gauname

T'() _ X"(x) —_p2 (5)
a’T(t)  X(x) '

I§ ¢ia parasome dvi paprastgsias diferencialines lygtis

% =-1a’,
X"(x)+ 2 X(x)=0.
Jy bendrieji sprendiniai yra
T(t)=Ce """
X(x)= Acos Ax + Bsin Ax .

IS Cia atsizvelge i (4), parasome ieskomy (1) lygties sprendiniy Seima

u=T()X(x)=e """ (4, cos Ax + B, sin Ax) . (6)



Cia 4, ir B; yra naujos konstantos.

Pastebésime, kad imdami (5) deSin¢je neigiamg konstantg, gausime (6) sprendinyje
teigiamg koeficientg prie ¢ ir rodiklines arba hiperbolines funkcijas vietoj trigonometriniy, todél
tas sprendinys bus neapréztas tiek ¢, tiek x atzvilgiu.

Priskyre (10) sprendiniuose kiekvienai parametro A reikSmei atitinkamas konstantas A, ir
B, pastargsias laitkome A funkcijomis ir Zymime A(A) ir B(A1). Gauname tolyding sprendiniy
Seima

u, (t,x) = e *"[A(A) cos Ax + B(A)sin Ax] (0 < A < +00) . ()

Duotoji (1) lygtis yra tiesiné homogening, todél (7) sprendinio integralas parametro A

atzvilgiu

u= [e”" [A(A)cos Ax + B(A)sin Ax}dA (8)

0

Taip pat yra (1) lygties sprendinys, kai ta integralg galima diferencijuoti po integralo
zenklu vieng kartg ¢ atzvilgiu ir dukart x atzvilgiu. Taip bity, jei (8) integralas ir (7) funkcijos
atitinkamy daliniy iSvestiniy integralai konverguoty tolygiai ¢ ir x atzvilgiu bet kokioje uzdaroje ¢,
x kitimo srityje, telpancioje srityje (¢ > 0,—0 < x < +©).

Tarkime, kad minimos diferencijavimo salygos yra patenkintos ir (8) integralas turi
prasmg, kai r=0. Sakykime, kad (8) funkcija tenkina (2) pradine salyga:

u(0,x) = Te*““ [A(2) cos Ax + B(A)sin Ax[dA = p(x). ©)

0
Raskime funkcijas A(4) ir B(A4).

Sakykime, kad funkcija ¢(x) galima iSreiksti Furjé integralu

o(x) = lelT(p(é) cos (& —x)dE . (10)
TSy

Integraliniame skaiciavime (10) formulé buvo iSvesta su salyga, kad funkcija f{x) buty:
1) atkarpomis diferencijuojama kiekviename baigtiniame intervale,

2)  absoliuciai integruojama intervale (—oo,+):

[loo)ldx <+, (11)

3) tolydiné taske x. Tos sglygos jokiu biidu neiSplaukia i§ to, kas buvo pasakyta apie

funkcijg f{x), formuluojant uzdavinj. ISvados, kaip matysime, bus teisingos ir be jy.



Pritaike skirtumo kosinuso formulg, (10) formule Sitaip paraSome
o(x) = %T{cos ﬂxT(p(g‘) cos A&d& +sin ﬂxT(p(g‘) sin iia’é}dﬂ . (12)
0 o0 o
I8 (9) ir (12) matyti, kad (9) salyga yra iSpildyta, kai
4= [ote)coscie, By =" [p()sinacae.

IraSe tas iSraiSkas j (11) lygties sprendinj, gauname

400

u(t.x) = 1 je*M [cos ﬂxT(p(f) cos AEdE +sin ﬂxT(o(é) sin Agdg}m :
74 —o0 —o0

0

arba
1 +00 +00 "
u(t,x)=— j d je P(E)cos A(E — x)dE .
T 0 —o0
Pakeite integravimo tvarka, gauname:
u(t,x) = 1 j (p(g’:)[ j e cos A(E - x)d/”t}dé . (13)
T —o0 0

Atskirai apskaiciuosime integralg skliaustuose, tare, kad jis yra & funkcija ir pazymeéje

1) = Te,izaz, cos A&~ )dl. (14)

0
Kai ¢+ > 0, (14) integralas ir integralas, gaunamas iSdefirencijavus ¢& atzvilgiu jo

pointegraling funkcija, abu & atzvilgiu tolygiai konverguoja, nes atitinkami mazorantiniai

integralai

Te-‘z"z’dz ir Tze-f“z'dz
0

0
konverguoja ir nepriklauso nuo &. Vadinasi, (14) integrala galima diferencijuoti &

atzvilgiu po integralo Zenklu. Diferencijuodami ir toliau dalimis, randame

+00

I'(&)=— j A  sin A(E — x)dA = — =X j e cos A(E - x)dA,
0 2a’t 4

ir gauname diferencialine lygtj

1@ =-2 1. (1s)
2a°t

I (14), jrase & = x, iSvedame pradine salyga

8



+o0 - 172_
[@)|= | e dA=— = 16
Sl AT 16

ISsprende (15) lygti su (16) pradine saglyga, gauname (14) integralo iSraiska
1 \/? -
[ =— ¢ 4q%t
(S) 5\

()’

1 " 4a%
u(t,x) = e L P(E)e 4 déE (17)

Ir jraSome j (13) lygybe:

Reiskinys neturi prasmés, kai ¢ = 0. PriraSe, kai ¢ = 0, sprendinio reikSme i$ (2) pradinés
salygos, gauname, kai >0,

(¢-x)?
)e 4a’t dé (t>0),

1 +o0
e, = {3y 1 7€ (18)

p(x) (£=0).



1.2. Netiesinés difuzijos lygtys, ju sprendimo budai

Klasikine tiesiné difuzijos lygtis yra iSvesta i§ Fokerio - Planko lygties, darant prielaida,
kad difuzijos procesas yra létas ir d¢l to difuzijos koeficientas D yra pastovus, nuo koncentracijos
nepriklausantis parametras. Taciau tai negali biiti taikoma klasikinés tiesinés difuzijos lygties
sprendinio erfc(x/Z\/Ft ) asimptotiSkai, aprasanciai difunduojanciy priemaiSy jsiskverbima
medziagoje neribotais dideliais atstumais x per baigtinj laika, nes tai prieStarauja reliatyvumo
teorijai. Be to, i§ Brauno judéjimo teorijos seka, kad per baigtinj laikg t difunduojancios dalelés
gali jsiskverbti medziagoje tik iki baigtinio atstumo nuo difunduojanciy daleliy Saltinio. Tas
atstumas apytikriai lygus vidutiniam kvadratiniam difunduojanciy daleliy poslinkiui (\/ﬁ ).
Netiesin¢ difuzijos lygtis, pakankamai tiksliai aprasanti difunduojanciy priemaiSy pasiskirstyma
puslaidininkiuose, gauta padarius prielaidg, kad difunduojanc¢iy daleliy srauto tankis yra
apibréziamas difuzijos koeficientu D, jvairiai priklausan¢iu nuo priemaiSy koncentracijos N.
Tuomet srityje, kur priemaiSy koncentracija lygi nuliui, difuzijos koeficientas lygus nuliui taip
pat. Taip uztikrinama fizikine salyga, kad per baigtinj laika priemaiSos medziagoje turi jsiskverbti
1 baigtinj gylj.

Kai, vykstant difuzijos procesui, ] silicj skverbiasi arsenas ir fosforas arba chromas j
nikelio oksidg, difuzijos koeficientas yra tiesiog proporcingas koncentracijai ir tokj procesa
aprasanti diferencialiné lygtis yra tokia:

2
&),
Kai difunduoja cinkas i galio arsenida difuzijos koeficientas proporcingas koncentracijos
kvadratui difuzijos procesas apraSomas tokia lygtimi:
2
22 w).
Kitomis salygomis ty paciy medziagy difuzijos koeficientas proporcingas kvadratinei

koncentracijos Sakniai, ir procesas aprasomas lygtimi:

ou 0 [ 3
—=—u?|.
ot ox’
Bina ir kity difuzijos koeficiento priklausomybiy nuo koncentracijos, pavyzdziui
aprasomy tokia lygtimi:
0 0’
= ).

o o
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Darbe iSdéstyta netiesinés difuzijos lygties
1
e
atskiryjy sprendiniy, iSreiSkiamy elementariomis funkcijomis, paieska. Taip
sprendiniai atskirai iliustruojami, pasitelkus kompiutering matemating programa MathCAD.
UZdavinio formulavimas
Difuzijos (taip pat ir Silumos) sklidimo lygtis
aa—b; =div[D(u) grad u],
D — difuzijos koeficientas, u - molekuliy koncentracija.

Jei difuzijos koeficientas lygus konstantai: D(u) = const, tai

ou =D div grad u
ot

yra tiesin¢ lygtis. Sia lygtj galima uZra$yti Dekarto koordinatémis:
ou> Ou= ou?;

rad u =—i+— j+—k,
& ox ayj oz

> oF, OF, §F,
+ +

divk = o oy oz
Vektorius ;’ yra gradientas u :
;7 =grad u.
= g o g O

ooax Y oy ]

0*u 0*u 0Ou
et
ox* oy’ oz’

div grad u =

I8raiSka div grad u = Au, Au vadinamas Laplaso operatoriumi.

Lyagtis tiesiniu atveju, kai D - konstanta, vadinama Fiko lygtimi:

8—” =DAu .
ot
I$skleidziame Fiko lygtj:
2 2 2
u_plu, ou, du - Erdviné Fiko lygtis.

—= +—t
ot ox* oy oz’

11
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ou _D o’u  0'u

D=4+ = - Ploks$tuminé lygtis.
ot Ox? 8y2 ve

ou o’u
—=D— - Vienmate lygtis.
ot o’ Ve
Kai D - ne konstanta, vienmaciu atveju
ou 0 ou
—=—1I[D(u)—].
ot 8x[ ( )Gx]

Paskutiné lygtis paprastai sprendziama kompiuteriu. Yra nemazai ir analiziniy sprendiniy.

IeSkome atskiryjy sprendiniy, kada difuzijos koeficientas turi tokj pavidalg :

ou 0, ~ ou

ou_ 0 v 2

o ) @
arba

ou 0 ,y—Ou

or  ox (N o 2.1

Nattiralu sprendinio ieskoti tokio, kad (2.1) lygties deSinéje puséje nelikty Saknies. Jj
jrasius 1 difuzijos koeficiento iSraiskos posaknj, iracionalumo (Saknies) nelikty.

Tai netiesing, paraboliné lygtis, kuri taikoma atskiriems difuzijos procesams aprasSyti.

Sio darbo pirmojoje dalyje rasime sprendinius su sveikaisiais skaiGiais, kai
N =1,2,3,4,5,6 . Jy ieskosime keliais pavidalais.

Pateiksime i§samy sprendima, kai N = 2. Su likusiais N parodysime tik rezultatus.

Pirmiausia ieskosime sprendinius polinomu:
N
u(x,0) =[f @)+ ] 3)
Sprendinio ieSkojimas N laipsnio dvinario pavidalu, kai N =2
Sprendziame tokia lygti:
1
u_0f,0u) (4)
ot Ox ox
O sprendinio ieSkome tokiu pavidalu:
ulx,t) =)+ n(e) <) . ®)
Diferencijuojame sprendinj pagal laikg ¢ :

Z—i‘z2(f+hx2)-(}+}.1x2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :

12



Z—zzz(fmxz)-zhx.

Gautus rezultatus jraSome j (4) lygties desing pusg¢:

x| ox
=4h{2(f+hxz)-th~x+(f+hx2)2}

Dabar surasome j (4) lygti:

d (u; a”] =a—i[2(f+hx2)(f+hxz)-zhx]z4h§[(f+hx2)2 -x]:

2(f+hx2(}+izx2j —ah(f + he? Jaha? + £+ ).

Suprastiname abi puses i§ (f + hx”):
f+hx® =2h(f +5hx*).
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f =20

h=10h

(taSkais zymimos iSvestineés pagal laika).

Gavome dvi paprastgsias, priklausancias tik nuo laiko t, diferencialines lygtis

Sprendziame $ios sistemos antrajg lygt kintamyjy atskyrimo metodu:

o
—=2h
ot /
P _1ow*
ot
padauginame jg 18 ﬁ:
o
—=2h
ot /
A
ot h
lygti
Z_’j ~10ds

integruojame ir gauname

13



—1210t+Cl.
h

Cia const numetame, nes laikg galima parinkti bet kokj. C, yra koncentracijos reik§mé

laiko momentu 7 =1 pradiniame taske x =0. Tada

1

ht) = ———

(0= ™

Sprendziame pirmaja lygtj:

8f f( j dt
Ot 10t ) f’

4 __da

f 5t

tada integruojame ir gauname

Inf = —%lnt+lnc,

1
lnf=ln(t 5 ~c],

i§ Cia
1
f=c-t?>.
Gautas f ir & reikSmes jraSome j (5) sprendinj u(x,?):
L 2
u(x,t)=|ct 5 ——-x*| .
() ( 101 J (©)

Tai atskirasis (4) lygties sprendinys.

Sprendinio N laipsnio dvinario pavidalu patikrinimas, kai N =2
Patikrinsime, ar sprendinys teisingas:
Turime (4) diferencialing lygt; ir (6) sprendin u(x,?).

Atliekame veiksmus su (6) reiSkiniu:

au 1 x2 1 _é 1
== = diferencijuojame pagal ¢ laika =2 ct 5 —— |-| ——ct 5 +—¢ x> ,
ot jucj pag * ( IOtJ ( 10 J

1
Z—u = diferencijuojame pagal x kintamgjj = 2(ct 3 —% ZJ-(— 2—xj
X

Dabar surasome i (4) lygties desSing puse:

14



! il 2 2y
Of 0| 0|l s L |2 (_ﬁj I SR | IV S R O
ox ox | Ox 10¢ 10¢ 10t 10t ox 10z
1 2 R 2 1 2 2 1 2
2 )i .(_ﬁ).ﬁ P S | ) O I S S
5t 10¢ 10t 10t 5t 10t 10z 10t
Irasome abi iSraiskas j (4) diferencialing lygtj. Tada

1 2 6 2 1 2 1 2
2 et 5 -1 —lct5+x2 zzctS—x— ct5—5x .
10e | 5 10t 5t 10t 10t

Turime gauti lygybe abiejuose pusése (suprastiname abi puses):

1 - X
——ct S+ =——ct S +—.
5 10¢ 5 10z

Gavome, kad lygybé patenkinta visoms ¢ parametro reikSméms, vadinasi sprendinys

teisingas.

Sprendinio ieSkojimas N laipsnio trinario pavidalu, kai N =2

Toliau ieskosime sprendiniy tokiu pavidalu:

u(e.t) = £+ gOx+hox?]". @)
Kai N =2, sprendziame (4) lygti.
Sprendinio ieSkome tokiu polinomu:
u(x,t)= [f(t)+ g(t)x+h(t)x2]z. (8)
Diferencijuojame sprendinj pagal laika ¢:

M _,

y (f+gx+hx2{].”+éx+}.zx2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :

Z—u=2(f+gx+hx2Xg+2hx).
X

Gautus rezultatus jraSome | (4) lygties deSine¢ puse:
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ox o
=4(f+gx+hx21(g+2hx)2 +(f+gx+hx2)~h]

i(u% aqu8£[2(f+g)c+hx2)2(g+2hx)]:2[2(f+gx+thXg+2hx)2 +(f+gx+hx2)2 -2h]:
x

Dabar surasome j (4) lygti:
2(f+gx+hx2{}+ éx+ ilxzj = 4(f+gx+h)c2Xg2 +S5ghx + fh +5h2x2).
Suprastiname abi puses i§ (f + gx +Ax’) ir gauname:

frgx+hx’=2g" +10ghx + 2 fh+10h°x>.

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f=2g"+2hf
g=10gh .
h =10

gavome tris paprastasias diferencialines lygtis.
Sprendziame $ig sistema (nuo trecios lygties) kintamyjy atskyrimo metodu:

1
h(t) = ———,
T

. 1 g
—10g.-[-—|=-%,
& g( lOtj ;

g= gOfI >

p :2 2t73_i’
S 8o 57

P P T
f"‘gﬁ =2g,t . (S1)

Sia lygtj galima i3spresti pagal formule, kuri yra taip i§vedama:
LAGRANZO KONSTANTU VARIJAVIMO METODAS

Turime:
V+ a% =pt".

Sprendziame homogening lygt;:

16



y'+a%=0.

Sia lygtj padauginame i3 a , tada turime:
y

y'+a120 -ﬁ,
t y
ﬂ+ ﬂ:()’
y t

Iny=-alnt+Inc,
y=c-t“.
Tarkime, kad c jau yra nuo t priklausantis kintamasis:

-1

V=t —cat™ ",
At —cat™  vactt™ = pr.

Suprastiname ir gauname:

cl=ﬁta+y,
C:L.toﬁ-yﬂ_‘_c
a+y+1 2’
¢, =const,
y= L.taﬂﬂrl iy ‘t—a
a+y+1 ?
:L.ﬂ”_FCZ e (*)
a+y+1

Sj gauta rezultata pritaikysime (S1) lygéiai, Zinodami, kad

a:%, ﬂ:2g§a ;/=_3~

Gauname
2,2 1 1
e R
—=3+1
5
arba

B
f= —%gétz + fot *

17



Gautas f ir & reikSmes jraSome i (8) sprendinj u(x,?):

2
10 1
M(X,t) = (—ggo + f;)t 5 g;) E'ij . (9)

Tai atskirasis (4) lygties sprendinys.

Sprendinio N laipsnio trinario pavidalu patikrinimas, kai N =2
Patikrinsime ar sprendinys teisingas:
Turime (4) diferencialing lygti ir (9) sprendinj u(x,?).

Atliekame veiksmus su (9) iSraiska:

Z—u = diferencijuojame pagal ¢ laika
t

>

1 2 6 2
- 10 , , gx «x - 20 _ x
=2 fit S——git P+ | = fit S+ — gt x4+
(fo 5 & ; IOzJ ( Sot 5 gt~ g, T072

[ < IOgO gox_xZIOt__&_ﬁ}

ou
— = diferencijuojame pagal x kintamajj s .
5 JuoJame pag =2t =gt 10

X

Dabar surasome j (4) lygties deSing puse:

P 2
of pou) o)l 108 g L (&_ﬁj _
Ox Ox ox||”° 9¢* t 10t t 10t
2 2 gO 2x ’ ft_é 10g02 gox 1 2 ft_é log gO 1 2 2( 2 j
= 25— -+ =X |+ - + = ——X -—— |
t 10t 0 9¢> t 10t 0 92 ¢ 10t 10¢

IraSome abi iSraiskas j (4) diferencialing lygti. Gauname, kad lygyb¢ patenkinta visoms c
parametro reikSmeéms, vadinasi sprendinys teisingas.
Kai N =2, gavome sprendinius dviem skirtingais (6) ir (9) pavidalais. Su kitais N
pateiksime tik gautus rezultatus. ISsamiis sprendimai pateikti priede.
Sprendiniu suvestiné, su N =1,2,3.4,5,6
Kai N =1, sprendinio ieskome (3) pavidalu. Atskirasis sprendinys u(x,?) lygus:

1

u()c,t)zc-ti5 ——x.
ot

Kai sprendinio ieSkome (7) polinomu, tada sprendinys bus

L-{hd i-xz.

3
u(x,t)z—ggot +f0t 3 o

18



Kai N =2, sprendinio ieSkome (3) pavidalu. Atskirasis sprendinys u(x,?) lygus:

L 2
N=|ct5-——x*|.
u(x,t) = {c 10 J

Kai sprendinio ieSkome (7) polinomu, tada sprendinys bus

2
10 1
u(x,t)z(—ggo +f0t Sy g;) ﬁwz} :

Kai N =3, sprendinio ieSkome (3) pavidalu. Atskirasis sprendinys u(x,?) lygus:

1 1 3
ue,t)=|ct 7T ——.x*| .
()( 14¢ }

Kai sprendinio ieSkome (7) polinomu, tada sprendinys bus

3
u(x,t)z[—%got +f0t T g‘; é-xzj.

Kai N =4, sprendinio ieSkome (3) pavidalu. Atskirasis sprendinys u(x,?) lygus:

1 4
1
u)ct—ct9——)c2 .
( )( 18t J

Kai sprendinio ieskome (7) polinomu, tada sprendinys bus

4
u(x,t) = [—%got +f0t9 g‘; I—;-xz)

Kai N =5, sprendinio ieSkome (3) pavidalu. Atskirasis sprendinys u(x,?) lygus:

1 5

— 1
u(x,t)=|c-t " ——.x* | .
(x.0) ( 22t ]

Kai sprendinio ieSkome (7) polinomu, tada sprendinys bus

5
u(x,t) = [—%got + fit “+g‘t)x 2L2t.sz .

Kai N =6, sprendinio ieSkome (3) pavidalu. Atskirasis sprendinys u(x,?) lygus:

1 6

1
uxt—ct13——-x2 .
(x.0) ( 26¢ }

Kai sprendinio ieSkome (7) polinomu, tada sprendinys bus
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13 ! LY
u(x,t)=(—?g§t_l +fot B +%—E-x2] .

Sprendinio ieSkojimas nekonkretizuotam N e N
Sprendinio ieSkojimas N laipsnio dvinario pavidalu, kai N bet koks sveikasis
skaicius
Pateiksime bendraji sprendimo atveji su bet kokiu sveikuoju N .

Kai N - bet koks sveikasis skai¢ius, sprendziame tokia lygtj:

au_of b
o oxl el )

O sprendinio ieSkome tokiu pavidalu:

ue.t)= ()4 o)) 3)

Diferencijuojame sprendinj pagal laikg ¢:

Z—Z‘:N(f+hx2)lv_l(}+izx2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :

g—z = 2Nhx(f + ),

ou =2hxN(f + hx*)".
ox

1
N
Gautus rezultatus jraSom | (2) lygties deSine pusg:

%{”N Z—g - 2Nha% RS N T RS A TR P i

Dabar surasome i (2) lygti:
N(r+ hxz)N_l(J.’+ /;xzj = 2NA(f + i + 2Nk + ]
Suprastiname abi puses i$ ( f+hx? )N_l ir gauname:
f+hxt =2h(f +(1+2N)x?).
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
f=2nf
h= 202N
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gavome dvi paprastasias diferencialines lygtis.

Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

o
—=2h
ot y
oh _ 2(1+2N)n?
ot
. . . . dt
antraja lygt] padauginame 18 7 :
o
—=2h
ot 4
o _ 2(1+2N)n -ij = d—’j =2(1+2N)dt
ot h h
lygti
dh
P 2(1+ 2N )dt
integruojame ir gauname
1 2(1+2N).
h
Cia const numetame, nes laika galima parinkti bet kokj, tada:
h(t) = . ,
2(1+2N)t

gavome paprastg diferencialing lygtj.

Sprendziame pirmaja lygtj:

GNP (R W ¥
ot 20+2N) )|
@ ___ d
f (1+2N)’

tada integruojame ir gauname

Inf=- ! Int+1Inc,
1+2N

1
Inf= lr{t 1+2N 'CJ,
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1
f=ct

Gautas f ir & reikSmes jraSome j (3) sprendinj u(x,?):

71+12N_ 1 y2 '
u(x,t)—[c-t —2(l+2N)t xj . (10)

Tai atskirasis (2) lygties sprendinys.

Sprendinio ieSkojimas N laipsnio trinario pavidalu, kai N bet koks sveikasis
skaicius
Kai sprendinio ieSkome polinomu, kuris tokio pavidalo:
u(x,t) = [£() + gOx + ()], (7)
tada sprendziame (2) lygti.
Diferencijuojame sprendinj pagal laika ¢:

%zN(f+gx+hx2)N_l(}+éx+ilx2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :

Z—z = N(g + th)(f + gx + hx’ )Nfl .
Gautus rezultatus suraSome j (4) lygti:

N(f+gx+hx2)N1(}+éx+izx2j :%[N(f+gx+hx2)]v(g+2hx)]=

=N*(g+2hx)* - (f +gx+hx*)"" +2h(f + gx+ hx*)".
Suprastiname i§ (f + gx+Ax>)"™" ir gauname:

j."+ éx + }.zx2 =Ng* + 4Nghx ++4Nh>x*> + 2 fh + 2ghx + 2h*x”.

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
= Ng* +2hf
g=(4N +2)gh.

h=(4N +2)h?

Gavome tris paprastasias diferencialines lygtis.

Sprendziame $ig sistema (nuo trecios lygties) kintamyjy atskyrimo metodu:
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1
h) == (AN +2)t°

| Jo 1 __ 8
g_(4N+2)g( (4N+2)tj ¢’

arba
2__28
ot t
: : . dt .
lygti padauginame i§ — ir gauname:
g
dg _ _dt
g t

Sia lygtj galime suintegruoti:

Ing=-Int+Ing,,

Ing=Ing,-t",
1§ ¢ia
g= gof1 >
kur
g, =const,
T 22 52
f+(4N+2)tf=NgOt . (52)
(S2) lygti sprendziame Lagranzo konstanty varijavimo metodu, pagal (*) formulg:
yzi-ﬂ+1 +c, t™”,
a+y+1
No 22 1l 1
f= lgo + for 2V = _2Nz+1g§tl + fot 2N arba
AIN+1
1
Gautas f ir & reikSmes jraSome j (7) sprendinj u(x,?):
N
u(x,t) = _n-1 g2t71+ft_ﬁ+g0x— L e 11
’ 2)°° ’ t (AN +2) an

Tai atskirasis (2) lygties sprendinys.
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1.3. Lygties sprendiniy grafinis vaizdavimas programa MathCad

1. pav. Sprendiniy Seima

1 paveikslélyje parodytos difuzijos procesa, apraSanciy atskiryjy sprendiniy Seimos,

rodancios koncentracijos u pasiskirstyma x asies kryptimi, skirtingais laiko momentais.
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2. Automodelinis metodas

Modifikuotu automodeliniu metodu simetrizuojama diferencialiné lygtis, ieSkant (1)
sprendinio
X
u(x,t)=A(t , E=—
(B0 =40/ @), &= ()

kuriame & yra automodelinis kintamasis. Jeigu tokj automodelinj kintamaji pavyksta rasti, tada
dviejy kintamyjy paraboline lygt] pavyksta suvesti j paprastaja diferencialine lygtj, kurioje
nepriklausomas kintamasis yra &.

Modifikuotas metodas skiriasi nuo paprastojo tuo, kad pastarajame daugiklis A(t)=1, ir
del to difuzijos lygtis nesuvedama j iSsprendziamg analitiSkai, o sprendinys isreiskiamas tik per
eilutg. Taciau jrodoma, kad ta eiluté konverguoja ir konkre¢iam naudojimui pakanka tik pradinés
eilutés daltes. Mes gi pasinaudojome modifikuotu (su daugikliu A(t) ) metodu, ir uzdavinj
suvedéme ] analiziSkai iSsprendziamg paprastaja diferencialing lygtj.

Svarbus atskiras tokio metodo atvejis yra bégancios bangos gavimas

u(x,) = A1) g(x =V (1)).

Cia g yra vieno kintamojo funkcija.
Automodelinio kintamojo pritaikymas difuzijos lygciai, kurioje difuzijos

koeficientas D=u.

1
Kintamyjy transformacija patenkina lygties invariantiSkuma, kai A(¢f)=¢ 3,0 &= il Po

£3
Sios transformacijos (2) diferencialiné lygtis
ou O Ou
—=—|u—| 0)=0 2
Py ax(u axj u(x,0) = 5(x) 2)

yra suvedama j paprasta diferencialing lygtj nuo kintamojo &. Si lygtis suintegruojama

pilnojo diferencialo metodu, gauname
, 1
/A +§§f =0, (3)

kai integravimo konstanta lygi 0.

(3) lygtis turi du sprendinius: pirmasis yra elementarus, t.y. f =0, o antrasis yra

2
f=C —%. Tada bendrasis sprendinys ,,suklijuojamas‘ i§ dviejy
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&
f(g): C—?,kalg S6C (4)

0,kai&> > 6C.

Tokiu biidu netiesinés diferencialinés lygties sprendinys yra lygus

2
c- > raiczc- 2.
1 z z
u(x,t)= ¢ 3 6r° £ . (5)
0,kaiC <C—-2.
.

Sis netiesinés diferencialinés lygties sprendinys aiskiai skiriasi nuo tiesinés diferencialinés
lygties sprendinio tuo, kad kiekvienu laiko momentu sprendinio grafikas kerta nulinj sprendinj
vis kitame taske.

Misy atveju sprendinys gaunamas toks:

1 2 ’
u(x,t)=|ct " ——————¢7"| .
2+4p

Bangos fronto (u ir ¢ susikirtimo taskas), koordinaté

by 2 _r
X, = \/0(2 +4p) P = 2c(1+ p)tT =\ 2c(1+ p)t'r.

Bangos fronto greitis lygus

1=
podi_ ) [2e et | 2 s,
dt 1+2p 1+2p

Automodelinio kintamojo pritaikymas difuzijos lygciai, kurioje difuzijos

koeficientas D =u"”, kur p - bet koks teigiamas skaicius.

Darbe sprendziame panasiu metodu netiesing paraboling diferencialing lygti,
neapsiribodami atveju, kai D=u".

Sprendziame bendresnj uzdavinj, suvesdami difuzijos lygt]

oUu 0 10U
—=—9D,+DU)r —¢,
ot Gx{( o + DU (3x} (6)
kurioje parabolinés lygties difuzijos koeficientas
1
D=(D,+DU)", (6A)
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o U - difunduojanciy daleliy koncentracija — ty daleliy skaicius turio vienete.
Ja atskirais atvejais apraSomas ir Silumos plitimas, kai D, #0 ir p #1.

Suvesime (6) lygti i kanoninj pavidalg (be parametry)

ou 0| ,ou
—=—u’—.
ot oOx ox

Pasizymime
D,+DU=u (7)
ir i§sireiSkiame U :
u=""5] ®)
Dl

Diferencijuojame pagal laikg ¢:

1
v i{(D0 +DU)» a—U},
ox

ot ox
a
o _9),»ou
D, ox D, |
Gauname kanoning lygti:
1
ou_0 ) poul ©)
ot Ox Ox

Ja toliau ir spresime.
2.1. Lygties sprendimas automodeliniu kintamuoju

Pirmojoje dalyje radome sprendinius su sveikaisiais skaiciais, kai N =1,2,3,4,5,6.

Antroje dalyje rasime Siuos sprendinius su bet kokiu teigiamu p .

Vienmaté diferencialiné lygtis
Turime (9) lygti

u_0 p0u
ot Ox ox

Ivedame z kintamaji

z=xt", (10)
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Cia x,t - kintamieji, m - kol kas neapibréztas parametras.

Apskaiciuojame iSvestines:

Sprendinio ieSkome pavidalu
u=1'vz), (11)
kur m,k - laisvieji parametrai, kuriuos galime pasirinkti,
v(z) - funkcija tik nuo z.
Biitent daugikliu t* modifikuotas metodas skiriasi nuo nemodifikuoto. Nemodifikuotame
k=0, o ¢ia mes k galésime pasirinkti taip, kad gauta paprastaja lygtj galétume iSspresti
amaliziskai.

Diferencijuojame ieSkomg sprendinj (11) pagal laikg 7:

Ou k-1 x dv Oz k-1 k+m-1 '
—=kt""v(z)+t" ——=kt"v(z)+t mxv'(z).
ot ) dz ot @) (2)
Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :
a_u — tk ﬂ% — tk+mvl(z) ,
ox dz Ox
1 k 1 Kokem L
u’ ou _ PV (2) =t vV (2),
ox

L E+k-¢-m L £+k+m L E+k+2m L
ai{up Z—u} = ag(tp vpv'(z)} =t" t’"[v”v'(z)J =1’ {VPV'(Z)J .
X X X

Gautus duomenis suraSome i (9) lygti:
b1 i . E+k+2m 1
kt""v(z)+ """ " mxv'(z) =t” viv'(z) | .
Padaliname abi puses i§ *~' nario, gauname:
£+2m+1 L
kv(z)+t"mxv'(z) =t* vPVv'(z) | .
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m ir k pasirenkame patys taip, kad v priklausyty tik nuo z .
Pareikalaujame:
k
Prilyginame (12) salygos kairigja dalj nuliui, kad (10) lygtyje nelikty priklausomybés nuo

t ir x. Gauname:

!

kv(z)+mzv'(z) = [v;v’(z)} .

Jei

k=m, (13)

kairioji pusé — pilnoji iSvestiné (zv) m,t.y.

1
m(zv) = (vpv’(z)J ,
(zv) =v+2v'.
Suintegruojame:
1
mzv(z)+b=v?V'(z),

¢ia b = const .
Jeiten, kur x =0, v'(z) =0 (max salyga), tai b=0, ir

1

mzv(z) =v?v'(z). (14)
I8 (12) ir (13) — parametrai k£ ir m lygus:

ﬁ+2m+1:0,
p

(i+2}n:—l,
p

LI I+2p

p

Py
1+2p

IraSome gautas reikSmes  (10) ir (11) lygtis:
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P

T2
z=xt P,

__ P
u=t ""v(z).

Integruojame (14) lygtj ir gauname:
1
—-1

mzdz =v? dv,

1

1
2 P 1
pz P
- == +——=—¢,+ pv’,
ol+2p) T TTATP
p
1 ¢ 2

PaZymime

Gauname funkcijg v(z):

2 Y
v(z)—(c—2+4pJ .

IraSome rastas reikSmes j (11) lygtj ir gauname sprendinj:
P

_2p
u:t,Hzp ~ 2t 1+2p
2+4p
1 2 b 2 )P
u=\ect W _ X ¢ F2p 1W2p ,
2+4p
1 p
> = lenzp x’ = (15)
2+4p
Grjztame prie jau iSvestos (8) lygties
U= u—2D,
Dl

ir gauname
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_r 2 ?
ot 2p _xit—l _D
2+4p ‘

D,

Diferencialinés lygties sprendinio korektiSkuma galime patikrinti pagal tai ,ar yra
patenkintas difunduojanciy daleliy skaiciaus tvermés désnis. Tuo tikslu apskaic¢iuojame bendra

daleliy skai¢iy N bet kuriam laiko momentui

Xr

Nz.[udx.

0

[raSe¢ sprendinj ir réZio x, reikSme, gauname

1/20(1+2p)t%;” 1 x2 p
N = '[ ct " ———— | dx. (*)
0 2+4p

Ivedame keitinj

L
x*=2c(l+2p) Py
arba

P

xX= 1/20i1+2p)t”2py ,
r
dx:w/20i1+2p it”zpdy.

Apskaiciuojame rézius

»n=0,

P
R A 2c(1+2p)t“2p-t““’__1
& J2e(1+2p) J2e(1+2p)

Tai kg gavome, jraSome j (*)

2p P

1

1 -1 1+2p 2 _p
N:jcsz—’:kg+?mL Y| Jae+2p)rdy.
0 t+ap

Apskaiciavus, N yra lygus:

L .
(ct "t ”zl’yzj N2c(+2p)'Pdy,
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1

N:c1/2c(1+2p)j(1—y2)fldy.

0
Gavome daleliy skaiciaus formule, kurioje néra priklausomybés nuo laiko, tai reiskia, kad
galioja difunduojanciy daleliy tvermés désnis.

Pazymime
[ = j(l—yz)pdy .
0

I iSreiSkiamas elementariomis formulémis tik atskirais atvejais, pavyzdziui, kai p yra

sveikasis skaicius.
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Cilindrinés simetrijos atveju

u 1,00, 0f 0 y
ot x Ox Ox ox | (16)

Cia x yra atstumas nuo cilindrinés simetrijos asies.

Turime lygti

Ivedame z kintamaji (10):

z=xt",
1"
X z ’

¢ia x,t - kintamieji, m - dar neZinoma parametro reikSme.

ISreiSkiame i$vestines:

Sprendinio ieSkome (11) pavidalu

u=1tv(z),
kur m,k - laisvieji parametrai, kuriuos galime pasirinkti;
v(z) - funkcija tik nuo z .

Diferencijuojame sprendinj pagal laikg ¢:

Ou k-1 r dv Oz k-1 k+m-1 '
—=kt""v(z)+t" —— =kt v(z)+t mxv'(z).
ot @) dz ot ) (2)
Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :
a_u — tk ﬂ% — tk+mv!(z) ,
Ox dz Ox
1 k 1 Kokem L
u? ou =tV (2) =t vV (2),
ox

i £+k+m L £+k+m L £+k+2m L
ag[up Z—u} = ai[tp v”v’(z)} =t tm[v"v’(z)} =t (vpv’(z)J ,
X X X
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ou E+k+m t" 1 E+k+2m 1

1

lu"—=t" —vpv’(z):ltp vPV'(z2).
x Ox z z

Gautus duomenis suraSome  (16) lygti:

!

P P , B 1 ;+k+2m ; , ;+k+2m ; ,
kt" " v(z)+t mxv'(z) =—t vV (z)+t vPY'(z) |.
z

Padaliname abi puses i§ #*~' nario, gauname:

!

1 E+2m+1 L —+2m+1 L
kv(z)+t"mxv'(z)=—t" vV (2)+¢”7 viv'(z) | .
z

m ir k pasirenkame patys (nes jie yra laisvieji nariai), kad v priklausyty tik nuo z.
Pareikalaujame:
£+2m+1:0. (17)
P
Prilyginame 0, kad (10) lygtyje nelikty priklausomybés nuo ¢ ir x. Gauname:

!

kv(z)+ mzv'(z) = lv;v’(z) + [v;v'(z)} .
z

Padauginame abi puses i§ z, turime:

!

kzv(z) + mzV'(z) = vPV(2) + Z(v;v'(z)} .

Jei
k=2m, (13)
tada:
2mzv(z) + mz°V'(z) = m(2zv(z) + zV'(2)) = m(z*v(2))’,
v;v’(z) + Z(V‘DV’(Z)\] = {Z(V‘DV’(Z)J] .
Suintegruojame:

1
mz*v(z) = zv?Vv'(z) = const .
Kai const =0, tada gauname (14) lygt;

1

mzv(z) =v?v'(z2).
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I§ (17) ir (18) — parametrai k ir m lygus:

2M o +1=0,

p
(£+2jm=—l,
P
) 2+2p
p
R
2+2p
IraSome gautas reikSmes j (10) ir (11) lygtis:
_p
7 =xt 2+2p,

e
u=t ""y(z).

Integruojame (14) lygtj ir gauname:

mzz_v"
2 17
D
1
2 P i
pz % »
- ¢ +—=—¢+pv’,
22+2p) 11 1 TP
D
s o 2
p 202+2p)

Paskutini¢ lygt] pakeliame p laipsniu, pazZymime Socir gauname:

22 g
v(z)—(c—4+4pJ .

Irasome rastas reikSmes j (11) lygtj ir gauname sprendinj:
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2p P

) _
y t_2+2p x2t 2+42p
4+4p
v 2 2 )
u=\ct 2 _ X ¢ 220 242p ,
4+4p
1 2 _1+2p 1P
u=|ct 220 X 242p
4+4p
Grjztame prie (8) lygties
U=u_D0
D,

ir gauname

Nesimetrinés dvimatés diferencialinés lygties sprendimas
Spresime dvimatg diferencialing lygti

ou_of you| of 5 éu
—=—u"—|+—|u"—1.
ot oOx ox | oy oy

Sprendinio ieSkome pavidalu

u=la(t)+b(O)x +c(t)y*] .
Diferencijuojame (21) sprendinj pagal laikg ¢:

% = (a0) + B)x> + ey Jpla() + be)x> + )y

Diferencijuojame (21) sprendinj pagal kintamajj x:

1

u” % = 2pbx(a(t) +b(t)x* + c(t)yz)p_1 (a(t) +b(1)x* + C(t)yz)’
X

% [up Z_zj ) pb@—ax [x(a(t) +b(6)x* +c(t)y* ) ]
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ai( Z_u} = 2pbfato) + b+ e(y?) + 2pb a0 + ) + o)y} |
X X

0

a—{u; Z—uJ = (a(t) +b(t)x” +c(t)y? )p_l . 2pb{a(t) +b(t)x* +c(t)y* + 2 pbx’ }
s s

Diferencijuojame (21) sprendinj pagal kintamajj y:

%{u" %} = (a(t) +b(t)x* +c(t)y’ )P_l : 2pc{a(t) +b()x* +c(t)y® +2pcy’ }

Gautus rezultatus suraSome j (20) lygti:

a(t) +b(0)x* +é(t)y* = Z{ab +b°x% +bcy’ +2b° px* +ac+bex® +c*y* +2pc’y? }
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
a=2a(b+c)

b=2b(b+2bp+c). 22)

c=2c(b+2cp+c)

Si (22) sistema neturi sprendiniy, iSreidkiamy elementariomis funkcijomis, i§skyrus atvejj,
kai b =c, t.y. kai yra cilindriné simetrija. Mes tuos sprendinius nesimetriniu atveju gauname

kompiuterio pagalba. Skaiiuojame programa MathCad, Rungés-Kutos metodu.
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2.2. Difuzijos proceso dvimacio nesimetrinio atvejo grafikai

10

-10f

0 0.0z 0.1 015 nz

t

1. pav. Sprendiniai

Grafikai vaizduoja, kaip sprendinio koeficientai a,b,c priklauso nuo laiko. Primena

hiperboles.
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Sferinés simetrijos atveju

1 1 1
a_u:in xzupa—u zgu"%+g u"a—u . (23)
ot x° Ox ox X Ox Ox ox

Cia x yra atstumas nuo sferinés simetrijos centro.

Turime lygti

Ivedame z kintamaji (10):

z=xt",
1"
x oz
¢ia x,t - kintamieji, m - neZinomasis.
Kur
oz .
— =",
ox
aZ m—1
—=mxt"
ot
, dv
Vi(z)=—.
dz
Sprendinio ieSkome (11) pavidalu
u=1tv(z),

kur m,k - laisvieji parametrai, kuriuos galime pasirinkti;
v(z) - funkcija tik nuo z.

Diferencijuojame sprendinj pagal laikg ¢:

Ou k-1 r dv Oz k-1 k+m-1 '
—=kt""v(z)+t" —— =kt v(z)+t mxv'(z).
ot @) dz ot ) (2)
Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x :
a_u — tk ﬂ% — tk+mv!(z) ,
Ox dz Ox
1 k 1 Kokem L
u? ou =tV (2) =t vV (2),
ox

! !

i £+k+m L £+k+m L £+k+2m L
ag[up Z—u} = ai[tp v”v’(z)} =t tm[v"v’(z)} =t (vpv’(z)J ,
X X X
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ou E+k+m 2t 1 2 £+k+2m 1
P

1
2 " ! ’
—u?—=t —vP'(z)=—=t* vPV'(z).
X z z

ox

Gautus duomenis suraSome ] (23) lygti:

!

P P , B 2 ;+k+2m ; , ;+k+2m ; ,
kt" " v(z)+t mxv'(z) =—t vV (z)+t vPV'(z) | .
z

Padaliname abi puses i§ #*~' nario, gauname:

!

2 E+2m-¢-1 L —+2m+1 L
kv(z)+t"mxv'(z)==t"  v'V'(z)+¢’ viv'(z) | .
z

m ir k pasirenkame patys (nes jie yra laisvieji nariai), kad v priklausyty tik nuo z.
Pareikalaujame:
k
—+2m+1=0. (24)
P
Prilyginame 0, kad (10) lygtyje nelikty priklausomybés nuo ¢ ir x. Gauname:

!

kv(z)+ mzv'(z) = 2v;v'(z) + (v;v'(z)J .
z

Padauginame abi puses i§ z°, gauname:

!

kz*v(z) + mz*V'(z) = 2zv;v'(z) + z{v”v'(z)} .

Jei
k=3m, (25)
tada
3mz*v(z) + mz’v'(z) = m(3z*v(z) + 2°V'(2)) = m(z*v)',
ZZV;V’(Z) + zz{v”v'(z)J =2z v;v'(z) + z(vpv'(z)J ,
[22 {vpv’(z)ﬂ = 22(\)”1/(2)} +2z° (vpv'(z)} .
Suintegruojame:

40



1
mz*v(z) = z°v*V'(z) = const .

Kai const =0, tada gauname (14) lygtj, kaip ir paprastu atveju
1
mzv(z) =v?v'(z).

IS (24) ir (25) — parametrai &k ir m lygus:

3 m+1=0.

P
(i+2jm =-1,
P
i+2 3+2p
p
e p p—t
3+2p
IraSome gautas reikSmes j (10) ir (11) lygtis:
P
7= xt 3+2p

b

p
u=t y(z).

Integruojame (14) lygtj ir gauname:

Ly

mzdz =v? dv,

mzz_v"
2 17
D
1
2 p 1
pZ v
- =—¢,+——=—¢ +pv",
2(3+2p) ol 1P
p
s a2
p 23+2p)

Lygtj pakeliame p laipsniu, paZymime Socir gauname:
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22 ?
V(Z)_(C_6+4pj .

IraSome gautas reikSmes j (11) lygtj ir gauname sprendinj:

2p 4

_» 2, 3+2p
¢ 32 Xt

u=

 6+4p

_r 2 1 2p )
3+2 X 3+2p 342
u=|ct 3 — =y w3

6+4p

L I oo I
u= [ct Xy 3”’7} . (26)
Grjztame prie (8) lygties ir gauname

1 2 1+2p P
b X -
ct 3+2p t 3+2p _DO
U =

6+4p

D,

Nesimetrinés trimatés diferencialinés lygties sprendimas
Spresime trimate diferencialing lygtj

ou_ o you| of you| of ,éu
—=—u’—|+—|u’ —|+=—|u"—|. 27)
ot oOx ox | oy oy | oz oz

Sprendinio ieSkome pavidalu
u =[a(t) + b(O)x* +c(0)y* +d(0)2] . (28)
Diferencijuojame (28) sprendinj pagal laikg ¢:

% = (a(0) + B)x* + é0)y* +d(0)=2)pla(t) + b)x* +c(t)y* +d=*) .

Diferencijuojame (28) sprendinj pagal kintamajj x:

1

u’ Z_u = (a(t)+ b(O)x +c()y* + ()2 P pbx{a(t) + b(O)x* +c(0)y* +d(0)2*)
X

%{u; Z—ﬂ ) pb% [x(a(t) +b(6)x +c()y> +d()2*) ]
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ai{up g—”J ) pb{(a(t) +b(0)x +c()y? +d(0)z> ) +2pbx*(a(t) + )X +c()y* +d ()2 )”’1}
X X

2

ai{up Z—“} =2pla(t)+bO)x* +c(t)y* +d(O)27 )" - la) + be)x* +c(6)y® +d ()2 )+ 2pb>x |
X X

Diferencijuojame (28) sprendinj pagal kintamajj y:

%{u" %} = 2p(a(t) +b()x* + c(t)y2 +d(H)z° )p_l . {c(a(t) +b()x* + c(t)y2 +d(H)z° )+ 2pc2y2 }

Diferencijuojame (28) sprendinj pagal kintamajj z :

i[up Z—”J =2p(a(®)+b(O)x* +c()y* +d(©)2* ) {dla() + be)x* +c(6)y® +d ()2 )+ 2 pdz
zZ

Gautus rezultatus suraSome j (27) lygti:
a(t) + b()x* +é(@)y* +d ()2 =
—2la(b+c+d)+b(b+c+d+2pb)x* +c(b+c+d +2pe)y* +d(b+c+d +2pd)z*.
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
a=2a(b+c+d)
b=b(b+c+d+2pb)

. (29)
c=c(b+c+d+2pb)

c.z’zc(b+c+d+2pd)

Si (29) sistema neturi sprendiniy, i$reiskiamy elementariomis funkcijomis, i§skyrus atvejj,
kai b =c =d,ty. kai yra sferiné simetrija. Jas galima, kaip ir dvimaciu nesimetriSku atveju,

suintegruoti tik skaitiniais metodais.
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2.3. Lygties sprendiniy grafinis vaizdavimas

Pavaizduosime sprendiniy Seimas vienmaciu (g =1), cilindrinés simetrijos (¢ =2) ir

sferinés simetrijos (g = 3) atveju..

Kai g =1

2\

1.5
T
T =

0.5 w\

0 \\\ \

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

-

1 pav. Sprendiniy Seima vienmaciu atveju skirtingiems laiko momentams
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Kai g =2

pav.

Sprendiniy Seima cilindrings simetrijos atveju skirtingiems laiko momentams

Kai ¢ =3

4

3 \
u 2

|

1 !

&s
0 §~
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3. pav. Sprendiniy Seima sferinés simetrijos atveju skirtingiems laiko momentams

Paveiksléliuose parodyta difuzijos procesg aprasanciy atskiryjy sprendiniy Seimos,

rodancios koncentracijos u pasiskirstyma x asies kryptimi skirtingais laiko momentais.
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Isvados

Sio darbo pirmoje dalyje i$nagrinéta netiesiné paraboliné lygtis

1
ou 0| + Ou
—=—u" —1.
ot Ox ox
Gavome analizinius $ios lygties polinomais iSreiSkiamus sprendinius su sveikaisiais N

skaiciais, kai N =1,2,3,4,5,6.

Antroje dalyje rasti netiesinés difuzijos diferencialinés lygties

ou_of you| of vou| of 5 ou
—=—u’ —=|+—|u’ — |+=—|u’—
o ox| ox) oyl oy oz ez

kai kurie sprendiniai su bet kokiais teigiamais difuzijos koeficiento priklausomybés nuo

koncentracijos u laipsnio rodikliais —. Sie sprendiniai rasti modifikuoto automodelinio

kintamojo metodu.

Pirmoje darbo dalyje sprendiniai buvo rasti konkre€iam N , antroje dalyje, naudojant kita

metoda, rasti sprendiniai bet kokiam p .

Gauti visi tyrimo metu rezultatai gali buti naudingi fizikams, nana technologijy

specialistams, matematiskai modeliuojantiems priemaiSy j puslaidininkius jneSimo procesa
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Some of the solutions of nonlinear differential equations.

Summary

Objective. Find-specific solutions, and codify them.

Objectives of the study.

o Solving linear diffusion differential equations using automodeling variable method;
J Solve two-dimensional linear parabolic equations using numerical methods;

J Analyze each approach;

o Compare the results and justify each of them;

J Provide suggestions and recommendations for further research.

In the first part of the work a non-linear parabolic equation was investigated

ou 0 -+ ou
—=—u"—|.
ot 0Ox ox
We received the following analytical equation expressed by polynomials with integer

solutions N, when N =1,2,3.4,5.6.

In the second part found nonlinear differential diffusion equation’s

ou_of you| of vou| of 5 ou
—=—u’ —|+—|u’ — |+=—|u’ —
o ox| ox) oyl oy oz ez

some solutions to any positive diffusion coefficient of the concentration exponent — .
p

These solutions are found automodeling variable method.
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Lygties sprendimas su nelyginiais polinomo laipsniais

Duota diferencialiné lygtis su netiesiSkumu, kuri taikoma difuzijai apraSyti:

ou 0 -+ ou
u_9of,vou
ot Ox ox

1
2

=3 ¢ sveikieji skaiciai, tada galima gauti sprendinius polinomu:
4

u(x,t)= [f(t)+ h(t)~x2]N
Sprendimas, kai N =1

Lygties sprendimas su dviem polinomo nariais.

Kai N =1, tada sprendziame tokig lygtj:

au_2,2) "
ot ox\_ Ox

O sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

ulx,t)= f(e)+h(r) x>

Diferencijuojame sprendinj pagal laikga t:

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:

a—u:2hx.
ox

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

%(”Z_Z] - 2ha—ax[fx+hx3]: 20 f +3hx?].

Dabar surasome i (1) lygti:
4 ha = 2hf + 6252,
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
f=2hf
Pt
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gavome dvi paprastgsias lygtis.

Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

o
—=2h
ot /
S _ 6n
ot
. . . . dt
antraja lygt] padauginame 18 7 :

o

—=2h

ot /

@=6h2-i§:>d—i’=6dt

ot h h

lygti % = 0dt integruojame ir gauname —% =6t . Cia const numetame, nes laikg galima

parinkti bet kokj, tada:

1
h(t)=——,
(0 Py
gavome paprasta lygti.
Sprendziame pirmaja lygti:
Loof-L)dod_ o
ot ot) f f 3t

tada integruojame ir gauname :

1nf=—%lnt+lnc,
L
lnlen(t 3 -cJ,

1
f=c-t?3.

Gautas f ir & reikSmes jstatome j sprendinj u(x,?):

18 ¢ia

1

u(x,t) —c-t P ——-x°,
ot

turime atskirgjj sprendinj.

Sprendinio patikrinimas, kai N =1

51



Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

%:g(ua_u)
or ox\ ox)’

1

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

u(x,t) =c-t 3 ——-x%.
6t

Atliekame veiksmus:

1
-
u_ diferencijuojame pagal ¢ laika =—lct 3 +lt_2x2,
ot 3 6
u _ diferencijuojame pagal x kintamajj = —i~2x -
ox 1 s W 3t

Dabar surasome | lygti:

8[ auj 0 —é 1, ( xj 0 X —é X 1 —: x?
—lu—|==||ect =3 | - ||==| —=t ct—5 |=—zct P +—5.
ox\  Ox ox 6t 3t ox| 3t 18¢ 3 6t

IraSome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

2 4 2

- X - X
——ctP+—=—=ct } +—.

3 6> 3 61>
Gavome, kad lygybé¢ teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.

Lygties sprendimas su triem polinomo nariais.

o _ i(u 5_”j ,
o ax\ o 1
Sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:
ulx,t)= £(2)+ g()x + h(t)x*.
Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:
ou .

Mt gxthxt,
o, /T &x

Sprendziame lygti:

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:

ou
—=g+2hx.
ox &

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:
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%(ug—zj = (%[(f +gx+ hx2Xg+ 2hx)]: ai;[fg +2hfc + g7 x + 2ghx” + ghx” + 2h2x3]:.
=g’ +2ghx + 4ghx + 6h*x* + 2hf

Dabar surasome i (1) lygti:

J’+éx+}'zx2 =g’ +6ghx +2hf + 6h°X".

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f=g>+2nf
g=6gh
h =6k

gavome tris paprastasias lygtis.
Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:
1

h(t) = 7

8= gOfI >

Fegirt Lol g

Sig lygtj sprendziame Lagranzo konstanty varijavimo metodu:

1
0!=§, ﬂ=g§, }/=_27

21 Bl
f=8 s =S g,
L
3

1

f= —%gét‘l + S
Gautas f ir & reikSmes jstatome j sprendinj u(x,?):

u(x,t)= —%gét‘l + fot% + &t —éwz .
turime atskirgjj sprendinj.

Sprendinio patikrinimas, kai N =1
Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

Turime diferencialing lygtj:
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a_u:g(ua_u]
or ox\ ox)’

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

L-{hd i-xz.

u(x,t)z—%gét +f0t 3 o

Atliekame veiksmus:

ou . o . 3 g
== = diferencijuojame pagal ¢ laika == g2t > —— fit 3 — ° ,
> juojame pag 3 =78 fo e tz

u_ diferencijuojame pagal x kintamajj = o 2

Ox 3t

Dabar surasome j lygti:

O( Ou 0 3,5 —% goX lz(go xj
S =gt it P 2| =
ax[ axj ax([ 280 Jo PP YR (PR
_1

8 48y n ’ 1 2,2 fo  g&x , X
2 2 0 4 2 2
t 3t 9~ 2 3t 18¢
313
3 - 20X x*
—— ——ft 3 S0
2 gt fo £ 6t

IraSome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:
a_u_g(ua_u]
ot ox\ ox)’
4

3 ,, 1 .-+ gx x 3 2,- 1 gx x
ARy o SR G - A Ty 3-8 T
R R e f° £ e

Lygybeé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.

Kai N =2, visas sprendimas pateiktas darbe.
Sprendimas, kai N =3

Lygties sprendimas su dviem polinomo nariais.

Kai N =3, tada sprendziame tokig lygti:

1
M _O (1)
o ox ox

O sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:
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u(x,1)= (f(t)+ h(r)- x* )3 .
Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:

%:3(]‘+hx2)2 -(}+i;x2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x

U _3(f 4 he ¥ - 20x.
ox

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

%(zﬁ Z—Z] =%[3(f+hx2Xf+hx2)2 ~2hx]: 6ha—8x[(f+hx2)3 -x]= 6h{3(f+hx2)2 2hxx+(f + A
= 6h(f +hx* F[6he® + £+ e |= 6h(f + hx? P £ + 70 ]

Dabar surasome i (1) lygti:
3(f+hx2)2(}+izx2j = 6h(f +hx? F [ +7mx%).

Suprastiname abi puses:

(f+ hxzj =21f +7hx?]
F+hx? = 2hf + 140257,
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

/=20
h =14k

gavome dvi paprastasias lygtis.
Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

o

= =2h
ot 4
Oh _ 14
ot

antraja lygt] padauginame i§ % :
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o

= =2h

ot /
@=14h2-i§:d—?=14dz
ot h h

lygti Z—il=14dt integruojame ir gauname —%=14t. Cia const numetame, nes laika

galima parinkti bet kokj, tada:

1
h(t) =——,
® 14¢
gavome paprastg lygti.
Sprendziame pirmaja lygtj:
Y I
ot 14¢ ) f f 7t

tada integruojame ir gauname:

Inf = —%lnt+lnc,
1 _r
lnf=ln(t 7 ~cJ,i§éia f=c-t’.
Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,7):

1 1 3
u(x,t) = c-t77——-x2 .
(1) ( 14t j

turime atskirgjj sprendinj.
Sprendinio patikrinimas, kai N =3

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 ;ou
—_— =\ Uu’ — ,
ot Ox ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

1 3

- 1
u(x,t)=|ct 7 ——-x"|.
(x2) ( 14¢ j

Atliekame veiksmus:

56



REEEAY 8
ou_ diferencijuojame pagal ¢ laika =3| ct ’ A —lct 7 +it_2x2 ,
ot 14t 7 14

1 2
ou = diferencijuojame pagal x kintamajj =3| ct ’ —L-)c2 -2 .
ox 14¢ 14¢

Dabar surasome j pacia lygtj:

1 Bl 1 2V R
ox ox ox 14¢ 14¢ 7t 7t Ox 14¢
1

IraSome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

1 2\ 8 2 1 2 L 2
et T - -—lct7+x2 z—ict7—x— ot T2
14¢ 7 14¢ Tt 14¢ 2t

Turime gauti lygybg abiejuose pusése (suprastiname abi puses):

3 % x? 3 % x*
et T - ==t T -—|
Tt 2t Tt 2t

Gavome, kad lygybeé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.

Lygties sprendimas su triem polinomo nariais.

ou 0 ;ou
—=—|u’—|.
ot Ox ox

Sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

ulw.r)=[1(0) + g0)x+ he)] .
Diferencijuojame sprendinj pagal laikg t:
ou

523(f+gx+hx2)z(}+éx+}.1x2j.

Sprendziame lygtj:

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:
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Z—u=3(f+gx+hx2)z(g+2hx).
X

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

ox E
= 3(f+ ax + hxz)z[?a(g+2hx)2 +(f+gx+hx2)-2h]:
=3(f + gr+ e [3g? + 14ghx + 1417 + 2.fh)
Dabar surasome j (1) lygti:
3(f+gx+hx2)z(}+éx+ izxzj = 3(f +gx + hxz)z(3g2 +14ghx+2 fh +14h2x2).

Suprastiname ir gauname:

o gx+hat =3¢ +14ghc+ 2/ +14h°x° .

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f=3g"+2hf
g=ligh

h=14h

gavome tris paprastgsias lygtis.

Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

1
ht)=——-,
® 141
é:14g, _ly__g g=g,t ", g, =const
14¢) ¢+ ° 0 00 ’
f=3g§t—%:>f+%ﬁ‘1 =3g,t .

Sig lygtj sprendziame Lagranzo konstanty varijavimo metodu:
a=%, B=3g.,r=-2,

2,1 1 1
f:13g0t +f(‘)t7:_%g§tl+](0t7,

— =241
7

1

f= —%gétl +f0t77.

58

iuééu 223 +ox+hx? ) (g +2m0)|=3B(F + gx + hx? V(g + 2hx P + (£ + gx + hx2) - 2h|=
~Blre (g +2hx)|=3p(f +¢ (g+2mx) +(f+g



Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):
7 ! 1Y
u(x,t)=|——got™" + - (LR ey
(=%) [ &ty t 14t
turime atskirgjj sprendinj.
Sprendinio patikrinimas, kai N =3

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 ;ou
—_—=—\u’ — .
ot Ox ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:
1

3
. 1
u(x,t)z[—%g§t1+fot 7 +%—E-x2j :

Atliekame veiksmus:

(Z—l: = diferencijuojame pagal ¢ laika

2
=3 —Zgzt’1+ft7%+ﬁ—i-x2 . —lft§+tz(zg2—g x+L-x2j
2°° 0 ¢t 14t 77° 2°0 S0y ’

a—u = diferencijuojame pagal x kintamajj
X

2
T 2 — gx 1 X
=3 ——got +ft T —— x| gt —— |
(zg‘) Jo ¢ 14¢ & T

Dabar surasome | lygti:

3
o sou) 0 L7 1 L.l (g xj
= =3 fyr T | g+ —xT [ S| | =
ox ! GxJ ox {fo [ 2 Eo¥ 14x t Tt

Irasome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:
u_of jou
or ox| ox)
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lygybe teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.
Sprendimas, kai N =4
Lygties sprendimas su dviem polinomo nariais.

Kai N =4, tada sprendziame tokig lygti:

1
Gu_0f,s0u] (1)
ot Ox ox

O sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:
u(x,1)= (f(t)+ h(t)- x* )4 .
Diferencijuojame sprendinj pagal laikg t:

%‘:4(f+hx2)3 -(].‘+i.zx2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:
ou

§=4(f+hx2)3 2hx.

Gautus rezultatus jraSom ] pagrinding lygtj:
[ SN TP PR OV EVALCH (PR N VA ) OV I e
ox ox | Ox ox

= 8h(f + xS [8hx® + £+ hx?|=8h(f + b V[ £ +9nx]
Dabar surasome j (1) lygtj:

ol (o | s+ e [+ om]
Suprastiname abi puses:

(}+ /;xzj = 28[f +9m?]

4 hx? = 2hf +18K%,

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f=2hf

h=18h*

gavome dvi paprastgsias lygtis.

Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:
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o

—=2h
ot /
CUNSPIE
ot
. . . . dt
antraja lygt] padauginame 18§ 7 :

o

—=2h

ot 4

%:18h2~i§:d—?=18dt

ot h h

lygti %:ISdt integruojame ir gauname —%:ISI. Cia const numetame, nes laika

galima parinkti bet kokj, tada:

1
h(t)y=——,
© 18t
gavome paprasta lygti.
Sprendziame pirmaja lygti:
A e LR
ot 18t )| f f Ot

tada integruojame ir gauname

Inf= —élnt+lnc,
L A
lnlen(t ? -CJ, i§¢ia f=c-t?.
Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):

1 1 4
u(x,t)= c-t_g——vc2 .
(1) ( 181 J

turime atskirgjj sprendinj.
Sprendinio patikrinimas, kai N =4

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 - ou
u_Olao
ot ox| ox
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Turime diferencialing lygtj:



ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

Atliekame veiksmus:

Z_u = diferencijuojame pagal ¢ laika = 4(
t

X

u(x,t) :(

Dabar surasome | pacia lygti:

0

1
Z@u

0
—u*— | =
Gx( GxJ

1
5 1
N ct R
ox H 18¢

]( 4

9

1

)

ct®——
18¢

ct_a —

1 4

18¢

18¢

IraSome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

a2y 10
fer -2 |- —lct ’
18¢ 9

10

+ x2 =
18¢°

_4
9

_1
ct ?

Turime gauti lygybg abiejuose pusése (suprastiname abi puses):

Lygties sprendimas su triem polinomo nariais.

Sprendziame lygtj:

ou O
—=—u
ot Ox

Sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:

62

1
aou
ox

_10

9

X
242 |

Gavome, kad lygybeé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.

j.

u(x,t)= [f(t)+ g(t)x+ h(t)xz]4 .

10

——ct * +—t
18

=) (.
18¢ 9
1 3

1
Z—u = diferencijuojame pagal x kintamajj = 4{01‘ -

4 0 -
—— ||t
9t Gx[(

I

2x

2

——+c
18¢

ZXZJ
)

(M



Z—i‘z4(f+gx+hx2)j(}+éx+/;xzj.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:

Z—u:4(f+gx+hx2)3(g+2hx).
X

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

x| ox

= 4(f+gx+hx2)3[4(g +2hx)2 +(f+ ax + hxz)-2h]
Dabar surasome i (1) lygti:

4(f+gx+hx2)3(/.‘+éx+ilx2j :4(f+gx+h)c2)3(4g2 +18ghx+2ﬂz+18h2x2).
Suprastiname ir gauname:

J.’+(éx+}.zx2 =4g> +18ghx + 2 fh +18h’x”.

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f=4g’ 12
g=18gh .
B =18

gavome tris paprastgsias lygtis.
Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

1

h(t)y=——,
© 18t
. 1 g -1
g=18g~(—Ej=—7, g=g/¢ , g,=const,
Fetgi Lo il -agi

Sig lygtj sprendziame Lagranzo konstanty varijavimo metodu:

1
a=§, B=4g:, y=-2,

1

2 -1 1 _Z
R L A A
;—2+1 2
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1

f———got + fot °.

Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):

1

t 18

u(x,t) = [—%got +f0t9 EoX

turime atskirgjj sprendinj.

Sprendinio patikrinimas, kai N =4

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 ;ou
—_—=— U — .
ot Ox ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

1
u(x,t):[—%g§t1+f0t o +%— !

Atliekame veiksmus:

aa—L; = diferencijuojame pagal ¢ laika

t 18

3 10
:4(—%&) +f0t9 gox—%-xzj -[—éfot 9+t2(%g§—g0x+i-x2j

X

3
9 gx 1 a0 2x
=4 — =gt + t" S x| | gt .
( PR PR P J (g‘) 181

Dabar surasome | lygti:

4
o tou) o - (9 I ol [g
—ut =4 fit | 2 —gx X || -
Gx{u GxJ ox (fo [ 2 Eo* 18x t

_ 8 X o
44 S0 X ppo | 25
(23]

(38
N
N | 0Q

o N
|
[0)e)
(=)
=
+
—
oo|’_‘
=
(38
N—
N\
—
+
VR
=
~
ol

Irasome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

64

Z—u = diferencijuojame pagal x kintamajj

4
—-x2 5
t

4
—')C2 .
t

18

18

|



ou 0 ou
u_Of a0
ot oOx ox

lygybé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.
Sprendimas, kai N =5
Lygties sprendimas su dviem polinomo nariais.

Kai N =5, tada sprendziame tokig lygti:

1
ﬁ_uzi ug@_u . (1)
ot Ox ox

O sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:
u(x,1)= (f(t)+ h(r)- x* )5 .
Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:

Z—Zl:S(f+hx2)4 -(}H;xzj.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:
ou

a=5(f+hx2)“-2hx.

Gautus rezultatus jraSom | pagrinding lygtj:

%[zﬁ g—zJ =a%[5(f+hx2Xf+hx2)4 -2hx]=10ha%[(f+hx2)5 -x]=

:10h{5(f+hx2)“ .2hx-x+(f+hx2)5}:
=10A(f + e ) [10hx* + £+ hx? | =10(f + hx? ) [ +1 172 ]
Dabar surasome i (1) lygti:
5(f+hx2)4(}+izx2j = 10h(f + mx? ) £+ 11027

Suprastiname abi puses:

(]’+i;x2j = 2h[f +11hx?]

F4ha® = 2hf + 22072,

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
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1 =2nf
h =22k
gavome dvi paprastasias lygtis.

Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

o
—=2h
ot /
I pop
ot
. . . ., dt
antraja lygt] padauginame 1§ 7 :

o

—=2h

ot 4

%:22}12 -iﬁjd—?zﬂdt

ot h h

lygti Z—?zZZdt integruojame ir gauname —%=22t. Cia const numetame, nes laika

galima parinkti bet kokj, tada:

1
h(t)y=——,
® 22t
gavome paprastg lygti.
Sprendziame pirmaja lygtj:
A O
ot 22t) f f 11z

tada integruojame ir gauname

1
Inf=——Int+Inc,
/ 11

1 1
lnlen(t 1 -cJ,iS’, Cia f=c-t .

Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):

1 5

- 1
u(x,t)=|c-t " ——-x* |,
S e

turime atskirgjj sprendinj.
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Sprendinio patikrinimas, kai N =5

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 ;ou
—_—=—\u’ — ,
ot Ox ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

1 5

— 1
u(x,t)=|c-t " ——.x* | .
(x5 ( 22t ]

Atliekame veiksmus:

2 12
ou_ diferencijuojame pagal ¢ laika =5| ct ! S —ict i +it_2x2 ,
Ot 22t 11 22

4
ou ) .. ) .. L 1 2x

—~ = diferencijuojame pagal x kintamajj =5 ¢t "' ——-x* | | ——|.
Ox el bag Ul ( 22¢ j ( ZZJ

Dabar surasome j pacia lygtj:

o Yau) of( & 1 .Y ( 10x 10 off =~ »Y
—|u—|=—||ct " ——x" | | —— | |=—— || " ——| ‘x|=
ox ox ox 22¢ 22t 22t Ox 22t

4 5 4
10 Loy 10x L2 10 Loy 10x2 -
=———qlaa M ——| | —— |'x+|ct " —— =———|ct M ——| |- +ct
221 221 22t 22t 22¢ 221 22t

1 4 1
=—£- ct_ﬁ—i ct_ﬁ—llx2 .
22¢ 22t 22t

Irasome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

L 2\* _12 2 1 2\ 2
Sler 12| . —ict 1 +x_2 __ 1o Sy | TR §
22t 11 22t 22¢ 22t 2t

Turime gauti lygybg abiejuose pusése (suprastiname abi puses):

2 2
5—i-ct 11+x—2 :5—i~ct Iy x2 .
11 22t 11 22t

Gavome, kad lygybeé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.

Lygties sprendimas su triem polinomo nariais.

Sprendziame lygtj:
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1
ou_0f s0u| (1)
ot Ox ox

Sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:
u(x,t) = [f(t)+ g®)x+ h(t)xz]5 .
Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:

Z_L;:5(f+gx+hx2)4(}+éx+}.zx2j.

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:

Z—u=5(f+gx+hx2)4(g+2hx).
X

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

%(u; Z—ZJ =§[5(f+ ax+ hxz)s(g + th)]: 5[5(f+ gx+hx2)4(g + 2hx)2 + (f+gx+hx2)5 ~2h]:

=5(f+gx+hx2)4[5(g+2hx)2 +(f+gx+hx2)-2h]
Dabar surasome i (1) lygti:
5(f+gx+hx2)4(].’+éx+}.zx2j =5(f+gx+hx2)4(5g2 +22ghx+2ﬂz+22h2x2).
Suprastiname ir gauname:

Frgx+hat=5g"+22ghc+2 fh+22h°%% .

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

f=5¢"+20f
g=22gh
=221

gavome tris paprastasias lygtis.
Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

1
h(t) = ——,
0="5;

. 1 g 1
=22g | —-——|=—2,g=g1 ", = const ,
g g ( 22tj p g=8& 8o

f

y =502 L
f=5g; 11z

= f+11—1ﬁ‘1 =5g0t7.

68



Sig lygtj sprendziame Lagranzo konstanty varijavimo metodu:

_17 ﬂZSgga 7/:_27

21 o o
R L
ﬁ—2+1 2

11 2,-1 -
f:_?got + for 1

Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):

5
u(x,t) = [—%got + fo “+g‘t) 2L2t'sz’

turime atskirgjj sprendinj.
Sprendinio patikrinimas, kai N =5

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 ;ou
u_Ofsan
ot oOx ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,t), kuris lygus:

5
u(x,t)z(—l—zlggt + fir 1 +g‘t) %-sz .

Atliekame veiksmus:

(Z—l: = diferencijuojame pagal ¢ laika

4
11 gx 1 1. -2 (11 1

=5 ——git "+ t“+ x| = t“+t2(— X +—- xj
( RN t 22 J { i’ 2 ST &

g_u = diferencijuojame pagal x kintamajj
X

4
11 gx 1 4 2xj

=5 ——git "+ t“+ 0" ——— x| gt ——|.
( p &t t 22 ] (g‘) 22t

Dabar surasome | lygti:
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5
o ‘ou) o -Lo(11g? 1 ,). (g 2xj
—lut—|=—| 5 fit " | = —ggx+—x [ || - |=
ox axj ox (f‘) [ 2 Ty ¢ 2

Irasome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

ou 9 ;ou
—_— =y’ — .
o ox| ox

lygybe teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.
Sprendimas, kai N =6
Lygties sprendimas su dviem polinomo nariais.

Kai N =6, tada sprendziame tokig lygt;:

ou 0 ou
—=—lu>—1.
ot Ox ox

O sprendinio ieskosime tokiu pavidalu:

)= () 1))
Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:
Z—L;=6(f+hx2)5 ~[].’+}.zx2j.
Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:

%:6(f+hx2)5-2hx.

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

ox 5

=12h(f + hx? P 1200 + £ + x| = 128(F + e} [ £ + 130 ]
Dabar surasome j (1) lygti:

6(f +hx2)5(}+ izxzj = 12h(f + hx? ) [£ +13h22].
Suprastiname abi puses:

(}+ izxzj = 2h[f +13hx?]
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& X | 1lg | SR - [ g 1 5 ( lj
=55 =2 —-— P = —gx+—x" | +| fp | g —x" |t -—
[t lltj {f‘) ( 2 5T J } (f‘) ( 2 5T 11t

(M

i(u% a“] =a—8x[(f+hx2)6 ~12hx]=12h§[(f+hx2)6 -x]leh{é(f+hx2)5 -2hx~x+(f+hx2)6}:



f+hx* =2hf +26h°x".
Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:
S =2hf
h=26h"
gavome dvi paprastasias lygtis.

Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:

o
—=2h
ot 4
T 26i2
ot
. . . ., dt
antraja lygt] padauginame i 7 :

o

—=2h

ot 4

P _sen? -iﬁzd—?=26dt

ot h h

lygti Z—il:%dt integruojame ir gauname —%:26t. Cia const numetame, nes laika

galima parinkti bet kokj, tada:

h(t) = ——,
=2

gavome paprasta lygti.
Sprendziame pirmaja lygtj:

I 5 1
81_2f( 261)

tada integruojame ir gauname

dt __df _ di

£ 13

1
Inf=——Int+Inc,
/ 13

1 1
lnlen[t 13-cj,i§éia f=c-th.

Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):
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g
Ox

¢

1 6

— 1
u(x,t)=|c-t B——-x*|,
(x.2) ( 26t }

turime atskirgjj sprendinj.

Sprendinio patikrinimas, kai N =6

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 :ou
u_Ofelt]
ot Ox ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

1 6

— 1
u(x,t)=|c-t B——-x*|.
(x.2) ( 26t }

Atliekame veiksmus:

5
ou ) .. ) Loy
— = diferencijuojame pagal ¢ laitka =6| ct ¥ ——
or juoj pag a ( 26t]

1
Z_u = diferencijuojame pagal x kintamajj = 6(ct 13
X

Dabar surasome | pacia lygti:

IraSome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

2y ER L
6lcr | L +x_2 __ O]
26t 13 26¢ 13¢

1
| ——ct
( 13

1 1 6 1
ox ox 26t 13¢ 13t ox
a2y 2 1
13¢ 26t 26t 26t 13¢
1 5 1
LI DV N | PV |
13¢ 26t 26t

Turime gauti lygybg abiejuose pusése (suprastiname abi puses):

14 2 4 2
6 —i-ct 13 +x_2 =6 —i-ct I 5
13 26t 13 26t

Gavome, kad lygybé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.
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Lygties sprendimas su triem polinomo nariais.

u_of cou O
ot Ox ox |

Sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

u(x,1)= [f(t)+ g(t)x + h(t)x’ ]6 .
Diferencijuojame sprendinj pagal laika t:
ou

E: 6(f+gx+hx2)5(}+éx+izx2].

Sprendziame lygti:

Diferencijuojame sprendinj pagal kintamajj x:

Z—u: 6(f+gx+hx2)5(g+2hx).
X

Gautus rezultatus jraSom j pagrinding lygti:

1
i(ug a_u] =i[6(f+gx+hx2)6(g+2hx)]= 6[6(f+gx+hxz)s(g+2hx)2 +(f+gx+hx2)6 -Zh]
ox ox ) Ox
Dabar surasome i (1) lygti:
6(f+gx+hx2)5(j.‘+éx+/.1x2j = 6(f+gx+hxz)5(6g2 +26ghx+2ﬂ1+26h2x2).

Suprastiname ir gauname:

J‘+éx+izx2 =6g> +26ghx +2 fh+26h>x>.

Lyginame koeficientus prie vienody x laipsniy:

/=68 +2hf
é:26gh ,
h =261

gavome tris paprastasias lygtis.
Sprendziame $ig sistemg kintamyjy atskyrimo metodu:
1

h(t) =— ,
© 26t

. 1 g -1
=269 |—-— |=—2, g=gt", g, =const,
g g ( 26tj ; =& &o
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].‘:6g§t —%:f+ ft'=6glt.

Sig lygtj sprendziame Lagranzo konstanty varijavimo metodu:

1 2
a:—, :6 , :—2,
30 A=0%07

1

6gt™ 13, -
Sf= 1 ° + fot P =—?g§l 1_f'fot 2,
— =241

13

1

f—__gg B +fot_g-
Gautas f ir & reikSmes jstatome i sprendinj u(x,?):
13 1 ‘
- 8oX 2
u(x,t IR AVCINIE-U S
(x,1) = [ 5 go fo p 261 j

turime atskirgjj sprendinj.
Sprendinio patikrinimas, kai N =6

Patikrinsime ar sprendinys teisingas:

ou 0 ;ou
—=—\u — |,
ot 0Ox ox

Turime diferencialing lygtj:

ir sprendinj u(x,?), kuris lygus:

6
u(x,t)z[—%go +f0t13+g; %&-xzj.

Atliekame veiksmus:

aa—L; = diferencijuojame pagal ¢ laika

5
13 5 Logx 1, 1 -2 (13 1
=6 —— +ft BT — x| | =St BT — x+—-x’
[ 2go Jo p 261 13f0 2g0 8o 26

g_u = diferencijuojame pagal x kintamajj
X

5
13 /! 8oX 1 2 ( a1 2xj
=60l —— B4 g -
( 2g° Jo t 26t Y

Dabar surasome | lygti:
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6
o Lou) o L (13g? 1 g, 2x
—|ut—|==|6| fit B —| —"—gx+—x> |t || Z-—]|=
8x[ axJ ox [f‘) [2 8% 261

5
)L (13g? (1
8o X g, 1 5| g, 2
=6/ 6 ——— t B - ——gx+—x" |t + fot B ———gyx+—x
(r 13J {fO { 2 ST Jo 2 ST

IraSome abi lygtis | pagrinding diferencialing lygtj. Tada:

ou 0 :ou
u_ 0o
ot Ox ox

lygybé teisinga, vadinasi sprendinys teisingas.
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