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1 Ivadas

Finansy rinka - tokia rinka, kurioje operuojama (prekiaujama, main-
oma ir pan.) vertybiniais popieriais (akcijomis, uZsienio valiuta ir pan.)
arba iSvestiniais vertybiniais popieriais (pasirinkimo sandoriais (options),
ateities sandoriais (futures contracts) ir pan.). Finansy rinka sudétinga
tuo, kad ji yra neapibrézta, rizikinga, ,mjslinga“. Dazniausiai naudojamos
priemoneés finansy rinkai tirti yra matematika, tikimybiy teorija, laiko eiluteés,
stochastiné analizé, optimizavimo metodai ir t.t.

Pagrindinis finansy rinkos teorijy uzdavinys - aprasyti kainos susidarymo
mechanizma vertybiniy popieriy rinkoje. Nuo Sio mechanizmo aprasSymo
priklauso, kaip yra sprendziami kiti finansy rinkos klausimai: optimalaus
portfelio sudarymas, finansiniy priemoniy jkainojimas ir pan.

Darbe nagriné¢jamas binominio (CRR) modelio, pasiulyto 1979 metais Dz.
Kokso, S. Roso ir M. Rubinsteino (John C. Cox, Stephen A. Ross, Marc Ru-
binstein) darbe, apibendrinimas. Siame modelyje kainos dinamika aprasome
trinominiu modeliu, kur yra laikoma, kad akcijos kaina i$ esamos busenos
sekanciu laiko momentu gali patekti j tris busenas, t.y. pakilti, nukristi arba
igyti tarpine reiksSme. Tiek binominis, tiek trinominis modelis gali buti taiko-
mas, pavyzdziui, greitam europietiskojo ar amerikietiskojo pasirinkimo san-
dorio vertes skaiciavimui.

Darbo tikslas - iSnagrinéti finansy rinkoje apibrézta trinominj modelj.

Pirmas uzdavinys - istirti diskretaus laiko trinominj modelj vienos ir
dviejy akcijy atvejais. Nustatyti, kada taip apibréztos rinkos bus nearbi-
trazinés, istirti pilnuma, rasti pasirinkimo sandorio vertés skaiciavimo for-
mule ir, jei galima, sukonstuoti rizikos apsidraudimo (hedZingo) strategija.

Antras uzdavinys - iSnagrinéti trinominio modelio ribinj peréjima, t. y.,
suskaidzius visa prekybos laikotarpj i didelj skaic¢iy intervaly, rasti ribine
pasirinkimo sandorio vertés skaic¢iavimo formule.

Nagrinéjant diskretaus laiko trinominj modelj vienos akcijos atveju gauta,
kad taip apibrézta rinka néra pilna. Dviejy akcijy atveju parodoma, kad
atitinkama rinka yra pilna. Abiem atvejais nusakytos salygos arbitrazo strate-
gijai neegzistuoti, rastos pasirinkimo sandorio vertés skai¢iavimo formulés.

Dviejy akcijy atveju sukonstruota hedzingo strategija.



Nagrinéjant tolydaus laiko trinominj modelj gauta ribiné pasirinkimo san-
dorio vertes skai¢iavimo formulé.

Darba sudaro jvadas, teoriné dalis, praktiné dalis, iSvados. Taip pat
pateikiamas literaturos sarasas ir angly kalba parasyta santrauka. Bendra

darbo apimtis - 45 puslapiai.



2 Teoriné dalis

2.1 Savokos ir apibrézimai

2.1.1 apibrézimas. Pasirinkimo sandoriu (option) vadinamas kontrak-
tas, pagal kurj viena is jo Saliy jgyja teise pirkti ar parduoti preke fiksuota
kaina fiksuotu laiko tarpu, o kita kontrakto Salis uz tam tikra kaina (premija)
isipareigoja jvykdyti kontrakto salygas, parduodant ar perkant sandorio ob-
jekta fiksuota kaina. [1]

Zodis ,teis¢” kontrakto pirkéjo atzvilgiu reiskia, kad jis gali atsisakyti
pirkti ar parduoti preke, jeigu tai jam nenaudinga. Jeigu pasirinkimo san-
dorio pirkéjas nutaria realizuoti savo teise, tai pardaveéjas privalo jvykdyti

kontrakto jsipareigojimus, parduodamas ar pirkdamas preke. [1]
Pasirinkimo sandoriai turi dvi formas - pirkimo ir pardavimo.

2.1.2 apibrézimas. Pasirinkimo pirkti sandoriu (call option) vadinamas
kontraktas, pagal kurj pasirinkimo sandorio savininkas uz tam tikra premija
igyja teise fiksuota kaina pirkti norimg preke. Pasirinkimo sandorio par-
daveéjas jsipareigoja parduoti preke, jeigu pareikalauty pasirinkimo sandorio

savininkas. [1]

2.1.3 apibrézimas. Pasirinkimo parduoti sandoriu (put option) vadina-
mas kontraktas, pagal kurj pasirinkimo sandorio savininkas uz tam tikra pre-
mija jgyja teise fiksuota kaina parduoti norimg preke. Pasirinkimo sandorio
pardavejas jsipareigoja pirkti preke, jeigu pareikalauty pasirinkimo sandorio

savininkas. [1]

2.1.4 apibrézimas. Kaina, kurig pardavimo sandorio savininkas sumoka
pardavéjui, vadinama pasirinkimo sandorio verte. |1]

DaZniausiai pasirinkimo sandorio preké yra akcijos.

2.1.5 apibrézimas. Pasirinkimo sandorio juykdymo kaina (strike price,
exercise price) - tai fiksuojama kontrakte kaina, kuria pasirinkimo sandorio

savininkas gali pirkti ar parduoti norima preke. [1]



Pagal pasirinkimo sandorio realizavimo laika skiriami europietiski ir ameriki-
etiski pasirinkimo sandoriai (European and American options). Europi-
etiskojo pasirinkimo sandorio atveju kontraktas jvykdomas tiksliai kontrakto
dieng (maturity, expiration date). Amerikietiskasis pasirinkimo sandoris gali

buti jvykdomas bet kada iki nurodytos dienos. [1]
Dazniausiai zymima:
N — pasirinkimo sandorio jvykdymo (pasirasymo) data;
S, — akcijos kaina momentu n;

K — jvykdymo kaina.

Pasirinkimo pirkti sandorio imoka (pelnas) momentu N yra
(Sy — K)" := max{Sy — K, 0}.

1]

Pasirinkimo parduoti sandorio iSmoka (pelnas) momentu N yra
(K - SN)+ = max{K - SN, O}

1]

2.1.6 apibrézimas. Atsitiktiné seka {H,,,n =0, 1, ..., N} vadinama sud-
erinta su filtracija F arba tiesiog suderintgja, jeigu su visais n = 0,1,.., N
H, ~ F,. [1]

2.1.7 apibrézimas. Suderintoji seka {H,,n = 0,1,..., N} vadinama -
numatoma arba tiesiog numatomaja, jeigu su visaisn = 0,1,.., N H, ~ F,_1.

1]

2.1.8 apibrézimas. Investavimo strategija, arba portfeliu, vadinamas
(d + 1)-matis atsitiktinis procesas

d={P,0<n<N}



d, = (®°, ! .. %) Q — R

®!l yra i-yjy vertybiniy popieriy, turimy momentu 0, skai¢ius. @ (n =
1,..., N) reigkia i-yjy vertybiniy popieriy, laikomy nuo n — 1 iki n momento,
skai¢iy. Laikoma, kad su kiekvienu i = 0,1,..,d ®° yra numatomoji seka, t.
y.

d € Rirsuvisaisn=1,2,...,. N & ~ F, .

Tai reigkia, kad momentu n portfelis ®,, sudaromas atsizvelgiant tik j
gautg momentu n—1 informacija, po to portfelis nekei¢iamas iki pat momento
n. Paskelbus kainas 5, sudaromas porfelis ®,, ., ir laikomas tol, kol bus

paskelbtos kainos S,41. [1]

2.1.9 apibrézimas. Portfelio verte momentu n vadiname dydj
d
V,=0,05,=) .5
=0

1]
2.1.10 apibrézimas. Diskontuota portfelio verte momentu n vadiname
dydj
‘771 = ﬂn(q)n L4 Sn) = (I)n L4 gna
gia S, = (1, 8,5, ..., 3,S%), B = 1/5° yra diskonto faktorius. [1]
2.1.11 apibrézimas. Strategija vadinama finansavimosi, jeigu su visais
n=0,1,..., N —1 portfelio vertée ¢, .5, pries prekyba lygi jo vertei ¢, 105,

po prekybos:
D05, =0,,,05,.

1]

2.1.12 apibrézimas. Strategija ® vadinama leistingja, jeigu ji yra fi-

nansavimosi ir su visais n = 0,1,.... N 'V, > 0. [1]

2.1.13 apibrézimas. Leistinoji strategija ® vadinama arbitrazine, jeigu
Vo=01ir Viy #0. [1]



2.1.14 apibrézimas. Rinka vadinama nearbitrazine, jeigu joje neegzis-

tuoja arbitrazo strategija. [1]

2.1.15 apibrézimas. Tarkime, {M,,n = 0,1,..., N} yra suderintasis

atsitiktinis procesas. Tada, jeigu su visais n = 0,1,...., N — 1
E(Mn—H | Fn) = M,,
tai {M,} vadinamas martingalu. 1]

2.1.16 apibrézimas. Du tikimybiniai matai P ir ), apibrézti toje

pacioje macioje erdvéje (2, F), vadinami ekvivalenciais, jeigu
P(A)=0 < Q(A) =0, Ae F.
Tokiu atveju Zymima P ~ Q. [1]

2.1.1 TEOREMA. Rinka yra nearbitraziné tada ir tik tada , kai egzis-
tuoja toks matas P*, apibréZztas macioje erdvéje (2, F) ir ekvivalentus matui
P, kuriam procesas {(S%, vy §;‘f), n =0,..., N} yra martingalas P* atzvilgiu.

1]

2.1.17 apibrézimas. Matas P*, tenkinantis 2.1.1 teoremos salygas, vad-

inamas ekvivalencivoju martingaliniu matu. [1]

2.1.18 apibrézimas. Neneigiamas atsitiktinis dydis X, X ~ Fy, vadi-

namas finansiniu ieskiniu arba tiesiog ieskiniu (contingent claim). [1]

2.1.19 apibrézimas. leskinys X vadinamas pasiekiamu, jeigu egzistuoja

tokia leistinoji strategija @, kuriai Viy = X. [1]

2.1.20 apibreézimas. Rinka vadinama pilngja, jeigu bet kuris ieskinys
yra pasiekiamas, t.y. bet kuriam X > 0, X ~ Fy, egzistuoja leistinoji
strategija @, kuriai Vy = X. [1]

2.1.2 TEOREMA. Nearbitrazinéje rinkoje yra ekvivalentus Sie du teig-
iniai:
(1) rinka yra pilnoji;

(2) egzistuoja vienintelis ekvivalentusis martingalinis matas. [1]



2.2 Binominis modelis

Sis modelis pasiulytas Dz. Kokso, S. Roso ir M. Rubinsteino (John C.
Cox, Stephen A. Ross, Marc Rubinstein), todél dar vadinamas CRR modeliu.
Jis nusako diskrecia finansy rinks. Nerizikingos ir rizikingos investicijy kainos
apibréziamos lygybémis:

SO = (147)",

Sn+1 - pn—l—lS’m
So > 0; ¢ia p,,n =1,.., N jgyja tik dvi reikSmes: 14+air 1+b (=1 < a < b).

Reiksme p,, = 1 + a atitinka akcijos kainos ,kritimg", o reikSme p, =140 -
Hkilima',
Formaliai CRR modelis gali buti aprasytas taip. Tarkime,

Q={l+a,1+b}"

- aibé visy seky w = (x1, .., xy), ¢ia kiekvienas x,, yra arba 1+ a, arba 1+ b,
F =29 - visy Q poaibiy o algebra ir p,(w) = x, sun = 1, .., N. Kiekvienas
w € Q atitinka viena binominio medzio Saka (lauzte).

Laikoma
fO - {®7 Q}?

Fo=0(S1,....,5) =0(p1,...,pn), n=1,..., N,

o P yra matas macioje erdvéje (€2, F), nusakytas lygybe:
P(zy,...,xn) = P(p1 = 21, ..., pn = 2n), (21,...,2N) € S

1



So .

So(1 + b)?

So(1+0b)
So(1+a)(1 +b)
So(1+a)
So(1 + a)?
n=1 n=2



2.3 Trinominis modelis

Finansy rinka, aprasoma trinominiu modeliu, funkcionuoja momentais
n = 0,1,.., N, kuriais galima pirkti ar parduoti vertybinius popierius, o
kainos kiekvienu laiko momentu gali persokti j tris busenas. Tarkime, {Q2, F,F, P}
- baigtine tikimybiné erdve, t.y.:

Q) = {wy, ..,wn }- baigtiné rinkos buseny aibé,

F =29 - visy Q poaibiy aibeé,

F- Seima o algebry Fo ={0,Q} C F, C .. C Fy = F.

Tarkime, egzistuoja d+1 vertybiniy popieriy, kuriy kainos Sﬁo), st s S}ld),
(n = 0,1,..,N). Sakykime, kad bet kuriam ¢ = 0,1,..,d kaina S5 yra
F, matus atsitiktinis dydis. Nerizikingos ir rizikingos investicijy kainos

apibréziamos lygybémis:

S =1+,

ST(LZJ)A = ps—)&-lsf(bi)’
S(()i) >0, i=1,..,.d;
cia p¥.n = 1,...d igyja tris reikimes:
1 +a® - kainos ,kritimas®,
1 + b9 - kainos ,kilimas®,

1 + ¢ - kainos ,tarpiné reiksme®, (a? < ¢ < p®),

10



Darbe nagrinéjamas atskiras trinominio modelio, pavaizduoto paveiksle,

nesusiriSantis atvejis.

S (1 +0®)?

S (1 + b)) S (1 + b)Y (1 4 @)
} S5 (1 + ¢ S§7(1 4 2
S(’)
0 . . . .
S (1 + a1 + @)
S8 (1 +a) ‘ ’
Sgi)(l + a)? )
n=20 n=1 n=2 n=23

11



3 Praktine dalis

3.1 Trinominis modelis vienos akcijos atveju

Tarkime, finansy rinka funkcionuoja momentais n = 0,1, ..., N, kuriais
galima pirkti ar parduoti viena akcija. Tarkime, {Q, F F, P} - baigtiné

tikimybineé erdve,
Q={1+aW 140W, 1+ DWWV

- aibé visy seky w = (xgl), o x%)), ¢ia kiekvienas z yra arba 1 + oM, arba

1+0M, arba 14+ ¢, F =29 visy Q poaibiy o algebra ir pg)(w) =2V su
n=1,..,N. Kiekvienas w € 2 atitinka trinominio medzio Saka.

Tarkime, akcijos kaina Sty (n = 0,1,...,N) yra F,, matus atsitiktinis
dydis. Siuo atveju i jgyja tik vieng reiksme , t.y. ¢ = 1.

Tegul, algebry seima yra generuota kainy Sfl), Sél),

fO = {(2)79}7
Fn = U(Sfl), SO J(pgl), P DY n=1,.. N.
Tarkime, kad P yra matas macioje erdvéje (€2, F), nusakytas lygybe:
1 1 1 1 1 1 1 1
Pz, ...,JTEV)) =PV = 2V, ...,ps\,) = xgv)), (=Y, ...,xg\,)) € Q.

Pirmiausia pastebime, kad {§7(11) =1+ 7‘)_”5,(11)} yra martingalas kokio

nors mato P atzvilgiu tada ir tik tada , kai su visais n E(pglﬂfn) =1+

3.1.1 Lema. Jeigu aprasytoji rinka yra nearbitrazing, tai r € (a,bM).

Jrodymas. Jei rinka nearbitraziné, tai egzistuoja toks matas P* ~ P,
kad {S5”} yra martingalas mato P* atzvilgiu, t. y. E*(pﬂﬁfn) =1+
Tada E*(p,(fll) = 1+ r. Kadangi p,glll(w) € {1+aM1+06W 1+ M} tai
aV < r < b,

O

12



Sakykime, kad r € (a®,bM), 0 < a®™ < ¢ < ). Tuomet galime
uzraSyti:

(1+a)p" + (L +6)g" + (L + D)1 —p" — ¢ ) =1+7

arba
p*(a(l) _ C(1)) + q*(b(l) _ C(l)) — 0 — D)

I$ ¢ia gauname
r— D — g (b® — M)

. a — ’
— D Z (gD — D)
q*:T c p*(a c ) (3.1)
b)) — (1)
Tarkime, kad pl1 ,. " p%) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitik-

tiniai dydziai ir P*{p1 =1+aM} =p*, P*{p(l) 14+ = ¢, P*{pgl) =
14+ =1— P =1+ a®W} = P LoV = 1+ 6D}, kur p* ir ¢* duoti
(3.1). Tada {§,§1)} yra martingalas mato P* atzvilgiu.

Tam, kad jsitikintume Siuo faktu, tarkime, kad pl1 e p%) nepriklausomi
vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai atzvilgiu P* ir P*{p( )= 1+a DY =
P, P*{p(” 1+0W} =g, P{p{" =1+ W} =1-P{pi") = 1+aW} -
P*{p1 =1+0bM}. Tada

B ()| Fa) = (1 4+ aD)p" + (1 +0D)g" + (1 + V)1 —p* —¢") =1+,

t.y. {gy(ll)} yra martingalas P* atzvilgiu.

1. Pavyzdys. Tarkime, a® = 0,1, b = 0,6, ¢V = 0,3, r = 0,5, tada

remiantis (3.1),
* 2 *
p = 3 q .
p* ir ¢* gali igyti reikSmes atitinkamai i§ intervalo nuo 0 iki %
Kadangi siuo atveju néra vienintelio ekvivalentaus martingalinio mato P*,
tai nagrinéjama rinka néra pilna ir todél neegzistuoja vienintelé pasirinkimo

sandorio pirkti kaina, t. y. tokiy kainy yra be galo daug.

3.1.2 Lema. Tarkime, rinka aprasoma trinominiu modeliu ir rinkoje

funkcionuoja vienas vertybinis popierius (akcija) su kainomis 57(11). Tuomet

13



europietiskojo pasirinkimo pirkti sandorio (call option) su jvykdymo kaina K

vertés momentu n (n € {0, ..., N}) randamos i§ formulés:

kur
m = N —n,
m m—1 m‘

(D = 1 m—i— j
(m,p,q, ) ; jZOZ'J'(m—Z—ﬁ'pq( p—4q)

(i-)EAm ()

1+a 1+bM K
~  Jl4aD 140
pr=p 1+7r "’ — 4 147

N
Irodymas. Pasinaudoje lygybe S = gtV II pgl), gauname:
i=n-+1

c(p*,q,m, SV = (1+71)""E*((SY — K)*|F,)

N
= (1+r)™E(SY I AV = K)*IF).

i=n-+1

. N
Cia 57(11) ~Fn,0 ]I pgl) nepriklauso nuo F,,, todél
i=n-+1

e g, mx) = (147)"E(x H p!

1=n+1
= (L4+r)™ Y ) (@14 a1+ sy (14 My~
z:O]zO
m! .
—K)* 1—p* — g )™, 3.2
)Z!j'(m ]),p (- p - q) (3.2)

Atskliaudziant (3.2) reikia patikrinti salyga:

(14 a1 4+ oMWY (14 DYym=i7 > K.

14



Perrasome ja:

Inz + in(1 4+ o) + jIn(1 + oMY + (m —i — H)In(1 + V) > InK

arba
. 1+a(1>+_1 1+b(1)>1 K
n——— n— —— n——m——.
o T T o(1 4 cW)m
Turime:
c(p, gt mx) = (L+r)™ Y 2(1 4 aW) (1 + M) x
i=0  j=0
| o
% (1 4 (Dym—i—i m: L e e
—K(1 -m X
() Z ZZ'J —Z—J)
(w)GA ()’

Xp*’q*f(l _p* —q )m i—j

mT g N1 b\
— * * ><
Z Zx(1+rp)(1+rq)

i=0 7=0
(4,5)€Am (z)
y 1+c<1>( ) me m! y
L+ b iljl(m — i — j)!

Xp*lq*](l _p* —q )m i—J
ST Vb S

J=

(H)GA (z)

Xp*lq*](l_p _q )m i— j
= aj(b(maﬁ(a&;ax) —K(l—i—r)*m(I)(m,p*,q*,x)

15



3.2 Trinominis modelis dviejy akcijy atveju

Tarkime, finansy rinka funkcionuoja momentais n = 0,1, ..., N, kuriais
galima pirkti ar parduoti dvi akcijas.
Tegul, {Q, F,F, P} - baigtiné tikimybiné erdve,

Q = {(1+a®,1+a®), (1450, 14+ H3), (14 e, 14 D)}

- aibé visy seky w = {(xgl), a:?)), . (xg\l,), xg\z,))}, ¢ia kiekvienas (L(@l), xg)) yra

arba (1+a®, 14+a®), arba (1+bM,14+b3) arba (1+cM, 1+c?). F =22
- visy 2 poaibiy o algebra ir (pgll)(w),pg) (W) = (:cg),x,(f)) sun=1,.,N.
Kiekvienas w € 2 atitinka atitinkamai pirmojo ir antrojo trinominiy medziy
Sakas.

Tarkime, akcijy kainos 57(11)7 S yra J, matus atsitiktiniai dydziai.

Tegul, algebry Seima yra generuota kainy (Sfl), Siz)), n=12,..
fO = {(2)7 Q}?
Fo=0((81V,87), ... (S0, SP))= o (o, o), . (00, 7)), = 1, .., .
Tarkime, kad P yra matas macioje erdvéje (€2, F), nusakytas lygybe:

1 2 1 2
P, 2, . (@), 29)) =

1 2 1 2 1 2 1 2
= P((p", p?) = (&7, 2Py, ., (07, o) = (2, 23))),

1 2 1 2
(1,2, . (@), ) e Q.

Tegul investuotojo turimy akcijy pirmos akcijos kiekis yra e, antros ak-
cijos kiekis yra es. Siuo atveju investuotojo portfelis yra vektorius (e1,¢€3).
Tada portfelio verté momentu n bus V,, = 5157(11) + 8257(12).

Vel pastebime, kad {V,, = (14 )™V, } yra martingalas kokio nors mato
P atzvilgiu tada ir tik tada , kai su visais n E((pfllll, pﬁfjl) | Fn)= (1471,147).

3.2.1 Lema. Jeigu apraSytoji rinka yra nearbitraziné, tai

min{a, a®} <7 < max{p®, v},

16



Irodymas. Jei rinka nearbitrazine, tai egzistuoja toks matas P* ~ P,
kad {V,} yra martingalas mato P* atzvilgiu, t. y. E* (pfﬁrﬂfn): 1+, da
i =1,2. Tada E* (pnil)— 14 r. Kadangi pfgrl(w) € {1+aD 140 140},
tai min{a",a@} < r < max{b®, b},

0

3.2.1 TEOREMA. {\7} yra martingalas mato P* atZvilgiu tada ir tik

tada, kai (,Ogl), P§2))a (Pg\lr)a Pg\/)) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsi-

tiktiniai dydZiai ir
P, o) = 1+ a1+ a®)} = p",
P, ) = (100, 14 62)} = ¢,
P ) =1+ eV 1+ @) =1-p — ¢

Irodymas. Pakankamumas. Tarkime, (051)7,052))7 (ng)uOEV)) nepriklau-

somi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai ir P*{(p!" ), p) = (14+aW, 1+
. 2 « prg (D)2
@) = g, PUAY AT = (1 60,1460} = g, P ) =
(1+cM 1+ =1—p" —¢*. Tada

E* ()1, o2 )N Fa) = E* (o), 2))) =

(T4+aMp*+ (1 +bM)g + 1+ D)1 —p* =g )=1+r,
(14+a@)p* + (1+0@)g" + (1+ @) (1 —p* —g*)= 1+,

t. v. {YN/n} yra martingalas P* atzvilgiu.
Butinumas.Tarkime, n € {0,1,..., N — 1} ir

E*(( ;+1>Pn+1)|7:) (I4+r,1+7). (3.3)

Irase j (3.3) lygybe israiska

1 2
<p1(1+)17p7(1J)rl) = (1+ a(l)a I+ a(2)) 1{( )53 Y= (1+aM 1+a@)}

n+1:Pn+1
+(1 40,14+ 0%)1
+(1 4V 1+ 2)

{08 1o ) =(14b(D), 14b())}

(o) 1p8) )= (e 1))
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gauname lygciy sistema
(
(1
(™) g0,
)
(1 +a ) 1{/)5?-31
E*(]

1oy T+ o) 1{pifll=1+b<1>} +(1+ V) 1{pif) Sy = 1T
ey +(1+b®) 1{{);21:1%(2)} +(1 + ) 1{{);2) )™ 14,

(2) Y=(1+a® 1+a@)} ‘Fn> + E*ﬂ {(p 1) (2) D= (1+b(M) 1452} ’fn>

(eY]
{(pn+1 Prt1 Pr41:Pn4

L E (002,02 = e ey [Fn) =1

'n.+1

Ja i8sprende, turime

* 1 2 *
P{(pulapich) = (1+ a®, 1+ a®)|F,} = p7,
P{(pnlepily) = (1400, 14+ 0)|F} = g7, (34)
P, o) = (14D, 1+ @) F ) =1—p" — ¢,
Is ¢ia su n = 0 gauname
P{(p", ) = (140D, 14 a®)|F,} = p,
* 1 *
P{(p", p) = (1 + 6D, 1+6@)|F,} = ¢,
P, 0P = 1+ e 1+ @) F ) =1—p — g~
arba
v, kai (o, 2Y) = (1+aM,14d?),
PO o) = @V e =1 q kai (o 2l) = (140,14 62),
L—p"—q*, kai (af",2{?) = (14D, 14 @),
I8 jvykiy sandaugos tikimybeés formulés ir (3.4) lygybés gauname
wpo (1) (2 @ (2 1
P{<p§>,p§>> <x§>,x§’>,<p§>,p;>> <x;>,x§>>}=
wp (1 1 « 2 2 (2 (2
wpo (1) (2 . 1
=P {(pi o >> <x§ )P (s >,p§ ) = (a5 25}

p, ki (), 28) = (140,14 d?),
P, o) = (5 25} = ¢ kai (o0, 22 = (146D, 1+ b2),
1—p* —q", kai (250, 28) = (14 c®,1 4 @),
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Panasiai tesdami, turime
* 1 2 1 2 1 1 2
P{(p", pP) = @0, 2, ., (0, 0D) = (2, 22)} =
* 1 2 1 * 1 2 2
=PV, p?) = @V, 2P} PN, oY) = (@, 23 )
Cia

(2, 2y € {(1+a™, 1+ a®), (1450, 14+ ), (1 4V 142},

J=1,.. N, ir
P, kai ( 5-1),x§2)) (1+a®,1+a?),
POV o) = @ e =8 ¢ kai 0, 2®) = (1450, 14 50),
1—p* — g, kai (z3,27) = (14,14 @),

Vadinasi, (p{", p{?), ..., pN ,pN) nepriklausomi vienodai pasiskirste at-
sitiktiniai dydziai ir P*{(p{", p") = (1+a®, 14+a®)} = p*, P{(p{", p\*) =
(60, 1462} = g, P{(p1”, 1) = (Ll 1)) = 1 P, o) =
(1+a<> 1+a®)} = P{(p{"”, o) = (145D, 1+ ?)}.

Il
Sakykime, kad min{a®,a®} < r < max{d®), 6@}, 0 < a® < O < p®
Tada galime uzrasyti:
(1+aW)p + (1 +D)g" + (1 + V)1 —p* —g*) =1+7
14+ aP)p + 1+ )¢ + (1 + )1 —p* —¢) =1+

Sprendziame §ia sistema

p* (a(l) — C(l)) _|_ q*(b(l) — C(1)> = r — C(l)
p* (a(z) — C(z)) + q*(b(2) — C(2)) = 7r — 0(2)

I

(=Y (a® =@
4 = G0 (@@ —c®
e (r—eM)B® —c®
D = Q=) @@

+(r—c@) (M) —aM))
+(6@ —c@)(cM —a1))
+(r—c@) (M —p(1)
+(a@ —c@) (M) —p1))

— [ — ——

Matome, kad 8iuo atveju, t.y. kai ¢ = 1,2, turime pilng rinka, nes egzis-

tuoja vienintelis tikimybinis matas P*.
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2. Pavyzdys. Tarkime, a® = 0,1, ¢V = 1,4, b = 2.1, a® = 0,2,

? =132 =25 r=0,8, tada
p* =0,468354, ¢* = 0,012658, 1 —p* — ¢* = 0, 518987.

Pilnos rinkos atveju egzistuoja vienintelé optimali pasirinkimo pirkti ar
parduoti sandorio kaina.

Tarkime, rinka aprasoma trinominiu modeliv 1r rinkoje
(2)

n -

3.2.2 Lema.
funkcionuoja du vertybiniai popieriai (akcijos), kuriy kainos lygios Sy’ , S
Tuomet europietiskojo pasirinkimo pirkti sandorio su jvykdymo kaina K verté

momentu n (n € {0, ..., N}), su visais £1,e3 > 0, randama i§ formulés:

Crn(SW 5@ = 21 8WS(m, pt, ¢t SV, SPD) 4+ £,8PD D (m, p5, g5, SV, SP)—

—K{+7r)""d(m,p", q¢", szl), Sr(f)),

kur
m=N —n,
Cm(ST(L Y ) C p*7q*7m7 S’r(Ll)7ST(L2))7
m—1i M!
iljlim —i—j

O(m,p, g w1, m2) = Y ),pq 1 —p—q™ 7,

(J)@é 0(931712)
By (w1, 25) = {(6,4) s @11 (1 4+ W) (1 4+ b)Y (1 4 D)7 4

+egra(1 4+ a?) (1 +02) (1 + )17 > K},
~ *]__l_a(l) ~ *1+a(2)
pl_p 1+T’p2_p 1+T7

~ 1+6M ~ 1+ @

=0

<.

Irodymas. Turime:

Pasinaudoje (3.5) lygybe

N
VN = 8151(\}) + 825](\?) = 8157(3) H pz(l) + 525 H p(2)

i=n+1 i=n-+1
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gauname:

Con(SD,8P) = (14r)"E((Vy — K)|F,)
= (L+r)"E (618 + 2,89 — K)*|F,)

N N
= 1+ E(@SY [ o +e5? T o2 — K)*FIF).

. N N
Cia S, ~Fn,0e1 [] pz(l) ires [] pZ@) nepriklauso nuo F,,, todél
i=n+1 i=n-+1

N N
C(p*, q*7m7 xl,IQ) - (1 + T>_mE*<€1LU1 H p’fl) + £929 H p£2) - K)-‘r
i=n+1 i=n+1
= (L4 ) (am (L +aM) (1 + M) x
i=0 j=0
x (1 + c(l))m_i_j + e129(1 + a(2))i(1 + 5(2))j v
|
(1 4 c@ym—i=i _ o)+ m! y
(h+ ™) T

m—i—j

~

Xp*zq*](l _p* - q*)

Atskliaudziant turi buti tenkinama salyga:
e121 (14+aMWY (1) (14N ™1 g 2y (14aP ) (14H0P Y (14D 770 > K,
Pazymeékime:

Bo(z1,22) = {(,7) :e1x (1 + a(l))i(l + b(l))j(l + c(l))m_i_j +
+e12a(1 4+ a®) (1 + 0P (1 + mi7 > K}
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tada galime raSyti:

gt man ) = (L4 Y Y am(l+a®) (1 +0M) x

=0 J=
(,J)€EBm (x1,22)

- ml o o
X 1 + C(l) m=1—] : * % 1 ok x\m—i—]
( e LA Gt D s
+(1+r)™" Z Z e925(1 4 a?) (1 + bP) x
=0 =0

( ,])G (II,IQ)

. |
x (1 4 ¢ym=i=i m

B
lelm_i_])ﬂ’q(l P —q)

—K(1+7r)” Z ZZ']' —Z—j) X
) =0 7=0
(7j)EB7n($17$2)

xp*' ¢ (1= p* — ")yt
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Toliau tesiame jrodyma:

. no X 1+a® N\ /1460 \/
C(p » q 7m7x17x2> = Z 511’1( p q X

P e 1+r 1+r
(4,§)€Bm/(x1,22)
1+ c® . . m=imy m! i
X —p* = X
<1+7’( b Q)) z‘j!(m—i—j)!pq
m m—1 1+6L(2)
(1 — p* — g*)m—i-i
(1-p"—q") + ; ;62372( Tr

1+b(2) i J 1+C(2) | . . m—i—j
X — — X
() ()

m) ;

% J i
> (1 — pf — g* YT
iim —i— i ¢ =)
. m m—1 m' ey
—K(1+7) = LA
pr j:OZj.(m—Z—])

(4,7)€Bm(z1,22)
X(l . p* - q*>mflfy
= 51x1q>(map>{7 QTa Ty, 3:2) + 525132(1)(771/,]9;, QSa L1, x2) -

_K<]— + T)_mq)(mvp*7 q*7 Ty, .132).

OJ

3. Pavyzdys. Tarkime, rinka aprasoma trinominiu modeliu, N = 2, ir
rinkoje funkcionuoja du vertybiniai popieriai (akcijos), kuriy kainos momentu
n = 0 yra S(()l) = 1,2, S[g?) —= 2. Teskime 2 pavyzdj, kuriame o = 0,1,
AW =14=21a%=0,23=130b5=257r=028ir

p* =0,468354, ¢" =0,012658, 1 —p* —¢* = 0,518987.

Apskaic¢iuosime europietiskojo pasirinkimo pirkti sandorio su jvykdymo kaina
K =5 verte momentu n = 0. Tarsime, kad ¢ = 5 = 1.
Siam uzdaviniui iSspresti taikome 3.2.2 lema. Uzdavinyje m = N —n =

2 — 0 = 2. Pirmiausia, reikia iSrinkti aibe
By(1,2;2) = {(4,7) : 1-1,2-1,1°-3,17-2,4*7"9 4+1.2.1,2".3,57-2,3*7"7 > 5}
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tenkinandius elementus.

Kaii=0,j =0, gauname 1-1,2-1,11-3,19.2,42773 4 1.2.1,2¢.

2,327 = 17,492.

Kaii=0,j =1, gauname 1-1,2-1,1¢-3,17-2,4>77 +1.2-1,2°.

9,32-1-7 = 25 (28.

Kaii=0,j =2, gauname 1-1,2-1,1-3,19-2,4277 +1.2.1,2".

2,327 = 36,032.

Kaii=1,5 =0, gauname 1-1,2-1,1°-3,17-2,4>77 +1-.2-1,2°.

2,327 = 8,688.

Kaii=1,j =1, gauname 1-1,2-1,1-3,19-2,4277 +1.2.1,2".

2,327 = 12,492,

Kaii=2j=0, gauname 1-1,2-1,11-3,19.2,4273 4 1.2.1,2¢.

9,321 — 4 3392,
IS ¢ia turime:
By(1,2;2) = {(0;0),(0;1),(0;2), (1;0), (1;1)}.
[8skleide ®(m, p*, ¢*, 57(11), S ), turésime:
(2,p",¢",1,2;2) = (1 —p* —¢")* +2¢"(1 — p* — ¢")+
+¢** + 2p" (1 — p* — ¢*) + 2p*¢* = 0, 780642527.
Randame ];V’{, 5’1" irl —]?{ — cff:

1+ b

~ 1 (1 ~
O 0,986216333, ¢F = p* :

pL=>r 1+r

1 —p] —q; = 0,691983778.
Tada
®(2,p1,q1,1.2,2) = (1 = p} — 1) + 245 (1 — pi — ¢))+
i+ 2051 — Pt — gF) + 2pigt = 0,918080207.
Randame 5;, q~§ ir 1 —pN’Q“ — qN;:
1+b3
1+r

~  ,1+a?
Py =P 117

—0,312236, p; = p* — 0, 024612777,
1—p5 — ¢ = 0,663151222.

24

= 0,021799888,

3753'.
3’5j.
3,53'.
3,51‘.
3’53'.

3,53‘.



Tada
B(2,p5,45,1.2,2) = (1= p5 — ¢%)° + 265(1 — ps — 43)+
g 4 21— s — @) + 293 = 0, 902508676,
Pasirinkimo pirkti sandorio verté bus:

Co(SV, 8Py = Cy(1,2;2) = 1-1,2-0,918080207 + 1 - 2 - 0, 902508676 —

—5-(140,8)72-0, 780642527 = 1,702.
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3.3 HedzZingo konstravimas

Toliau darbe sukonstruosime tokia strategija {®,}, kad visiems n =
0, ..., N buty teisinga lygybe

S,=0+7r)""E((Vy — K)"|F,);
¢ia m = N — n. Laimysime, kad ®,, = (H?, HY, H,(f)). Tada
Ho(1+7r)"+HVSW + HDSZ — ¢(p*, ¢*,m, SV, SD)
arba galima rasyti

HO(1 4 )" 4+ (HVSY pM + HB 5P o2 (4

{8 P =(14aM) 14a)} +
+ 1{(/7511)#(2)) (1+b 1) 1+b(2))} + 1{( 2)):(1+a<1>,1+a<2>)}) =

- c(p*’ Q*’ m, €15 lpn ( (1)—1+a(1)} + 1{p(1)=1+b(1)} +

+ 1{p$}):1+c<1 ) 525 ( (]{p@) 1+a®)} 1{p§>:1+b(2>} + 1{p;2>:1+c(2)}))'
(3.6)

Pazymeékime:
Dyn(aV, ) = (", q"m, 8,2, (14 aV), 8,2, (14 a)),

Dy (0,62 = ¢(p*, ¢*,m, S (1 +0W), 8P (1 + 6@,
Do (V6@ = e(p*, ¢*,m, S, (1 4 M), 82 (1 4 ?)).

I5 (3.6) lygties gauname lygéiy sistema, sudaryta i$ trijy lygéiy

HY(1+r)"+ H' SV, (14 alV) + HPS, (14 a?) = Dyy(a®, a)
HO(1+ )" + HVSY (14 00) + HP'SP (1 4+6@) = D, (bD), 52)
H 1+ )"+ HYSW (1 + )+ BHPS? (14 @) = D, (cV), @)

n—1

kurioje yra trys neZinomieji H?, HS), HY.
Sprendziame 8ia lygéiy sistema, naudodami Kramerio taisykle:
L+ SP(1+a®) SP(1+a®)
(L) S 1+b0) 82, (1+b%)] =
1+ S 14y 82 (14 c)

n— n—

~
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— (14 7)"8D, 5 (3@ L qMp) 4 q@) D) _ q@pM) _ (D) _ o102 —

CORAE)
u@ P

PO D)

_ no(l) of2)
- <1+T> Sn—lsn—1< b(2) C(Q) +

= SM 5@ (D, (a® a@)(bD 4 pDD 4 (@ @) _ @) _ (D)
+ D (6D, @) (B2 4 5Pa® 4 o0 — p1) _ pDC) _ 4@y =

_ o) g (Dm(a(l),a@)) D, (bW, b)) D, (0 53 D, (cM), ) N
n-1°n-1 e B0 B D
Du(c®, @) Dy (@®,a®)| Dy (a®,a®) D, (6D, @)

S Y e e o |t
D(b0,62) (e, c®)| | DD, d®) Dyp(a),a®)
e 2 e @ |7

AEVG) EVRG) JREDRAEY
M L M @ 1 2
+Dm(a’ 7a’ (2) C(2) Dm<b 7b ) C(Q) CL(2) Dm(c 7C ) CL(2) b(2) )7

(1+7)" Dpn(a®,a®) SP,(1+a®)
(L+7)" Du(bD,6) 2, (14+6@)| = (14r)"5, 2 (Dyn(a?, a®) (0P —) +
(1+7)" D™, ) S, (14 )

2 0@
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L=
—~
[u—
—+
S
=
N~—
3
~—
S]
=
S]
x
~—

1+ S¢

(L4 Sp2y(1+ b))
L+ S (1+cM)

Z
=

+Dm(b(1), 6(2))(a(1) _ C(l)) + Dm(c(l), 0(2))(b(1) — a(l))) =

D, (a®. a®) D, (cM @ D,,(c® @) D (b1 p2
= (1‘{_74)”5’72]21( (a (1)7 ¢ ) (C (1)7 ¢ ) (C (1), ¢ ) ( 1 ’ ) _I_
a c c b
Dy (¢ ) D, (aM, a)
o 4
Pazymeékime:
My
Dy (2, 2®) D, (y®, y@)
A1(567 y) T .73(1) y(l) )
Dy (2™, 2®) Dy (y ™ y@)
AQ(xa y) = e y(2) )
A= A(a,b) + A(b,¢) + Alc, a),
A= Dq(a,b) + Aq(b, ) + Di(c, a),
Ao = Ny(a,b) + DNa(b, c) + No(c, a).
Tada:
go_ Ditlo Dy (@™, a@)A(b, ¢) + Dy (b1 6 A(e, a) + Dy (¢, @) A(a, b)
" (1+7r)-A ’
A
(1 2
iy = (1 ’
CNESTRIAN
A
2) _ !
i, = ()
Sy A
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3.4 Ribinis peréjimas

Tarkime, nagrinéjamas prekybos laikotarpis yra 7" mety ir prekyba vyksta
tolydziai. Suskaidome prekybos intervala [0,7] j N lygiy daliy, parenkant
N pakankamai didelj. Nagrinékime diskrety N periody modelj, atitnkantj
sudétiniy palukany schemg su N iSmokéjimy per laiko tarpa T ir vienodo
periodo [(¢ — 1)T'/N,iT/N], i = 1,.., N palukanomis r = ry. Tarkime

dim (1 + ry) Y = el (3.7)
Sakykime, akcijy S](\}), S](\?) kainy Suoliai aprasomi parametrais a(t) = ag\l,),
b = bg\l,), M = cg\l,), a? = aﬁ), b2 = bg\%), @ = cg\?), kur

1+ aﬁ) =1+ TN)e"il)\/%,

)
1+ a§\2,) =1+ 7’]\/)eg§2 \/%,

1400 = (14 ry)em VT, (3.8)

(2)
1469 = (L+ry)es V7,

(1) /T

1+c§\1,) =(1+ry)e’ VN,

(2)
1+ 05\2,) =(1+ rN)e“32 %3

(1) (1)

Be to, 07’ < 0y (V

<o ir 0@ < o

ir o,” < oy @

< o3’.

IS lygciy sistemos
(Ut ay ) + (1L 00)a" + (14 )1 =07 = ') = 17
(L+af)p + (L + b)) + (L + ) (1 —p" —¢) =1+

turime:
o rv—c @R =)+ xR (el —a)
S (3.9)
_ =) )y =) (e b)) ‘
p* O IV I N & I IV ES R e
(aN —CN )(bN )+(aN —CN )(CN _bN)
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Skaic¢iuojame A}im q*. Pasinaudoje (3.8) ir (3.9) formulémis, turime:

(2) /T

(1)
(ry — )@@ = ¢2) = (ry — (L +rn)e” VE £ (1 +ry)et VE —1 -
(14 ry)es VA 41

(1)\2
1T T 1
= (1+7’N>2(1—0'§1) N—%—O( )+1)X

N3
o [T (62T 1 @ [T
x(1+ 0y \/;+T+0(N§)—1—03 \/;—
T 1
2N N3
= (oo — o) + ol =)

= (rv— L+ r)e VI £ 1)((1+ry)es VA —1—
(L +ra)em VE 41)

(2)y2
T o3 )T 1
- (1+7~N)2(1_a§2>,/ﬁ_<32]\>[ —o(—) +1) x

(1)y2
T T 1 T
x(l—l—aél)\/ﬁ—i—%%—o(]\@)—1—051)\/N—

(ot 1
—— — o(—
2N N2

T 1
= (14 m)*(=0i7(0” = o) + ol
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D _ M@ _ ey = (1)t VE =1 = (1) VE £1) x
x((1+ TN)GU?)\/% —1-(1+ TN)eag’Q)\/% +1)

T (1) 2 1
= (1+r)’(1+0a3" N+—<022J\>7 tolig)—1-
1
o T @y 1 o [T

(2)\2 (2)\2
(01 )T 1 (2) T (‘73 )T
1 - _
N o) VN T TN

1
of5)
= (1 (o) = o) (o = o) 5 + o)),

Q=) —al) = (et VE -1 = (1)t VE +1)
(L4 rw)e™ VE = 1= (14 ry)ent VE 4+ 1)
T (e9)?T 1

_ 2 @,/
= (14ry)*(1+ o0y N+ SN +o(Ng

o [T (e)2T 1 y [T
R e DU R

(o2 1 w [T (0T
—1—= —_ _ —
N TS NN T TN

)—1-

0]
(<)
T
= (L4 (03" = o) 05" — o)) 5 + o(5)),
tada
(2) (1) (1) (2
g g — g
lim ¢" = 1 1 2 ° 21 32 : 2 1 1 (3.10)
Nooeh (o) — g (0 = af?) + (08 — o) (0l — at?)
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Analogiskai gauname:

NOMCROMNC
lim p* = —3 1 2 2 2 2 1 o (311
FT = oo - o) + (o P = )

3.4.1 Lema. Sakykime, su kiekvienu N > 1 Xl(n), ..,XJ(\?) (n=1,2) yra
nepm'klausomz atsitiktiniai dydzmz ;gy]antys retkSmes atitinkamai 1§ aibés
{a(n) 2 \/;,0370\/7} ir Y ) +. —I—X(l), YJS,Q) = XiQ) + ..+
X](\?). Tada atsitiktinis vektorius (Y]\(,l), YN ) konverguoja pagal pasiskirstymq
3 Gauso atsitikting vektoriy su vidurkiy matrica A = (,u(l), ,u(z)) i kovariacijy

matrica R = (ri;)1<ij<2, kur

o e A R it LI
(03 — 03 )(o; — O3 )+ (03 — 03 )(o 03" — 0 ) 2
2 1
n? = (g ((?1%))2(_)( (2)>)( i <2 <2(>) (<1)>) O
(09 — O3 )(‘71 )+ (03 O3 )(‘73 —0oy’)
P (s Wi G >x§> —on) __epT
(03 = )0} o) + (0 — o) —atV)
o= (<<01%1))2(2_> (Uélgf)(aé )6(72%2)_?2%1)05)(2;)) oy "
(03 —a37)(0; o3) + (0 — o037 ) (o3’ —0y")
L (@ = (@))(0 01" — 0ot ePP)T
(087 = o) (0 — o) + (0 = o)(of) = o)) T
(2)\2 (2) 2 1 2
re = (—m ((?S )(2>( <2)>(U§)(2(>) (é))Jé())) DN
(0" =03’ ) (o) =037 )+ (03 —03" )03 —0y")
N (G [ A 0 )
(08 — o) — o) + (0 — o) (o) — oDy
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T2 = T91 = 0.

Irodymas. Vektoriaus Y(l),Y(Q) , kur v = xW 4y X(l), v =
Y N »iN N 1 N N
X1(2) + ..+ X](\?), charakteringoji fukcija yra:

Eei(t1 Y]SII) +to Y]EIQ))

Eeitl(X{1>+..+XS))eitQ(X§2)+..+X§\f>)
: (1) . (2)

(Eezt1X1 )N(Eezthl )N

(Eeit1X£1)+it2X§2))N

. . PLX +XP)? 1
(B + it X1+ it,x® 4 TN S ) + oY

1+ it EXY + ity EXP —
CBBEX 2t EXVXP + BEXT)? 1y
5 +o())

t
(1+i (EXl(l) EX}”) (;) -
2

o o) (Z0 ) (4) ooy
—= o(=)) .
2 "M P EXP XD px®y )\, N

Parodysime, kad 8i charakteristiné funkcija , kai N — oo, asimtotiskai

artéja ] Gauso charakteristine funkcija.

Turime

1 1 1 1
I AERAERE
P p* q 1—p"—q"
2 2 2 2
X]<V> o T o T @ T
P p* q 1—-p"—q"
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Ieskosime EX](\}) ;

EX = ¢ \/7 \/7q+ \/71—p—q
_ (o—gl_ag)\/z S \/7 \/7

Zinome,

(1+ a(l))p +(1+ b(l))q +(1+ cg\,))(l —p"—=q) =1+ry,
(@0 = éD)pt 1 (60 — D)g =y — D).
Pasinaudojame (3.8) lygtimis:
(Lry) (e VE —1— e VR 11"+ (1rry) (€72 VE —1— e VF £1)¢* =
=ry—(1+ rN)e"él)\/% + 1.

Padalijame abi puses i§ 1 + ry:

(1)y2 (1)y2
w [T (0 )T 1 a [T (o3')T
1 — o —l—oyy = -2
(I+o N on +0(N%) Y 2N

1 o [T (o$))2T 1 o [T (92T
N))p + (140} \/N+ oI +O(N%) 1- o} ’/N o

T * * T *
\ (0t =ai ) +(0f —af)g +0f) = —((017) = (0§")2) —=p"— ((05")?—
N 2N
1 T 1 T 1
~(08"))5 0" — (08") 5 +ol)
Gauname:
§ T 1
EXY = ((0)? = (@) + ((050) = (1)D)g" = (08))?) = + o(—5
2N N2
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Pasinaudoje (3.10) ir (3.11) lygtimis, gauname:

1 1 2 1 2
(052 = (6 (05 0s? — oMoy
1)

lim N-EXY = ( . : : 23 — +
N—oo (o) — a§") (o —<5+w9—éhw9—&b
2 1 1 2
. «%) (@) —oy o) T
1) 2 2 1 1 3
(o) — i) (0} — <B+w9 o)) (o) — oY) 2
1

1 2 1 2 2 1
4@&) (01)%) (o ool +oio® — ofPall)
1 1 2 2 2 2 1 1
<é>—ébw9—o?wué>—éhw9—ap>

Analogiskai gauname:

2 1) _(2
lim N-EX® = ( ((05)2 = (012 (08 0 — o3 oi?) n
Nl_rgo N (1) D)y, (2) (2) 2) (2) 0 0]
(03" —03") (07 —03”) + (0 ) (ol — i)
1 1) _(2
P (G R G >x§>1 ooy
! 1 2 1 1
(03 = o) (01 = o) + (o8 — o) (05 — o)

—(U§2))2)§,

Skaiciuojame E(X ()

BN = (o 5P+ (@ )0 + (0 50— =)
T
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(1) (M, (1) _(2) (1) _(2)
hm N E(X()) — ( - (( 1 ) ( ))(03 02 02 (731) : +
A (07 =007 —03) + (07— o) (o) = i)
9 (1) o (2) (1) (1) _(2)
T (<(> )<2>( e 1 ?235 01<1>) oy
(‘72 — 03 )(01 )+( — 03 )(03 — 04 )
—(os)T

1 1 1) (2 1) (2
(01" — (@303 03" — 03" 3”)

= i
1 1 2 2 2 2 1 1
) =)@ = )+ (0 — o)) )

1 1 2) (1 2
(032 = (0§ (0§70 — o) _
1 1 2 2 2 2 !
(0D — D) (6@ — @) 1 (6@ _ 605D _ 50
~(0 )T

_|_

Analogiskai gauname:

2 2 1 2 1 2
i N BXO) = (— (O (070500 — 00 .
P - W _ @ _ @ @ _ @y, 10 _ O
(‘72 — O3 )(‘71 — O3 )+(U2 — 03 )( 03" — 04 )
2 2 2 1
SN (G 50 e s 0 1 W s s 0 B
1 1 2 2 2 2 1
(02" = ")} = o) + (07 = 03?) (03" - o1
2
—(o5”)T.

X, X yranepriklausomi, todél EX(' X = EXPVEXY = EXPEX).
Skaic¢iuojame lim N - EX](\})EX](\?) :

N—oo

lim N-EXPEXY = lim N (((0) = (0)2)p" + (057)? = (17))a" —
(05)2) (((057)2 = (o))" + ((057)% = (01))2)g" —

A 1

~(05)) 3z + ol 57)

1r

lim N-EXPEX{ =0

N—oo
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Taip pat

lim N(EX(")? = lim N(EXY)? = 0.

N—o0 N—oo

Gauname:

. ; (1) (2) A1
hm Eel(tlyN +t2YN ) — eltA Q(Rt,t),

N—o0
kur
tA;(M(l) u(2)> ).
23
i1 T2 3]
(Rt,t):(tl t2>
To1 To2 ta
ir
= i XD,
W = i N X
i = ]\}EHOON'COV(XJ(\P>XJ(\}))
= lim N (B(XY)’ — (BXY))?)
~ i VB,
oy = ]\}iinmN~cov(X§\?),X](\?))
= lim N-(B(XY) — (BXY)?)
= lim N-B(XY)

12 = T91 = 0.

(3.12)

Desinioji (3.12) lygybés pusé yra Gauso atsistiktinio vektoriaus su vidurkiy

matrica A ir kovariacijy matrica R = (ri;)1<i j<o, kur rj; = cov(X}Vi),X](\?)),

charakteringoji funkcija.
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3.4.1 TEOREMA. Tarkime, rinka aprasoma tm’nomz’m’u dviegy akcijy
S](\}), S](\?) modeliu, o parametrai r = ry, o) = a L, b = bg\l,), A =
cg\l,), a? = aﬁ), b = bf,), ) = 053) apibrézti (3. 7) ir (3.8) lygybémis.
Sakykime, PéN) Zyma europietiskojo pardavimo opciono su jvykdymo kaina K

ir guykdymo data N verte nuliniu momentu. Tada

lim PN = e e 2D (dy (1)) —

- [

_515’51)6“(1)_%y§+%T%1q)(dg(yg)—H“H) 525( ) o3 (W2—r22)>+ 575 +u Cb(dg(yg)))dyg,

xT

¢ia d(z) = \/LTW i e~ zdu - standartinio normaliojo dydZio pasiskirstymo

funkcija, B
1
di = —(InK ~ In(£25) — RT — @),
1
dg(yg) _ —(ln(Ke_RT . 82552)6r22y2+u(2>) _ ln(glsél)) _ M(l))’
11
1 1 1 _(2 1 2 1

W0 = (@) = @) (0370y" —oyl0” + 030y —00r) |y T

- 1 1 2 2 2 2 1 3 )

(02" = )01 = o) + (o7 = o) (03" - 01" 2

2 2 1 2 1 2
(082 — (1)) (0508 — o5 os?)

@ _
= (— 1 2 2 2 2 1 N
”—a§,>><a§> 7)o"~ o) (o) — i)

1 2 1 1
1 1 2 2 l 1

- (U§2))2) 57

(o1)? = (a§)2)(05" 08 — otV o)

o= 1 1 2 2 2 NS
(05 = 03") (01" — ”>+< o o5”) (o5 — ")
(@ = @) 1 — o501 eOP)T
1 1 2 2 2 1 3 ’
(03" = ") = o) + (03" = )3 — o)
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22 o® _ gD
rn = (g (% )(2>( (2)>)( OB ((722; 3<1>) DN
(0y " —037)(0oy ) + (o3 Jog' —0ay”)
2 1
. (2 2ol N o) _ (oPP)T
1 1 2 3 )
(02" = ") = i) + (08 = o) (03" = o)

XM In fn
1 —f- N
(2)
xX® In fn
1 —f- N

(n = 1,...,N). Cia atsitiktinis dydis pt) = p(l)(N) igyja reikSmes 1 + a(l)
( )

1+ b%), 1+ c%), o atsitiktinis dydis psf) = pg)(N ) igyja reikdmes 1+ ay’,
+ bg\%), 1+ 053) . Tada galime rasyti:

PN = (14 ry) VEY (K - Vi)t
= (1473 VEN(K -8y — 259,

(3.13)
¢ia SN = 815](\}) + 6251(\?)
(3.13) lygybe galime uzrasyti taip:
(N) (1) . p(l) (2) . p(2) +
Y = E((1+7ry) VK -8y T eySy -
0 (@ +7) €150 E1+TN =270 T£111+7’N)

= E*((l—l—rN)_NK—slSél)eYI(V —c SO e <2>) ,

kr YO = X0 4 X0 4 x® y @ xOy@ Ly
Pasinaudoje jrodyta 3.4.1 lema, turime

v Yy
<YJS[2) = Y(Q) ~ N(M? 2)7
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0
kur p = <M(1) M(2)> - vidurkiy vektorius, ¥ = (7”(1)1
T'22

) - kovariacijy

matrica, kai N — oo. Cia , =" Zymi atsitiktiniy dydziy konvergavima pagal
pasiskirstyma.

Pazymékime
g(x1,29) = (Ke FT — 51561)6“1 - 525(()2)e$2)+.

Funkcija g(z1,79) : R? — [0,00) yra aprézta (g(z;,x0) < Ke RT) ir
tolydi. Be to

R = B V) IS K (4 rw) Y = e = 0

Turime

N—oo N—oo

lim PV = Iim E*g(v\", V) = / / 9(@1, 22) Fy yo (daidrsy),
R2

y @)
kur Fya) y) Zymi atsitiktinio vektoriaus (Y(Q) skirstinj.

//9($1;$2)Fy(1)y<2) (d$1d$2) =
RQ

—+00 +00
1
- 2711722 / /(Ke_RT_EIS(()l)exl_525((J2)6x2)+6

—00 —00

(<z1—5“>>2 (wg—p(?)?

1
o 52 dxydas.

Pazymime:

zy — pY

- = U
T11

zy = oy + ptY,

dl’l = T’del.

zg —

22

= Y2,

vy = rogyr + n®,
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dl’g = ’l”ggdyg.

Ivede pazyméjimus, gauname:
//9(3717$2)Fy(1>y<2)(d$1d1’2) =
]RQ

“+00 400
= o [ [ e eyt oy o oty
™

—00 —00

Kad galétume atskliausti, turi buti tenkinama salyga:
Ke ™8T > g g ermmtn® o o) g grazyetn®
Sprendziame $ia nelygybe:

1 (1) _ 2 (2)
—€1S(() )€r11y1+u > _Ke BT 4 EQS[() )€r22y2+u :

(2)
r11y1+puH) < K —RT __ 6250 67’22y2+u(2)

e e
81561) 515(()1)

Abi puses logaritmuojame:
r11y1 + ,u(l) < ln(Ke*RT _ 525(()2)er22y2+u(2)) _ ln(élSél)),

1
Yy < T_H(ln(Ke_RT . 528(()2)67“22112-1-#(2)) _ ln(ng(()l)) _ Iu(l))‘

Logaritmo apibrézimo sritis yra (0, +00), todél gauname dar viena nelygybe:
KT 5 ey s
Sprendziame ja:

Ke_RT

T22y2+u(2> <
2 )
823(() )

e

vél logaritmuojame:
K
rasys + pt? < ln(ﬂ) — RT

ir gauname:

1
Y2 < r_(an - ln(sgSéz)) — RT — ).
22
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Iveskime pazymeéjimus:

1 2
() 1= —(In(Ke™™ = &y 57 er01) — dn(ey¢7) — ),

1
dy == —(InK — In(e2S) — RT — @),

722
Tada:
//g(l’l,ﬂfg)Fy(l)y(m (dz1dzy) =
R2
dy d2(y2)
/ / Sél)ernyﬁ-#(l) _ 825(()2)6r22y2+u(2))6—%(yf+y§)dyldy2 —
dy da(y2) da2(y2)
- 2i (Ke e 3%3( / e 2vidy, ) —e S et 34 ( / e Tt gy, ) —
s
da(y2) dy
1
825 e~ 2 (y2—r22)? +%r§2+,u(2)( / ef%y%dyl))dyz - - /(KeRTe%ygq)<d2(y2>)_
V2T

_515«((]1)6M(1)—%y§+%rfl(I)(d2 (y2)+ru>_525((]2)6—%(y2—m2)2+%r§2+u(2)(I)(d2 (yz)))dyg.

O
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4 ISvados

Darbe nagrinéjamas finansy rinkoje apibréztas trinominis modelis. Pir-
moje dalyje nagrinéjamas diskretaus laiko modelis vienos ir dviejy akcijy
atvejais. Vienos akcijos atveju gauta, kad taip apibrézta rinka néra pilna.
Nusakytos salygos arbitrazo strategijai neegzistuoti. Dviejy akcijy atveju
parodoma, kad atitinkama rinka yra pilna, sukonstruojama rizikos apsidraudimo
(hedZzingo) strategija. Taip pat abiem atvejais rastos pasirinkimo sandorio
vertés skaiCiavimo formulés.

Antroje dalyje nagrinéjamas tolydaus laiko trinominis modelis dviejy
akcijy atveju. ISsprestas pagrindinis Sio darbo uzdavinys - ribiné pasirinkimo

sandorio verteés skai¢iavimo formulé, kuri vadinama Bleko-Soulso formule.
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6 Summary

In this paper we generalize the binomial model of John C. Cox, Stephen
A. Ross and Marc Rubinstein to the trinomial case. We study the existence
of the equivalent martingale measure, completeness of the market and con-
struct the hedging strategy. Finally, we derive the option pricing formula

and provide its continuous time approximation.
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