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Puasono ir Laplaso lygtys

Sios lygtys daZniausiai sutinkamos sprendZiant elektrostatikos uzdavinius, todél iy
lygciy ivedima ir apraSyma demonstruojame elektrostatikos désniais [8].
Dekarto koordinaéiq sistemoje divergencija ir gradientas iSreiSkiami taip:

b 5= 2 B (OB
N
gad@ _%¢; BP T2
R
Cia 8o s E-Vienetiniai atitinkamy koordina¢iy asiy vektoriai (ortai). Toje sistemoje
B=-B:+Ej+EL
Br+Ej+EE
Pagal (3) ir (4) nustatome, kad
5 -5 %,y %
ax’ & &
Irase tai i (1.49), gauname:
= o Fe g
div & = - - - .
a ¥ & (s
IraSydami (5) i Kulono désnio diferencialing iSraiSka, gauname:
Fe N a‘w+ Fp__p
Si lygybe vadinama Puasono (S. D. Poisson) lygtimi. Jis sieja potencialg ir tirinj kriivio tanki tame
paciame erdvés taSke [4]. ISsprendg (6) lygti, galime surasti elektrostatini potencialg ;.
Tose erdvés srityse, kuriose néra kriiviy, (6) tampa:

a‘wﬁva’wu
'

(7) vadinama Laplaso (P. S. Laplace) lygtimi.



Darbo tikslas:

ISspresti Puasono lygti Au = —p iSreiskiant Saltinio tanki apibendrintomis
hiperbolinémis funkcijomis.

UZdavinio sprendimo metodo esmé:

Paprastai Puasono ir Laplaso lygtys yra sprendziamos tinklelio metodais [2] arba
Ivairiais iteraciniais procesais [3], [5].
Yra zinomas fundamentalusis Puasono lygties sprendinys [4] u = <, kai yra vienas taSkinis kriivis.

p
Taciau $is sprendinys ne visur yra hormoniné funkcija, nes kai » — 0, u — o, o fizikiniu poziiiriu
begalinis potencialas u# yra negalimas. Todél mes sitilome ieSkoti tokio sprendinio
q-th(})
Uu=—-7"m,
4mr

kuriam, kai » > 0, u = ﬁ O kai r — o0, th(%) — 1 ir tada sprendinys u — 7=, tai yra |

reikSme, zinoma dar i§ mokykliniy laiky. Belieka nustatyti, koks turéty buti kriivio tankis, kad

q-th(%)

Puasono lygties sprendinys bty u = . Si sprendinj véliau vadinsime apibendrintuoju.

AtvirkStinis apibendrintojo potencialo Puasono lygties sprendimas.

-th(~
Duotas potencialas u = 9 p () . Reikia rasti ta Saltinio kriivio tanki p, kuriam Puasono lygties
w
Au=—-p
: _q-th(})
sprendinys yra u = .
4mr

Puasono lygtis sferinémis koordinatémis
1 1 : 1 ?
_22 rza_u + LB i(51n®a_u)+—2 — al/;:—p
r-or or r sin® 00 00" rsin"® op
kai yra sferin¢ simetrija, supaprastéja:
ii(,ﬁa_u =
r>or or
Mums reikia surasti toki o, kuriam sprendinys biity:
L
4r
su savybémis
. tht
u, =lim—=" = 1 ,
r=>04m  Amh
kadangi
tht
lim —*

r—0 L
h

b

u

=1.

SprendZiame sferinémis koordinatémis sferinés simetrijos atveju:
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Tiesioginis apibendrintojo potencialo Puasono lygties uZdavinys

-thlz
Duotas sferiskai simetriSkas apibendrintas kriivio tankis p = (]2—(,1)2 , reikia rasti potenciala
2mrh” -ch” 5
u - lygties
10 72 8_u) - 4" qth’,
r*or or’ 2mhir-ch’ -
sprendinj. Atlieckame veiksmus:
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Puasono lygties sprendimas, iSreiSkiant salygoje duota kriivi per apbendrintus
kravio tankius.

Zinodami, kaip isreiksti duotoje srityje nusakyta Saltinio funkcija —p (kriivio tanki) per
elementariuosius apibendrintus ,,rutuliuky* krivius, kiekvienam tokiam ,,rutuliukui panaudojamas
atskiras Puasono lygties sprendinys, o bendra potenciala sudarys visuy tu ,rutuliuky® potencialy
suma. Jeigu Zinotume, kaip Puasono lygties kriivio tankis iSreiSkiamas per ,,rutuliuky® krivius, tai
pasinaudoj¢ kiekvieno ,,rutuliuko® sprendiniu galétume rasti bendra potencialo sprendinj. Taigi
Puasono lygties uzdavinys i§ esmés suvedamas i kita algebrini uzdavini: duotaji kruvio tanki
iSreiksti per ,,rutuliuky kriiviy tankius — ju vietas, kruviy didumus ¢ ir ,,rutuliuky® efektyviuosius
spindulius % [6].

Duota salygoje kriivio tanki p iSreiSkiame per rutuliuky® kraviy koeficientus c:

K L M
ro(x,y,z)= ZZZ(ck+Kl-l+Kl-Ll-m -p(x,y,z,Xk,)’,,Zm,h)),

k=0 /=0 m=0
kur c- neapibrézti koeficientai - ,rutuliuky® kriiviy didumai, o p - Puasono lygties deSiniosios
pusés Saltinio funkcija duotose taSkuose [7].
Taip uzdavinys suvedamas { tiesing lygciy sistema koeficientams ¢ (,,rutuliuky* kriiviams) duotose
taskuose surasti. Tuo tikslu buvo sudarytas MATHCAD programa.



Puasono lygties sprendimo MATHCAD programa ir programos naudojimo
instrukcija

Saltinio funkcija, kai "rytuliuko” centras yra koordinaciy centre:
r
tanh E (r #0)
p(r.h) = *

2 3
21w -h
2n-h2-r-cosh (%j T

Potencialo iSraiSka:

tanh L
__\bJ
4-r
Elektros lauko stiprio iSraiSka:

sinh £ —2
h h
2 2 r 2
4n-h™-r"-cosh (—)
h

Spindulio, jungiandio taskg r su tasku r', formulé :

r=20

¢ (r,h) :=

E(r,h) =

FXy, Xy ) = (=024 (7 =) + (2= 2

Potencialas, kurj sukuria "rutuliukas", kurio centras yra taske r', o kravis vienetinis:

nlh (W),(r(xgy,z’ g2 % 0)

dn-r(xy,2,x,y',2) 41 -h

el 75'7 '7 :()
+r(xyzxy Z')

o (xy,z,x,y',z,h) =

"Rutuliuko", kurio centas taske r', kravio tankio pasiskirstymas:

tanh [ LY, 2X0Y2) (t(%y,2,X0y",7) % 0)
h N r(x,y,zx.y',z)= 0

p(x,y,2,Xx,y',z,h) =
r(x,y,z,x',y',zsj2 onh’

2n~h2~r(x,y,z,x',y‘,z)'cosh( N

K:=9 L:=K M=K

"Rutuliuky " vienos asies kryptimi skaicius:
Kl=K+1 Ll:=L+1 Ml =M+ 1

AAAAA

Intervalo ribos:
X1:=0 X2 :=6€ Y1:=( Y2:=X2 Z1:=C(C 72 =X2

AAAAA

Intervalo centro koordinaté s:

Xv = 0.5X1 + X2) Yv = 0.5Y1+ Y2) Zv = 0.5Z1 + 72)



Xv=3 Yv=3 v =3

Intervaly plociai:
Xi:=X2 -Xl1 Yi=Y2-Y]I Zi=72-71

Puasono lygties Saltinio funkcija Dekarto koordinaté mis (¢ia H=0.09):

ax) . (3y 2 (x=XV)> + (y = YV + (2 - Zv)*
f(Xa}IzZ) =]cos| — |+ smf — | |-cos| — |-ex 28
X1 Yi 7i P
—H Xi

"Rutuliuky " efektyvieji spinduliai:

0.94 Xi 0.94Yi 0.94Zi
X = = Z =
P K Py L P M

"Rutuliuky " centry indeksai:

k:=0.K l1:=0..L m:=0.M

AN/ AAAL"

"Rutuliuky " centry koordinatés:
Xk = Xv + (k - 0.5K)-px Y1 =Yv+ (I -0.5)-py Zrn =27Zv + (m - 0.5M)-px
"Rutuliuky " efektyviojo spindulio parametras:
h:=22
Tasky , kuriuose turi bati patenkinta tankio per "rutuliukus" funkcijos reikSmé :
N = 200(
Tasky indeksai:
n:=0.N

Tasky koordinatés, nusakomos atsitiktiniais skaiciais:
X = X1 + rmd (Xi) Y, = Y1+ md (Y z = Z1 + md (Zi)
Algebrinés lygciy sistemos, patenkinancios Puasono lygtj , kairiosios pusés matrica:

A K+ K1 KL Llm = p(xn’yn’zn’Xk’Yl’Zm’h)

Algebrinés lyg€iy sistemos, patenkinancios Puasono lygtj , deSiniosios pusés matrica:
/\ljfn = f(Xn’yn’zn)
Algebrinés lyg€iy sistemos sprendimo komanda:

&= Isolve(A,F)

Skirtumas tarp didZiausios ir maziausios neapibrézty koeficienty reik8més:

maxc) — min(c) = 7.359x% 104



Sprendimo tikslumo nusakymui generuojamos naujos atsitiktinés koordinatés:

x' = rnd (Xi) y‘n =md(Xi) 2z :=rnd(Xj)

n’ n’

Saltinio funkcijos reik§mé s naujuose tagkuose:

F‘n = f(x'n,y'n,z’n>

Saltinio krivio tankis, kurj nusako sprendinys: aproksimuotas krivio tankis iSreikstas per "rutuliuky
" su duotomis koordinatémis, krdvius. Koeficientai c yra ty kraviy didumai:

K L M
P WD YD W TR SR
k=01=0m=0

Kraviy tankiy reikSmeés konkreciuose atsitiktiniuose taskuose,
gautos aproksimavimu:

RIl = ro(xn,yn,zn)
Aproksimavimo paklaidos konkreciuose taskuose:

Kl:=R'-F

Aproksimavimo paklaidy standartinis nuokrypis:

o := stdev (KI) G =1.889x 10 *

Skirtumas tarp didZiausios ir maziausios paklaidos
Mm := maxKl) — min(Kl) Mm = 4.991x 107 °
Kravio tankio vidurkis:

mean(F) = 0.97

Paklaidy priklausomybés nuo eilés numerio n grafikas:

2x10°°
1x10°°
0

Kl, —1x107°

—2x107°

—3x10°°

—ax107°
3 3 3
0 500 110 1.5x10 2x10



Potencialas konkrec€iuose taSkuose su koordinatémis (x,y,z):
K L M
fyd = 30 30 D) (Ceekikrkrm® (0¥ 2 X Y Zyeh))
k=01=0m=0
Bendras kravis:

K L M
q = Z Z Z (Ck+K1-1+K1~K1-m> q =238.253
k=01=0m=0

Programos dalis potencialo priklausomybei nuo koordinaciy pavaizduoti:
q~(txn > 2x2)

=8C tx :=rmmd(rm = rnd (rm tz :=rnd (rm Fr = —=
m Xn ( ) tyn ( ) Zn ( ) n 4TE~(tXn—XV)

Fx = ﬁ(txn,0,0) Fy = ﬁ(O,tyn,O) Fz = ﬁ(0,0,tzn)

0 20 40 60 80

X, ty ,tz,tx
Puasono lygties sprendinio (potencialo) priklausomybé s nuo atstumo iki centro pagal atskiras

koordinacCiy asis grafikas: Fx as ies x kryptimi, Fy aSies y kryptimi... ir Fr priklausomybé nuo
atstumo iki centro.

Programa kravio tankio reljefiniam planui pavaizduoti:
J =28

jx:=0.1] jy :==0..] jz =0..]

. . . . =714 zi 2
= X1+ X2 vi. =YL+ il F T
5x J 1y J

By gy = (e 0) By g, = E(0NE,) g, = £(,007)



Kruvio tankio i8raiskos per ,,rutuliuky* Kruvio tankio i8raiskos per ,,rutuliuky*
tankius plokStumoje xy grafikas tankius plokStumoje yz grafikas

Kriivio tankio nusakymo paklaidy grafikas
plokStumoje zx grafikas

fzx



Metodo aprobavimas, kai Puasono lygties sprendinys Zinomas

Pasirenkame tokia centrinio kruvio tankio o iSraiSka

o(r 2 o' ( r 2
A et el b

kurioje Q' proporcingumo koeficientas, R tas atstumas nuo centro, nuo kurio kriivio tankis lygus

nuliui. Sitokj kriivio tankj pasirenkame todél, kad juo sukurta potenciala galima apskai¢iuoti
teoriskai, kas ji véliau palygintume su miisy metodu apskaiciuotu potencialu.

Visa krivi, kuris yra rspindulio rutulyje, gauname integruodami kriivio tanki sferinémis
koordinatémis.

7 5 3 5
Q(r)=4”Q r 4—2r L I Pt —42—+35r
7R R R

R SR* 3 ) R0
Visas kruvis
3270
= , 0'=105
Or 105 0

Elektros lauko stipris

' 5 3
E(r)=-—2 - ¢ (15%—42%%5;/]

4m* 105R°\ R
Elektros lauko stipris ant R spindulio sferos pavirSiaus
R~ g 78R = %0 2
105R 105R
Potencialas ant sferos pavirSiaus
80"
“r = Tosk

Potenmalq sferos viduje gauname integruodami elektros lauko stipri

S /3
——42—+ 35r |dr
105R R’

Suintegravus
-0 (15-7 r )
r)= —42—+35r" |+ C
o) 105R*\ 6-R* R’

-0 217 35,
-———+—r" |+C
olr)= 105R° 2R4 2 R 2 4

-0 r
= —21—+35 +C
(p(r) 210R° | R r

Konstantos C reikSmg nustatome i§ krastinés salygos

P :—L(5—21+35)+C= PO~ 82
210R 210R 105R




o350 _0
210R 6R
Potencialas sferos viduje

Ql Ql 5.’/_5 }/,3
r)=———"—| ———-21—+35r
o) 6R 210R*\ R R’
Potencialas sferos iSoréje

_9
4 67

MATHCAD‘iné potencialo radimo programa

Potencialo ieSkomas sprendinys:

K L M
LIRED Y YD YR SRR
k=01=0m=0

Sprendinio reikSmés konkreciuose taskuose:

n

CDn = ﬁ(xn,yn,z )
v = (XY 2 XY Z)

n

Tikrosios (analizinio sprendinio) reikSmés:

2 4 2 ,
D(t) = i[s(ﬁj - 21(%) + 35} + 6Q_H ‘(t<H) + %(t > H)

—H3210
ReikSmé s konkreciuose (kontroliniuose taskuose) tikrosios potencialo reikSmé s:

Fin = CD(r‘n)

Grafikas vaizduoja tikrgsias ir mdsy sprendinio reik§ mes konkreciuose taskuose:

5 T T T T

4_' - o = stdev (@' — Fi)
Har - o =1.248x 10 °
(O} o+ |

= . i

0 1 1 1 1



Sprendinio paklaidy grafikas:

5x107° T T T T

Fi-0'
—5x10 °F .

-0.01

Tikrosios potencialo reikSmé s pjaviuose:

Oy, = cp[ J (i - X')2 + (v - Y')2 + (s - z')z} Oz, . = <D|: J (4, - z')2 + (x, - X')2 + (s - Y’)ZJ




potencialo reikSmé s, gautos per apibendrintas funkcijas, pjaviuose:

1

R Y 25, i = s 4,

D'xy d'zx

Skirtumas tarp apskaiciuotuyjy ir tikry ju potencialo reikSmiy :

Kxy := @'xy — Dxy Kzx:= ®'zx — Oz

-0.001

0001
0001

-0.001

Al NNt




ISvados

Sudarytas Puasono lygties sprendimo per ,rutuliuky® potencialus algoritmas. Siuo
metodu Puasono lygties sprendimo uzdavinys suvedamas i tiesiniy algebriniy lyg¢iy sistemos
sprendima. Sudaryta ir iSbandyta matematiniu paketu MATHCAD to sprendimo programa.
Palyginus Siuo metodu gautus sprendinius su tais, kurie gaunami analiziskai, ivertintas misy gauty
sprendiniy tikslumas. Paklaida yra mazdaug 10-3 laipsnio. Sj sprendimo bida galima panaudoti
realiems fizikiniams potencialams paskai€iuoti, turint galvoje realy potenciala su kuriuo realiis
kraviai.



Naudota literatara:

Branstein I.N., Spravacnik po matematikie, Maskva, 1986

CIEGIS R., Diferencialiniy lygciy skaitiniai sprendimo metodai. Vilnius, 2003.

KVEDARAS. B., SAPAGOVAS M., Skaiciavimo metodai.Vilnius, 1974.

PAULAUSKAS V., Matematinés fizikos lygtys. Vilnius, 1974.

PLUKAS K., Skaitiniai metodai ir algoritmai. Kaunas, 2001.

STONKUTE., 4. Kintamo difuzijos koeficiento paraboliniy lygciy sprendimas skaitiniais

metodais (magistrinis darbas). Siauliai, 2010.

7. SUKUTIENE-BALTRUSAITYTE D., Dideliy masyvy matavimo rezultaty aproksimavimas
Kvazi-Gauso funkcijomis (magistrinis darbas). Siauliai, 2008.

8. MATULIS A., Elektrodinamika. Vilnius, 2001.

SR e



Brencys L. Puasono lygties sprendimas naudojantis S$altinio apibendrintomis hiperbolinés
funkcijomis / Matematikos ir informatikos magistro  baigiamasis darbas. Vadovas Dr.
M.Stakvilevi¢ius. Siauliai: Siauliu Universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas, 2011.-
25p.

SANTRAUKA

Sudarytas Puasono lygties sprendimo per ,,rutuliuky® potencialus algoritmas. Siuo metodu Puasono
lygties sprendimo uzdavinys suvedamas | tiesiniy algebriniy lyg€iy sistemos sprendima. Sudaryta ir
iSbandyta matematiniu paketu MATHCAD to sprendimo programa. Palyginti gauti sprendiniai su
tais, kurie gaunami analiziskai, jvertintas gauty sprendiniy tikslumas. Sj sprendimo biida galima
panaudoti realiems fizikiniams potencialams paskaiciuoti, turint galvoje realy potenciala su kuriuo
realts kriiviai.



Priedai



Fy, 2y Z) = (=4 (7 =) + (2= 2

r(x,y,2,X,y',7)

tanh | —————

h N r(x,y,z,x,y,z)=0
4n-r(x,y,2,x,y',2) 4n-h

)-(r(x,y,z,x’,y‘,z) # 0)

¢ (xy,2,x,y',2,h) =

tanh (r(x,y,z,x',y',z')

h j'(r(X:y,Z,X'aY'aZ') * 0)

9 bt ’3 '7 = ()
p(X,y,Z,X',y',Z',h) = + I'(X Y,Z, X,y Z')

2 3
1 1 2 .h
2n-hr(xy, z,x,y',2)-cosh (f(xyzh#ﬂj '

Xl:=0 X2:=1C Xv:i=05XI+ X2 Xi=X2-Xl Xv=5 X' e 4

i 1 H:=4
XL=0 Y2:=1C Yv:=05Yl+ Y2 Yi:=Y2-YI Yv=5 Y= 5.0
Z1:=0 72:=1C Zv:=05Z1+ 72) Zi=72-71 Zv =5 R o' 10:

, P
: X,Y',Z'
f(x,y,2) = g rxy.z X, Y0 Z) ) 1] (r(x,y,zX,Y,Z) <H) Q=321
H H

X.Y.Z'
tanh(r(x’y’Z’H’ ’ ))-(r(x,y,z,X',Y',Z')iO)

2 ) ’X'aY',Z' = O
Ry 2 X YLZLH) = | Huy.2XYZ)

4n-r(x,y,z,X,Y,Z") 4n-H
-Xi =0.¢
K:=6 Kl=K+1 pX = V?l k:=0..K Xk = Xv + (k — 0.5K)-px vi=0
v-Yi
L=K Ll:=L+1 py = T 1:=0.L Yl =Yv+ (I -0.50)-py h:=1.2
v-Zi
M=K Ml =M+1 pz = V m:=0.M Zm =7Zv + (m— 0.5M)-pz
N, := 1000( n:=0..N X = rnd (Xi) Y, = md (Y9 z = rnd (Zi)
A K+ KIHKI-Llm = p(xn’yn’zn’xk’Yl’Zm’h) A0 k+KI-4+K1-Llm — |
A = f(xn,yn,zn> Fy=Q .= Isolve(A,F)
K L M
1= Z Z Z (°k+K1-1+K1-K1~m) q = 100.53345 Q = 100.53096
k=01=0m=0
x'n = rnd (Xi) y'rl = (rnd (Y1) z’n = rnd (Zi) max(c) — min(c) =4.831

K L M
Fn = f(xn,yn,zn) ro(x,y,z) = Z Z Z (ck+K1-l+K1~L1-m'p(x’y’Z’Xk’Yl’Zm’h))
k=01=0m=0

R' =ro(x',y ,Z
n n’yn’ n



Kl :=R' -F stdev(Kl) =4.492x 10 3 max(Kl) — min(Kl) = 0.044 mean(F) = 0.108

0.03

0.02

0.01

Kl

—-0.01

~0.02
0 2x10° 4x10° 6x10° 8x10> 1x10*

K L M
Aix.y,2) = Z Z Z (°k+K1-1+K1.K1-m'¢(X’Y’Z’Xk’Yl’Zm’h))

k=01=0m=0 S.= 0.2FRAME + 3

q)'n = ﬁ(x'n, y'n, Z'n)

¢ :=r(x‘ Y 7' ,X‘,Y’,Z‘)
n n n n

2, 4 2 ,
() = th [s(ﬁj —21-&] +35}+£—H-(t<ﬂ)+§-(tzm

“H210 t
Fi = (D(r'n)

o = stdev (®' — Fi)

G = 1248% 10 °



Fi-@'
—5x10 .

—-0.01
0

K L M
Axy,2) = Z Z Z (Ck+1<1-1+1<1~1<1-m'¢(x’y’Z’Xk’Yl’Zm’h))

k=01=0m=0

J:=25 jx:=0.J] jy =0..] jz =0.]

] = X1+ Xie i =Yle Vi i =71+ 712
x J iy J iz J

Pxy,, = cp[ J (X]:].X - X*)Z + (yjjy - Y’)Z + (s - z')ﬂ
Y%y 7 = ‘DL/ (4, ~2)"+ (s Y+ 66 -0

(DZij,jx = (D|:\/(ijz - Z‘)2 + (X'!IX - X')2 +(s-Y)

L S



\

Oy gy = (e s)  Oygy g = sy, Oz, 4= f(xies7, )



d'zx

10

Kxy := ®'xy — Oxy

n

Kyz := ®'yz — Dyz

-0.001

N NN

=0.001

Kzx:= ®'zx — Oz
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