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1. Ivadas

Viena i§ jdomiausiy ir Zinomiausiy funkcijy yra Rymano dzeta funkcija. Sia funkcija
XVIII a. jau nagrin€jo vienas garsiausiy matematiky L. Oileris (Euler), taciau jis laiké, kad jos
argumentas yra realus, visa Sios funkcijos svarba ir nauda atsiskleidé tada, kai B. Rymanas
(Riemann) éme ja nagrinéti, kaip kompleksinio kintamojo funkcija.

Tegul s=o+it - kompleksinis kintamasis. Tuomet pusplokstuméje o >1 Rymano

dzeta funkcija £'(s) yra apibréziama labai paprasta Dirichlé (Dirichlet) eilute

(=Y =

am
Si analiziniy nariy — eiluté konverguoja tolygiai srityje o >1+& su kiekvienu ¢ >0, todél
m

funkcija £(s) yra analiziné pusplokstuméje o >1. Si sritis néra svarbi funkcijai £(S).
Ivairiuose taikymuose, kaip pavyzdziui pirminiy skaifiy pasiskirstymo tyrimuose, reikia
zinoti funkcijos £'(s) elgesj kairéje pusplok§tumés o >1 puséje. Yra zinoma, kad funkcija
£'(s) yra analiziSkai pratgsiama j visg kompleksing plokstuma, i§skyrus taska s=1, kuris yra
paprastasis polius ir
R:SS S(s)=1.

Kaip matéme funkcija £'(S) yra apibréziama gana paprastai, taciau neziiirint to, apie ja

dar daug ko nezinome. Pavyzdziui, iki Siol nejrodyta ir nepaneigta yra garsioji Rymano

hipotezé, tvirtinanti, kad visi funkcijos £(s) nuliai (S reikSmés, su kuriomis £(S)=0)

pusplokstuméje o >1 guli kritinéje tieséje 0':%. Sias ir kitas funkcijos £(s) savybes

galima rasti [2] knygeléje.
Funkcija £(s) turi daug jdomiy savybiy, apie jg yra iSkelta visa eilé hipoteziy, taciau
viena savybé yra ypa¢ jdomi ir naudinga. Ji vadinama funkcijos £(s) universalumu.

Matematikoje, kaip ir kitose srityse, universalumas suprantamas panasiai: koks nors vienas

objektas turi jtakos placiai kity objekty klasei. Funkcijos £(s) universalumas yra suprantamas
taip: kiekviena analizinéje juostoje D={seC: % <o <1} funkcija f(s) norimu tikslumu

gali buti aproksimuojama funkcijos ¢£(S) postimiais ¢(S+i7r), 7 € R. Matematiskai tai

galima uzrasyti taip: su kiekviena kompaktine juostos D aibe K ir kiekvienu ¢>0 yra

teisinga nelygybeé



sup|f ()¢ (s+ir)|<e

seK
su kuriuo nors 7 eR.

Sia universalumo savybe 1975 m. atrado rusy matematikas S. M. Voroninas
(Voronin). Jo jrodyta teorema [4] eilés autoriy buvo patikslinta ir tapo bendresne. Jos
grieztam formulavimui reikalingi kai kurie Zymenys. Tegul g{A} yra macios aibés Ac R
Lebegos (Lebesgue) matas. Prisiminkime, kad aibés K — C papildiniu yra vadinama aibé
C\K. Aibé K yra vadinama kompaktine, jeigu ji yra uzdara ir i§ kiekvienos tos aibés sekos
galima iSskirti konverguojantj posekj. Aibé A yra vadinama jungigja, jei kiekvienus du jos
taskus galima sujungti atkarpa priklausancia tai aibei. Dabar jau galima formuoti Siuolaikinj
Voronino universalumo teoremos variantg [3].

1.1 teorema. Tarkime, kad K yra kompaktiné juostos D aibé, turinti jungyji
papildinj, o funkcija f(s) yratolydiir #0 aibéje K, bei analiziné aibés K viduje. Tuomet

su kiekvienu & >0 yra teisinga nelygybé
liminf %,u(z' e[0;T]:sup|¢(s+ir)— f(s)|< &) >0.
—® seK

Si teorema tvirtina, kad postiimiy ¢ (s+iz), aproksimuojanéiy funkcija f(s), aibé yra
begaliné: jos apatinis tankis yra grieZtai teigiamas. Suformuluota teorema turi visg eile tiek
teoriniy, tiek ir praktiniy pritaikymy, pavyzdziui jvertinant sudétingas analizines funkcijas.
Todél yra natiiralu siekti, kad universaliy funkcijy suformuluotos teoremos prasme bty kuo
daugiau.

Bakalauro darbo tikslas yra panagrinéti sudétinés funkcijos F(£(S)) universaluma

kuriai nors funkcijy F klasei.

Tarkime, kad H (D) yra aibé visy funkcijy, analiziniy juostoje D, be to, erdvé S tegul
S={geH(D):g(s) =0 arbag(s)=0}.
Bakalauro darbe jrodysime tokia teorema (simboliu F A Zymésime aibés A pirmavaizdj):
1.2 teorema. Tarkime, kad funkcija F:H(D)—>H(D) yra tolydi, o sankirta
(F'G)NS =D su kiekviena erdvés H(D) atvira aibe G . Tegul K = D yra kompaktiné
aibé, turinti jungyjj papildinj, o funkcija f(S) yra tolygi aibéje K ir analiziné jos viduje.
Tuomet su kiekvienu & >0 yra teisinga nelygybé

Iirtrliwnf%y(re[O;T]:sup|F(§(s+ir))— f(s)<e&)>0.

Si teorema yra teorinio pobiidzio, ji gali biiti naudojama kity universalumo teoremy

irodymui.



2. Tikimybiy teorijos elementai

Siame skyriuje pateiksime kai kurias savokas ir rezultatus, apibendrinanéius tradicinj

tikimybiy teorijos kursg bakalauro studijy programai.
Tegul Q yra bet kokios prigimties elementy aibé. Sios aibés poaibiy sistema A yra

vadinama o algebra, jeigu galioja tokios aksiomos:

1. QeA;
2. Jei Ae A, tai jos papildinys A° =Q\Aec A;

3. Jei AA,..eAtaiir | JA € A
k=1
Pora (Q; A) yra vadinama macia erdve. Sioje erdvéje galima apibrézti tikimybinj

matg. Aibés funkcija P: A — R yra vadinama tikimybiniu matu, jei :

1) P(A)>0suVAecA;
2) P(Q)=1;

3) Jei aibés A,A,..€ A, kas dvi neturi bendry elementy, tai tuomet
P(JA)=D P(A).
k=1 k=1

Jeigu Q =R, tai tikimybinis matas yra pasiskirstymo funkcijos apibendrinimas.

Mums bus reikalingi tikimybiniai matai, tam tikrose funkcijy aibése. Tegul X yra
metriné erdvé, o B(X) yra tos erdvés Borelio 0 algebra, t. y., minimali o algebra, kuriai
priklauso visos erdvés X atvirosios aibés. Mes nagrinésime tikimybinius matus erdvéje
(H(D), B(H(D))) . Bus reikalinga silpnojo tikimybinio mato konvergavimo sgvoka, kuri yra
analogiSkos savokos pasiskirstymo funkcijoms apibendrinimas.

Tegul turime matus P, ir P apibréztus erdvéje (H(D), B(H(D))). Sakome, kad P,,
kai n— oo, silpnai konverguoja i mata P, jei su kiekviena realia aprézta ir tolydzia funkcija

f erdvéje H(D) yra teisinga lygybé
lim [ fdP,= [ fdP.

n—oo
H(D) H(D)

Dar bus reikalinga tikimybinio mato P erdvéje (H(D), B(H(D))) atramos sgvoka.

Kadangi erdvé H (D) yra separabili (joje yra skaiti ir visur tir§ta aibé), tai mato P atrama yra



vadinama tokia minimali, uzdara aibé S < H(D), su kuria yra teisinga lygybé P(S)=1,
Kitaip tariant, mato atrama yra minimali aibé, kurioje yra sukoncentruota visa to mato masé.
Primename, kad S={geH(D):g(s)=0arbag(s)=0}. Apibréziame tikimybinj

matg
B (A) :Ti,u{z' €e[0;T]:{(s+ir) € A}, Ae B(H(D)).

Mums bus reikalingas toks tvirtinimas.
2.1 teorema. Tikimybinis matas PR, , kai T — oo, silpnai konverguoja j isreikstiniu

pavidalu duotq tikimybinj matq P, erdvéje (H(D), B(H(D))), o mato P, atrama yra aibé

S.
Teoremos jrodymas yra duotas [3] monografijoje.
Mes jrodysime analogiSka teorema sudétinei funkcijai P, F . Tam tikslui nagrinésime
tikimybinj mata
Q () =2 pfr e[OT]:F(E(s+ir) € A} A€BH(D)),
kai T — .

Tokio tipo teoremos jrodymui dar yra reikalingi kai kurie apibrézimai ir tvirtinimai.
Tegul turime dvi macias erdves (X;,B(X,)), (X,,B(X,)), X, ir X, - metrinés erdvés.
Funkcija h:X, — X, yra vadinama macia o algebry B(X,)ir B(X,) atzvilgiu, jei
h™B(X,) cB(X,).

Tarkime, jog turime tikimybinj mata T erdvéje (X;,B(X,)), o funkcija h: X, — X,
yra mati (B(X,),B(X,)) atzvilgiu. Tuomet yra zinoma, kad matas P erdvéje (X,,B(X,))
apibrézia vienintelj tikimybinj mata Ph™, kuris yra apibréZiamas formule

Ph™(A)=P(h™A), AcB(X,).

Yra zinoma labai naudinga teorema apie taip apibrézty maty silpngjj konvergavima.

2.2 teorema. Tarkime, kad P, kai n—oo, silpnai konverguoja j matq P erdvéje
(X,,B(X,)), o funkcija h:X, — X, yra tolydi funkcija. Tuomet matas P,h™, kai n— o0,
silpnai konverguoja j matg Ph™.

Irodyma galima rasti [1] monografijoje. Pastebime, kad kiekviena tolydi funkcija
h: X, — X, yra mati B(X,), B(X,) atzvilgiu, todél maty Ph™ ir Ph™ apibrézimai yra

korektiski.



Turédami S§ig teoremg, jau galime nagrinéti tikimybinio mato Q; silpnaji
konvergavimg, kai T — 0.

2.3 teorema. Tegul F:H (D) — H(D) yra tolydi funkcija, o tikimybinis matas P, yra
toks, koks apibréztas 2.1 teoremoje. Tuomet matas Q, , kai T — oo silpnai konverguoja j matq
P.F™.

Irodymas. 1§ maty P, ir Q, apibrézimy turime, kad su kiekviena aibe AeB(H (D))
yra teisinga lygybe

Q () =2 s c[OTIF (S (s +in) = A} -
:%y{r e[0;T]:{(s+ir) e F*A}=P (F'A) =R F*(A).
Taigi gavome, kad
Q =PF™. (2.1)
Kadangi, pagal 2.1 teoremg matas P, kai T — oo silpnai konverguoja | mata P., tai i§ 2.2
teoremos iSplaukia, kad matas P.F™, kai T —> oo, silpnai konverguoja j matg P. I§ ¢ia ir
(2.1) lygybés gauname teoremos tvirtinima.

Lieka apskaiciuoti tikimybinio mato PgF’1 atramg. IS mato P atramos apibrézimo
turime, kad atramg sudaro tokie erdvés elementai, kuriy kiekvienai atvirai aplinkai G yra
teisinga nelygybé P(G)>0.

2.4 teorema. Tarkime, kad F:H(D)— H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad aibé

(F'G)NS su kiekviena atvira aibe G yra netuscia. Tuomet mato PgF‘l atrama sutampa su

visa erdve H(D).

Jrodymas. Tegul g yra bet kuris erdvés H(D) elementas, o G yra bet kuri to
elemento atviroji aplinka. I8 funkcijos F tolydumo iSplaukia, kad aibé F'G yra taip pat

atvira. Kadangi aibé (F_IG)ﬂS yra netuscia, tai yra toks elementas g,, kuris priklauso
abiems aibéms F'G ir S. Tai reiskia, kad aibé F'G yra elemento g, atviroji aplinka. Pagal
2.1 teoremg, mato P, atrama yra aibé S, todél Pg(F’lG) >0. I§ ¢ia randame, kad
PgF’l(G) = Pg(F’lG) > 0. Kadangi elementas g buvo pariktas laisvai i§ ¢ia turime, kad mato

Pg F atrama yra visa erdvé H(D).



3. Funkcijos F(§(s)) universalumas

Siame skyriuje jrodysime teoremg apie sudétinés funkcijos F(£(S)) universaluma.

3.1 teorema. Tarkime, kad funkcija F:H(D)—H(D) yra tolydi, o sankirta
(F'G)NS =D su kiekviena erdvés H(D) atvira aibe G . Tegul K = D yra kompaktiné
aibé, turinti jungyji papildinj, o funkcija f(S) yra tolygi aibéje K ir analiziné jos viduje.
Tuomet su kiekvienu ¢ >0 yra teisinga nelygybé

Iirtrl)ionf%,u(re[O;T]:sup|F(§(s+iT))— f(s)|<e&)>0.

3.1 teoremos jrodymui, be 2 skyriaus rezultaty dar bus reikalingas vienas tvirtinimas,
vadinama Mergeliano teorema, apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais. Sios
teoremos tvirtinimas yra 3.2 lemoje.

3.2 lema. Tegul K = C yra kompaktiné aibé, kurios papildinys yra jungioji aibé, o
funkcija g(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet kiekvieng & >0 atitinka

toks polinomas p(S), su kuriuo yra teisinga nelygybé
suE|g(s) - p(s)|<e.

Lemos jrodymas supaprastinta forma yra duotas [5] monografijoje.

3.1 teoremos jrodymas. Tegul p(s) yra bet koks polinomas, o

G ={g < H(D):sup|g(s) - p(s)] < 3}
Tuomet aibé G yra atviras erdvés H(D) rutulys su centru p(s). Taigi, §i aibé yra polinomo
p(s) atviroji aplinka. IS 2.4 teoremos turime, kad polinomas p(S), kaip analiziné funkcija
visoje juostoje D, yra mato PgF’1 atramos elementas. Todél i§ atramos savybiy iSplaukia,

kad teisinga nelygybé
PCF’l(G) >0. (3.2)
Dabar pasinaudosime silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentu atviroms
aibéms, tvirtinanciu, kad P,, n — o, silpnai konverguoja | mata P tada ir tik tada, kai su
kiekviena atvira aibe G yra teisinga nelygybé
liminf P,(G) > P(G).
Pritaike §j ekvivalenta matui Q; ir pasinaudoj¢ 2.3 teorema bei 3.1 nelygybe, gauname, kad

liminf Q; (G) = P.F(G) > 0.



IS ¢ia, mato Q, bei aibés G apibrézimy iSplaukia, kad

liminf _I_i,u{r e[0;T]:sup|F(S(s+ir))— p(s)| < %} >0. (3.2)
—®© seK
Kad jrodytume teorema, $ioje nelygybéje polinomg p(s) turime pakeisti funkcija f(s).

I§ 3.2 lemos turime, kad polinomg p(s) galima parinkti taip, kad galioty nelygybé

sup|f (s)— p(s)| < % (3.3)

seK

Tarkime, kad realieji skai¢iai 7 tenkina nelygybe
sUp|F (¢ (s +iz)) ~ p(s) <§.
Tuomet tokiems 7, remdamiesi (3.3) nelygybe, gauname, kad
SUp|F (¢ (s +i7) — )| < SUp|F (¢ (s-+i2)) ~ P(3)] +5up| p(5) -  (5)] < %g =¢.
Sie samprotavimai rodo, kad yra teisingas sarysis
{r [0;T]: sSlEJIE)|F(§(s+ i7)) - p(s)| < %}C{r e[0;T]: ssleJE|F(§(s +ir)) - f(s)|< &}
IS ¢ia ir mato monotoniSkumo turime, kad

5

1z €[0;T]:sup|F (S (s+ir))— p(s)| < 2}3 AT e[O;T]:qu|F(§(s+ir))— f(s)| <&}

seK
Si nelygybe, kartu su (3.2) nelygybe jrodo, kad
liminf _ll_y{r e[0;T]:sup|F(S(s+ir)) - f(s)| < £}>0.
—® seK

Teoremos jrodymas yra baigtas.



4. Universality of one composite function

Summary
Ugné TamaSauskaité
Let s=o+it be a complex variable. The Riemann zeta function £(s) is defined, for

o >1, by the Dirichlet series
=1
s)=>) —,
6 =2
and continues analytically to the whole complex plane, except for a simple pole at the point

s =1 with residue 1.

S. M. Voronin proved that the function £(s) is universal in the sense that its shifts
S (s+ir), e R, approximate with a given accuracy any analytic function. In the bachelor

work, we generalize the Voronin theorem for the composite function F(£(s)). Denote by
H (D) the space of analytic functionson D={seC: % < 7 <1} endowed with the topology of

uniform convergence on compacta. Moreover, let S={geH(D):g(s) =0 or g(s)=0}. Then

we obtain the following theoretical theorem.

Theorem. Suppose that a continuous function F:H(D) — H(D) is such that, for any

open subset G < H(D), the intersection (F'G)\S =& . Let K = D be a compact set with
connected complement, and f(s) be a continuous on K function and analytic in the interior

of K. Then, for every £ >0,
IirTninf _Il_,u{z' e[O;T]:sup|F(§(s+ir))— f(s)| <&}>0.
—® seK

There 1{A} denotes the Lebesgue measure of a measurable set Ac R, and F'G is

the preimage of the set G .

10
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