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[VADAS

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o a,, yra kurie nors kom-

pleksiniai skaic¢iai. Tuomet eilute

> 1)

yra vadinama Dirichlé eilute. Yra zinoma, kad Dirichlé eiluciy konvergavimo

Sk

sritis yra pusplokstume. Tai reikskia, kad egzistuoja toks skaicius oy, kad
srityje o > 09 (1) eiluté konverguoja, o srityje o < o ji diverguoja.

Sakome, kad (1) eiluté konverguoja absoliuciai, jeigu konverguoja eiluté
o0

>

me
m=1

Dirichlé eilutes absoliutaus konvergavimo sritis taip pat yra pusplokstume.

Analizéje Dirichlé eilutés yra retai naudojamos, taciau jos yra labai naudin-
gos analizinéje skaic¢iy teorijoje. Dirichlé eilutémis yra apibréziamos taip va-
dinamos dzeta funkcijos, kurios yra labai svarbios sprendziant jvairius skaiciy
teorijos uzdavinius.

Bene svarbiausia i§ dzeta funkcijy yra Rymano dzeta funkcija ((s), kuri

pusplokstumeéje o > 1 yra apbreéziama labai paprasta Dirichle eilute

)=

[§ Dirichlé eilu¢iy savybiy iSplaukia, kad funkcija ((s) yra analiziné pus-
plokstumeje o > 1. Be to, ji yra analiziskai pratesiama ] visa kompleksine
plokstuma, i8skyrus taska s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu
1. Funkcija ((s) pusplokstuméje o > 1 yra uzraSoma ir begaline sandauga

pagal pirminius skaicius p
1\-1
C(s) = H(1 ~ E) .
p

Pastaroji lygybé yra vadinama Oilerio tapatybe ir parodo funkcijos ((s)



sarys] su pirminiais skaiciais.

Funkcija ((s) dar XVIII a. su realiuoju kintamuoju s nagrinéjo Oi-
leris, o XIX a. viduryje Rymanas pradéjo nagrinéti funkcija ((s) su kom-
pleksiniu kintamuoju s ir pritaiké ja pirminiy skaic¢iy pasiskirstymui tirti.

Jam nepavyko jrodyti asimptotinés formules, kai x — oo, funkcijai
m(z) =) L
p<x
Taciau jo idéjas sekmingai panaudojo kiti matematikai ir jrode, kad

X

m(x) T — 00.

- log x’

Tai tik vienas funkcijos ((s) pritaikymo pavyzdys, ji pasirodo jvairiose, ne-
butinai skai¢iy teorijos, matematikos ir kity tiksliyjy moksly srityse. IS kitos
pusés, yra daug neiSspresty problemy, apie pacia funkcija ((s). Viena i§ jy
yra garsioji Rymano hipoteze, tvirtinanti, kad visi kompleksiniai funkcijos
¢(s) nuliai guli taip vadinamoje kritinéje tieséje o = 1.

Tegul a, 0 < o < 1, yra fiksuotas parametras. Vienas i§ funkcijos ((s)
apibendrinimy yra Hurvico dzeta funkcija ((s, ), kuri pusplokstuméje o > 1

yra apibréziama Dirichlé eilute

- 1
((s,a) = Zm

m=0

Kai a = 1, tai Hurvico dzeta funkcija tampa Rymano dzeta funkcija. Pana-
Siai, kaip ir ((s), funkcija ((s, ) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine
plokstuma, isskyrus paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1. Taciau
Hurvico dzeta funkcija ir jos savybés skiriasi nuo Rymano dzeta funkcijos,
kadangi jos apibrézime naudojamas postumis m + « ir jos negalima isSreiksti
sandauga pagal pirminius skaicius.

Abi funkcijos ((s) ir {(s, @) turi bendra idomia savybe, kuria 1975 metais
pastebejo S.M.Voroninas. Si savybe yra vadinama universalumu ir, grubiai
kalbant, reiskia, kad kiekviena analizine funkcija tam tikros srities kompak-

tinése aibése norimu tikslumu galima aproksimuoti postumiais ((s + i7) ir



C(s+1iT, ).

Tiksliam universalumo savybes formulavimui yra reikalingi kai kurie zy-
menys. Tegul D = {s € C : % < o < 1}, ¢ia C zymi kompleksine ploks-
tuma. Juostos D kompaktiniy poaibiy, turin¢iy jungiuosius papildinius, klase
zymésime K. Tegul Hy(K), K € K, yra tolydZiyjy ir nevirstanciy nuliu
aibéje K ir analiziniy K viduje funkcijy aibé, o H(K) yra tolydziy aibéje K
ir analiziniy jos viduje funkcijy aibé. Simboliu meas{A} Zymésime maciosios
aibés A € R Lebego mata. Tuomet Rymano dzeta funkcijos universalumo

savybé yra formuluojama taip [2].

1.1 teorema. Tarkime, kad K € K, o f(s) € Ho(K). Tuomet su
kiekvienu € > 0

lim inf %meas{T € [0,T] :sup|(s+iT) — f(s)] <€} > 0.

Teoremos nelygybé parodo, kad postumiy ((s + i7), aproksimuojanciy
duota analizine funkcija yra be galo daug, jy visy aibé turi teigiama apatinj
tankj.

Analogigka teorema Hurvico dzeta funkcijai kol kas jrodyta tik kai para-
metras « yra transcendentusis arba racionalusis skaic¢ius. Transcendentumas
reiSkia, kad a néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais Saknis. Mes

nagrinésime tik pastarajji atveji [5].

1.2 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, K € IC, ir
f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf Tmeas{T € [0,7] :sup |((s +iT,a) — f(s)] < €} > 0.

T—o00 seK

1.2 teorema skiriasi nuo 1.1 teoremos tuo, kad joje yra aproksimuojamos
funkcijos i klasés H(K), o 1.1 teoremoje yra aproksimuojamos funkcijos i3

siauresnes klasés Ho(K). Tai paaiskinama tuo, kad Rymano dzeta funkcija



turi Oilerio sandauga pagal pirminius, o Hurvico dzeta funkcija Sios sandau-
gos neturl.

Neseniai japony matematikas Misu (Mishou) jrodé jdomia teorema |6] apie
jungtinj funkeijy ((s) ir {(s, @) universaluma, tai yra apie dviejy analiziniy

funkcijy aproksimavima tuo pat metu postumiais (s + ¢7) ir {(s +i7, a).

1.3 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, Ky, Koy € IC,
ir fi(s) € Ho(Ky) ir fa(s) € H(K3). Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf Tmeas{T € [0,T] : sup |[((s+1iT) — fi(s)] <,

T—o00 SEKl

sup |C(s + i1, a) — fo(s)| < €} > 0.

seKsy

Yra zinoma [3], [4], kad kai kurioms funkcijy F' ir F} klaséms funkcijos
F(¢(s)) ir F1(¢(s,)) yra taip pat universalios. Pateiksime keleta pavyzdziy.
Simboliu H(G) zZymeésime analiziniy srityje G € C funkcijy erdve su tolygaus

konvergavimo kompaktuose topologija.

1.4 teorema. Tuarkime, kad F : H(D) — H(D) yra tokia tolydi funkcija,
kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé (F71G)NS, S={ge H(D):
g(s) #0 arba g(s) = 0}, yra netuscia. Tegul K € IC, o f(s) € H(K).
Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf lmeas{T € [0,T] :sup |F({(s+iT)) — f(s)| <€} > 0.

Teoremos jrodymas yra pateiktas |3] straipsnyje.
Analogigkas tvirtinimas funkcijai (s, @) su transcendanciuoju parametru

a buvo gautas 4] darbe.

1.5 teorema. Tarkime, kad F' : H(D) — H(D) yra tokia tolydi funkcija,



kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé (F7'G) N H(D) yra netuicia.
Tequl K € I, o f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

lim inf %meas{T € [0,T] :sup |F(((s+it,a)) — f(s)] < €} > 0.

T—o0 SGK

Magistro darbo tikslas yra apibendrinti MiSu teorema, (1.3 teorema), tai
yra, gauti sudétinés funkcijos F(¢(s), ((s, «)) universaluma.

Tegul H*(D) = H(D) x H(D). Yra teisinga tokia teorema.

Teorema. Turkime, kad o yra transcendantusis skaicius, o F : H*(D) —
H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé
(FY'G)N (S x H(D)) yra netuscia. Tequl K € K, o f(s) € H(K). Tuomet

su kiekvienu € > 0

lim inf %meas{T € [0,T] :sup |F({(s+iT),{(s+ir,a)) — f(s)] <€} > 0.

Teoremos jrodymas remiasi 1.3 teorema ir tolydziyjy atvaizdziy savybeémis.



2. SILPNASIS TIKIMYBINIU MATU
KONVERGAVIMAS

Misu teoremos (1.3 teorema) jrodymas remiasi ribine teorema apie silpnajj
tikimybiniy maty konvergavimg erdvéje H?(D). Todél jos apibendrinimui,
sudetinems funkcijoms, taip pat yra reikalingos tikimybiy teorijos ir silpnojo
tikimybiy mato konvergavimo kai kurios savokos ir rezultatai. Sis skyrelis ir
yra skiriamas Siam tikslui.

Pradésime tikimybinio mato savoka. Tegul €2 yra bet kuri ne tuscia aibe,
jos poaibiy sistema A yra vadinama o kunu (o algebra), jei galioja tokios

aksiomos:

1. Qe A;
2. Jei A € A, tai ir papildinys A® € A;
3. Jei seka Aj, Ay, ... € A, tal ir sajunga | J~; A, € A.

Sudare aibés ) o kuna A, gauname madciajj erdve (2, .A). éioje erdveéje jau
galime apibrézti tikimybinj mata. Neneigiama aibes ) funkcija P, apibrézta

o kune A, yra vadinama tikimybiniu matu, jei ji tenkina aksiomas:

2. Jei aibés Aq, Ao, ... € A ir kas dvi neturi bendry elementy, tai tuomet
P(Uy_1An) => " P(A). (Eiluté turi konverguoti.)

m=1
ApibréZze macioje erdvéje (€2,.A) tikimybinj mata P, gauname tikimybine
erdve (Q2, A, P).

Tegul E yra kuri nors metriné erdvé. Tuomet tikimybinéje erdvéje (£2,.4, P)
galime apibrezti E reikSmj atsitiktinj elementa. Erdves E minimalus o kunas,
kuriam priklauso tos erdves atviryjy aibiy sistema, yra vadinamas erdvés F
Borelio o kunu ir yra zymimas B(FE). Atvaizdis X : Q — E yra vadinamas
E reikdmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu tikimybinéje erdvéje (€2, A, P),

jeigu su kiekviena aibe A € B(F) galioja salyga

{fweQ: X(w)e A} € A



Pastaroji salyga yra vadinama atvaizdzio X matumu o kuny B(F) ir A
atzvilgiu.
Jeigu F = R, tai atsitiktinis elementas yra tiesiog vadinamas atsitiktiniu
dydziu.

Dabar apibrésime silpnajj tikimybiniy maty konvergavimag. Tegul P,, n €
N, ir P yra tikimybiniai matai macioje erdvéje (E,B(F)). Sakome, kad
P,, n — oo, silpnai konverguoja i mata P, jeigu su kiekviena realia aprezta
ir tolydzia funkcija g erdvéje E yra teisinga lygybe
lim [ gdP, = / gdP.

E E

n—oo

Sis apibrezimas turi ekvivalentus jvairiy aibiy terminais. Mums bus reikalin-

gas silpnojo tikimybiy mato ekvivalentas atviryjy aibiy terminais.

2.1 lema. Tarkime, kad P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matar erdvéje
(E,B(FE)). P,, kai n — oo, silpnai konverguoja § matq P tada ir tik tada,
kai su kiekviena atvira aibe G C E yra teisinga lygybe

liminf P, (G) > P(G).

n—oo

Lema yra 2.1 teoremos i§ [1] dalis.

Mums dar bus reikalinga viena silpnojo tikimybiy mato savybé, naudojanti
tolydzius erdviy atvaizdzius.

Tegul Fy ir Fy yra dvi metrinés erdvés, o h : By — FEy yra (B(E1), B(Es))
mati funkcija, tai yra h™1B(Fy) C B(E;). Tuomet kiekvienas tikimybinis
matas P erdvéje (Ey, B(Ey)) ir erdvéje (Eq, B(Es)) apibrézia [1] vienintelj
tikimybinj matg Ph~! formule

Ph Y (A) = P(h'A),  AcB(E,).

Yra gerai zinoma, kad jei funkcija h : Fy — FEs yra tolydi, tai ji yra ir
(B(FE1), B(E5)) mati. Yra teisingas toks tvirtinimas [1].



2.2 lema. Tarkime, kad P,, n € N, ur P yra tikimybiniai matar erdveje
(E1, B(EY)), funkcija h @ Ey — Ey yra tolydi ir P,, kai n — oo, silpnai
konverguoja § P. Tuomet, kai n — oo, P,h~! taip pat silpnai konverguoja j
Ph~1.

Dar priminsime tikimybinio mato atramos sgvoka. Tarkime, kad P yra
tikimybinis matas erdvéje (E, B(E)), o E yra separabili metriné erdve. Tuo-
met mato P atrama yra vadinama tokia minimali uzdara aibée Sp C F, kad
P(Sp) = 1. Aibé Sp yra sudaryta i§ visy tokiy tasky = € F, kuriy kiekvienai
atvirai aplinkai G yra teisinga nelygybé P(G) > 0.

Tegul X yra FE reikSmis atsitiktinis elementas, apibreztas tikimybinéje
erdvéje (2, A, P). Sio elemento skirstiniu yra vadinamas tikimybinis matas

P, apibréziamas formule
PA)=Pwe: X(w) e A, Ae B(E).

Atsitiktinio elemento atrama vadiname jo pasiskirstymo atrama.
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3. LEMOS

Siame skyrelyje suformuluosime bei jrodysime kai kuriuos tvirtinimus,
kurie bus naudojami pagrindinés teoremos jrodymui. Mums bus reikalin-
gos ribinés teoremos analiziniy funkcijy erdvése H (D) ir H?(D) bei ribiniy
maty atramuy tose teoremose isreikstinis pavidalas.

Pradésime nuo kai kuriy apibrézimy. Tegul v = {s € C : |s| = 1}
yra apskritimas kompleksinéje plokstumoje su centru taske 0 ir spinduliu 1.

Apibréziame dvi aibes

Ql :H’Yp ir Q2: H’Ym
p

Cia sandaugos Zenklai reiSkia aibiy Dekarto sandaugg. Pirmoje sandau-
goje 7y, = -y su visais pirminiais p, o antroje sandaugoje ,, = 7y su visais
m € Ny = NU {0}.

Aibés €y ir €29 yra vadinamos begalinamaciais torais. Aibe €y sudaro visos
funkcijos, atvaizduojancios visy pirminiy skai¢iy aibe vienetiniame apskritime
v, 0 aibe {29 sudaro visos funkcijos, atvaizduojancios aibe Ny vienetiniame ap-
skritime . Aibése €2y ir 29 galime apibrézti pataskines daugybos operacija
ir sandaugos topologija [7]. Tuomet aibés €21 ir Qs tampa topologinémis
grupémis. Kadangi apskritimas v yra kompaktine aibe, o pagal Tichonovo
teoremy [7] kompaktiniy erdviy sandauga yra kompaktiné erdve, tai topolo-
gineés grupes €2q ir €29 yra kompaktines.

Apibréziame dar vieng Dekarto sandauga €2 = Q; x y. Kadangi 4
ir {29 yra kompaktinés topologinés grupes, tai vél i§ Tichonovo teoremos
iSplaukia, kad €2 yra taip pat kompaktiné topologiné grupé. Yra zinoma, kad
kompaktinéje topologinéje grupeje galima apibrézti tikimybinj Haro mata.
Taigi, macioje erdvéje (€2, B(2)) egzistuoja tikimybinis Haro matas my. Visa
si konstrukeija duoda tikimybine erdve (€2, B(€2), my). Primename, kad Haro
matas my pasizymi invariantiSkumo savybe, tai yra, jo reikSme nekinta, jei
aibe padauginame i8 bet kurio elemento w € ).

Dabar apibrésime atsitiktinius elementus, atitinkancius funkcijas ((s) ir

11



((s,a). Tegul wi(p) yra elemento w; € € projekcija | apskritima ~,, o
wo(m) yra elemento wy € 2y projekcija j apskritima, 7,,. Tikimybinéje erdvéje
(Q, B(Q), mp) apibréziame H?(D) reiksmj atsitiktinj elementy ((s,w), w =

(w1, ws) € Q formule

Q(Sa w) - (C(Sv wl)a C(S, «, (“)2))7

(s, w1) :H<1_w;(§?))—1
) S, 0, Wo) = ; —wg(m)
(s 2)_%(771—%&)3'

Pastebime, kad Siuose apibrézimuose begaline sandauga ir eilute, beveik vi-
siems w € €2, konverguoja tolygiai juostos D kompaktinése aibése, todel
tikimybinéje erdvéje (€2, B(2), my) apibrézia H(D) reik8mius atsitiktinius
elementus.
Tegul P yra atsitiktinio elemento ((s,w) skirstinys. Tai reiskia, kad Py
yra tikimybinis matas erdvéje (H?(D), B(H?*(D))), apibréZiamas formule
Pe(A) =mpy(we Q:({(s,w) € A), AeB(H"(D)).

Misu teoremos jrodymas remiasi ribine teorema tikimybiniam matui

Pr(A) = %meas{T €[0,T]: {(s+ir) e A}, A€ B(H*(D)),

¢(s) = (C(s), (s, @)).

Yra teisinga tokia ribiné teorema matui Pr.
3.1 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tuomet tikimy-

binis matas Pr, kai P — oo, silpnai konverguoja j matq .

Lemos jrodymas yra duotas [6] straipsnyje.

12



Dabar jrodysime ribing teoremg sudétinei funkcijai F'(¢(s)). Tegul
1
Prp(A) = Tmeas{T € [0,T]: F({(s+1iT)) € A}, AeB(H(D)).

3.2 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o funkcija F -
H*(D) — H(D) yra tolydi. Tuomet tikimybinis matas Prp, kai T — oo,
silpnai konverguoja 3 matq PgFfl.

Jrodymas. IS maty Pr ir Prp apibrézimy turime, kad su kiekviena aibe

A € B(H(D))

Prp(A) = %meas{T € [0,T]: F(¢(s +1iT)) € A}

= %meas{T €[0,T]:¢{(s+ir) € F'A}

= Pp(F'A) = PpF (A

Taigi, yra teisinga lygybe
PT7F = PTFil.

IS sios lygybes bei 3.1 lemos, remdamiesi funkcijos F' tolydumu ir 2.2 lema,
gauname, kad matas Prr, kai T" — oo, silpnai konverguoja j mata PQF_l.
Dabar formuluosime lemas apie maty F; ir PeF ~1 atramas.

Apibréziame aibe
S={g€ H(D):g'(s) € HD) arba g¢g(s)=0}.

3.3 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tuomet mato

P atrama yra aibé S x H(D).
Lemos jrodymas yra duotas [6] straipsnyje.

3.4 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o F : H*(D) —
H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe G C H(D) aibé

13



(F~'G) N (S x H(D)) yra netuscia. Tuomet mato P.F~' atrama yra visa
erdvé H(D).

Irodymas. Imame bet kurj erdvés H(D) elementy g. Tegul G yra bet
kuri elemento g atviroji aplinka. IS funkcijos /' tolydumo gauname, kad
aibé F~1G yra taip pat atvira. Kadangi sankirta (F~'G) N (S x H(D))
yra netuicia, tai yra toks elementas g € H?(D), kuris priklauso tiek aibei
F71G, tiek ir aibei S x H(D). Tai reigkia (pagal 3.4 lemg), kad F~'G yra
elemento, priklausancio mato F; atramai, atviroji aplinka. Todeél i§ atramos

savybiy turime, kad
mp(w e Q:((s,w) € F7'G) > 0.
I$ ¢ia iSplaukia nelygybe
mp(w € Q: F({(s,w)) € G) =mp(w e Q:{(s,w) € F'G) > 0.

Kadangi tiek elementas g, tiek ir jo aplinka G yra parinkti bet kaip, pastaroji
nelygybe irodo lemos tvirtinima.
Dar pagrindinés magistro darbo teoremos jrodymui bus reikalinga Merge-

liano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais.

3.5 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé, turinti junguyjs
papilding, o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés K wviduje.
Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks polinomas p(s), kad

sup | f(s) — p(s)| <e.
seK

Lemos jrodyma galima rasti [8] monografijoje.
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4. PAGRINDINES TEOREMOS JRODYMAS

Siame skyrelyje irodysime pagrindinj magistro darbo rezultata apie sude-
tines funkcijos nuo Rymano dzeta funkcijos ir Hurvico dzeta funkcijos uni-
versaluma.

4.1 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius, o F :
H?*(D) — H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe
G C H(D) aibé (F7'G) N (S x H(D)) yra netuicia. Tequl K € K, o
f(s) € H(K). Tuomet su kiekvienu € > 0

lim inf %meas{T € [0,T] :sup |F({(s+iT),{(s+iT,a)) — f(s)] <€} > 0.

T—oo seK
Irodymas. 18 3.5 lemos turime, kad egzistuoja toks polinomas p(s), su
kuriuo yra teisinga nelygybe

sup | (s) = p(s)] < 5. (4.1)
seK

Apibréziame aibe

G=weﬂung£w@wmwn<;.

Si aibé yra erdves H(D) atviras rutulys su centru p(s) ir spinduliu 5. Taigi
G yra polinomo p(s) atviroji aplinka. 1§ 3.4 lemos Zinome, kad polinomas
p(s), kaip analiziné funkcija juostoje D, yra mato PQF_1 atramos elementas,
todél bet kurios atviros polinomo p(s) atvirosios aplinkos §io mato reiksmeé
yra grieztai teigiama. Taigi, turime, kad

P.FHG) > 0. (4.2)

Pagal 3.2 lema, tikimybinis matas Prp, kai T' — oo, silpnai konverguoja j
mata, PQF_l. Sujunge §ig lemg su 2.1 lema ir pasinaudoje aibés G atvirumu,

gauname nelygybe

lim inf %meas{T €0,T]: F({(s+iT)) € G} > PQFfl(G).

T—00
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[§ ¢ia ir (4.2) nelygybés isplaukia nelygybé

lim inf %meas{T € [0,7]: F({(s+1i1)) € G} > 0.

T—o00

Prisimine aibés G apibrézima, pastaraja nelygybe galime uzrasyti pavidalu

lim sup %TI’L@CLS{T € [0,7] : sup |F({(s+1i7),((s+iT,a)) —p(s)]| < %} > 0.

T—o0 seK

Belieka Sioje nelygybéje polinomag p(s) pakeisti funkcija f(s). 18 (4.1) nely-
gybes ir
: €
sup [ F'(C(s +i7), C(s + 47, @) = p(s)] < 5 (4.3)
seK

randame, kad

Sup |F'(¢(s +iT),C(s +iT,a)) — f(s)]

< sup [F(¢(s +i7),((s +iT, ) — p(s)| + Sup [ f(s) —p(s)]

[§ ¢ia turime, kad tie 7 € R, kuriems galioja (4.3) nelygybé, tenkina ir
nelygybe

sup [F(C(s +i7),((s +im ) = f(s)| < e

Vadinasi,

{re|0,T]: §2£|F(C(s+i7),g“(s+i7,a)) — f(s)] < €}

D {re|0,T]: 11[13 |F(C(s+1i7),((s+iT,a)) — p(s)] < %}

Todeél gauname, kad

meas{T € [0,T7] : ig}g |F({(s+1iT1),((s+iT,)) — f(s)] < €}

16



> meas{T € [0,7T] : ngg |F(((s+1i1),((s +iT,a)) — p(s)| < g}

[§ ¢ia ir (4.3) nelygybés isplaukia nelygybé

lim inf lmeas{T € [0,T] :sup |F({(s+i1),((s+iT,a)) — f(s)] <€} > 0.

T—o00 SEK

Teorema jrodyta.
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Universality of some composite functions
André Miltiniené

(Summary)

Let s = o + it be a complex variable, a, 0 < o < 1, be a fixed parame-
ter, and let ((s) and (s, «) denote the Riemann and Hurwitz zeta-function,
respectively. It is well known that the functions ((s) and (s, a) with tran-
scendental parameter o are universal in the sense that their shifts (s + i)
and ((s+ i7, ) approximate any analytic function. Also, the functions ((s)
and ((s,a) are jointly universal, that is, their shifts simultaneously approxi-
mate every pair of analytic functions.

In the master work, we consider the universality of a composite function
F(¢(s),¢(s,)), where F' : H*(D) — H(D), H(D) is the space of analytic
functions on D = {s € C: 3 < o < 1}. We prove the following statement.

Suppose that « is transcendental and F' is continuous. Let K be a compact
subset of D with connected complement, and f(s) be a continuous on K and

analytic in the interior of K function. Then, for every € > 0,

lim inf %meas{T € [0,T] :sup |F({(s+iT),{(s+iT,a)) — f(s)] <€} > 0.

18



—_

LITERATURA

P. Billingsley, Convergence of Probability Measures, Willey, New York,
1968, Second ed., Wiley-Interscience, 1999.

A. Laurincikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, Boston, London, 1996.

A. Laurincikas, Universality of the Riemann zeta-function, J.Number
Theory, 130 (2010), 2323 — 2331.

A. Laurincikas, On the universality of the Hurwitz zeta-function, Intern.
J.Number Theory, 9, No 1 (2013), 155 — 165.

A. Laurinc¢ikas, R. Garunkstis, The Lerch Zeta-Function, Kluwer Aca-
demic Publishers, Dordrecht, Boston, London, 2002.

H. Mishou, The joint value distribution of the Riemann zeta-function
and Hurwitz zeta functions, Lith. Math.J., 47(1) (2007), 32 — 47.

V. Paulauskas, A. Rackauskas, Funkcine analizé, Vilnius, 2007.

J. L. Walsh, Interpolation and Approximation by Rational Functions in
the Complex Domain, Vol. 20, Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 1960.

19



