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I�VADAS

Tegul s = σ + it yra kompleksinis kintamasis, o am yra kurie nors kom-

pleksiniai skai£iai. Tuomet eilut
e

∞∑
m=1

am
ms

(1)

yra vadinama Dirichl
e eilute. Yra ºinoma, kad Dirichl
e eilu£iu� konvergavimo

sritis yra pusplok²tum
e. Tai reik²kia, kad egzistuoja toks skai£ius σ0, kad

srityje σ > σ0 (1) eilut
e konverguoja, o srityje σ < σ0 ji diverguoja.

Sakome, kad (1) eilut
e konverguoja absoliu£iai, jeigu konverguoja eilut
e

∞∑
m=1

|am|
mσ

.

Dirichl
e eilut
es absoliutaus konvergavimo sritis taip pat yra pusplok²tum
e.

Analiz
eje Dirichl
e eilut
es yra retai naudojamos, ta£iau jos yra labai naudin-

gos analizin
eje skai£iu� teorijoje. Dirichl
e eilut
emis yra apibr
eºiamos taip va-

dinamos dzeta funkcijos, kurios yra labai svarbios sprendºiant i�vairius skai£iu�

teorijos uºdavinius.

Bene svarbiausia i² dzeta funkciju� yra Rymano dzeta funkcija ζ(s), kuri

pusplok²tum
eje σ > 1 yra apbr
eºiama labai paprasta Dirichl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
.

I² Dirichl
e eilu£iu� savybiu� i²plaukia, kad funkcija ζ(s) yra analizin
e pus-

plok²tum
eje σ > 1. Be to, ji yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦

plok²tum¡, i²skyrus ta²k¡ s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu

1. Funkcija ζ(s) pusplok²tum
eje σ > 1 yra uºra²oma ir begaline sandauga

pagal pirminius skai£ius p

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1
.

Pastaroji lygyb
e yra vadinama Oilerio tapatybe ir parodo funkcijos ζ(s)
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s¡ry²i� su pirminiais skai£iais.

Funkcij¡ ζ(s) dar XVIII a. su realiuoju kintamuoju s nagrin
ejo Oi-

leris, o XIX a. viduryje Rymanas prad
ejo nagrin
eti funkcij¡ ζ(s) su kom-

pleksiniu kintamuoju s ir pritaik
e j¡ pirminiu� skai£iu� pasiskirstymui tirti.

Jam nepavyko i�rodyti asimptotin
es formul
es, kai x→∞, funkcijai

π(x) =
∑
p≤x

1.

Ta£iau jo id
ejas s
ekmingai panaudojo kiti matematikai ir i�rod
e, kad

π(x) ∼ x

log x
, x→∞.

Tai tik vienas funkcijos ζ(s) pritaikymo pavyzdys, ji pasirodo i�vairiose, ne-

b	utinai skai£iu� teorijos, matematikos ir kitu� tiksliu�ju� mokslu� srityse. I² kitos

pus
es, yra daug nei²spr¦stu� problemu�, apie pa£i¡ funkcij¡ ζ(s). Viena i² ju�

yra garsioji Rymano hipotez
e, tvirtinanti, kad visi kompleksiniai funkcijos

ζ(s) nuliai guli taip vadinamoje kritin
eje ties
eje σ = 1
2 .

Tegul α, 0 < α ≤ 1, yra �ksuotas parametras. Vienas i² funkcijos ζ(s)

apibendrinimu� yra Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α), kuri pusplok²tum
eje σ > 1

yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α) =
∞∑
m=0

1

(m+ α)s
.

Kai α = 1, tai Hurvico dzeta funkcija tampa Rymano dzeta funkcija. Pana-

²iai, kaip ir ζ(s), funkcija ζ(s, α) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦

plok²tum¡, i²skyrus paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu 1. Ta£iau

Hurvico dzeta funkcija ir jos savyb
es skiriasi nuo Rymano dzeta funkcijos,

kadangi jos apibr
eºime naudojamas post	umis m+ α ir jos negalima i²reik²ti

sandauga pagal pirminius skai£ius.

Abi funkcijos ζ(s) ir ζ(s, α) turi bendr¡ i�domi¡ savyb¦, kuri¡ 1975 metais

pasteb
ejo S.M.Voroninas. �i savyb
e yra vadinama universalumu ir, grubiai

kalbant, rei²kia, kad kiekvien¡ analizin¦ funkcij¡ tam tikros srities kompak-

tin
ese aib
ese norimu tikslumu galima aproksimuoti post	umiais ζ(s + iτ) ir
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ζ(s+ iτ, α).

Tiksliam universalumo savyb
es formulavimui yra reikalingi kai kurie ºy-

menys. Tegul D = {s ∈ C : 1
2 < σ < 1}, £ia C ºymi kompleksin¦ plok²-

tum¡. JuostosD kompaktiniu� poaibiu�, turin£iu� jungiuosius papildinius, klas¦

ºym
esime K. Tegul H0(K), K ∈ K, yra tolydºiu�ju� ir nevirstan£iu� nuliu

aib
eje K ir analiziniu� K viduje funkciju� aib
e, o H(K) yra tolydºiu� aib
eje K

ir analiziniu� jos viduje funkciju� aib
e. Simboliumeas{A} ºym
esime ma£iosios

aib
es A ∈ R Lebego mat¡. Tuomet Rymano dzeta funkcijos universalumo

s¡vyb
e yra formuluojama taip [2].

1.1 teorema. Tarkime, kad K ∈ K, o f(s) ∈ H0(K). Tuomet su

kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε} > 0.

Teoremos nelygyb
e parodo, kad post	umiu� ζ(s + iτ), aproksimuojan£iu�

duot¡ analizin¦ funkcij¡ yra be galo daug, ju� visu� aib
e turi teigiam¡ apatini�

tanki�.

Analogi²ka teorema Hurvico dzeta funkcijai kol kas i�rodyta tik kai para-

metras α yra transcendentusis arba racionalusis skai£ius. Transcendentumas

rei²kia, kad α n
era jokio polinomo su racionaliaisiais koe�cientais ²aknis. Mes

nagrin
esime tik pastar¡ji� atveji� [5].

1.2 teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, K ∈ K, ir
f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, α)− f(s)| < ε} > 0.

1.2 teorema skiriasi nuo 1.1 teoremos tuo, kad joje yra aproksimuojamos

funkcijos i² klas
es H(K), o 1.1 teoremoje yra aproksimuojamos funkcijos i²

siauresn
es klas
es H0(K). Tai paai²kinama tuo, kad Rymano dzeta funkcija

5



turi Oilerio sandaug¡ pagal pirminius, o Hurvico dzeta funkcija ²ios sandau-

gos neturi.

Neseniai japonu� matematikas Mi²u (Mishou) i�rod
e i�domi¡ teorem¡ [6] apie

jungtini� funkciju� ζ(s) ir ζ(s, α) universalum¡, tai yra apie dvieju� analiziniu�

funkciju� aproksimavim¡ tuo pat metu post	umiais ζ(s+ iτ) ir ζ(s+ iτ, α).

1.3 teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, K1, K2 ∈ K,
ir f1(s) ∈ H0(K1) ir f2(s) ∈ H(K2). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K1

|ζ(s+ iτ)− f1(s)| < ε,

sup
s∈K2

|ζ(s+ iτ, α)− f2(s)| < ε} > 0.

Yra ºinoma [3], [4], kad kai kurioms funkciju� F ir F1 klas
ems funkcijos

F (ζ(s)) ir F1(ζ(s, α)) yra taip pat universalios. Pateiksime keleta pavyzdºiu�.

Simboliu H(G) ºym
esime analiziniu� srityje G ∈ C funkciju� erdv¦ su tolygaus

konvergavimo kompaktuose topologija.

1.4 teorema. Tarkime, kad F : H(D)→ H(D) yra tokia tolydi funkcija,

kad su kiekviena atvira aibe G ⊂ H(D) aib
e (F−1G)∩S, S = {g ∈ H(D) :

g(s) 6= 0 arba g(s) ≡ 0}, yra netu²£ia. Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H(K).

Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ))− f(s)| < ε} > 0.

Teoremos i�rodymas yra pateiktas [3] straipsnyje.

Analogi²kas tvirtinimas funkcijai ζ(s, α) su transcendan£iuoju parametru

α buvo gautas [4] darbe.

1.5 teorema. Tarkime, kad F : H(D)→ H(D) yra tokia tolydi funkcija,
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kad su kiekviena atvira aibe G ⊂ H(D) aib
e (F−1G) ∩H(D) yra netu²£ia.

Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε} > 0.

Magistro darbo tikslas yra apibendrinti Mi²u teorem¡ (1.3 teorema), tai

yra, gauti sud
etin
es funkcijos F (ζ(s), ζ(s, α)) universalum¡.

Tegul H2(D) = H(D)×H(D). Yra teisinga tokia teorema.

Teorema. Tarkime, kad α yra transcendantusis skai£ius, o F : H2(D)→
H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe G ⊂ H(D) aib
e

(F−1G)∩ (S×H(D)) yra netu²£ia. Tegul K ∈ K, o f(s) ∈ H(K). Tuomet

su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε} > 0.

Teoremos i�rodymas remiasi 1.3 teorema ir tolydºiu�ju� atvaizdºiu� savyb
emis.
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2. SILPNASIS TIKIMYBINIU� MATU�

KONVERGAVIMAS

Mi²u teoremos (1.3 teorema) i�rodymas remiasi ribine teorema apie silpn¡ji�

tikimybiniu� matu� konvergavim¡ erdv
eje H2(D). Tod
el jos apibendrinimui,

sud
etin
ems funkcijoms, taip pat yra reikalingos tikimybiu� teorijos ir silpnojo

tikimybiu� mato konvergavimo kai kurios s¡vokos ir rezultatai. �is skyrelis ir

yra skiriamas ²iam tikslui.

Prad
esime tikimybinio mato s¡voka. Tegul Ω yra bet kuri ne tu²£ia aib
e,

jos poaibiu� sistema A yra vadinama σ k	unu (σ algebra), jei galioja tokios

aksiomos:

1. Ω ∈ A;

2. Jei A ∈ A, tai ir papildinys AC ∈ A;

3. Jei seka A1, A2, ... ∈ A, tai ir s¡junga
⋃∞
n=1An ∈ A.

Sudar¦ aib
es Ω σ k	un¡A, gauname ma£i¡ji� erdv¦ (Ω,A). �ioje erdv
eje jau

galime apibr
eºti tikimybini� mat¡. Neneigiama aib
es Ω funkcija P , apibr
eºta

σ k	une A, yra vadinama tikimybiniu matu, jei ji tenkina aksiomas:

1. P (Ω) = 1;

2. Jei aib
es A1, A2, ... ∈ A ir kas dvi neturi bendru� elementu�, tai tuomet

P (
⋃∞
m=1Am) =

∑∞
m=1 P (Am). (Eilut
e turi konverguoti.)

Apibr
eº¦ ma£ioje erdv
eje (Ω,A) tikimybini� mat¡ P, gauname tikimybin¦

erdv¦ (Ω,A, P ).

TegulE yra kuri nors metrin
e erdv
e. Tuomet tikimybin
eje erdv
eje (Ω,A, P )

galime apibr
eºti E reik²mi� atsitiktini� element¡. Erdv
es E minimalus σ k	unas,

kuriam priklauso tos erdv
es atviru�ju� aibiu� sistema, yra vadinamas erdv
es E

Borelio σ k	unu ir yra ºymimas B(E). Atvaizdis X : Ω → E yra vadinamas

E reik²miu atsitiktiniu elementu, apibr
eºtu tikimybin
eje erdv
eje (Ω,A, P ),

jeigu su kiekviena aibe A ∈ B(E) galioja s¡lyga

{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} ∈ A.
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Pastaroji s¡lyga yra vadinama atvaizdºio X matumu σ k	unu� B(E) ir A
atºvilgiu.

Jeigu E = R, tai atsitiktinis elementas yra tiesiog vadinamas atsitiktiniu

dydºiu.

Dabar apibr
e²ime silpn¡ji� tikimybiniu� matu� konvergavim¡. Tegul Pn, n ∈
N, ir P yra tikimybiniai matai ma£ioje erdv
eje (E,B(E)). Sakome, kad

Pn, n→∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P , jeigu su kiekviena realia apr
eºta

ir tolydºia funkcija g erdv
eje E yra teisinga lygyb
e

lim
n→∞

∫
E

gdPn =

∫
E

gdP.

�is apibr
eºimas turi ekvivalentus i�vairiu� aibiu� terminais. Mums bus reikalin-

gas silpnojo tikimybiu� mato ekvivalentas atviru�ju� aibiu� terminais.

2.1 lema. Tarkime, kad Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje

(E,B(E)). Pn, kai n → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P tada ir tik tada,

kai su kiekviena atvira aibe G ⊂ E yra teisinga lygyb
e

lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G).

Lema yra 2.1 teoremos i² [1] dalis.

Mums dar bus reikalinga viena silpnojo tikimybiu� mato s¡vyb
e, naudojanti

tolydºius erdviu� atvaizdºius.

Tegul E1 ir E2 yra dvi metrin
es erdv
es, o h : E1 → E2 yra (B(E1),B(E2))

mati funkcija, tai yra h−1B(E2) ⊂ B(E1). Tuomet kiekvienas tikimybinis

matas P erdv
eje (E1,B(E1)) ir erdv
eje (E2,B(E2)) apibr
eºia [1] vieninteli�

tikimybini� mat¡ Ph−1 formule

Ph−1(A) = P (h−1A), A ∈ B(E2 ).

Yra gerai ºinoma, kad jei funkcija h : E1 → E2 yra tolydi, tai ji yra ir

(B(E1),B(E2)) mati. Yra teisingas toks tvirtinimas [1].
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2.2 lema. Tarkime, kad Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje

(E1,B(E1)), funkcija h : E1 → E2 yra tolydi ir Pn, kai n → ∞, silpnai

konverguoja i� P . Tuomet, kai n→∞, Pnh
−1 taip pat silpnai konverguoja i�

Ph−1.

Dar priminsime tikimybinio mato atramos s¡vok¡. Tarkime, kad P yra

tikimybinis matas erdv
eje (E,B(E)), o E yra separabili metrin
e erdv
e. Tuo-

met mato P atrama yra vadinama tokia minimali uºdara aib
e SP ⊂ E, kad

P (SP ) = 1. Aib
e SP yra sudaryta i² visu� tokiu� ta²ku� x ∈ E, kuriu� kiekvienai
atvirai aplinkai G yra teisinga nelygyb
e P (G) > 0.

Tegul X yra E reik²mis atsitiktinis elementas, apibr
eºtas tikimybin
eje

erdv
eje (Ω,A, P ). �io elemento skirstiniu yra vadinamas tikimybinis matas

P , apibr
eºiamas formule

P (A) = P(ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A), A ∈ B(E ).

Atsitiktinio elemento atrama vadiname jo pasiskirstymo atram¡.
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3. LEMOS

�iame skyrelyje suformuluosime bei i�rodysime kai kuriuos tvirtinimus,

kurie bus naudojami pagrindin
es teoremos i�rodymui. Mums bus reikalin-

gos ribin
es teoremos analiziniu� funkciju� erdv
ese H(D) ir H2(D) bei ribiniu�

matu� atramu� tose teoremose i²reik²tinis pavidalas.

Prad
esime nuo kai kuriu� apibr
eºimu�. Tegul γ = {s ∈ C : |s| = 1}
yra apskritimas kompleksin
eje plok²tumoje su centru ta²ke 0 ir spinduliu 1.

Apibr
eºiame dvi aibes

Ω1 =
∏
p

γp ir Ω2 =
∞∏
m=0

γm.

�ia sandaugos ºenklai rei²kia aibiu� Dekarto sandaug¡. Pirmoje sandau-

goje γp = γ su visais pirminiais p, o antroje sandaugoje γm = γ su visais

m ∈ N0 = N ∪ {0}.
Aib
es Ω1 ir Ω2 yra vadinamos begalinama£iais torais. Aib¦ Ω1 sudaro visos

funkcijos, atvaizduojan£ios visu� pirminiu� skai£iu� aib¦ vienetiniame apskritime

γ, o aib¦ Ω2 sudaro visos funkcijos, atvaizduojan£ios aib¦ N0 vienetiniame ap-

skritime γ. Aib
ese Ω1 ir Ω2 galime apibr
eºti pata²kin
es daugybos operacij¡

ir sandaugos topologij¡ [7]. Tuomet aib
es Ω1 ir Ω2 tampa topologin
emis

grup
emis. Kadangi apskritimas γ yra kompaktin
e aib
e, o pagal Tichonovo

teorem¡ [7] kompaktiniu� erdviu� sandauga yra kompaktin
e erdv
e, tai topolo-

gin
es grup
es Ω1 ir Ω2 yra kompaktin
es.

Apibr
eºiame dar vien¡ Dekarto sandaug¡ Ω = Ω1 × Ω2. Kadangi Ω1

ir Ω2 yra kompaktin
es topologin
es grup
es, tai v
el i² Tichonovo teoremos

i²plaukia, kad Ω yra taip pat kompaktin
e topologin
e grup
e. Yra ºinoma, kad

kompaktin
eje topologin
eje grup
eje galima apibr
eºti tikimybini� Haro mat¡.

Taigi, ma£ioje erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis Haro matasmH . Visa

²i konstrukcija duoda tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH). Primename, kad Haro

matas mH pasiºymi invarianti²kumo savybe, tai yra, jo reik²m
e nekinta, jei

aib¦ padauginame i² bet kurio elemento ω ∈ Ω.

Dabar apibr
e²ime atsitiktinius elementus, atitinkan£ius funkcijas ζ(s) ir
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ζ(s, α). Tegul ω1(p) yra elemento ω1 ∈ Ω1 projekcija i� apskritim¡ γp, o

ω2(m) yra elemento ω2 ∈ Ω2 projekcija i� apskritim¡ γm. Tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH) apibr
eºiameH2(D) reik²mi� atsitiktini� element¡ ζ(s, ω), ω =

(ω1, ω2) ∈ Ω formule

ζ(s, ω) = (ζ(s, ω1), ζ(s, α, ω2)),

£ia

ζ(s, ω1) =
∏
p

(
1− ω1(p)

ps

)−1
ir

ζ(s, α, ω2) =
∞∑
m=0

ω2(m)

(m+ α)s
.

Pastebime, kad ²iuose apibr
eºimuose begalin
e sandauga ir eilut
e, beveik vi-

siems ω ∈ Ω, konverguoja tolygiai juostos D kompaktin
ese aib
ese, tod
el

tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºia H(D) reik²mius atsitiktinius

elementus.

Tegul Pζ yra atsitiktinio elemento ζ(s, ω) skirstinys. Tai rei²kia, kad Pζ
yra tikimybinis matas erdv
eje (H2(D),B(H2(D))), apibr
eºiamas formule

Pζ(A) = mH(ω ∈ Ω : ζ(s, ω) ∈ A), A ∈ B(H 2 (D)).

Mi²u teoremos i�rodymas remiasi ribine teorema tikimybiniam matui

PT (A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : ζ(s+ iτ) ∈ A}, A ∈ B(H 2 (D)),

£ia

ζ(s) = (ζ(s), ζ(s, α)).

Yra teisinga tokia ribin
e teorema matui PT .

3.1 lema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius. Tuomet tikimy-

binis matas PT , kai P →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Pζ.

Lemos i�rodymas yra duotas [6] straipsnyje.
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Dabar i�rodysime ribin¦ teorem¡ sud
etinei funkcijai F (ζ(s)). Tegul

PT,F (A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : F (ζ(s+ iτ)) ∈ A}, A ∈ B(H (D)).

3.2 lema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o funkcija F :

H2(D) → H(D) yra tolydi. Tuomet tikimybinis matas PT,F , kai T → ∞,

silpnai konverguoja i� mat¡ PζF
−1.

I�rodymas. I² matu� PT ir PT,F apibr
eºimu� turime, kad su kiekviena aibe

A ∈ B(H(D))

PT,F (A) =
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : F (ζ(s+ iτ)) ∈ A}

=
1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : ζ(s+ iτ) ∈ F−1A}

= PT (F−1A) = PTF
−1(A).

Taigi, yra teisinga lygyb
e

PT,F = PTF
−1.

I² ²ios lygyb
es bei 3.1 lemos, remdamiesi funkcijos F tolydumu ir 2.2 lema,

gauname, kad matas PT,F , kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PζF−1.

Dabar formuluosime lemas apie matu� Pζ ir PζF−1 atramas.

Apibr
eºiame aib¦

S = {g ∈ H(D) : g−1(s) ∈ H(D) arba g(s) ≡ 0}.

3.3 lema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius. Tuomet mato

Pζ atrama yra aib
e S ×H(D).

Lemos i�rodymas yra duotas [6] straipsnyje.

3.4 lema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o F : H2(D)→
H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe G ⊂ H(D) aib
e
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(F−1G) ∩ (S × H(D)) yra netu²£ia. Tuomet mato PζF
−1 atrama yra visa

erdv
e H(D).

I�rodymas. Imame bet kuri� erdv
es H(D) element¡ g. Tegul G yra bet

kuri elemento g atviroji aplinka. I² funkcijos F tolydumo gauname, kad

aib
e F−1G yra taip pat atvira. Kadangi sankirta (F−1G) ∩ (S × H(D))

yra netu²£ia, tai yra toks elementas g1 ∈ H2(D), kuris priklauso tiek aibei

F−1G, tiek ir aibei S ×H(D). Tai rei²kia (pagal 3.4 lem¡), kad F−1G yra

elemento, priklausan£io mato Pζ atramai, atviroji aplinka. Tod
el i² atramos

savybiu� turime, kad

mH(ω ∈ Ω : ζ(s, ω) ∈ F−1G) > 0.

I² £ia i²plaukia nelygyb
e

mH(ω ∈ Ω : F (ζ(s, ω)) ∈ G) = mH(ω ∈ Ω : ζ(s, ω) ∈ F−1G) > 0.

Kadangi tiek elementas g, tiek ir jo aplinka G yra parinkti bet kaip, pastaroji

nelygyb
e i�rodo lemos tvirtinim¡.

Dar pagrindin
es magistro darbo teoremos i�rodymui bus reikalinga Merge-

liano teorema apie analiziniu� funkciju� aproksimavim¡ polinomais.

3.5 lema. Tarkime, kad K ⊂ C yra kompaktin
e aib
e, turinti jungu�ji�

papildini�, o funkcija f(s) yra tolydi aib
eje K ir analizin
e aib
es K viduje.

Tuomet kiekvien¡ ε > 0 atitinka toks polinomas p(s), kad

sup
s∈K
|f(s)− p(s)| < ε.

Lemos i�rodym¡ galima rasti [8] monogra�joje.
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4. PAGRINDIN 
ES TEOREMOS I�RODYMAS

�iame skyrelyje i�rodysime pagrindini� magistro darbo rezultat¡ apie sud
e-

tin
es funkcijos nuo Rymano dzeta funkcijos ir Hurvico dzeta funkcijos uni-

versalum¡.

4.1 teorema. Tarkime, kad α yra transcendentusis skai£ius, o F :

H2(D) → H(D) yra tokia tolydi funkcija, kad su kiekviena atvira aibe

G ⊂ H(D) aib
e (F−1G) ∩ (S × H(D)) yra netu²£ia. Tegul K ∈ K, o

f(s) ∈ H(K). Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε} > 0.

I�rodymas. I² 3.5 lemos turime, kad egzistuoja toks polinomas p(s), su

kuriuo yra teisinga nelygyb
e

sup
s∈K
|f(s)− p(s)| < ε

2
. (4.1)

Apibr
eºiame aib¦

G = {g ∈ H(D) : sup
s∈K
|g(s)− p(s)| < ε

2
}.

�i aib
e yra erdv
es H(D) atviras rutulys su centru p(s) ir spinduliu ε
2 . Taigi

G yra polinomo p(s) atviroji aplinka. I² 3.4 lemos ºinome, kad polinomas

p(s), kaip analizin
e funkcija juostoje D, yra mato PζF−1 atramos elementas,

tod
el bet kurios atviros polinomo p(s) atvirosios aplinkos ²io mato reik²m
e

yra grieºtai teigiama. Taigi, turime, kad

PζF
−1(G) > 0. (4.2)

Pagal 3.2 lem¡, tikimybinis matas PT,F , kai T → ∞, silpnai konverguoja i�

mat¡ PζF−1. Sujung¦ ²i¡ lem¡ su 2.1 lema ir pasinaudoj¦ aib
es G atvirumu,

gauname nelygyb¦

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : F (ζ(s+ iτ)) ∈ G} ≥ PζF

−1(G).
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I² £ia ir (4.2) nelygyb
es i²plaukia nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : F (ζ(s+ iτ)) ∈ G} ≥ 0.

Prisimin¦ aib
es G apibr
eºim¡, pastar¡j¡ nelygyb¦ galime uºra²yti pavidalu

lim sup
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− p(s)| < ε

2
} > 0.

Belieka ²ioje nelygyb
eje polinom¡ p(s) pakeisti funkcija f(s). I² (4.1) nely-

gyb
es ir

sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− p(s)| < ε

2
(4.3)

randame, kad

sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)|

≤ sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− p(s)|+ sup

s∈K
|f(s)− p(s)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

I² £ia turime, kad tie τ ∈ R, kuriems galioja (4.3) nelygyb
e, tenkina ir

nelygyb¦

sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| ≤ ε.

Vadinasi,

{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε}

⊃ {τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− p(s)| < ε

2
}.

Tod
el gauname, kad

meas{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε}
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≥ meas{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− p(s)| < ε

2
}.

I² £ia ir (4.3) nelygyb
es i²plaukia nelygyb
e

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε} > 0.

Teorema i�rodyta.
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Universality of some composite functions

Andr
e Miltinien
e

(Summary)

Let s = σ + it be a complex variable, α, 0 < α ≤ 1, be a �xed parame-

ter, and let ζ(s) and ζ(s, α) denote the Riemann and Hurwitz zeta-function,

respectively. It is well known that the functions ζ(s) and ζ(s, α) with tran-

scendental parameter α are universal in the sense that their shifts ζ(s+ iτ)

and ζ(s+ iτ, α) approximate any analytic function. Also, the functions ζ(s)

and ζ(s, α) are jointly universal, that is, their shifts simultaneously approxi-

mate every pair of analytic functions.

In the master work, we consider the universality of a composite function

F (ζ(s), ζ(s, α)), where F : H2(D) → H(D), H(D) is the space of analytic

functions on D = {s ∈ C : 1
2 < σ < 1}. We prove the following statement.

Suppose that α is transcendental and F is continuous. LetK be a compact

subset of D with connected complement, and f(s) be a continuous on K and

analytic in the interior of K function. Then, for every ε > 0,

lim inf
T→∞

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|F (ζ(s+ iτ), ζ(s+ iτ, α))− f(s)| < ε} > 0.
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