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1. I�vadas

Kompleksinio kintamojo funkcijos tam tikroje pusplok²tum
eje apibr
eºiamos Di-

richl
e eilute yra vadinamos dzeta funkcijomis. Skai£iu� teorijoje jos uºima svarbi¡

viet¡.

Tarkime, kad s = σ+it yra kompleksinis kintamasis, {am : m ∈ N} � kompleksiniu�

skai£iu� seka, {λm : m ∈ N} � did
ejanti teigiamu� realiu�ju� skai£iu� seka, lim
m→∞

λm =

+∞. Dirichl
e eilute yra vadinama eilut
e

∞∑
m=1

ame
−λms.

Jeigu λm = logm, tai pastaroji eilut
e yra vadinama paprast¡j¡ Dirichl
e eilute, o jos

pavidalas yra
∞∑
m=1

am
ms

.

Viena i² dzeta funkciju� yra Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α). J¡ pirm¡ kart¡

1882 metais apra²
e vokie£iu� matematikas Adolfas Hurvicas (Hurwitz) (1859�1919)

nagrin
edamas tam tikras Dirichl
e funkcijos F (s) =
∑

(D
n

) 1
ns savybes, nusakan£ias

binariniu� kvadratiniu� formu� skai£iu� klas
es kilm¦ [4].

Tegul α yra realusis skai£ius, 0 < α ≤ 1. Pusplok²tum
eje σ > 1 Hurvico dzeta

funkcija yra apibr
eºiama eilute

ζ(s, α) =
∞∑
m=0

1

(m+ α)s

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ C i²skyrus paprast¡ji� poliu�

ta²ke s = 1 su reziduumu 1. Kai α = 1, Hurvico dzeta funkcija virsta gerai ºinoma

Rymano dzeta funkcija

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
.

Priminsime, kad, kai σ > 1, funkcija ζ(s) gali b	uti i²rei²kiama Oilerio sandauga

pagal pirminius skai£ius

ζ(s) =
∏

p −pirminis

(
1− 1

ps

)−1

.

Kai parametras α = 1
2
, Hurvico dzeta funkcija gali b	uti uºra²oma per Dirichl
e L

funkcij¡, t.y.

ζ

(
s,

1

2

)
= 2sL(s, χ);
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£ia χ yra charakteris moduliu 2. Bendru atveju funkcija ζ(s, α) neturi i²rai²kos

Oilerio sandauga.

Hurvico dzeta funkcijos savyb
es priklauso nuo aritmetin
es parametro α prigimties.

Tod
el jos reik²miu� pasiskirstymo bei su juo susijusiu� problemu� tyrimas yra i�domus

ir svarbus analizin
es skai£iu� teorijos uºdavinys.

Funkcijos ζ(s, α) asimptotini� elgesi� galima apra²yti ribin
emis teoremomis silpno

tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme. Sakome, kad tikimybinis matas Pn silpnai

konverguoja i� mat¡ P , kai n→∞, jei kiekvienai realiai tolydºiai apr
eºtai erdv
es S

funkcijai f

lim
n→∞

∫
S

fdPn =

∫
S

fdP ;

£ia tikimybiniai matai Pn ir P yra apibr
eºti erdv
eje (S,B(S)), o B(S) ºymi metrin
es

erdv
es S Borelio aibiu� klas¦.

Ribines teoremas Hurvico dzeta funkcijai su racionaliuoju ir transcenden£iuoju

parametru α i�rod
e R. Garunk²tis, A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e (ºr.[7], [10]). Al-

gebrinio iracionaliojo parametro atveju analogi²kus rezultatus i�vairiose erdv
ese gavo

A. Laurin£ikas ir J. �toidingas (Steuding) (ºr.[6], [8], [9]).

Tegul α yra algebrinis iracionalusis skai£ius. Apibr
eºkime

L(s) = {log(m+ α) : m ∈ N ∪ {0}}.

J. V. S. Kasels i�rod
e [2], kad maºiausiai 51 procentas L(α) elementu� yra tiesi²kai

nepriklausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q. �i� rezultat¡ i²pl
et
e R. T. Vorl
ejus

[14], o ribin¦ aproksimacij¡ gavo P. Drungilas ir A. Dubickas [3]. Tegul I(α) yra

maksimalus tiesi²kai nepriklausomu� elementu� log(m+α) i² L(α) poaibis ir sakykime,

kad I(α) 6= L(α). Apibr
eºkimeD(α) = L(α)\I(α) (pagal m	usu� reikalavim¡D(α) 6=
∅). Kiekvienam elementui dm = log(m + α) ∈ D(α) aib
e {dm}∪I(α) yra tiesi²kai

priklausoma vir² Q. Taigi egzistuoja baigtinis elementu� im1 , . . . , imn ∈ I(α) skai£ius,

kad

k0(m)dm + k1(m)im1(m) + . . .+ kn(m)imn(m) = 0

su sveikaisiais nelygiais nuliui skai£iais k0(m), . . . , kn(m). Vadinasi,

log(m+ α) = −k1(m)

k0(m)
log(m1(m) + α)− . . .− kn(m)

k0(m)
log(mn(m) + α)

ir

m+ α = (m1(m) + α)
− k1(m)

k0(m) . . . (mn(m) + α)
− kn(m)

k0(m) . (1)
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Sudarykime aib
es N ∪ {0} poaibius

M(α) = {m ∈ N ∪ {0} : log(m+ α) ∈ I(α)}

ir

N (α) = {m ∈ N∪{0} : log(m+ α) ∈ D(α)}.

Apibr
eºkime tor¡

Ω =
∏

m∈M(α)

γm;

£ia γm = γ =: {s ∈ C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksin
eje plok²tu-

moje visiems m ∈M(α). Begaliniamatis toras Ω yra kompaktin
e topologin
e Abelio

grup
e, tod
el erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja normuotas tikimybinis Haro matas mH .

Gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH). Paºym
ekime ω(m) elemento ω ∈ Ω pro-

jekcij¡ i� koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈M(α). ω(m) prat¦skime i� vis¡ N∪{0} formule

ω(m) = ω(m1(m))
− k1(m)

k0(m) . . . ω(mn(m))
− kn(m)

k0(m) ,

jei m ∈ N (α) ir galioja (1) s¡ry²is. Kai σ > 1
2
, tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH)

apibr
eºkime kompleksines reik²mes i�gyjanti� atsitiktini� element¡

ζ(s, α, ω) =
∞∑
m=0

ω(m)

(m+ α)s
. (2)

Paºym
ekime meas{A} ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡. Tegul T > 0.

A teorema ([8]). Tarkime, kad α � algebrinis iracionalusis ir σ > 1
2
. Tada

tikimybinis matas

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it, α) ∈ A}, A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡

mH(ω ∈ Ω : ζ(σ, α, ω) ∈ A), A ∈ B(C).

.

Pasteb
esime, kad A teoremos i�rodymas pateiktas A. Laurin£iko ir J. �toidingo [8]

straipsnyje yra nepilnas. (2) formul
eje yra naudojamas atsitiktiniu� elementu� ω(m)

ortogonalumas, ta£iau pastarojo fakto i�rodymas n
era baigtas.

M	usu� magistro darbo tikslas � i�rodyti ribin¦ teorem¡ su svoriu Hurvico dzeta
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funkcijai ζ(s, α) su algebriniu iracionaliuoju parametru α kompleksin
eje plok²tu-

moje. J¡ suformuluosime 2 skyriuje.

Darbas yra sudarytas i² 7 skyriu�, literat	uros s¡ra²o bei naudojamu� ºym
ejimu�

paai²kinimo. Skyriaus pradºioje pirmiausiai yra suformuluojama pagrindin
e jo teo-

rema. Po to pateikiami kai kuriu� s¡voku� apibr
eºimai bei ºinomi rezultatai, reikalingi

atitinkamu� teiginiu� i�rodymui. Tada i�rodomas pats skyriaus pagrindinis teiginys.

6



2. Pagrindin
e teorema

Pateiksime pagrindin
es magistro darbo teoremos formuluot¦.

Tegul w(t) yra apr
eºtos variacijos teigiama funkcija intervale [T0,∞), T0 > 0 ir

yra teisingas s¡ry²is

U = lim
T→∞

U(T,w) = lim
T→∞

T∫
T0

w(t)dt = +∞.

Taip pat pareikalaukime, kad, kai σ > 1
2
ir σ 6= 1, visiems v ∈ R galiotu� i�vertis

T+v∫
T0+v

w(u− v)|ζ(σ + it, α)|2dt = O

(
(1 + |v|)U

)
. (3)

Aib
es A indikatoriaus funkcij¡ paºym
ekime IA(t). Apibr
eºkime tikimybini� mat¡

PT,w(A) =
1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:ζ(σ+it,α)∈A}dt, A ∈ B(C).

1 teorema. Tarkime, kad α yra algebrinis iracionalusis, σ > 1
2
, o svorio funkcija

w(t) tenkina (3) s¡lyg¡. Tada erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P toks,

kad, kai T →∞, PT,w silpnai konverguoja i� P .

Darbe yra i�rodomas tik tikimybinio mato egzistavimas. I²reik²tinis pavidalas

n
era gaunamas.
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3. Pagalbiniai teiginiai su svoriu tore

Pagrindinis ²io skyriaus tikslas � suformuluoti ir/ar i�rodyti teiginius, kurie buvo

taikomi 1 teoremos i�rodyme.

3.1 Ribin
e teorema su svoriu tore

�iame skyriuje i�rodysime ribin¦ teorem¡ su svoriu tore Ω.

Apibr
eºkime tikimybini� mat¡

QT,w(A) =
1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:((m+α)−it:m∈M(α))∈A}dt, A ∈ B(Ω). (4)

2 teorema. Tegul α yra algebrinis iracionalusis. Erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimy-

binis matas Qω toks, kad, kai T →∞, matas QT,w silpnai konverguoja i� Qw.

Tegul γ yra vienetinis apskritimas kompleksin
eje plok²tumoje, o Q � erdv
eje

(γm,B(γm)) apibr
eºtas tikimybinis matas.

1 apibr
eºimas. Tikimybinio matoQ Furj
e transformacija g(k1, . . . , km) apibr
eºiama

formule

g(k1, . . . , km) =

∫
γm

xk11 . . . xkmm dQ;

£ia kj ∈ Z, x ∈ γ, j = 1, . . . ,m.

1 lema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� erdv
eje (γm,B(γm)) seka, o {gn(k1, . . . ,

km)} � atitinkamu� Furj
e transformaciju� seka. Pareikalaukime, kad kiekvienai svei-

ku�ju� skai£iu� aibei (k1, . . . , km) egzistuotu� riba

g(k1, . . . , km) = lim
n→∞

gn(k1, . . . , km).

Tada erdv
eje (γm,B(γm)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad, kai n → ∞, i�

ji� silpnai konverguoja tikimybinis matas Qn. Be to, g(k1, . . . , km) yra mato Q Furj
e

transformacija.

Tai 1.3.19 teorema [5] monogra�joje.

2 teoremos i�rodymas. Duali grup
e Ω yra izomor�n
e

D =
⊕

m∈M(α)

Zm,
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£ia Zm = Z visiems m ∈ M(α). Tegul ω(m) yra elemento ω ∈ Ω projekcija i�

koordinatin¦ erdv¦ γm, m ∈M(α).

Elemento k = {km : m ∈M(α)} ∈ D atvaizdis i� Ω apibr
eºiamas formule

ω → ωk =
∏

m∈M(α)

ωkm(m), ω ∈ Ω;

£ia tik baigtinis skai£ius sveiku�ju� km,m ∈ M(α), n
era nuliai. Mato QT,w Furj
e

transformacija gT (k) yra

gT (k) =

∫
Ω

( ∏
m∈M(α)

ωkm(m)

)
dQT,w

=
1

U

T∫
T0

w(t)
∏

m∈M(α)

(m+ α)−itkmdt

=
1

U

T∫
T0

w(t) exp

(
it

∑
m∈M(α)

km log(m+ α)

)
dt. (5)

Parametras α yra algebrinis iracionalusis, tod
el aib
e {log(m+ α) : m ∈ M(α)} yra
tiesi²kai nepriklausoma vir² Q.

Kadangi aib
e I(α) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q ir w(t) yra apr
eºtos variaci-

jos funkcija, tenkinanti (3) s¡lyg¡, i² (5) gauname

gT (k) =


1, jei k = 0,

O

((
U

∣∣∣∣ ∑
m∈M(α)

km log(m+ α)

∣∣∣∣)−1)
, jei k 6= 0.

(6)

I² pastarojo s¡ry²io seka, kad

lim
T→∞

gT (k) =

1, jei k = 0,

0, jei k 6= 0.
(7)

Tod
el teoremos tvirtinimas seka i² 1 lemos. Nors pastarojoje lemoje toras Ω yra

apr
eºtas pagal pirminius skai£ius, ta£iau tvirtinimas yra teisingas visiems begalinia-

ma£iams torams.
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3.2 Ribin
e teorema su svoriu absoliu£iai

konverguojan£ioms eilut
ems

Dabar i�rodysime ribin¦ teorem¡ su svoriu absoliu£iai konverguojan£ioms eilu-

t
ems.

Tegul σ0 >
1
2
yra �ksuotas skai£ius. Sudarome eilut¦

ζn(s, α) =
∞∑
m=0

an(m+ α)

(m+ α)s
=

∞∑
m=0

exp(−(m+α
n+α

)σ0)

(m+ α)s
. (8)

Erdv
eje (C,B(C)) apibr
eºkime tikimybini� mat¡

PT,n,w(A) =
1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:ζn(σ+it,α)∈A}dt, A ∈ B(C).

3 teorema. Tarkime, kad σ > 1
2
ir α � algebrinis iracionalusis. Tada erdv
eje

(C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas Pn,w toks, kad, kai T →∞, i� ji� silpnai kon-

verguoja matas PT,n,w.

�io skyriaus pagrindiniam rezultatui i�rodyti mums reik
es Oilerio gama funkcijos

bei tolydºiu�ju� atvaizdºiu� savybiu�.

Oilerio gama funkcija pusplok²tum
eje σ > 0 yra apibr
eºiama netiesioginiu integ-

ralu

Γ(s) =

∞∫
0

e−xxs−1dx.

3 lema (Melino atvirk²tin
e formul
e). Visiems teigiamiems a ir b teisinga lygyb
e

1

2πi

b+i∞∫
b−i∞

Γ(s)asds = e−a.

Tai � 5.4.1 lema i² [5] monogra�jos.

Tarkime, kad S1 ir S2 yra metrin
es erdv
es. Nagrin
ekime funkcij¡ u : S1 →
S2. Erdv
eje (S1,B(S1)) paºym
ekime tikimybini� mat¡ P , kuris erdv
eje (S2,B(S2))

indikuotu� vieninteli� tikimybini� mat¡ Pu−1, apibr
eºiam¡ lygybe

Pu−1(A) = P (u−1A), A ∈ B(S2).
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3 apibr
eºimas. Funkcija u : S1 → S2 yra tolydi, jeigu u−1G1 yra atvira erdv
eje S1

kiekvienai atvirai aibei G1 ∈ S2.

4 lema. Tegul u : S1 → S2 yra tolydusis atvaizdis ir Pn silpnai konverguoja i� P , kai

n→∞. Tada Pnu
−1 taip pat silpnai konverguoja i� Pu−1.

Tai � 1.1.16 teorema i² [5].

3 teoremos i�rodymas. Tam, kad i�rodytume 3 teorem¡, pirmiausiai parodysime,

kad eilut
e apibr
eºianti funkcij¡ ζn(s, α) konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ >
1
2
.

Paºym
ekime

ln(s, α) =

(
s

σ0

)
Γ

(
s

σ0

)
(n+ α)s, n ∈ N ∪ {0}.

Apibr
eºkime

an(m,α) =
1

2πi

σ0+i∞∫
σ0−i∞

ln(s, α)ds

s(m+ α)s
(9)

ir

ζn(s, α) =
1

2πi

σ0+i∞∫
σ0−i∞

ζ(s+ z, α)ln(s, α)
dz

z
. (10)

I² ln(s, α) ir ζn(s, α) apibr
eºimu� bei pritaikius 3 lem¡ gauname, kad

an(m,α) =
1

2πi

1+i∞∫
1−i∞

Γ(s)

((
m+ α

n+ α

)σ0)−s
ds = exp

(
−
(
m+ α

n+ α

)σ0)
.

I² £ia seka, kad (8) i²rai²koje esanti eilut
e pusplok²tum
eje σ > 1
2
konverguoja abso-

liu£iai.

Dabar apibr
eºkime funkcij¡ hn,σ : Ω→ C formule

hn,σ(ω) =
∞∑
m=0

exp{(−m+α
n+α

)σ0}ω(m)

(m+ α)σ
, ω ∈ Ω.

Kadangi (8) eilut
e konverguoja absoliu£iai, tod
el eilut
e apibr
eºianti funkcij¡ hn,σ
taip pat konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 1

2
, o ω atºvilgiu ir tolygiai.

Vadinasi funkcija hn,σ yra tolydi. Be to,

hn,σ(((m+ α)−it : m ∈M(α))) = ζn(σ + it, α).
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Pritaikius 4 lem¡ gauname, kad PT,n,w = QT,wh
−1
n,σ, (£ia QT,w yra matas esantis 2

teoremoje ir apibr
eºtas (4) formule). Tod
el, i² funkcijos hn,σ tolydumo, min
etos

teoremos ir 4 lemos seka, kad, kai T → ∞, matas PT,n,w silpnai konverguoja i�

QT,wh
−1
n,σ.
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3.3 Aproksimavimas vidurkiu

�iame skyriuje pateiksime funkcijos ζ(s, α) aproksimavim¡ su svoriu funkcija

ζn(s, α).

4 teorema. Tegul α ir w(t) yra tokie pat kaip ir 1 teoremoje. Tada

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)− ζn(σ + it, α)|dt = 0.

�iai teoremai i�rodyti mums reik
es gerai ºinomos reziduumu� teoremos, o taip pat

Galagherio teoremos.

5 lema (reziduumu� teorema). Jei funkcija f(s) yra analizin
e uºdaroje srityje D

i²skyrus baigtini� skai£iu� izoliuotu�ju� ypatingu�ju� ta²ku� s1, s2, . . . , sn srities D viduje,

tai
1

2πi

∮
∂D

=
n∑
k=1

Ress=skf(s).

�ios teoremos i�rodym¡ galima rasti [13].

6 lema (Galagherio lema). Tegul T0 ir T > σ > 0 yra realieji skai£iai, T yra

baigtin
e aib
e i² intervalo [T0 + δ
2
, T0 + T − δ

2
], o

Nδ =
N∑
t∈T
|t−x|<δ

1.

Tarkime, kad S(x) yra tolydi kompleksines reik²mes i�gyjanti funkcija intervale [T0, T+

T0], turinti tolydºi¡ i²vestin¦ intervale (T0, T + T0). Tada

∑
t∈T

N−1
δ (t)|S(t)|2 ≤ 1

δ

T0+T∫
T0

|S(x)|2dx+

( T0+T∫
T0

|S(x)|2dx
) 1

2
( T0+T∫

T0

|S ′(x)|2dx
) 1

2

.

Tai � 1.4 lema i² [12].

4 teoremos i�rodymas. Sakykime, kad σ0 yra toks pat kaip ir 4 skyriuje, t. y.

σ0 >
1
2
. Kai σ > σ0, ζn(s, α) galima apibr
eºti (8) formule.
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Pritaikius reziduumu� teorem¡ (5 lema) gauname, kad

ζn(s, α) =
1

2πi

σ1−σ+i∞∫
σ1−σ−i∞

ζ(s, α)ln(z, α)
dz

z
+ ζ(s, α) +

ln(1− s, α)

1− s
;

£ia σ1 > σ0 parenkame taip, kad σ1 < σ. Tada

ζn(s, α) = ζ(s, α) +
1

2πi

σ1−σ+i∞∫
σ1−σ−i∞

ζ(s+ z, α)ln(z, α)
dz

z
.

I² £ia, kai T →∞, randame

1

U

T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)− ζn(σ + it, α)|dt

�
∞∫

−∞

|ln(σ1 − σ + iv, α)|

( T+v∫
T0+v

w(t− v)|ζ(σ, α)|dt

)
dv + o(1). (11)

Funkcijos ζ(s, α) vidurkis yra apr
eºtas pusplok²tum
eje σ > 1. Taip pat ºinoma

[11], kad teisingas i�vertis

1

T

T∫
0

|ζ ′(σ + it, α)|2dt� 1.

Pritaikius Galagherio teorem¡ (6 lema) ir (3) i�verti� funkcijoms w(t) ir ζ(s, α), gau-

name

1

U

T+v∫
T0+v

w(t− v)|ζ(σ + it, α)|dt

� 1

U

( T+v∫
T0+v

w(t− v)dt

) 1
2
( T+v∫
T0+v

w(t− v)|ζ(σ + it, α)|2dt

) 1
2

.

� (1 + |v|).

Tada pagal (11) s¡ry²i�

lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)− ζn(σ + it, α)|dt

14



�
∞∫

−∞

|ln(σ1 − σ + iv, α)(1 + |v|)dv. (12)

Parinkus σ1 taip, kad σ1 − σ < 0, ir i² ln(s, α) apibr
eºimo gauname

lim
n→∞

+∞∫
−∞

|ln(σ1 − σ + iv, α)|(1 + |τ |)dv = 0.

I² pastarojo s¡ry²io kartu su (12) i�ver£iu seka teoremos tvirtinimas.
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3.4 Reliatyvusis kompakti²kumas

�iame skyriuje i�rodysime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pn,w : n ∈ N} yra su-

spausta ir reliatyviai kompakti²ka (£ia Pn,w yra tikimybinis matas 3 teoremoje).

5 teorema. Tegul σ > 1
2
. Tikimybiniu� matu� ²eima {Pn,w : n ∈ N} yra suspausta.

Priminsime reliatyvaus kompakti²kumo ir suspaustumo apibr
eºimus.

4 apibr
eºimas. Tikimybiniu� matu� ²eima P erdv
eje (S,B(S)) yra vadinama re-

liatyviai kompakti²ka, jeigu bet kokia ²eimos {P} seka turi silpnai konverguojanti�

poseki�.

5 apibr
eºimas. Erdv
eje (S,B(S)) apibr
eºtu� tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra va-

dinama suspausta, jeigu bet kokiam ε > 0 egzistuoja kompakti²ka aib
e K tokia, kad

P (K) > 1− ε visiems P i² {P}.

Mums taip pat reik
es Prochorovo teoremu�, kurios tarpusavyje susieja reliatyvu�

kompakti²kum¡ ir suspaustum¡.

7 lema. Jei tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai kom-

pakti²ka.

8 lema. Tegul S yra separabili pilna metrin
e erdv
e. Jei tikimybiniu� matu� ²eima

{P} erdv
eje (S,B(S)) yra reliatyviai kompakti²ka, tai ji yra suspausta.

Tai atitinkamai 1.1.12 ir 1.1.13 teoremos i² [5].

5 teoremos i�rodymas. Parinkime skai£iu� M > 0. Tada

1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:|ζn(σ+it,α)|>M}dt�
1

MU

T∫
T0

w(t)|ζn(σ + it, α)|dt. (13)

I² 3 teoremos ir (3) i�ver£io gauname, kad

sup
n∈N∪{0}

lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)|ζn(σ + it, α)|dt

≤ sup
n∈N∪{0}

lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)− ζn(σ + it, α)|dt

+ lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)|dt

� 1 + lim sup
T→∞

1

U

( T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)|2
) 1

2

� R <∞. (14)
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Parinkime ε > 0 ir Mε = Rε−1. Tada i² 3 ir 7 lemu� seka, kad

Pn,w({s ∈ C : |s| > Mε})

≤ lim inf
T→∞

PT,n,w({s ∈ C : |s| > Mε})

≤ lim inf
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:|ζn(σ+it,α)|>Mε}dt

≤ sup
n∈N∪{0}

lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

I{t∈[0,T ]:|ζn(σ+it,α)|>Mε}dt ≤ ε. (15)

Apibr
eºkime aib¦ Kε = {s ∈ C : |s| ≤ Mε}. Ji yra kompaktas. Atsiºvelgus i�

(15) nelygyb¦ gauname, kad

Pn,w(Kε) ≥ 1− ε

visiems n ∈ N ∪ {0}. Tai rei²kia, kad ²eima {Pn,w : n ∈ N} yra suspausta. O pagal

7 lem¡ � ir reliatyviai kompakti²ka.
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4. Pagrindin
es teoremos i�rodymas

Esame pasiruo²¦ i�rodyti pagrindin¦ darbo teorem¡. Ta£iau pirmiausiai pateik-

sime teigini� apie atsitiktiniu� elementu� sekos konvergavim¡.

6 apibr
eºimas. Sakome, kad atsitiktiniu� elementu� seka {Xn} konverguoja pagal

skirstini� i� atsitiktini� element¡ X, kai n → ∞, jei elementu� Xn skirstiniai silpnai

konverguoja i� elemento X skirstini�.

Tegul S yra separabili metrin
e erdv
e, o joje apibr
eºta metrika ρ. Sakykime

Yn, X1n, X2n, X3n yra S-reik²miai atsitiktiniai elementai apibr
eºti tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω), P0).

9 lema. Tarkime, kad, kai n → ∞, tai visiems k, Xnk

D−→ Xk ir Xk → X, kai

k →∞. Jei bet kokiam ε > 0 teisinga lygyb
e

lim
k→∞

lim sup
n→∞

P0{ρ(Xnk
, Yn) ≥ ε} = 0,

tai, kai n→∞, Yn → X.

Tai 4.2 teorema i² [1].

1 teoremos i�rodymas. Tikimybin
eje erdv
eje (Ω0,B(Ω0), P0) apibr
eºkime atsitik-

tini� kintamaji� θ = θT,w formule

P0(θt,w ∈ A) =
1

U

T∫
T0

w(t)IAdt, A ∈ B(C).

Tegul XT,n,w = ζn(σ + iθT,w, α). Parinkime kompleksines reik²mes i�gyjanti� ele-

ment¡ Xn,w, turinti� skirstini� Pn,w. Tada, atsiºvelgus i� 3 teorem¡, kai T →∞, XT,n,w

konverguoja pagal skirstini� i� Xn,w, t. y.

XT,n,w
D−−−→

T→∞
Xn,w. (16)

Pagal 5 teorem¡ egzistuoja seka {Pnk,w} ⊂ {Pn,w} tokia, kad erdv
eje (C,B(C))

matas Pnk,k silpnai konverguotu� i� tam tikr¡ tikimybini� mat¡ P , kai k →∞. Vadinasi,

Xnk,w
D−−−→

k→∞
P. (17)

Apibr
eºkime dar vien¡ kompleksines reik²mes i�gyjanti� element¡

XT,w = ζ(σ + iθT , α).
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Pritaikius 4 teorem¡ randame, kad kiekvienam ε > 0

lim
n→∞

lim sup
T→∞

P0(|XT,w(σ)−XT,n,w(σ)| ≥ ε)

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:|ζ(σ+it,α)−ζn(σ+it,α)|≥ε}dt

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

εU

T∫
T0

w(t)|ζ(σ + it, α)− ζn(σ + it, α)|dt = 0.

Pastaroji lygyb
e kartu su (16) ir (17) s¡ry²iais bei 9 lema parodo, kad

XT,w
D−−−→

T→∞
P.

Tai yra ekvivalentu mato PT,w konvergavimui i� mat¡ P . Teorema i�rodyta.
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5. I²vados

Magistro darbe nagrin
ejamas Hurvico dzeta funkcijos su algebriniu iracionaliuo-

ju parametru reik²miu� pasiskirstymas. Taip pat yra naudojama teigiama apr
eºtos

variacijos funkcija w(t), tenkinanti tam tikras s¡lygas. I�rodoma, kad funkcijai ζ(s, α)

yra teisinga ribin
e teorema su svoriu tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo prasme

kompleksin
eje plok²tumoje. Darbe n
era gautas i²reik²tinis mato pavidalas.
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6. Santrauka

Sakykime s = σ+it yra kompleksinis kintamasis, α � realusis skai£ius, 0 < α ≤ 1,

o ζ(s, α) � Hurvico dzeta funkcija pusplok²tum
eje σ > 1 apibr
eºiama eilute

ζ(s, α) =
∞∑
m=0

1

(m+ α)s
.

Darbe i�rodyta, kad funkcijai ζ(s, α) su algebriniu iracionaliuoju parametru α yra

teisinga ribin
e teorema su svoriu kompleksin
eje plok²tumoje C.
Tegul w(t) yra realioji apr
eºtos variacijos funkcija intervale [T0,∞), T0 > 0,

tokia, kad

U = lim
T→∞

T∫
T0

w(t)dt = +∞

bei galioja i�vertis

T+v∫
T0+v

w(u− v)|ζ(σ + it, α)|2dt = O(U(1 + |v|)).

Tada, kai σ > 1
2
, tikimybinis matas

1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:ζ(σ+it,α)∈A}dt, A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� tam tikr¡ erdv
eje (C,B(C)) egzistuojanti� tikimybini�

mat¡ P .
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7. Summary

Limit theorem with weight for the Hurwitz zeta-function

with an algebraic irrational parameter

Let s = σ + it be a complex variable, α is a real number, 0 < α ≤ 1, and ζ(s, α)

is the Hurwitz zeta-function, in the half-plane σ > 1, de�ned by the series

ζ(s, α) =
∞∑
m=0

1

(m+ α)s
.

In this work, it is proved that a limit theorem with weight on the complex plane C
for the function ζ(s, α) with an algebraic irrational parameter α is true.

Let w(t) be a real function of bounded variation on [T0,∞), T0 > 0, such that

U = lim
T→∞

T∫
T0

w(t)dt = +∞,

and the estimate

T+v∫
T0+v

w(u− v)|ζ(σ + it, α)|2dt = O(U(1 + |v|))

valids. Then, for σ > 1
2
, there exists a probability measure P on (C,B(C)) such that

the probability measure

1

U

T∫
T0

w(t)I{t∈[0,T ]:ζ(σ+it,α)∈A}dt, A ∈ B(C),

converges weakly to P as T →∞.
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�ym
ejimai

p � pirminis skai£ius

k, l,m, n, j � nat	uralieji skai£iai

N � nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

Z � sveiku�ju� skai£iu� aib
e

R � realiu�ju� skai£iu� aib
e

Q � racionaliu�ju� skai£iu� aib
e

C � kompleksiniu� skai£iu� aib
e

i � menamasis vienetas, i =
√
−1

s = σ + it � kompleksinis kintamasis

Res = σ � realioji s dalis

Ims = t � menamoji s dalis

meas{A} � aib
es A Lebego matas
D−→ � konvergavimas pagal skirstini�

B(S) � erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

Γ(s) � Oilerio gama funkcija pusplok²tum
eje σ > 0 apibr
eºiama

integralu Γ(s) =
∞∫
0

e−xxs−1dx

ζ(s) � Rymano dzeta funkcija puplok²tum
eje σ > 1 apibr
eºiama

eilute ζ(s) =
∞∑
m=1

m−s, analizi²kai prat¦siama i� vis¡ C

I(A) � aib
es A indikatorius

logm � m nat	urinis logaritmas, logm = lnm
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